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25. Se sabe que en condiciones ideales cierta poblacion de la poblacién de Estados Unidos desde 1900. Use el modelo
bacterias se duplica cada tres horas. Suponga que al principio para estimar la poblacién en el afio 1925 y predecirla en el
hay 100 bacterias. 2010 y el 2020.
(a) (Cuaél es el tamaiio de la poblacion después de 15 horas?
(b) (Cudl es el tamafio de la poblacién después de ¢ horas? Afo Poblacién Afio Poblacién
- () Es.tin'w el tama}f}o dela pobl.a,cién de_spués d§ 20 horas. 1900 76 1960 179
an (d) Dibuje la funcién de poblacién y estime el tiempo que se 1910 9 1970 203
requiere para que la poblacién llegue a 50 000. 1920 106 1980 207
26. Un cultivo de bacterias inicia con 500 baterias y duplica su 1930 123 1990 250
tamafio cada media hora.. 1940 131 2000 281
(a) (Cuantas bacterias existen después de 3 horas? 1950 150
(b) (Cuantas bacterias existen después de ¢ horas?
(c) ;Cuantas baterias existen después de 40 minutos? 29. Si gréfica la funcién
A (d) Grafique la funcién poblacién y estime el tiempo para que 1 — o
la poblacién alcance 100 000. flx) = Tem

27. Use una calculadora graficadora con capacidad de regresion ex-
ponencial para modelar la poblacién del mundo con la informa-

cién de 1950 a 2000 que aparecen en la tabla 1 en la pagina 55. 30. Dibuje diferentes grupos de la familia de funciones
Recurra al modelo para estimar la poblacién en el afio 1993 y

verd que f parece una funcién impar. Demuéstrelo

predecirla en el afio 2010. flx) = 1
g bx
28. La tabla siguiente presenta la poblacion de Estados Unidos, en 1+ ge
millones, para los afios 1900 a 2000. Use una calculadora gra- donde a > 0. ;Cémo cambia la grafica cuando b cambia?
ficadora con capacidad de regresion exponencial para modelar (Cémo cambia cuando a cambia?
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La tabla 1 proporciona informacién de un experimento en el cual un cultivo de bacte-
rias se inicié con 100 bacterias en un medio nutriente limitado; el tamafio de la poblacién de
bacterias se registrd a intervalos de horas. El nimero de bacterias N es una funcién del
tiempo t: N = f(t).

Sin embargo, suponga que la bidloga modifica su punto de vista y se interesa en el tiem-
po que se requiere para que la poblacion alcance diversos niveles. En otras palabras, ella
considera a t como una funcién de N. A esta funcién se le llama fincion inversa de f,
denotada por f ', y se lee “f inversa”. De esta manera, t = f '(N) es el tiempo que se re-
quiere para que el nivel de la poblacién llegue a N. Los valores de f~! pueden encontrarse
leyendo la tabla 1 de derecha a izquierda o bien consultando la tabla 2. Por ejemplo,
£74550) = 6 porque f(6) = 550.

TABLA 1 N como una funcién de ¢ TABLA 2 ¢ como funcién de N
! N=f) t=f"'N)
(horas) | = poblacion en el tiempo ¢ N = tiempo para llegar a N bacterias
0 100 100 0
1 168 168 1
2 259 259 2
3 358 358 3
4 445 445 4
5 509 509 5
6 550 550 6
7 573 573 7
8 586 586 8
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No todas las funciones poseen inversas. Compare las funciones f y g cuyos diagramas de
flechas se muestran en la figura 1. Observe que f nunca adopta el mismo valor dos veces
(dos entradas cualesquiera en A tienen salidas diferentes), en tanto que g adopta el mismo
valor dos veces (tanto 2 como 3 tienen la misma salida, 4).

En simbolos,

9(2) = 9(3)
pero f(x1) # f(x2) siempre que x; ¥ X,

Las funciones que comparten esta funcién con f se llaman funciones uno a uno.

40 ° 10
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FIGURA 1 f ¢
fesuno auno; g no loes A —— B A —_— B
= En el lenguaje de entradas y salidas, [1] DEFINICION A una funcién f se le llama funcién uno a uno si nunca adopta

esta definicion dice que f estd uno a uno si

! > el mismo valor dos veces; es decir,
cada salida corresponde a sélo una entrada.

Fx1) # f(x2) siempre que x; # X2

Si una linea horizontal interseca la grafica de f'en mas de un punto, como es el caso de
la figura 2 existen ndmeros x; y x2 tales que f(x;) = f(x2). Esto significa que f no esta
uno a uno. Debido a eso tenemos el método geométrico siguiente para determinar si una
funcién es uno a uno.

y
N
//i I y=1fx
[1fa)  fla)ql
FIGURA 2 I I
Esta funcién no es uno a uno 0 )ICI )I(Z x
porque flx;) = f(x2)

PRUEBA DE LA LINEA HORIZONTAL Una funcién es uno a uno si y sélo si, ninguna
linea horizontal interseca su grafica mas de una vez.

Y /
//y - 7 EJEMPLO | ;La funcién f(x) = x* es uno a uno?
0 x SOLUCION | Six; # x,, entonces xi # x5 (dos nimeros distintos no pueden tener el mis-
mo cubo). Por lo tanto, por la definicién 1, f(x) = x> es uno a uno.

SOLUCION 2 En la figura 3 ve que ninguna linea horizontal interseca la grifica de f(x) = x°
FIGURA 3 mas de una vez. Por consiguiente, mediante la prueba de la linea horizontal, f es uno
J(x)=x%es uno a uno a uno. O
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FIGURA 4
¢(x)=x"no es uno a uno
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FIGURA 5
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7 EJEMPLO 2 ;La funcién g(x) = x” es uno a uno?

SOLUCION | Esta funcién no es uno a uno porque, por ejemplo,
g(1) =1=yg(=1)

y de este modo 1 y —1 tienen la misma salida.

SOLUCION 2 En la figura 4 existen lineas horizontales que intersecan la grafica de g més
de una vez. Por consiguiente, mediante la prueba de la linea horizontal, g no es uno
a uno |

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente las funciones que
poseen funciones inversas segtin la siguiente definicion

[2] DEFINICION Sea f una funcién uno a uno con dominio A e intervalo B. Luego
su funcién inversa f~! tiene dominio By intervalo A y se define mediante

) =x & f)=y

para cualquier y en B.

Esta definicién dice que si f mapea x hacia y, después f ' mapea y de regreso hacia x.
(Si f no fuera uno a uno, entonces f ' no estarfa definida en forma tinica.) El diagrama
de flechas de la figura 5 indica que £~ ' invierte el efecto de f. Observe que

dominio de f~' = intervalo de f

intervalo f ' = dominio de f

Por ejemplo, la funcién inversa de f(x) = x> es f '(x) = x'/? porque si y = x?, en

tal caso

o) =r'3)=6)»"=x

PRECAUCION  No confundir el —1 en f~! con un exponente. De esta manera

f7'(x)  no significa L
f(x)

El reciproco 1/f(x) podria, no obstante, escribirse como [ f(x)] .

7 EJEMPLO 3 Si f(1) =5, f(3) = 7y f(8) = —10, encuentre f '(7), f'(5) y
f1(=10).

S0LUCION De la definicién de £ !
flmn=3 porque  f(3)=7
fi8) =1 porque  f(1)=5

fi(-10)=38 porque  f(8) = —10
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FIGURA 6
La funcién inversa invierte
las entradas y las salidas

FIGURA 7

El diagrama que aparece en la figura 6 pone en evidencia la manera en que f~ ' in-
vierte el efecto de fen este caso.

A B A B

-1

— -

Por tradicion la letra x se usa como la variable independiente, asi, al concentrarse
en ! en vez de sobre f, por lo regular invierte las funciones que juegan x y y en la
definicién 2 y escribia

3] W=y & fO=x

Al sustituir y en la definicidn 2, y sustituir x en (3), obtiene las ecuaciones de cancela-
cién siguientes:

[4] Ff(f(x)) =x paratoda x en A
f(f'(x)) =x paratoda x en B

La primera ecuacion de cancelacion dice que si empieza con Xx, aplica f, a continuacién
aplica f !, llega de nuevo a x, donde empieza (véase el diagrama que aparece en la fi-
gura 7). Asi, f ! deshace lo que f hace. La segunda ecuacién dice que f deshace lo que
f7 hace.

r—F f By — 7 ——x

Por ejemplo, si f(x) = x3, luego £ '(x) = x'/* y de ese modo las ecuaciones de cance-
lacién se convierten en

FfW) = ()3 = x
FUF) = (x13) = x

Estas ecuaciones indican simplemente que la funcién cubica y la funcién raiz ctbica se
cancelan entre si cuando se aplican en forma sucesiva.

Vea ahora c6mo calcular funciones inversas. Si tiene una funcién y = f(x) y es capaz
de resolver esta ecuacion para x en términos de y, en tal caso seguin la definicion 2 tiene
que x = f~'(y). Si desea nombrar como x la variable independiente, por lo tanto intercam-
bie x y y y llegue a la ecuacién y = £~ !(x).

[5] cOMO ENCONTRAR LA FUNCION INVERSA DE UNA FUNCION f UNO A UNO
ETAPA1  Escriba y = f(x).
ETAPA2  Resuelva la ecuacién para x en términos de y (de ser posible).

ETAPA 3 Para expresar f ' como una funcién de x, intercambie x y y. La ecuacién
resultante es y = f ().




= Observe en el ejemplo 4 como £~ invierte
el efecto de f. La funcién f sigue la regla
“eleve al Cubo, entonces sume 2, ' sigue
la regla “Reste 2, entonces abtenga la raiz
cuadrada”.

FIGURA 10
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7 EJEMPLO 4 Encuentre la funcién inversa de f(x) = x* + 2.
SOLUCION Segun (5) primero escriba
y=x+2
A continuacién resuelva esta ecuacidén para x:
X=y-2
x=</y—2
Por dltimo, intercambie x y y:
y=xx-2

En consecuencia, la funcién inversa es f'(x) = ¢/x — 2.

El principio de intercambiar x y y para hallar la funcién inversa da también el método
para obtener la grifica de f ' de la grifica de f. Puesto que f(a) = b si y sélo si
f~'(b) = a, el punto (a, b) se encuentra en la grifica de f si y sélo si el punto (a, b)

f! (b, a) de (a, b) al reflejar respecto a
la linea x. (Véase la figura 8.)
Y (b, a)
-
/
//
/ _ /l (a, b)
0 //// d
X
y=x
FIGURA 8 FIGURA 9

Debido a eso, como lo ilustra la figura 9:

La grafica de f ' se obtiene reflejando la grifica de f respecto a la linea

X.

EJEMPLO 5 Trace las gréficas de f(x) = +/—1 — xy su funcién inversa usando los mis-

mos ejes de coordenadas.

y= T

SOLUCION

lay>= —1 — x, 0 bien x = —y? — 1) y a continuacién refleje respecto a la linea X
para obtener la grafica de f !. (Véase la figura 10.) A manera de comprobacién de la
grifica, observe que la expresién para f~'es f!(x) = —x* — 1, x = 0. De modo que

! y=-x"-1
esto parece ser razonable.

FUNCIONES LOGARITMICAS

Sia > 0ya # 1, la funcién exponencial f(x) = a* bien se incrementa o disminuye y por
eso mediante la prueba de la linea horizontal es uno a uno. Debido a eso tiene una funcién
inversa f !, ala cual se le da el nombre de funcién logaritmica con base a y se denota me-

diante log,,. Si utiliza la formulacién de una funcién inversa dada por (3)

=y <= fO)=x



