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RESUMEN

TITULO: SOBRE LA PROPIEDAD DE MIDY'.
AUTOR: JUAN CAMILO CALA BARONZ.
PALABRAS CLAVE: Teorema de Midy; propiedad de los 9’s; representacion por

decimales.
DESCRIPCION:

Sean p un nimero primo y e el orden de 10 moédulo p, es decir, e = ord,(10). Es sabido
que la fraccion 1/p es periddica con periodo de longitud e. E. Midy demostr6 que si 1/p
tiene periodo de longitud par e = 2k, para algtn entero positivo k, y 1/p = 0.aas - - - ae,
donde cada a; es un digito, entonces a;+ar.; = 9 parat = 1,2, ..., k. En otras palabras,
si el periodo se divide en dos mitades, su suma es igual a 10* — 1, una cadena de k

nueves. Este resultado se conoce como el Teorema de Midy.

En este trabajo, el interés principal es el problema general que se desprende del Teorema
de Midy. Dados los enteros n y una base numérica B > 1 con n y B primos relativos,
la fracciéon x/n, donde x € U, es periddica en la escala de B con periodo de longitud
e = ord,(B). Si e = dk, para algun par de enteros d > 1y k, el periodo puede dividirse
en d bloques cada uno de k digitos. Si la suma de estos bloques es un multiplo de B* —1
para cada elemento z € U, se dird que n tiene la propiedad de Midy para el divisor d

de e y la base B, y se escribira esto por n € My(B).

I Tesis.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matemaéticas.
DIRECTOR: Msc. Carlos Arturo Rodriguez Palma.



ABSTRACT

TITLE: ABOUT MIDY’S PROPERTY?.
AUTHOR: JUAN CAMILO CALA BARON*.
KEYWORDS: Midy’s theorem; 9’s property; representation by decimals.

DESCRIPTION:

Let p be a prime number and e the order of 10 modulo p, that is, e = ord,(10). It
is known that the fraction 1/p is periodic and has period lenght equals e. E. Midy
proof that if 1/p has even period lenght e = 2k, for some positive integer k, and
1/p = 0.agas - - - Ge, where each a; is a digit, then a; + agr; = 9 for i = 1,2,..., k. In
other words, if the period is broken into two halves, their sum equals 10¥ — 1, a string

of k£ nines. This result is known as Midy’s Theorem.

In this work, the main interest is the general problem which follows from the Midy’s
Theorem. Given integers n and a number base B > 1 with n and B relatively primes, the
fraction x/n, where x € U, is periodic in the scale of B with period lenght e = ord,,(B).
If e = dk, for some pair of integers d > 1 and k, the period can be broken into d blocks
each one containing k digits. If the sum of these blocks is a multiple of B¥ —1 for every
element x € U,, it will be said that n has the Midy’s property for the divisor d of e
and the number base B, and this will be written by n € My(B).

3Thesis.
4Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Msc. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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“If people do not believe that mathematics is sim-
ple, it is only because they do mot realize how

complicated life is.”

John von Neumann



INTRODUCCION

No se puede poner en duda que los ntimeros enteros constituyen dentro del campo de
las matematicas una de las principales atracciones debido a la belleza de su simplicidad.
Han sido motivo de estudio por sus particulares caracteristicas, hecho que ha conlle-
vado a los mateméticos a crear estructuras generalizadas que compartan estas mismas
singularidades desde el punto de vista algebraico, como lo son los enteros algebraicos
que desarrollan un papel vital en la teoria algebraica de niimeros; son los enteros los
principales protagonistas, el punto de referencia. Pudiese uno entonces emprender un
viaje en busqueda de tales propiedades y seguramente el resultado seria un total éxito,
pero verdaderamente extenso.

No obstante, si nos fijamos en el caso de la operacion division entre dos niimeros enteros,
aunque tenemos nuevamente un sinfin de resultados y propiedades escondidas alli, el
asunto se reduce un poco. Es sabido que para cuando p es un nimero primo la fracciéon

1/p es periddica. Particularmente para p = 13,
L _ 0.076923
13 7

tiene periodo de longitud 6. Puede observarse que si se divide la expresion después
del punto decimal en dos bloques de tres digitos (exactamente a la mitad) y se suman,
resulta que 076+ 923 = 999 es una cadena de tres 9’s. Del mismo modo, 1/7 = 0.142857
tiene periodo 6 y 142+857 = 999. Igualmente, la fraccion 1/19 = 0.052631578947368421
tiene periodo 18 y la suma 052631578 + 947368421 = 999999999 es una cadena de

nueve 9’s. Y se puede seguir asi verificando esta propiedad para muchos més casos
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particulares. Sin embargo, es facilmente verificable que para p = 2, 3,5 dicha propiedad
no se satisface.

Hacia mediados de 1836 el matematico francés E. Midy, segtun [7], publico en su pais
natal un articulo referente a la propiedad mencionada en el parrafo anterior. Alli, for-

malizo el resultado de la siguiente forma:

Teorema de Midy. Si para p > 5 un nimero primo la fraccion 1/p tiene periodo de
longitud par, digamos e = 2k para algin entero positivo k, entonces la suma de las

mitades que conforman el periodo es una cadena de k 9’s.

En el transcurso de los tltimos 10 anos esta propiedad ha despertado el interés de la
comunidad matematica hasta tal punto que en la actualidad ya se conoce relativamente
lo suficiente sobre ella. El pionero de este auge fue Ginsberg que, en [3], sube un peldano
y prueba el Teorema de Midy para el caso en que la longitud del periodo es de la forma

e = 3k. Formalmente, el resultado queda enunciado asi:

Teorema de Ginsberg. Sea p un primo tal que
1
- =0.a1az ... G,
p

donde cada a; es un digito y la longitud del periodo es e = 3k para algin entero positivo
k. Si se diwvide el periodo en 3 blogques donde cada uno contiene k digitos, la suma de

ellos es igual a 10F — 1, una cadena de k 9’s.

Siguiendo este camino de generalizar sobre la longitud del periodo, Gupta y Sury en
[4] prueban el caso cuando este es de la forma e = dk con d > 1, de modo que el
periodo se puede dividir en d sub-bloques de k digitos y su suma es un miltiplo de
10% — 1. Posteriormente, Martin en [8] desarrolla las primeras generalizaciones y ca-
racterizaciones al utilizar las fracciones 1/n donde n no es necesariamente un nimero
primo y extiende la propiedad de Midy en su estado puro, es decir, cuando la longitud
del periodo es e = 2k. Finalemente, Lewittes y Garcia-Pulgarin junto con Giraldo en

[7] v [2], respectivamente, formalizan la propiedad de Midy y llevan el problema a otro
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nivel recopilando el trabajo anterior cuando se trabaja con las fracciones z/n donde
x € U,, el grupo multiplicativo de la unidades de Z,,, y su desarrollo es sobre cualquier
base numérica B > 1.

Durante esta formalizacion de la propiedad de Midy surgen preguntas sobre condiciones
necesarias y suficientes para las cuales las fracciones 1/n la cumplan, asi como las
caracterizaciones y generalizaciones a las que se han llegado. Por otro lado, como influye
la base numérica en la que se desarrolle la expansion de 1/n. La respuesta de dichas
cuestiones y las extensiones que de ellas se desprendan se encuentran en la literatura y

seréan el motivo principal de estudio y de la realizacion de este trabajo monogréafico.

13



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este primer capitulo vamos a enunciar algunos resultados clasicos de la Teoria de
Nimeros que seran utilizados a lo largo de este trabajo monografico. Las demostraciones
de cada uno de ellos pueden ser encontradas en cualquier libro de Teoria de Numeros
elemental (ver por ejemplo [1] o [5]). La Seccion 1.5 es la que brinda mas informacion
que esta directamente relacionada con el contenido de este trabajo, por lo que invitamos

al lector a revisarla, a pesar de la brevedad con la que se desarrolla.

1.1. DIVISIBILIDAD EN Z

Teorema 1.1 (Algoritmo de la Division). Sean a,b € Z con b > 0. Ezisten enteros

unicos q yr con 0 < r < b tales que
a=bq+r.
Los enteros q y r se dicen cociente y residuo, respectivamente, de la division de a entre

b.

Definicion 1.2. Sean a,b € Z con a # 0. Diremos que b es divisible por a si existe un
c € 7 tal que

b= ac.
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En dicho caso decimos que a divide a b y lo denotamos por a | b. De no ocurrir esto

escribimos a 1 b.
Teorema 1.3. Sean a,b,c € Z.
I. Sial|byc|d, entonces ac | bec.
II. Sia|byb]|c, entonces a | c.
ITI. Sia|byb+#0, entonces|a| <|b).
IV. Sia|bya|c, entonces a| (zb+ yc) para cualesquiera x,y € 7Z.

Cuando exista un entero d tal que d | a 'y d | b, decimos que d es un divisor comin de a
y b. Puesto que el niimero de divisores de cualquier entero ¢ # 0 es finito, los divisores
comunes de dos enteros a y b con al menos uno no nulo es finito, lo cual garantiza la

existencia del mayor de todos ellos. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.4. Dados a,b € Z con al menos uno de ellos distinto de cero, el mayor
entero que divide a ambos a y b se denomina mdximo comin divisor de a y b y lo

denotaremos por ged(a, b). Es decir, d = ged(a, b) si y solo si se satisface:
I.d|ayd]|b.
II. Sic|ay c|d, entonces ¢ < d.
Teorema 1.5. Sean a,b € Z con al menos uno distinto de cero y d = ged(a,b). El
entero d es el menor entero positivo que es combinacion lineal de a y b, esto es,
d=min{au+bv>0:u,veZ}.
Definicién 1.6. Decimos que los enteros a y b con alguno de ellos distinto de cero son
primos relativos cuando ged(a,b) = 1.

Teorema 1.7. Sean a,b € Z no ambos iguales a cero, entonces a y b son primos

relativos si y solo si existen x,y € Z tales que 1 = ax + by.
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Corolario 1.8. Supongamos que a | c y b|c. Siged(a,b) =1 entonces ab | c.
Lema 1.9. Sia | bc y ged(a,b) =1, entonces a | c.

Teorema 1.10 (Algoritmo de Euclides). Sean a,b € Z, si a = bq + r para algunos
q,7 € Z entonces ged(a,b) = ged(b, 7).

Teorema 1.11. Dado b > 1, todo entero n se pude expresar de forma unica en términos

de potencias de b como
n=anb™ + ayp_1 0™ 4+ -+ a1b + ao, (1.1)

donde los coeficientes toman valores ar = 0,1,2,...,0— 1.

Puesto que la representacion (1.1) es unica, n estd completamente determinado por los

coeficientes a,,, a,,_1, ..., a1, ag y escribimos la representacion de n en base b como
N = [AmGm—-10100)],, -

A cada uno de los a; los llamaremos b-digitos.

1.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA
Definiciéon 1.12. Un entero n > 1 se denomina un ntimero primo si sus inicos divisores
son 1 y n. En caso contrario, decimos que n es un nimero compuesto.

Teorema 1.13. Sip es primo y p | ab, entonces p | a o p|b.

Teorema 1.14 (Fundamental de la Aritmética). Todo entero positivo n > 1 es primo
o es producto de primos. Esta representacion es unica salvo el orden en que aparecen

los factores.

Corolario 1.15. Cualquier entero n > 1 se puede representar de forma unica como

n=pytpy* ... ppt (1.2)

16



donde los a; € 2T yp1 < pg < -++ < P, con p; primo parai=1,2,... k.

Usualmente la expresion (1.2) se llama la factorizacion prima de n o la descomposicion

canénica de n.

1.3. ARITMETICA MODULAR

1.3.1. Nociones basicas

Definicién 1.16. Sea n un entero positivo fijo. Dos enteros a y b se dicen congruentes

mddulo n, denotado a = b (moéd n), si n | b — a.

Teorema 1.17. Sean a,b € Z, entonces a = b (mdd n) si y solo sia yb dejan el mismo

residuo al dividirse por n.
Teorema 1.18. Sean a,b,c,d,n € Z conn > 1, entonces:
I. a =a (mod n).
II. Sia=0b(mod n) entonces b =a (modd n).
ITI. Sia =0 (mod n) y b= c (moéd n) entonces a = ¢ (mod n).
IV. Sia=b(méd n) y c=d (mod n) entonces a+ ¢ =b+ d (mod n).
V. Sia=b(mod n) entonces a+ ¢ =b+ c(mdd n) y ac = be (mod n).
VI. Sia=b(méd n) entonces a* = bv* (mdd n) para todo k =1,2,3, ...

Teorema 1.19 (Chino del Residuo). Sean ny,na, ..., n; enteros positivos primos rela-

tivos dos a dos. Si aq,as, ..., a son enteros, el sistema de congruencias
x = a; (mod ny)

T = ap (mod ny)

xr = aj (mod ng),

17



tiene solucion unica mddulo n = ning---ng, esto es, si x1 Yy xo son soluciones del

sistema, entonces x1 = ro (mod n).

1.3.2. Teorema de Fermat y la funcién ¢ de Euler

Teorema 1.20 (Fermat). Sip es primo y pt a, se tiene que
a?~' =1 (mod p).

Definicién 1.21. Sea n > 1 un entero positivo. La funcién ¢(n) denota el ntimero de

enteros positivos menores o iguales a n que son primos relativos con n. Es decir, si
S={reZ:1<z<nAgcd(z,n) =1}

entonces ¢(n) =|S|.

Es inmediato ver que la funcién ¢ caracteriza a los nimeros primos. De hecho, n es

primo si y solo si ¢(n) =n — 1.

Teorema 1.22 (Euler-Fermat). Sin es un entero positivo y ged(a,n) =1, entonces
a®™ =1 (mod n).

Definicién 1.23. Un entero a # 0 es una raiz primitiva modulo n si p(n) es el menor

exponente ¢ para el cual ' = 1 (mod n).

1.4. ESTRUCTURA ALGEBRAICA DE 7Z

Definicion 1.24. Decimos que un conjunto G # ) dotado de una operaciéon binaria

x: G x G — G es un grupo si se satisfacen los siguientes axiomas:

A1l. Para cada par de elementos a,b € G, axb € G.

18



A2. Existe un elemento e € G tal que a x e = e * a = a para todo a € G.

A3. Paracadaa € G, existea™' € Gtal quea*xa ! =a'xa=c.

A4. ax (bxc) = (axb)*cparatodo a,b,c€G.

El axioma A1l de la definiciéon anterior se conoce como la propiedad clausurativa o
propiedad de cerradura y puede omitirse pues se sigue inmediatamente del hecho que *
es una operacion binaria sobre G. Los elementos e y a~! se dicen neutro e inverso de a,
respectivamente. Al axioma A4 se le conoce también como la propiedad asociativa.

Denotamos un grupo por (G,x*) o simplemente GG cuando no haya confusion sobre la

operacion .

Ejemplo 1.25. Z con la operaciéon suma usual + es un grupo. De hecho, los conjuntos

numeéricos (Q, +), (R, +) y (C,+) son grupos bajo esta misma operacion.

Ejemplo 1.26. Sea n > 1 un nimero entero. Definamos
nZ ={nt:t €7}

el conjunto de los miltiplos de n. Para a,b € Z, la relaciéon de congruencia moédulo n
anteriormente introducida en la Seccién 1.3 se puede establecer asi: @ = b (mod n) siy
solo si b — a € nZ. Por el Teorema 1.18, esta relacion es de equivalencia sobre Z, luego

las clases de equivalencia médulo n para cada m € Z vienen dadas por
ml={z€Z:x=mmoédn)} ={m+nt:teZ}.

Observe que si m = n, podemos escribir por el algoritmo de la division m = ng +r con
0 < r < n, dedonde r € [m] y por tanto [m] = [r]|. De ahi que las clases de equivalencia
modulo n estan completamente determinadas por los residuos 0,1,2,...,n—1, de modo

que el conjunto cociente

Z/HZ = {[0]7 [1]7 [2],...,[71— 1]}
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se conoce como el conjunto de las clases residuales moédulo n. Definamos la operacion

@ en Z/nZ mediante la regla

[z] @ [y] = [z +y],

donde la suma a la derecha de la igualdad es la usual en los enteros. Entonces (Z/nZ, @)

es un grupo. Por conveniencia, nos referiremos a este grupo como 7, y escribiremos
Z,=40,1,2,...,n—1}.
Ejemplo 1.27. En Z/nZ definamos para a,b € Z el producto modulo n como
[a] © [b] = [a - 0],
entonces U, es un grupo bajo el producto médulo n, donde
U, = {z € Z, : ged(z,n) = 1} .

Proposicion 1.28. Si Gy y Gy son dos grupos, entonces G = G X Gy = {(a,b) :
a € Gy ybe Gy} es un grupo con la operacion heredada por Gy y Go componente a

componente, esto es, (a,b)(c,d) = (ac,bd), para a,c € Gy y b,d € Gs.

Definiciéon 1.29. Sean (G,*) un grupo y H C G un subconjunto no vacio de G.

Decimos que H es un subgrupo de G,y lo denotamos por H < G, si (H, *) es un grupo.

Dados un grupo (G, %), a € G y un entero positivo n, si definimos de manera natural

a®? = a * a es facil probar mediante induccién mateméatica que

at=a*xax*x---%xaqa.
N—_—— —

n—uveces

Definicién 1.30. Sean G un grupoy a € G. El orden del elemento a, denotado ordg(a),

es el menor entero positivo m tal que a™ = e.
Cuando G = U,, e = 1 y si para a € Z existe m = min{j €ZT :a =1 (mod n)},
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diremos que m es el orden de @ moédulo n y lo denotaremos mediante m = ord,(a).
Asi las cosas, el concepto dado en la Definicion 1.23 puede establecerse ahora diciendo
que un entero a # 0 es una raiz primitiva modulo n si ord,(a) = ¢(n), donde ¢ es la

funcién de Euler.

Teorema 1.31. Sean G un grupo finito con |G| = n y a € G con ordg(a) = m,
entonces:
I. m|n.

I1. a* = e si y solo si m | k. En particular, a™ = e.

Ejemplo 1.32. Sean G un grupo y a € G. El conjunto H = {ai 11 € Z} de todas las
potencias de a es un subgrupo de G, llamado subgrupo ciclico de G generado por a 'y se

denota mediante (a). Este ejemplo motiva la definicion de grupo ciclico.

Definicion 1.33. Decimos que un grupo G es ciclico si existe un elemento a € G tal

que G = (a). En dicho caso, a se llama un elemento generador de G.

Teorema 1.34. Sea G un grupo ciclico finito con |G| = n. Cada subgrupo H de G es
ciclico y tiene orden d, donde d es un divisor positivo de n. Reciprocamente, dado un

divisor positivo d de n, existe un unico subgrupo H de orden d en G.

Proposicion 1.35. U, es ciclico si y solo sin € {2,4,p",2p'}, donde p es un nimero

primo impar y t un entero positivo.

Definicion 1.36. Sean (G4, *) y (G2, ) grupos. Una funcion ¢ : G; — Go se llama un

homomorfismo si para cada par de elementos a,b € Gy, se cumple p(a*b) = ¢(a)-p(b).

Un homomorfismo ¢ : G5 — G5 que ademas es biyectivo (inyectivo y sobreyectivo),

se dice un isomorfismo. En tal caso, G; y G5 son llamados isomorfos, lo cual se denota

G1 = Go.

Definicion 1.37. Si Gy, Gs, ..., G, son n grupos, entonces su producto directo Gy X
Go X -+ X Gy, es el conjunto de todas las n-tuplas (aq,as, ..., a,) donde a; € G; para
1=1,2,...,n,y el producto en Gy X G5 X ... x G, se define componente a componente.
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No es dificil ver que G = G; XG5 x - - - X G, con la operacion definida componente a com-
ponente es un grupo (la Proposicion 1.28 puede ser extendida por induccién matemética
para n grupos). Un resultado muy valioso que se sigue del Teorema Chino del Residuo
establece que dada la descomposicién canénica del entero n = pi* pb? ... pfj, es posible

hallar un isomorfismo entre Z, y el producto directo de los Zp;z- para i = 1,2,...,k.

Particularmente, U,, = Uptl X Uptg X oo X Uptk.
1 2 k

1.5. REPRESENTACION DE LOS NUMEROS POR DECIMA-

LES

Teorema 1.38. Cualquier nimero positivo puede ser escrito como un decimal, esto es,

si ¢ > 0 escribimos

C = A1A2 ce As.alagag ceey
donde 0 < A;, a; < 10.

Demostracion. Sea ¢ > 0 un nimero positivo. Sean X el mayor entero positivo menor
o igual que (, es decir, X = |[(], y x = ( — X, de tal modo que podemos escribir
( =X+ x, donde 0 < x < 1. Consideremos a X y = de forma separada.

Si X > 0, del Teorema 1.11 es sabido que podemos escribir a X de forma tinica mediante
X = 4107 + A10°7° + - + A, 110 + A,

donde 0 < A; < 10 para i = 1,2,...,5 — 1, y el entero s es tal que 10°71 < X < 10°.
Entonces X = A; A, ... A;.

Ahora para z, escribamos = = f; y supongamos que a; = |10f; |, de modo que
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donde es claro que 0 < a; < 9 y ademas,

10f1 = aq —l—fg, con 0 < fg < 1.

De manera analoga, definamos as, as, ay ... como

az = |10f2], 10fy = as + f3, con 0 < f3 < 1,
as = |10f3], 10f3 = as+ f4, con 0 < fy < 1,

ay = |10f4], 10fy = as + f5, con 0 < f5 < 1,

ap = LlofnJa ]-Ofn =a, + fn-l—la con 0 < fn—i—l < 1a

Es claro que 0 < a,, < 9, luego

T =Ty + Gni, (1.3)
donde
aq i a9 i i Qp,
an = — [ PR -
10 102 107
’ J
1
0< gpq =2 o~
Intt = Jon = 1om

Definamos entonces el decimal 0.ajasa3 . . . asociado a . Como a,, < 10, la convergencia
de la serie
o
> i
1 n
n=1 O
estd garantizada y ademas, como g¢,y; — 0 cuando n — oo, la serie de arriba es

simplemente z. Entonces x = 0.ajaza3 ... y asi concluye la prueba. ]
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Un decimal que nunca termina puede ser periddico puro o periodico mizto. Los casos

=03 v - =0.7142857

IS

1
3

son ejemplos de decimales periddicos puros, mientras que

1 _
- =10.16 — = 0.2571428
6 Y 1
son decimales periodicos mixtos. El periodo es la menor secuencia de digitos que se
repite en la representaciéon decimal y se denota con una barra encima como en los
ejemplos anteriores. Decimales como
1 3 3
- =05, =-=0..6 - =0.375
2 5 Y8
se llaman decimales exactos. El uso de la palabra decimal viene motivada precisamente

por la base b = 10 pero no hay razéon alguna para no trabajar con otra distinta. Por

ejemplo,
2 4 4 4
44— 4...=]04
3 7_'_72_'_73_'_ [ ]7’
1 1 6 3 1 6 —
=4~ 4 - 4+~ 4+ - L...=101
7 11+112+113+114+115+ [O 63]11’
1 0 1
—=—-+ —=10.01],.
9 3+32 [ Js

Cuando la base b # 10 se hara referencia a los decimales en la escala de b. Los siguientes

resultados resumen todo lo que ya hemos dicho.

Teorema 1.39. Supongamos que b es primo o producto de primos distintos. Cualquier
numero positivo se puede escribir de forma unica como un decimal en la escala de b, es

decir, s ( > 0 entonces

C:AlAQ...AS.alCLQCLg...,
donde 0 < Aj,a; <bparat=1,2,...,s yj=1,23,....
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Observe que la prueba de este resultado se realiza de manera analoga a como se probd

el Teorema 1.38, simplemente cambiando a 10 por b.

Teorema 1.40. Sea b = p1py - - - p, donde los p; son todos primos distintos. Supongamos
que <z <ly

m
r = —
n

con ged(m,n) = 1.

I. Sin=p"ps*...p0 ya=max{ay,as,...,a,} entonces el decimal en la escala

de b para x es exacto y termina en el a—ésimo digito.

IT. Siged(n,b) =1 yv = ord,(b), entonces el decimal en la escala de b para x es

periodico puro con periodo de longitud v.

ITI. Sin=pl*ps®...p% q, q > 1, gcd(q,b) =1 yv es el orden de b (mod q) entonces
el decimal en la escala de b para x es periodico mizto con o digitos no periodicos

y periodo de longitud v, donde a = max{ay, as, ..., a.}.
Demostracion. Vamos a probar el teorema para el caso en que b = 10 = 2 x 5. En
general, se procede de forma similar.
I. Supongamos que n = 2*5*2 y o = min{ay, as}, entonces

m 20T /RAT Y2y
n

T T 100

luego 10%x es un entero y « es el menor exponente para el cual esto es cierto. De ahi
que si x = 0.aqas . .. entonces x termina en el digito a,.

IT. Sea v = ord,,(10), entonces 10” = tn + 1 para algin entero t, luego

10v t 1
10%z = m:(n+ )m:tm—l—@:tmjo.
n n n

Puesto que de la expresion (1.3) tenemos que

10°z = 10°z, + 10°gy1 = 10"y + fora
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y 0 <z < 1, se sigue que f,. 1 = x. Asi, el proceso mediante el cual fue construido el
decimal de x se repite desde f,,; en adelante. De esto que x es un decimal periédico
puro con periodo de longitud v.

III. Supongamos que n = 2%15%?¢q, con ¢ > 1 un entero primo relativo con 10. Sean «

como en el inciso I y v = ord,(10), entonces

Qa—a1 fa—a2 M
10%7 — 2775 m =X+ =,
q q

donde X, M son enteros que satisfacen 0 < X < 10% 0 < M < qy ged(M,q) = 1. Si
X > 0, existe un entero s < « tal que 10°7! < X < 10%, de modo que X = A; A, ... A,.
Por el item 11, el decimal para la fraccion M/q es periédico con periodo de longitud v,
luego

10% = A1A2 ce As.alag e Qy,

de donde se obtiene que

T = O.blbg ce baa1a2 e Qy,
donde los s ultimos b; son Ay, As, ..., A, y los demas, si los hay, son 0. O

Teorema 1.41. Supongamos que b es primo o producto de primos distintos. Si q es

primo y b es una raiz primitiva modulo q entonces los decimales en la escala de b para
x
—, dondex=1,2,...,q—1
q

tienen periodo de longitud q — 1 y difieren entre ellos unicamente por una permutacion

ciclica.

Ejemplo 1.42. El ord;(10) = 6, de modo que 10 es una raiz primitiva modulo 7.
Sabemos que 1/7 = 0.142857, entonces el Teorema 1.41 dice que para x = 2,3,4,5,6,

las fracciones /7 son, en algun orden,

0.428571, 0.285714, 0.857142, 0.571428 y 0.714285.
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Efectivamente, puede verificarse rdpidamente que en este orden, las fracciones vienen

siendo 3/7, 2/7,6/7, 4/7 y 5/7, respectivamente.
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CAPITULO 2

UNA PRUEBA PARA EL TEOREMA DE

MIDY

En este capitulo vamos a estudiar la primera generalizacion del Teorema de Midy; si la
longitud del periodo de la fraccion 1/p con p un namero primo es e = dk, la suma de
los d bloques de k digitos que conforman el periodo es un multiplo de 10¥ — 1. Ademaés,
la suma de los elementos del tinico subgrupo de orden d en U, nos proporciona el valor
r para el cual dicha suma es r(10¥ — 1).

Del Teorema 1.40 es sabido que la fraccion 1/p es periddica y su periodo tiene longi-
tud e = ord,(10). Un resultado méas general que involucra este hecho, se dara en el
Capitulo 3, al iniciar la Seccién 3.2. Para empezar, vamos a probar que la suma de los

elementos de un subgrupo no trivial en U, es un multiplo de p.

Lema 2.1. Sean p > 2 un primo y G un subgrupo no trivial de U,. Entonces la suma

de los elementos de G es un mailtiplo de p.

Demostracion. Dado que U, es un grupo finito de orden p — 1, podemos escribir que

G={91,92,---,9m} conm < p—1.Sea a € G con a # 1y considere el conjunto

aG ={ag;:i=1,2,...,m}.
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No es dificil ver que aG es subgrupo de U, y es de hecho el mismo G. En efecto, si
tomamos ag; € aG, entonces ag; € G puesto que a y g; estdin ambos en G. Ademas,
ag; # ag; para i # j, pues de lo contrario, por la ley cancelativa en G, se llegaria a que

g; = g;. Por lo tanto,
ad gi=Y_ g (modp),
i=1 i=1

de donde obtenemos

m

(a—1)> g; =0 (mod p)

i1
y como a # 1, a—1# 0 (m6d p). De ahi que Y 7" | g; = 0 (méd p), o lo que es lo mismo,
>, gi = rp para algan r € Z. 0

Si consideramos un primo p y d > 1 un divisor de p—1, existe un tnico subgrupo de orden
d en U, que notaremos por U(p, d). Del resultado anterior es claro que ) | scUpd) 9 = TP

para algtin r € Z. Llamaremos a esta suma s(p, d).

Teorema 2.2. Sea p > 5 un nuimero primo y supongamos que ord,(10) = dk, con

d > 1. Si escribimos

1
]—3:0.(A1A2---Ad)(A1A2---Ad)---

donde cada A; consiste de k digitos, entonces
A+ Ay + -4 Ay =r(10" = 1),

donde s(p,d) = rp.

Note que e = dk | p — 1, por lo cual se sigue que d | p— 1 y asi tiene sentido hablar de
s(p,d) en el teorema.
Antes de dar inicio a la prueba, sea a/b con a,b € Z y b # 0 un nimero racional.

Definimos la parte fraccionaria de a/b, que denotaremos por {a/b}, como

it =i-Li]
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donde |a/b| denota la funcién parte entera del nimero a/b. Es inmediato de esta defi-

nicion que {n} = 0 para cualquier n € Z* y por lo tanto

) i)

Ademas, por el algoritmo de la division

donde a = r (mod p), 0 < r < b.

Demostracion. Como ord,(10) = dk, podemos escribir el conjunto U(p, d) como
U(p,d) = {10* (méd p) : 0 < i <d— 1}.

Sea a; € U(p, d) el elemento correspondiente a 10% (mod p) con 1 < a; < p—1, es decir,

10%* = a; (m6d p). De ahi, haciendo uso de (2.1), que
]_021C . a;
p P’

a.
— = = 7. 22
) ) (2.2)

por lo cual
d—1

=0
Ahora bien, observemos que como cada bloque A; contiene £ digitos, al multiplicar la
fraccion 1/p por 107% se estaran moviendo los bloques Aj, Ay, ..., A; a la izquierda del

punto decimal con respecto a 1/p, como se muestra a continuacion:

1
2—9:0.(A1A2---Ad)(A1A2---Ad)---

10*

? = Ay (AyAs - AgAy)(AgAg - AgAy) - - -

102k
7 == AlAQ.(A3A4 c AlAg)(A3A4 c A1A2) R
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lo(d—l)k
b

= Ay Ay - Agy (AgAy - Ag 1) (AgAy - Ag_y) - -

Al hacer una inspeccion detallada se puede determinar que después del punto decimal
las expresiones del lado derecho de las igualdades de arriba son la parte fraccionaria
de 10%/p para 0 < i < d — 1, cuya suma esta dada en (2.2). Veamos también que la

siguiente igualdad es cierta:

di 10% ] A+ Ag 4+ Ay 23)
~\r | 105 —1 ' '

Puesto que para cada 0 < ¢ < d — 1, usando el convenio Ay = Ay, tenemos que

10% | (A Ao Aqg A= 1Y
{ p }—(mk LT RS T =TS DI Cr I

J=0

y la serie del lado derecho de la igualdad tiene radio r = 1/10° < 1, por lo tanto se

garantiza su convergencia, a saber,

2

J=0

1’ 10
106) 0k -1

podemos escribir que

107k M, d i o
(= qom—7 donde M; =) A 109 y 1 = j +i (mod d).
j=1

Si agrupamos convenientemente podemos ver que




y dado que la suma finita

resulta inmediatamente la expresion (2.3) que al igualarla con (2.2) nos permite concluir
que

Ay + Ay 4o+ Ag=r(10F - 1).

Veamos un caso ilustrativo de este teorema.

Ejemplo 2.3. Consideremos el primo p = 19, entonces la longitud del periodo de 1/19
es e = ordyg(10) = 18 = 2-32. Hagamos una inspeccion detallada de los posibles valores
que puede tomar d > 1, o sea, todas las posibles particiones del periodo. Recordemos
que en la prueba del teorema se indica la forma de construir el subgrupo U(p, d).
Caso d = 2: Tenemos que k = 9 y es evidente que U(19,2) = {1,18}, por lo cual
5(19,2) = 19. Luego r = 1 y la suma de los d = 2 bloques de k = 9 digitos que
conforman el periodo es

10° — 1 = 999999999.

Caso d = 3: Tenemos que k = 6, por lo tanto:

10° = 1 (mod 19),
10° = 11 (mod 19),

10" = 7 (mod 19).

De ahi que U(19,3) = {1,7,11} y s(19,3) = 19. Luego r = 1 y la suma de los d = 3

bloques de k = 6 digitos que conforman el periodo es

10% — 1 = 999999.
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Caso d = 6: Tenemos que k = 3, por lo tanto:

10° = 1 (mod 19),
10° = 12 (mod 19),
10° = 11 (mod 19),
107 = 18 (mod 19),
10'2 = 7 (mod 19),
10" = 8 (mod 19).

De ahi que U(19,6) = {1,7,8,11,12,18} y s(19,6) = 57 = 3-19. Luego r = 3 y la suma

de los d = 3 bloques de k = 6 digitos que conforman el periodo es
3(10° — 1) = 2997.
Caso d = 9: Tenemos que k = 2, por lo tanto:

10° = 1 (mod 19),
10? = 5 (mod 19),
10* = 6 (mod 19),
10° = 11 (mod 19),
10® = 17 (mod 19),
10" = 9 (mod 19),
10" = 7 (mod 19),
10" = 16 (mod 19),

10'® = 4 (mod 19).

De ahi que U(19,6) = {1,4,5,6,7,9,11,17,16} y s(19,6) =76 =4-19. Luego r =4 y
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la suma de los d = 9 bloques de k = 2 digitos que conforman el periodo es
4(10% — 1) = 396.

Caso d = 18: Tenemos que k = 1 y evidentemente U(19,18) = Uy, por lo cual
s(19,18) = 171 = 9-19. Luego r = 9 y la suma de los d = 18 bloques de k = 1

digito que conforman el periodo es
9(10 — 1) = 81.

Si nos fijamos bien en el ejemplo anterior cuando d = 2 y d = 3, s(19,d) = 19. Esto no
es de sorprender puesto que se trata del Teorema de Midy y el Teorema de Ginsberg,

que surgen como consecuencia inmediata del Teorema 2.2.

Corolario 2.4. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 2.2 se tiene que s(p,2) =
s(p,3) = p. En particular, el teorema de Midy y el teorema de Ginsberg se satisfa-

cen.

Demostracion. Observe que U(p,2) = {1,p—1} y U(p,3) = {1, z,y}, con x,y < p— 1.
Como 1+z+y =0 (mod p) y es menor que 1+2(p—1), se sigue que 1+z+y =p. O

El Teorema 2.2 resulta ser de gran importancia pues transforma el problema inicial de
la suma de los bloques que conforman el periodo de la fraccion 1/p, a la suma de los
elementos del tnico subgrupo de orden d en U,. El célculo de s(p,d) es equivalente al
calculo de la suma A;+ Ay +- - -+ Ay v en estos momentos nuestro mayor interés es saber
bajo qué condiciones tenemos que s(p,d) = p, para asi no salirnos del contexto original
del problema de Midy. Veremos a continuaciéon lo que ocurre cuando trabajamos con

los primos de Mersenne y con los primos de Sophie Germain.
Definicién 2.5. Sea p un niimero primo.

I. Decimos que p es un primo de Mersenne si p = 2™ — 1, donde n es también un

primo.
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II. Decimos que p es un primo de Sophie Germain si n = 2p+1 es también un primo.

Una conjetura abierta establece que existen infinitos ntimeros primos de Mersenne.
Verificar si p = 2" — 1 es primo dado que n es primo no es una tarea facil, incluso
usando herramientas computacionales modernas. A la fecha solo han sido descubiertos
48 de estos numeros. Los cuatro primeros primos de Mersenne son faciles de hallar:
3=22-1,7=23-1,31=2°—-17y 127 =27 — 1. Actualmente, el niimero primo més
grande conocido es de Mersenne, 2°7885161 _ 1 descubierto en 2013 por el Dr. Curtis
Cooper de la University of Central Missouri bajo la contribuciéon de la Great Internet

Mersenne Prime Search, GIMPS, con un total de 17425170 cifras.

Ejemplo 2.6. Vamos a estudiar el comportamiento de s(p, d), donde p = 2% — 1 es un
numero primo de Mersenne. En la siguiente tabla dejaremos los detalles para verificar

lo que sucede con los primeros tres primos mayores que 3.

Primos de Mersenne ord,(10) d k
7 6 3 2

31 15 5 3

127 42 7 6

TABLA 1. Estudio de los primos de Mersenne.

En el primer caso, 7 = 2% — 1, de modo que e = 3k y por lo tanto s(7,3) = 7 en
virtud del Teorema de Ginsberg (Corolario 2.4). Para p = 31 tenemos que U(31,5) =
{1,2,4,8,16}, por lo que s(31,5) = 1+ 2+ 4+ 8 + 16 = 31. Finalmente en el caso
p=127,U(127,7) = {1,2,4, 8,16, 32,64}, donde obtenemos que s(127,7) = 1+2+4+
8+ 16+ 32+ 64 = 127. Estos resultados nos llevan a preguntarnos si s(p, d) = p siempre
que p = 2% — 1 es un primo de Mersenne. La forma en cémo resulta el subgrupo U(p, d)

es precisamente la clave para que esta respuesta sea afirmativa.

! http://www.mersenne.org/primes,/
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Proposiciéon 2.7. Sip=2%—1 es un primo de Mersenne, entonces s(p,d) = p.

Demostracion. Puesto que 2¢ — 1 = 0 (mod p), entonces ord,(2) = d, por lo tanto
dlp—1yU(p,d)={1,2,2%...,27} luego

d—1

s(pd) =) 2F=21—1=p,

k=0
U

Sophie Germain fue una matemaética francesa que se hizo famosa a princicios del siglo
XIX al permitir avances sobre la posible prueba del Ultimo Teorema de Fermat® usando
precisamente los primos p para los cuales n = 2p+1 también lo son. Al igual que con los
primos de Mersenne, se ha conjeturado que existen infinitos primos de Sophie Germain
y hasta ahora no se ha logrado probar. La razén por la cual nos interesamos en esta

clase de primos nos la brinda el siguiente enunciado.

Proposicién 2.8. Sid > 3 es un primo de Sophie Germain tal que p = 2d+1 también

es primo, entonces s(p,d) > p.

Demostracion. Como U(p, d) tiene evidentemente d elementos, es inmediato que si d >

5,

d(d—1 d*>—d
s(p,d) >21+24+3+---+(d—-1) = (2 ) _ 5

Como d? —d > 4d + 2 para todo d > 5, se sigue que s(p,d) > p. Para el caso d = 5,
p=11y U(11,5) =11, 3,4,5,9}, por lo que s(11,5) = 22 > 11. O

Ejemplo 2.9. El primo d = 11 es de Sophie Germain pues p = 23 es primo. Observe
que U(23,11) = (3) = {1,2,3,4,6,8,9, 12, 13, 16, 18}, entonces (23, 11) = 4 - 23 = 92.

2Este enunciado establece que no es posible encontrar para ningiin natural n > 2 soluciones enteras
x,y, z no triviales a la ecuacion
n

" +y" = 2"
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CAPITULO 3

(GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE

MIDY

Con el proposito de generalizar el Teorema de Midy cuando se trabaja en una base
numérica B > 1 cualquiera, debemos introducir una notacién apropiada.
Sean B > 1 y n enteros positivos tales que ged(n, B) = 1. Si e = ord,(B) = dk, con

d,k € Zyd>1,eslalongitud del periodo de x/n, para x € U, entonces
x
— = [0.a1a3 - - a¢|B,
n

donde los a; son B-digitos y el periodo ajas---a. se puede dividir en d sub-bloques
cada uno con k digitos. Sea A; la representaciéon numérica en la base B del j-ésimo

sub-bloque de k B-digitos del periodo y sea Sy(x) la suma (en base B)

Sa(x) = Z A;.
j=1
Definiciéon 3.1. Con la notacion anterior, si para cada x € U, la suma Sy(z) es un
miltiplo de B*¥ — 1, o lo que es lo mismo, Syg(z) = 0 (m6d B* — 1), diremos que n
tiene la propiedad de Midy para la base B y el divisor d de e. En tal caso, escribimos

n e Md(B)
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Observacion. En la definicién anterior estamos asumiendo que los resultados referentes
a la expansion en la escala de B de la fraccion x/n son como se ilustran. Para sustentar
este hecho, habré que esperar hasta el inicio de la Seccién 3.2, donde mostraremos un

resultado que esclarecerd cualquier tipo de duda.

Ejemplo 3.2. Veamos que 7 € M5(5). Como 5 es un raiz primitiva modulo 7 se sigue

que e = 6 = 2 - 3. Para empezar,

1

de modo que por el Teorema 1.41 las demas fracciones z/7 para z = 2,3,4,5,6 son en

algiin orden

[0.324120]5, [0.241203]5, [0.412032]5, [0.120324]5, [0.203241]5.

Para 1/7, tenemos que A; = [032]5, Ay = [412]5 y 5% — 1 = [444]5, de donde

So(1) = [032]5 + [412]5 = [444]5 = 0 (mo6d [444]5).

Puesto que las demés fracciones difieren en su periodo con el de 1/7 por permutaciones
ciclicas, se sigue que Sy(z) = So(1) = 0 (mod [444]5) para x = 2,3,4,5,6, luego 7 €
M (5).

Ahora, consideremos Dg(n) la secuencia mas corta de B-digitos que se repiten en la

expansion decimal en la escala de B de 1/n, es decir, el periodo. Por ejemplo, D1o(7) =

142857 y D5(7) = 032412. Si escribimos 1/n = 0.Dp(n), suponiendo que e = ord, (B),

B¢ —1 1
n :DB(’/I,)DB(H)—E

de donde obtenemos la igualdad

n-Dg(n) =B —1. (3.1)
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Si e = dk, definamos Ng(k,d) por

B —1
Np(k,d) = —— 3.2
B( ’ ) Bk — 1> ( )
de modo que al combinar las igualdades (3.1) y (3.2) obtenemos la relacion
(B¥ —1) - Np(k,d) = n- Dp(n). (3.3)

Observacion. Para el desarrollo de toda esta teoria hemos asumido que d > 1 y no
argumentamos el motivo de esta aserciéon. La razéon es muy simple. Supongamos que
e = ord,(B) = dk con d = 1, entonces el tnico bloque de k = e B-digitos en la expansion
decimal de 1/n es Dg(n). Puesto que n € M;(B) siy solo si Si(x) = 0 (mod B — 1)
para cada = € U, resulta claro que Dp(n) < B®— 1, de modo que B¢ — 11 51(1) y asi
n ¢ M;B). De ahi concluimos que My(B) = O siempre que d = 1.

3.1. EL TEOREMA DE MIDY EN BASE 10

En esta seccién estaremos interesados en estudiar bajo las condiciones de la Definiciéon 3.1,
los casos B = 10 y e = 2k, con el fin de caracterizar completamente los ntimeros que
cumplen la propiedad de Midy en su estado puro. Para ello, puesto que trabajaremos
con fracciones 1/n, abusaremos un poco con la notaciéon ya introducida y asumiremos
que n € My(10) si y solo si S4(1) = 0 (moéd 10* — 1). Ya veremos en la Seccién 3.2 que
este abuso es intencional.

Puesto que B = 10 a lo largo de esta seccion, omitiremos hacer uso de la letra B en las
notaciones y definiciones ya introducidas. Por ejemplo, escribiremos n € My en lugar

de n € My(10). Ademas, D(n) es Dyo(n), por lo cual

n-D(n)=10°—1, (3.4)
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donde e = ord,,(10) = dk, asi Nyo(k, d) lo escribimos

10° -1
N = — .
y la relacion (3.3) resulta ser
(10" —1) - N(k,d) = n - D(n). (3.6)

Esta tltima expresion contiene demasiada informacion de la propiedad de Midy.

Lema 3.3. Sean n un entero positivo primo relativo con 10 y e = dk. Entonces 10 —1 |

D(n) siy solo si 10F — 1] Sy(1).

Demostracion. Dado que D(n) = A1 A, ... Ay, podemos escribirlo de la forma
d
D(n) = A;10°7*,
j=1
De este modo se sigue que

D(n) = Sq(1) + Y A;(10°7* — 1)

d—1
= Sa(1) + 3 A;(10% — 1) (1 F10F 4 10% 4 4 1o<d—j—1>'f>

i=1

U

-1
= S4(1) + (10" = 1) > A, (1 4+ 108 +10% 4. 4 10(d—j—1)k>
1

<.
Il

De ahf es inmediato ver que 10* — 1 | D(n) si y solo si 108 — 1 | Sy(1). O

Teorema 3.4. Sea n un entero positivo con ged(n,10) = 1 y e = dk, entonces n € My

sty solo sin | N(k,d).

Demostracion. Supongamos que n € My, entonces 108 —1 | Sy(1). Por el lema anterior,

10¥ — 1 | D(n), asi que en virtud de (3.6) se sigue que n | N(k,d). Reciprocamente,
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supongamos que n | N(k,d). Nuevamente por la ecuacion (3.6), 10 — 1 | D(n), pero
esto implica que 10¥ — 1| Sy(1) por el lema precedente, luego n € M, lo que completa

la prueba. O

Teorema 3.5. Sean un entero positivo con ged(n, 10) = 1 ye = dk. Siged(n, 10¥—1) =

1 entonces n € Mj.

Demostracion. Puesto que de (3.6) se tiene que (10* — 1) - N(k,d) = n - D(n), si

w0

ged(n, 108 — 1) = 1 debe ocurrir que n | N(k,d) y asi por el teorema anterior, n €

M. 0

El Teorema 3.5 da una condicién suficiente, pero no necesaria, para que n € My A

continuaciéon mostramos un ejemplo de ello.
Ejemplo 3.6. Sea n = 21, entonces 1/21 = 0.047619 y e = 6. Con d =3y k = 2,
S3(1) =99 = 0 (mod 10% — 1), luego 21 € M, pero ged(21,10% — 1) = 3.

Ejemplo 3.7. Cuando n = 13, la fraccion 1/13 = 0.076923 tiene periodo de longitud
6. En cualquiera de los casos en que k = 1,2,3, se verifica que ged(13,10% — 1) = 1,

luego 13 € Mg, 13 € M3 y 13 € M,. Particularmente, tenemos las relaciones

Se(1)=T7+6+9+2+3=27=3(10" — 1),
S3(1) = 7469 + 23 =99 = 10> — 1,

Sy(1) = 76 + 923 = 999 = 10° — 1.

Ejemplo 3.8. Si tomamos ahora n = 49, la fraccion

41—9 = 0.020408163265306122448979591836734693877551

tiene periodo de longitud 42 = 2-3-7. Podemos entonces considerar siete casos distintos
para valores de k, donde 42 = dk y verificar para cuales de ellos se satisfacen las

condiciones del teorema anterior. En la Tabla 2 se resumen estos resultados.
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kd ged(10F —1,49) Sa(1)

1 42 1 21(10' — 1)
2 21 1 10(10% — 1)
3 14 1 7(10° — 1)
6 7 7 No aplica
7 6 1 3(107 — 1)
14 3 1 101 —1
21 2 1 102t —1

TABLA 2. Verificacion del Teorema 3.5 para n = 49.

Cuando k = 6, ged(10° — 1,49) = 7 # 1 y por lo tanto el Teorema 3.5 no verifica si
49 € M. Sin embargo, si hacemos una verificacion rapida podemos ver que S;(1) =
3142854 = 142857 (mo6d 108 — 1), es decir, la suma de los 7 sub-bloques de 6 digitos

que conforman el periodo no resulta ser un miltiplo de 10¢ — 1. De ahi que 49 & M.

Una pregunta que podria surgir es si existe relacion alguna entre los divisores primos
p de n y ord,(10) para que el teorema anterior siga teniendo la misma conclusion. La

respuesta es afirmativa y nos la proporciona el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Sea n un entero positivo con ged(n,10) = 1 y e = dk. Si para cada

factor primo p de n el entero k no es multiplo de ord,(10), entonces n € M,.

Demostracion. Sea t = ord,(10) y supongamos que para cada factor primo p de n el
entero k no es un miltiplo de ¢, es decir, ¢ { k, de donde 10¥ # 1 (méd p), por lo cual
ged(p, 10F—1) = 1. Ahora, como n | 10°—1 (ver ecuacién (3.4)), también p | 10°—1 y de
la igualdad (3.5) se sigue que p | N(k,d), por ser p y 10¥ — 1 primos relativos. Sea o la
multiplicidad del primo p como factor de n, entonces es claro que ged(p®,10*—1) = 1y
el mismo argumento que acabamos de usar para mostrar que p es un divisor de N (k, d)
también prueba que p® | N(k,d). Como esta ultima afirmacion es valida para cada
divisor primo p de n, se sigue que n | N(k,d) y asi n € M, como consecuencia del

Teorema 3.4. O
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Note que la Tabla 2 se hubiese podido estudiar de igual forma haciendo uso del teorema
anterior y solamente fallaria en el mismo caso en que el Teorema 3.5 fall6 cuando k = 6,

pues el tnico factor primo de 49 es 7 y ord;(10) = 6.

Ejemplo 3.10. Sea n = 217 = 7 - 31. Tenemos que ord;(10) = 6, ords (10) = 15y
ords;7(10) = 30, particularmente esta tltima afirmacion se puede verificar rapidamente

escribiendo

% = 0.004608294930875576036866359447.

En la Tabla 3 mostramos cuédndo la suma de los & sub-bloques con d digitos que con-
forman el periodo de 1/217, donde 30 = kd, es multiplo de 10¥ — 1 haciendo uso del

Teorema 3.9. Cuando k no es un multiplo de 6 ni de 15 la respuesta es afirmativa.

kd Multiplo de 10% — 1
1 30 St

2 15 St

3 10 Si

5 6 St

6 5 No aplica

10 3 St

15 2 No aplica

TABLA 3. Uso del Teorema 3.9 para n = 217.

No sabemos si 217 € M; y tampoco si 217 € Ms, sin embargo, podemos hacer los

célculos numéricos de Sg(1) y S2(1) para saber lo que ocurre:

Sy(1) = 004608294930875 4 576036866359447 = 580645161290322 (mod 10 — 1),

S5(1) = 004608 + 294930 + 875576 + 036866 + 359447 = 571428 (mo6d 10° — 1).

De esto tenemos que 217 & My y 217 & M.
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En lo restante de esta seccién vamos a enfocar nuestro interés en el estudio de la
propiedad de Midy cuando la longitud del periodo de 1/n es par, es decir, e = 2k para

algtin entero k. Comenzamos enunciado la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.11 (Schlémilch). Sea n un entero positivo con ged(n,10) =1 y e = 2k,

Entonces n € My si y solo si existe algin j € Z+ tal que n | 107 + 1.

Demostracion. Supongamos que n € My, entonces del Teorema 3.4, n | N(k,2) =
10* + 1. Reciprocamente, supongamos que existe j € Z* tal que n | 10/ + 1. Es claro
que n | 10 — 1, por lo que e | 2j y de ahi que k | j. Ahora bien, para cada factor
primo p de n, p | 107 + 1 luego p 1 10’ — 1, de donde ged(p, 107 — 1) = 1 y por lo tanto
ged(n, 107 — 1) = 1. Dado que 10¥ — 1 | 107 — 1, se sigue que ged(n, 10F — 1) = 1 y por
el Teorema 3.5, n € M. O

El Teorema 3.11 se limita a ser un test para ver si determinado ntiimero n € Ms. No
obstante, desarrolla un papel muy importante al momento de dar otra caracterizacion
de la propiedad de Midy cuando la longitud del periodo de 1/n es par. Antes de eso,
veamos que si n es cualquier nimero que tiene la propiedad de Midy, entonces cada

potencia de n también tiene la propiedad.
Teorema 3.12. Sin € M, entonces n"* € My para todo h € Z.F.

Demostracion. Sea e = 2k, entonces n | N(k,2) = 10¥ + 1. Observe que para cualquier

entero positivo impar j, 10¥ + 1| 10* + 1. En efecto,

1008 +1 = E(5) - (10F + 1), (3.7)
donde E(j) = 100Dk —100-2% ... —10* + 1. Ademés,
E(j) = Q(5) - (10" + 1) +, (38)

donde Q(j) = S2722(—1)" (i + 1) y/~>". Escojamos j = 10* + 1 en la ecuacion (3.8) de

manera conveniente, entonces 10 + 1 | E(5). Por la ecuacion (3.7), (10 4+1)% | 10 +1,
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donde t = k-(10¥+1), asf que por transitividad se sigue que como n | 10¥+1, n? | 10°+1.
De ahi que n? € M, por el Teorema 3.11.

2 € M,, podemos aplicar el mismo procedimiento para probar que n* € M,

Como n
y en general, n? € M, para cualquiera que sea ¢ una potencia de 2. Ahora bien, sea
h un entero positivo. Existe una potencia de 2, digamos u € Z tal que h < u. Como
n* | 10° 4+ 1 para algtin v € Z y n" | n%, se sigue por transitividad que n" | 10v + 1.

Luego n"* € My, lo que completa la prueba. O

Lema 3.13. Sea n € My un entero positivo con e = 2k. Entonces, n | 10" + 1 si y solo

sit="Fk-(2i+1) para todoi=0,1,2,....

Demostracion. Supongamos que n | 10° + 1. Como n € M, n | N(k,2) = 10F + 1.
Veamos que

k:min{jez+:n|1oj+1}. (3.9)

En efecto, supongamos que existe k € S tal que k < k. Si hacemos € = 2k es evidente
que n | 10° — 1y como € = 2k < 2k = e, se contradice la definicion de e. Veamos ahora
que k | t. Procedamos por reduccion al absurdo, supongamos que k { ¢, por el algoritmo

de la division existen a,r € Z con 0 < r < k tales que t = ka + r. Luego
10t = (10’“) 10" = (~1)%- 10" = —1 (mo6d n).

Observe que si a es par entonces 10" = —1 (moéd n) y como r < k se contradice (3.9).
Si a es impar, 10”7 = 1 (méd n) donde p = 2r < 2k = e contradice la definicion de e.

Debe ocurrir entonces que k | t como se queria, por lo tanto ¢t = ks para algin s € Z y

10" = <10k)s = (—1)° = —1 (mod n)

siysolosis=2i+1para:=0,1,2,... O
Teorema 3.14. Sea n = pi* p3* ... p la descomposicion candnica del entero positivo

n y para cada i, sea e; = ord,, (10). Entonces n € My si y solo si existe un s € Z* tal
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que para cada 1 <1< r, e; = 2% q;, donde q; es impar.

Cabe aclarar que en este teorema los ¢; pueden diferir para valores diferentes de i, sin

embargo el factor 2° es fijo para cada .

Demostracion. Supongamos que n € My y por reduccion al absurdo supongamos que
la tesis no se satisface. Esto puede ocurrir por dos razones. La primera es que s = 0
para algun ¢, de modo que e; = ¢; es impar. Esto conlleva a que el factor primo p; € Ms.
Puesto que n | 10™ 4 1 para algtn entero m, para cada uno de los factores primos p de
n tenemos que p | 10™ + 1, en particular para p; y por el Teorema 3.11 tendriamos que
p; € My, lo cual es absurdo. La segunda razon por la cual puede fallar la tesis ocurre si
n tiene factores primos p; y p; con i # j tales que e; = 2 (2%u) y e; = 2+ (2°v), con a, b
enteros positivos distintos y u, v impares. Sean A = 2%u y 6 = 2° v, entonces p; | 10* +1
y pj | 10° + 1, donde X y 6 son los menores exponentes de 10, respectivamente, para lo

cual esto pasa. Dado que p;,p; | 10™ + 1, se sigue del Lema 3.13 que
m = (2°u)(2x + 1), para algin x = 1,2, 3, ... (3.10)

y también,

m = (2°v)(2y + 1), para algin y = 1,2,3, ... (3.11)

Puesto que u y v son ambos impares, la multiplicidad del primo 2 en la factorizacién
de m es a por (3.10) y también es b por (3.11). Por la unicidad, debe ocurrir que a = b
y esto es absurdo pues a y b se escogieron de tal forma que fueran distintos. De la
contradiccion se sigue que la tesis es verdadera.

Reciprocamente, supongamos que existe s € Z* tal que e; = 2° - ¢;, con ¢; impar para
1 <@ < r. Para cada i, sea d; = ¢;/2. Por el Teorema 3.12 sabemos que p;" € M, méas

10% + 1 donde ¢; es un multiplo

aun, en la prueba de este resultado se mostré que pg
impar de d;. Por hipétesis tenemos que d; = 2°7! - ¢; para cada i, y como cada uno de
los ¢; es impar, el producto de todos ellos, que lo denotaremos por ¢, también lo es.

Ahora bien, sea t el producto de todos los t;, luego t - ¢ es un ntimero impar multiplo
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10"+ 1 paratodo 1 <1< ry

de cada ¢; y cada t;. Sea v =t - q-2°7! entonces p
como los pi son primos relativos dos a dos, se sigue que su producto n satisface que

n | 10¥ + 1. De ahi que n € M. O

Cuando n = p es primo y e = ord,(10) es par, el hecho que p no tenga factores primos
mas que ¢l mismo reduce las condiciones del teorema anterior ya que siempre podremos
escribir e = 2% ¢ con ¢ impar (en el peor de los casos ¢ = 1). Con esto estamos diciendo

que el Teorema de Midy puede tenerse nuevamente ahora por medio del Teorema 3.14.

Ejemplo 3.15. Vamos a ver a que 1507 € M,. Dado que los factores primos de 1507
son p; = 11y py = 137, tenemos que e; = ordy;(10) = 2 y ey = ordy37(10) = 8, donde

la tnica posibilidad para s es s = 1 pero gs = 4 no es impar.

3.2. EL TEOREMA DE MIDY EN BASE B

Al inicio de este capitulo se introdujo una notaciéon para generalizar la propiedad de
Midy cuando se trabaja con las expansiones decimales de las fracciones z/n en la escala
de una base B > 1 cualquiera. Sin embargo, el trabajo realizado en la seccién precedente
no se apoya en esta definicion y expande los resultados del Teorema de Midy en su
‘estado puro’, es decir, cuando se trabaja con la fraccion 1/n y la longitud del periodo
es e = 2k. En esta seccidon vamos a ver que los resultados obtenidos anteriormente son
implicaciones inmediatas de resultados mas generales.

Sean B > 1y n primos relativos como es usual. Para x € U, si hacemos x; = x existen
enteros a; y xs tales que Bx; = ain + x5, con 0 < x5 < n. Del mismo modo, existen

enteros as y x3 tales que Bxy = agn + x3 con 0 < 23 < n y en general, al proceder de
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manera inductiva obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

BZL’l = a1n + T2
BSL’Q = aon + T3

(3.12)

Bz = ain + xip

Como 0 < x1/n < 1, 0 < Bxy/n < By por lo tanto a; < B, luego a; es un B-
digito. Como By x; son ambos primos relativos a n 'y Bx; = xs (mod n) se sigue que
ged(xg,n) = 1, es decir, x5 € U,. Usando el mismo razonamiento se muestra que as es
un B-digito y 3 € U,, y en general para todo ¢ > 1, a; es un B-digito y x; € U,. Si
para cada k < i dividimos la k-ésima ecuacion del sistema (3.12) por B*n tenemos que

x

P s
n B B2 B*  Bin

Dado que 0 < x;41/B'n < 1/B*y 1/B* — 0 cuando i — 0o se obtiene que z/n =

S a;/B'y escribimos esto como
x
- :O.a1a2...ai...
n
Las ecuaciones (3.12) muestran que para cada i > 1,
Ty = By = B*1;_1 = --- = B'z; (mod n) (3.13)

Sea e el orden de B modulo n. Por la ecuacion (3.13), x.py = B°r; = 21 (mod n) y
ademas x;,1 # 1 para 1 <i < e. Como 21, Zey1 € Uy, |T1 — Ter1| < n 'y por ser ambos
congruentes modulo n la Gnica opcién posible es que z..1 = 1, por lo tanto a..1 = ay,

Teyo = o y en general x..; = x;, a..; = a; para cada ¢ > 1. Concluimos que el decimal
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de z/n en la escala de B es periddico puro con longitud e y entonces

8

- = [0.&1&2 e ae]B.
n

Dado que e depende tnicamente de B y n y no de x, cada fraccion z/n con x € U, es

periddica de longitud e.

Observacion. Todo el anélisis que se acab6 de hacer, sustenta que la Definicion 3.1 esté,
valga la redundancia, bien definida. Ademas, puede verse que este resultado extiende

el inciso IT del Teorema 1.40, donde la condicién alli sobre la base era més fuerte.

Teorema 3.16. Sean n y B > 1 primos relativos y e = dk. Definamos para x € U,,

d
Ry(z) = Z T(j—1)k+1
=1

entonces:
I. nSy(z) = (B¥ — 1)Ry(x).
I1. Sy(x) =0 (m6d B* — 1) si y solo si Rg(z) =0 (mod n).

Demostracion. Como e = dk, podemos separar las primeras e ecuaciones del sistema
(3.12) en d grupos con k ecuaciones. Para cada 1 < j < d, el j-ésimo grupo consiste de

las k ecuaciones

Br(j_1)k41 = Q—1)k+11 + T(j—1)k+2

Bx(j_1yk42 = Q(j—1)k+21 + T(j—1)k+3
(3-1) (3-1) (-1 (3.14)

Bl’jk = a;gn + Tjk+1
Si multiplicamos la primera de estas ecuaciones por B*~!, la segunda por B*~? y asi

sucesivamente hasta multiplicar la (k—1)-ésima ecuacion por By la k-ésima por B® = 1,
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obtenemos

ka(j—1)k+1 = a(j—l)k—l—lBk_ln + Bk_1$(j—1)k+2

Bk_l!lf(j—l)k+2 = a(j—l)k+2Bk_2n + Bk_2$(j—1)k+3

BLL’jk = a;jgn + Tjk+1
Al hacer un reemplazo escalonado del altimo sumando de cada una de las ecuaciones

en la ecuacion siguiente, tenemos la igualdad
B*2(_1ypq1 = (a(j—l)k—l—lBk_l +ag 1o B4+ ajk) n+ Tjpit,
y dado que definimos A; = [aj_1a;_2...a;x] B, reescribimos la ultima expresion como
Bkl"(j-1)k+1 = An + T4, (3.15)

asi que al sumar las ecuaciones (3.15) para j = 1,2,...,d tenemos

d d d
Bk Z T(j—Dk+1 =1 Z Aj + Z Tjk+1-
j=1 j=1 Jj=1

Dado que xgxy1 = Tey1 = 71, las sumas sobre los x; son iguales y por lo tanto podemos

reescribir la tltima expresion como

(B* = 1)) 2G-1ke1 = nSa(z). (3.16)
j=1
De ahi se sigue I. Ademas, IT es consecuencia inmediata de (3.16). O

En el Ejemplo 3.2 mostramos que 7 € M(5) y el Teorema 1.41 facilité dicho trabajo.
En general, determinar si n € My(B) puede volverse tedioso debido a que la condicion
Sy(r) = 0 (m6éd B¥ — 1) debe cumplirse para cada x € U, es decir, tendriamos que
hacer ¢(n) calculos para obtener una conclusion. Sin embargo, esta definicién viene mo-

tivada por los resultados del siguiente teorema, donde se establece que la ya nombrada
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condicién puede debilitarse para algin = € U, y no todos. Esto ayudara el estudio de

los ejemplos.

Teorema 3.17. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 3.16, las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:
I. n € My(B).
I1. Para algin x € U,, Sg(z) =0 (mod B —1).
ITI. Para algin x € U, Ry(z) =0 (mdd n).
IV. Np(k,d) = B*d=1) 4 BHd=2) 4 ... 4 BF 4 1 =0 (mod n).
Ademds, n € My(B) siempre que ged(n, B — 1) = 1.

Demostracion. Observe que la cadena de implicaciones I = IT <= III se sigue de la

Definicion 3.1 y el Teorema 3.16, respectivamente. Ahora bien, de la ecuacion (3.13),

d d
Ry(z) = Zx(j_l)kﬂ = xz B*=Y = ¢ Np(k,d) (mod n),
j=1

Jj=1

de modo que Ry(x) =0 (modd n) siy solo si Ng(k,d) = 0 (mod n), pues ged(z,n) = 1.
Esto muestra la equivalencia entre IV y III y por ende con II. Dado que la proposicion
IV es independiente de z, equivale a decir que Sg(z) = 0 (méd B¥—1) para cada x € U,
esto es n € My(B).

Para probar la tltima afirmacion, consideremos el polinomio Fy(t) =t +¢4=2 4 ... 4
t+ 1. Por definicién de e, B¢ = 1 (méd n), luego B¢ —1 = (B* — 1) Fy(B*) = 0 (mo6d n).
Por lo tanto Fy(B*) = Ng(k,d) = 0 (mdd n) siempre que ged(n, B¥ — 1) = 1 y de ahi
que n € My(B). O

El hecho de haber trabajado toda la seccién anterior inicamente con la fraccion 1/n se
explica con este teorema. De igual forma, la tltima proposicién ya se habia discutido

cuando B = 10, donde mostrdbamos que la condicién era suficiente pero no necesaria
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(ver Ejemplo 3.6). Con el fin de familiarizarnos un poco con la notaciéon mostraremos

otro ejemplo de este hecho.

Ejemplo 3.18. Sean B =7 y n = 39. Para hallar el decimal de 1/39 en la escala de 7

acudimos al algoritmo implementado en el sistema de ecuaciones (3.12):

7-1=0-39+7
7-7=1-39+10
7-10=1-39+ 31
7-31=5-39+22
7-22=23-39+37
7-37T=6-39425
7-25=4-394+19
7-19=3-39+16
7-16=2-394 34
7-34=6-39+4
7-4=0-39+28

7-28=5-39+1

Puesto que el residuo z19 = 1 = z1, e = 12 y por lo tanto 1/39 = [0.011536432605];.
Cond=6yk=2 S1) = [165]; = 2-[66]; = 0 (mo6d 7% — 1) y ademas Rg(1) =
T+ a3+ 25+ 27+ T9+ 211 = 78, luego 39 € Mg(7), sin embargo ged(39, 72 —1) = 3 # 1.

Observacion. El Teorema 3.17 nos brinda desde otro punto de vista una explicacion
sencilla y breve del por qué d > 1. En efecto, si tuviéramos que n € M;(B) entonces

1 = Ry(1) =0 (mdd n), lo cual es absurdo.

Ejemplo 3.19. Consideremos el nimero primo p = 17 y la base B = 3, de donde

e = ord,(B) = 16. Si hacemos d = k = 4 entonces ged(17,3*—1) = 1, luego 17 € My(3).
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Sea h € ZT, queremos ver si es posible que 17" € My(3) y para ello vamos a calcular el

ord,7+(3) para h < 10, como muestra la siguiente tabla.

h Ord17h (3)

2 16-17
3 16-17°
4 16-173
5 16-17
6 16-17°
7 16-17°
8 16-177
9 16-178
10 16-17°
TABLA 4. Orden de 3 moédulo 17" para h < 10.

Tenemos que ord;7+(3) = 4K donde K = 4- 17", entonces por el teorema de Fermat,
35 = (39" = 3% (m6d 17), por lo cual ged(17", 35 — 1) = ged(17", 3* — 1) = 1. De
ahi que 17" € My(3) para h < 10. De hecho, esta tltima conclusién es valida para todo
h € Z*" y en general, cualquier niumero primo p tiene la propiedad de Midy para la base
B y el divisor d, asi como también p" para cada h € Z*, cuando p y B son primos

relativos. Para probar esto, vamos a demostrar primero los siguientes dos lemas.
Lema 3.20. Sean p un primo y a,b € Z.

I. Sia=b(mod p") entonces a?” = WP° (mod p"**) para cada par de enteros posi-

tivos n y s.

II. Sip # 2 y p1b entonces para cada par de enteros positivos n y s, se tiene que

aP” = b (mod p"te) implica a = b (mod pm).
Demostracion. 1. Usemos induccién sobre s para probar el enunciado. Supongamos que
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a = b (mod p™), entonces a = tp"™ + b para algun entero ¢ y asi,

@ = Xp: (i) (tp™)P " b

k=0

p
k

luego a? = P (mod p"*!) y el resultado es vélido para s = 1 y cada n € N.

Dado que p | (Z) para 0 < k < p, es claro que p" ' | < ) p"?=%) v también ptt | pP,
Supongamos ahora que el enunciado se satisface para cadan € N, para s =1,2,...,r
y supongamos que a = b (mod p™). Por la hipotesis de induccion para s = 1, a? =

bP (mod p™*1). Si partimos de este hecho entonces para s = r tenemos que
()" = ()" (mod p™ ),

que al reescribirlo resulta ¢ *' = ' (mod p" V). De este modo el resultado es
valido para s = r + 1 y por lo tanto para cada par de enteros positivos s y n.

I1. Vamos a probar el caso s = 1 por induccién sobre n. Queremos ver que si se cumple
a? = b (mod p"), entonces a = b (mod p*). Para n = 1, si a? = WP (mod p?), es
inmediato que a? = b” (mdd p) y por el teorema de Fermat, a = b (méd p). Suponga-
mos ahora que a? = b (mod p™) implica a = b (mod p™1). Si a? = b (mod p™*t)
resulta claro que a? = b? (m6d p™) y por la hipotesis de induccion, a = b (mod p™1).

i) para0<k<py

Escribamos a = up™~! + b para algin entero u, como p > 2, p | (

@’ = Xp: (Z) (up™ )" 0,

k=0

m—l—l) m-+1

se sigue que a? = b + up™b’~! (mod p . Entonces up™bP~! = tp para algin
entero t, es decir, ub’~! = tp y por lo tanto p | u pues p{b. De modo que a = u;p™ + b
para algun entero uy y asi a = b (mod p™).

Usemos ahora induccion sobre s para completar la prueba. Asumamos que para cada

neN, ¢ =W (mod p"1) implica ¢ = b(méd p") y también que a? =
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v (mod p™*7). Entonces

r—1 r—1

(@) = (") (mod p™),

y por la hip6tesis de induccion, a? ' = (mod p™1), asf que por lo que ya probamos

se sigue que a = b (mod p"). Esto completa la prueba. a

Lema 3.21. Sea p un primo impar. Si ord,(B) = e, p* | (B —1) y p*™ { (B° — 1)
entonces

ord,(B) = epmix{0h=2}

Demostracion. Supongamos cierta la hipotesis. Si h < z entonces p* | (B¢ — 1). Esto
no es valido para ningtin exponente t < e, ya que si p" | (B* — 1), entonces p | (Bt — 1)
y por definicién, e | ¢. Siendo asi tenemos que ord,.(B) = e, lo que prueba el lema
cuando h < z.

Si h > z, como B¢ = 1 (mo6d p?) entonces del lema anterior, B#" " = 1 (mod p").
Veamos que B¢ # 1 (mod p”*) para cualquier divisor propio d de ep"=*. Sea d = e1p",
donde ¢; | e y r < h— z, y supongamos que B®?" = 1 (m6d p"). Por el lema precedente,
B =1 (méd p"~"), de modo que B** = 1 (mdd p) y por lo tanto e | e;. De ahi que
e; = e. Dadas las condiciones de z en la hipotesis entonces como p"~" | (B—1), tenemos
que h —r < z, luego r = h — 2z, como queriamos. Por esto tltimo, ord.(B) = eph=*

para h > z. O
Ahora si procedemos a enunciar el resultado que ya habiamos comentado.

Teorema 3.22. Si p es un primo que no divide a B y e = dk, entonces p € My(B).

También se tiene que p" € My(B) para cada h € 7.

Demostracion. Comod > 1, k < ey por tanto B* # 1 (mod p), luego ged(B¥—1,p) = 1
y asi p € My(B) por el Teorema 3.17. Observe que p # 2 pues de no serlo, como p y B
son primos relativos, B serfa impar y asf B! = 1 (m6d 2), de donde e = ordy(B) = 1 no

es posible pues e debe ser un multiplo de d. Por el lema precedente, e, = ord,.(B) = ep?
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donde ¢ depende de h, luego e, = dK con K = kp9. Por el teorema de Fermat,
BEX = (B¥)? = B¥ (m6d p), de modo que ged(BX — 1,p") = ged(B* — 1,p) = 1 y del
Teorema 3.17 se sigue que p" € My(B). O

Una pregunta natural que nace siguiendo el mismo orden de ideas dado por el teorema
anterior, es saber si n € My(B) implica n" € My(B). En la seccién precedente vefamos
que cuando B = 10 y e = 2k esto era cierto, sin embargo el siguiente ejemplo nos

muestra que en general no podemos concluir lo mismo.

Ejemplo 3.23. Para la base B = 4, la fraccién 1/21 tiene periodo de longitud e =

ords; (4) = 3; més precisamente,

1
57 = [0.003];,

de donde es claro que S3(1) = [3]4 = 0 (mo6d 4 — 1), esto es, 21 € M;(4). Sin embargo,
01'd212 (4) =21 y

1
o = [0.000021102123210231313],

de donde S3(1) = [1111111]; = 5461 (mod 47 — 1).
El siguiente resultado es una extension del Teorema 3.9.

Teorema 3.24. Sean n y B primos relativos y e = kd. St para cada factor primo p de

n se tiene que ord,(B) t k, entonces n € My(B).

Demostracion. Sea p un factor primo de n. Como ord,(B) 1 k, entonces p{ B¥—1, luego
ged(p, B¥ — 1) = 1. Es claro que si a € Z* es la multiplicidad del primo p como factor
de n, ged(p®, B¥ — 1) = 1. De ahf que ged(n, B¥ —1) = 1 y por lo tanto n € My(B). O

Ejemplo 3.25. Sean n = 45 = 3% -5y B = 2, entonces ordz(2) = 2, ord5(2) = 4y
e = ordys(2) = 12. Cuando d = 4, el entero k = 3 no es multiplo ni de 2 ni de 4, por
lo que 45 € M4(2). De igual forma cuando d = 12, se verifican las mismas condiciones

para el entero k = 1, asi que 45 € Mi5(2).
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Ejemplo 3.26. Consideremos los enteros n =98 y B = 3, donde e = ordgg(3) =42 y
1
08 = [0.000021102211212102021222201120011010120201].

En la tabla que se muestra a continuacion estudiamos la suma S;(1) para cada divisor

d de e = 42, fijando interés en la relacion que guarda la suma Sg, (1) cuando d; | d.

d Sa(1) 198 € My(3)?
2 [222222222222222222222]; St
3 [111111111111110]5 No
6 [22222220] St
7 [10001211]5 No
14 [20202]5 St
21 [10010]5 No
42 [1120]5 St

TABLA 5. Estudio de la propiedad de Midy paran =98 y B = 3.

Observemos que 98 € M,(3) y para los divisores d = 6, 14,42 que son miltiplos de
d; = 2 también 98 € My(B). Contrarreciprocamente, 98 ¢ Mo, (3) y para los divisores
d=3,7,d |21y 98 ¢ My(3). La razéon por la cual esto ocurre lo explica el siguiente

teorema.

Teorema 3.27. Sean n y B primos relativos, y dy y dy enteros positivos tales que

dy | dy ydy | e=ord,(B). Sine My (B) entonces n € Mg, (B).

Demostracion. Supongamos que n € My, (B) y sea e = di1ky = daks. Podemos escribir

B -1 B —1 Bf — 1
NB(k’2,d2): Bk _ 1 = (Bkl _1> (BIQ—]_)’

donde las dos fracciones al lado derecho de la igualdad son enteros ya que ki | e y

ko | k1. Observe que el primero de los factores en la expresion es Np(ky,d;) y por el
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Teorema 3.17, Ng(k1,dy) = 0 (mdd n), esto implica que Ng(kq,ds) = 0 (modd n), de

donde n € Mg, (B), nuevamente por el Teorema 3.17, O

El siguiente enunciado nos brinda una sencilla pero interesante caracterizacion de la

propiedad de Midy en términos del periodo de la fraccién 1/n en la escala de B.

Teorema 3.28. Sean n y B primos relativos y e = dk, entonces n € My(B) si y solo
si Dp(n) =0 (mo6d B* —1). Ademds, sin € My(B) y Np(k,d) = nt para algin t € Z,
entonces Dg(n) = t(B* —1).

Demostracion. Por el Teorema 3.17, n € My(B) si y solo si Ng(k,d) = 0 (mod n), de
donde B¢ — 1 = nt(B* — 1) para algiin t € Z. Por la ecuacién (3.1), nDp(n) = B¢ — 1,
de modo que Dp(n) = t(B* — 1) si y solo si Dg(n) =0 (m6éd B* —1). O

Teniendo a la mano esta caracterizacion, estudiar la propiedad de Midy para los distintos
divisores d de e = ord,(B) se hace una tarea més sencilla en cuanto evita calcular las
sumas en base B de los bloques que conforman el periodo de 1/n, como hemos venido
haciendo para la mayoria de ejemplos. La tnica consideracion a tener es la conversion

de Dp(n) de la base B a la base decimal usual, como veremos a continuacion.

Ejemplo 3.29. Del Ejemplo 3.26 sabemos que 98 € M,(3) para los divisores pares
d=2,6,14,42 de e = 42. En base 10,

D3(98) = 1116520297260330196

y en efecto se verifica que D3(98) = 0 (mod 3% —1), para k = 21,7, 3, 1, respectivamente.

En el Capitulo 2 estudiamos la propiedad de Midy en la base decimal usual cuando n
era primo utilizando el subgrupo U(p,d) de U, para saber la forma de la suma S;(1)
como miltiplo de 10¥ — 1. En el contexto general, si n es una potencia de un primo,
digamos n = p' para algin entero ¢, tenemos un resultado analogo. Veamos un ejemplo

para dar una idea de lo que sucede y posteriormente enunciar el resultado.
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Ejemplo 3.30. Vamos a denotar por U(p, d) el tinico subgrupo de orden d en Uyt y por
s(p', d) la suma de sus elementos. Seann =9 =32y B = 11. Como e = ordg(11) =6 y

1
5 = [0.T2198G).,.

estudiemos caso por caso la suma Sy(1) para los distintos valores d = 2, 3, 6.

Caso d = 2: Tenemos que U(9,2) = {1,8}, de donde 5(9,2) =9y Sa(1) = [AAA]; =
113 — 1. De ahi que 9 € My(11). (Aqui la letra A representa a 10 como 11-digito.)
Caso d = 3: Tenemos que U(9,2) = {1,4, 7}, de donde s(9,3) = 12 y S3(1) = [136]11
40 (mod 11% — 1), luego 9 & M3(11).

Caso d = 6: Tenemos que U(9,6) = Uy, de donde s(9,6) =27 =3-9y Ss(1) = [28]1; =
3(11' — 1). De ahi que 9 € Mg(11).

Consideremos ahora los enteros n = 125 = 53 y B = 4, de donde e = ordjs5(4) =50 y

1
95 = [0.00020030102123221132031103331330323121011220130223] .

En este caso los posibles divisores de e son d = 2,5, 10, 25, 50, veamos lo que ocurre
para cada uno de ellos.

Caso d = 2: Tenemos que U(125,2) = {1,124}, de donde s(125,2) = 125 y Sy(1) =
4?5 — 1. De ahif que 125 € My(4).

Caso d = 5: Tenemos que U(125,5) = {1,26,51,76,101}, de donde s(125,5) = 1+ 26+
51 4+ 76 + 101 = 255 y S5(1) = 41943 (mod 4'° — 1). De ahi que 125 & M5(4).

Caso d = 10: Tenemos que U(125,10) = {1, 24, 26,49, 51,74,76,99,101, 124}, por lo
tanto s(125,10) = 625 = 5125 y S5(1) = [1033323], = 5(4° — 1). De ahi que 125 €
Myo(4).

Caso d = 25: Evitamos listar U(125, 25) debido a la extensa cantidad de elementos que
posee, pero puede verificarse que s(125,25) = 1525y So5(1) = [2313], = 3 (mo6d 42 —1).
De ahi que 125 ¢ My5(4).

Caso d = 50: Nuevamente evitamos listar U(125,50) pues se hace extenso, pero puede
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verificarse que s(125,50) = 3125 = 25-125 y S50(1) = [1023], = 25(4' — 1). De ahi que
125 € Mso(4).

En ambos ejemplos, cuando el divisor d no es una potencia del primo p, p* € My(B),
mientras que si ocurre lo contrario, p* & My(B). Ademas, cuando p* € My(B) se verifica
que S4(1) = r(B* —1) donde s(p', d) = rp'. Esto es precisamente todo lo que envuelven

los siguientes resultados.

Lema 3.31. Sean p un primo impar y t un entero positivo. Sea d un diwvisor de ¢(p")
y sea U(p',d) el dnico subgrupo de orden d de Uy. Entonces d es una potencia de p,
d=p'~, siy solo sia=1(moéd p) para cada a € U(pt,d). Ademds, si denotamos por

s(pt,d) la suma de los elementos de U(p*,d), entonces

P pt —pt+2)

sid=p~,
s(p',d) = 2
0 (mod p) en cualquier otro caso.
Demostracion. Supongamos que d = p'~* para algin ¢« = 1,2,...,t — 1. Sea a €
U(pt,p=), dado que a® ' = 1 (mod p'), del Lema 3.20 se sigue que a = 1 (mod pi)

y de ahi que @ = 1 (m6d p). Si escribimos a = 1 + mp’ para algtin entero m, resulta

evidente que

U(pt,d):{1+mpi:m:0,1,2,...,pt—1—1}, (3.17)
por lo tanto
' S : i PP 1) T —p 4 2)
S(p,d): <1+mpl>=p_2+ 5 = 5 .
m=0

Reciprocamente, si d no es un potencia de p entonces d t p'~!. Como d es un divisor de
d(p'), d | p— 1y existe un elemento a # 1 en U(p',d) tal que ordy(a) | p— 1y por
lo tanto a & U(pt, p'=1). Por (3.17), esto implica que a # 1+ mp’ y asi a #Z 1 (mod p).
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Ahora, puesto que U(p',d) = {ag : g € U(p',d)}, tenemos que

Y ag= )

9€U(p*,d) g€U(p*.d)
luego
(a=1) > g=0,
9€U(p*,d)
y como a # 1 (mdd p), entonces s(p', d) = 0 (mod p'). O

Teorema 3.32. Suponga que p es un primo tal que B # 1 (mod p). Sea t un entero
positivo y e = ordy (B) = dk. Si

1 -
_t - 0.A1A2 S Ad 5
P B

entonces

(B = D) —p +2)

2 A= o

j=1 0 (mod B* —1) en cualquier otro caso.

si existe 1 <i<t—1, tal que d = p'~¢,

Demostracion. Observemos que en base B,

1 -
5= 0.4 4, Ay,

Bk

F == Al.AgAg c AdAl,

B2k
— = AlAQ.A3A4 c A1A2,

P
B(d—l)k

pt = A1A2 tee Ad—l-AdAl v Ad—l-
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Al sumar cada una de las ecuaciones anteriores obtenemos:

d—1 d—1 : d—1 .

B]k Bij {B]k}

—=> ||+ = (3.18)
el el I il o

Por un lado, si usamos un razonamiento analogo al usado en la demostracion del

Teorema 2.2, es claro que

dz_i B*| A4 Ast -+ Ay
pt o BF —1 )

=0

: gk :
Ahora, puesto que B* = p' {FJ + r;, donde 7; = B* (méd p'), podemos reescribir
(3.18) como
%B_ﬂ“_g BE—rj)\ At Ao+t Ag
- t - Pt Bk —1
J= J=0
y asi llegamos a que
d d—1
BF -1
Z Aj = . ;. (319)
=1 P

Como ord,:(B) = dk,
U@, d) = {Bjk (m6d pt) : j :0,1,2,...,d—1},

y entonces la conclusiéon del teorema se sigue del Lema 3.31. O

Del teorema anterior podemos deducir que n = p' € My(B) siempre y cuando d no
sea una potencia de p. Mas atn, nos brinda informacién de la suma de los bloques que
conforman el periodo de 1/n, S;(1), bajo el conocimiento del tinico subgrupo de orden
d en Uy, a saber U(p', d), tal como vefamos en el Ejemplo 3.30. Resumimos todo esto

en el siguiente enunciado.

Teorema 3.33. Sean t un entero positivo y p un primo que no divide a B. Sea n = p'

y e = ord,(B) = kd. Entonces n € My(B) si y solo si d{p'~t. Ademds, sin € My(B)
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y s(p',d) = rp' para algin entero r, entonces Sq(1) = r(B* —1).

Si consideramos la fraccion 1/n no es dificil ver que del mismo modo en que se obtuvo

la expresion (3.19), denotando por 7; = B* (m6d n) para j = 1,2,...,d, entonces

BF —1
ZAj: n T’j.

J=1 J=1

De ahi que
d d
Zj:l A; _ Zj:l T
Bf —1 n

(3.20)

Esta ultima expresion nos dice que a condicién de tener n € My(B) es necesario y
suficiente que la suma Z;.lzl r; sea multiplo de n. Ahora bien, si n = pi' pi? ... pls es la
descomposicion candnica de n, es sabido que el Teorema Chino del Residuo garantiza
de cierta forma el isomorfismo entre U, y Uptll X Up? X e X [Upgs, de modo tal que
Z;.lzl r; es un multiplo de n si y solo si es un multiplo de py para todo i = 1,2,...,s.

Vamos a usar este razonamiento en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 3.34. Sean n y B primos relativos y e = dk. Sea p' la mayor potencia de
p que divide a n. Entonces n € My(B) si y solo si para cada factor primo p de n,

ord,(B) | k implica p* | d.

Demostracion. Sean p un factor primo de n, p' la mayor potencia de p que divide a n
y 7 la proyecciéon canoénica de U,, = Uptl X Uth X o+ X U sobre Uy, esto es, 7 es el
1 2 s

homomorfismo definido como sigue:

7T1Un—>Upt

a+ m(a) = a (mod p).

Supongamos que para cada factor primo p de n, ord,(B) | k implica p' | d, entonces
es claro que r; = B* =1 (mdd p) para j = 1,2,...,d. Como el conjunto B = {B’* :

j=1,2,...,d} es un subgrupo de U,, su imagen bajo la proyeccién canonica m(B) es
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un subgrupo de U,; mas precisamente, por el Lema 3.31 tiene orden p'~* para algin
1 < i <t luego m(B) = U(p',p'~"). Como d = Ip' para algin entero | y podemos
escribir a B como

B= |J 7).

g€U(pt,pt=9)
es claro que cada g € U(p', p'™*) es imagen de [ elementos en B incongruentes médulo

n pero congruentes modulo p!, asi que por el Lema 3.31 la suma

- _ (P = r2)) _d o p T = ) (2
2 i = 2 . 2 U

i=1

es un multiplo de d y por hipétesis de p'. De esto tltimo tenemos que para cada factor
primo p de n, 2?21 r; es un multiplo de p’. Por lo dicho antes de dar inicio a la prueba,
usando el hecho que U,, = Up;l X Up;z X -+ X U, podemos concluir que Z?=1 Ajes
un miltiplo de B¥ — 1, o sea, n € My(B).

Reciprocamente, supongamos que n € My(B). Si ord,(B) 1 k, no hay nada que probar.
Supongamos que ord,(B) | k, luego r; = B’* =1 (méd p). Nuevamente, bajo el mismo
razonamiento que usamos en el parrafo anterior, 7(B) es un subgrupo de U, de orden

p'~? para algin 1 < 7 < t, es decir, de la forma U(p’, p'~%), asf que al aplicar el Lema 3.31,

d t—i (ot o 2 t_ 2
S, = P (p p+):dw‘
. pt—l 2 2

J=1

Por lo dicho antes de dar inicio a la prueba, n € My(B) si y solo si n | Z?erj, de

modo que que p' | ijl r; y por transitividad p’ | d. O

Finalmente, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema que aca-

bamos de probar.

Corolario 3.35. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 3.34, n € My(B) si y solo si

para cada divisor primo p de ged(B* — 1,n), se tiene que p' | d.
Ejemplo 3.36. El Corolario 3.35 brinda una sencilla caracterizaciéon de la propiedad de
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Midy. Del Ejemplo 3.23 es sabido que 42 € Mg(11), donde e = ordys(11) = 6. El tnico
factor primo de ged(42,11' — 1) = 2 es p = 2 y se verifica que ordy(11) =1 | k = 1.
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APENDICE A

ALGORITMOS

En el desarrollo de una teoria siempre es indispensable tener a la mano ejemplos que
ayuden al entendimiento de los conceptos, asi como contraejemplos. La propiedad de
Midy se enriquece precisamente con el estudio de ejemplos particulares debido a la
extensa cantidad de resultados obtenidos, por lo que se hace de suma importancia
usar herramientas computacionales que faciliten y agilicen el trabajo. Este apéndice
contiene el pseudocddigo de los diferentes algoritmos usados a lo largo de esta tesis para
la verificacion de algunos teoremas, para ayudar a plantear preguntas y para resolver
dudas. Cada uno de ellos fue implementado en SAGE!.

Vamos a considerar como es usual los enteros n, B,e,d y k tales que ged(n, B) = 1
y e = ord,(B) = dk. Definamos provicionalmente Dp(z,n) para cada € U, como

siendo el periodo de la fraccion z/n en la base B, es decir,

:l:’ _
—=0.D
n 0 B(xvn)u
de donde es claro que
Bc—1

Recordemos de la Definicion 3.1 que n € My(B) si Sg(x) = 0 (m6d B¥ — 1) para cada

Thttp://www.sagemath.org/
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x € U,. El primer algoritmo se basa en esta definicion, donde se calcula S;(x) para cada
x € U,. Como entrada, se piden n, B y d y la salida es cada una de las sumas Sy(z).
Puesto que el Teorema 3.17 brinda una caracterizacion muy tutil utilizando inicamente
algin x € U,, el segundo algoritmo que proponemos inmediatamente debajo del que
acabamos de explicar, es un test para decidir si n tiene la propiedad de Midy utilizando
la fraccion 1/n, donde la entrada es la misma que antes y en la salida retorna cierto o

falso. A este procedimiento lo llamaremos MIDY (1, B, d).

Algoritmo 1 Calcular Sy(z) para cada x € U,.

Entrada: n y B primos relativos y d tal que d | ord,,(B).
Salida: S,;(z) para cada x € U,
1: e « ord,(B)

2: k <+ 6/d

3: para cada z € U, hacer

4: Sd(l') 0

5: para j = 1 hasta d hacer

6: Aj « | Dp(z,n)/B-k|

7 Dg(z,n) < Dp(x,n) (méd B4-9k)
8: Sd(l’) — Sd(l’) + Aj

9: fin para

10: imprimir Sy(x)

11: fin para

Tanto el Algoritmo 1 como el Algoritmo 2 trabajan bajo el supuesto que e = ord, (B)
es conocido. En la practica, e nunca es dado salvo algunos casos particulares. De la
ecuacion (A.1) es claro que el conocimiento de Dg(x,n) surge como consecuencia in-
mediata del conocimiento de e, por lo que se hace necesario implementar un algoritmo
para calcular e. Al inicio de la Seccion 3.2, el sistema de ecuaciones (3.12) muestra
precisamente el método para hallar e y esta es de hecho toda la esencia del siguiente
algoritmo.

Hay varios inconvenientes que surgen computacionalmente cuando queremos calcular
(A.1) conocido e y al computar la suma Sy(z) alrededor de la aritmética en base B.
Por ejemplo, sean n = 39 y B = 7. Si hacemos un llamado a la funcion ORDEN(7, 39)

tenemos que e = 12, luego si procedemos a usar la ecuacion (A.1) para calcular D,(1,39)
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Algoritmo 2 Decidir si n € My(B).

Entrada: n y B primos relativos y d tal que d | ord,(B).

Salida: cierto si Sy(1) es multiplo de B¥ — 1 y falso en caso contrario.
1: procedimiento MIDY (n, B, d)
2: e < ord,(B)

3 k< e/d

4: Sd(l) 0

5: para j = 1 hasta d hacer

6: Aj + | Dp(n)/B-9)k|

7 Dg(n) + Dp(n) (mod BE-k)

8: Sd(l) — Sd(l) + Aj

9: fin para

10:  si Sy(1) =0 (méd B — 1) entonces

11: devolver cierto >n € My(B)
12: si no

13: devolver falso >n ¢ My(B)
14: fin si

15: fin procedimiento

Algoritmo 3 Calcular e = ord,,(B).

Entrada: n y B primos relativos.
Salida: ord,(B)
1. procedimiento ORDEN(B,n)
2: r < B (mod n)
3 e« 1 > En el peor de los casos, ord,(B) = 1.
4 mientras r # 1 hacer
5 r < Br (mod n)
6: e+e+1
7 fin mientras
8 devolver e
9: fin procedimiento
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tenemos que
712 -1

= 354904800.
39

D7(1, n) =

El problema aqui es que segtn la definicién, Dg(z,n) consiste de B-digitos, es decir,
estd escrito en base B, pero hemos calculado D7(1,n) usando la aritmética decimal
usual y es claro que ni 8 ni 9 son 7-digitos. Esto se soluciona facilmente usando una
funcién que haga el cambio de base y existe un algoritmo genérico en el mundo de la

computacion.

Algoritmo 4 Cambio de base decimal a base B.

Entrada: Enteros m y B.
Salida: Representacion de m en base B.
1: procedimiento BASE(m, B)

2: b0

3: 1+ 0

4: mientras m # 0 hacer
5: r < m (mod B)

6: b <+ b+ rl0

7 m < |m/B]

8: 1+—1+1

9: fin mientras

10: devolver b

11: fin procedimiento

En la linea 6 de este tltimo algoritmo estamos multiplicando cada residuo r por poten-
cias de 10, algo que a simple vista puede parecer contradictorio. La explicacion tiene
que ver con que las computadoras vienen predisenadas para uso aritmético decimal.
Para ilustrar esto de una mejor manera, sigamos con n = 39 y B = 7, donde tenfamos
que D7(1,39) = 354904800. Puede verificarse rapidamente que si m = D7(1,39) enton-
ces los residuos son, en orden sucesivo, r = 5,0,6,2,3,4,6,3,5,1,1,0. Del Ejemplo 3.18
sabemos que D-(1,39) = 011536432605, entonces si queremos que la computadora nos

muestre este resultado, debemos calcular la suma

> ri0,

1=0
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y esto es precisamente a lo que nos referfamos.

Ahora bien, dado que e = 12 = dk y D(1,39) = 011536432605, hagamos d = 6 y
procedamos a calcular la suma Sy(1). Partamos del hecho que 39 € Mg(7), asi que solo
queremos verificar esta afirmacion. Tenemos que Ay = 01, Ay = 15, A3 = 36, Ay = 43,
A5 =26y Ag = 05, por lo que Sg(1) = 1+ 15+ 36 + 43 4+ 26 = 126. Deberiamos tener
que Sg(1) = 0 (mod 72 — 1), pero 126 = 30 (m6d 72 — 1). Aqui el problema es que cada
uno de los bloques A; estan representados en base 7 y la definicién exige que la suma
Se(1) se haga en base 7. Una primer solucion es implementar un algoritmo que sume
en base B, pero esta cuestion no es tan simple como parece. Una segunda solucion, que
es la que vamos a proponer, es hacer el cambio a la base decimal de cada bloque A; y
proceder a calcular la suma de ellos, por lo que se hace necesario la funciéon inversa de
la funcion BASE(m, B) que llamaremos INVERSABASE(m, B). De este modo, tenemos
en base 10 que A; =1, Ay =12, A3 =27, Ay =31, A; =20 y Ag = 5 y por lo tanto
S4(1) =96 = 0 (m6d 72 — 1), como queriamos.

Algoritmo 5 Cambio de base B a base decimal.

Entrada: Enteros m y B.
Salida: Representacion decimal de m.
1: procedimiento INVERSABASE(m, B)

2: b0

3: 1+ 0

4: mientras m # 0 hacer
5: r < m (mod 10)

6: b—b+rB

7 m < |m/10]

8: 1+—1+1

9: fin mientras

10: devolver b

11: fin procedimiento

Si escogemos el camino guiado por el Algoritmo 1 y el Algoritmo 2 para verificar si
n € My(B), todo lo que acabamos de explicar garantiza el buen funcionamiento de
los programas. Si nos fijamos bien, el Algoritmo 4 surge bajo la necesidad de escribir el

periodo de la fraccion z/n en base B, no obstante, en el Algoritmo 3 hubiese bastado con
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implementar una linea més para solucionar este problema, pues el sistema de ecuaciones
(3.12) también muestra como hallar Dg(z,n).

De igual forma, si modificamos ligeramente el pseudocddigo mostrado en el Algoritmo 3
podemos obtener otro test para saber si n € My(B) usando la suma R4(x), ya que
recordando el Teorema 3.17, n € My(B) si y solo si Ry(x) = 0 (mod n) para algin
x € U,. Computacionalmente esta opciéon es mas eficiente y la razén por la que hemos
puesto como primera eleccion los algoritmos que involucran directamente la suma de los
bloques del periodo de la fraccién 1/n, no es otra que dar a conocer las bases tedricas
por las cuales dichos resultados funcionan y esclarecer algunas dudas que nacen de todo
este estudio. También, porque no hay que desconocer que fue asi como inicialmente se

conoci6 la propiedad de Midy. A continuacion mostramos este test.

Algoritmo 6 Decidir si n € My(B) bajo la suma Ry(1).

Entrada: n y B primos relativos.
Salida: cierto si R4(1) es multiplo de n y falso en caso contrario.
1. procedimiento MIDY2(n, B, d)

2: r < B (mod n)

3: Rd(l) —r

4: mientras r # 1 hacer

5: r < Br (mod n)

6: Rd(l) < Rd(l) +r

7: fin mientras

8: si Ry(1) = 0 (mod n) entonces

9: devolver cierto >n € My(B)
10: si no

11: devolver falso >n & My(B)
12: fin si

13: fin procedimiento
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