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RESUMEN

TITULO: ELEMENTOS CAYLEY UNITARIOS EN ALGEBRAS DE GRUPO
CON INVOLUCION ORIENTADA

AUTOR: Yzel Wlly Alay Goémez EspindolaH

PALABRAS CLAVE: algebras de grupo, involucién, orientacion, elementos Cay-

ley unitarios.

DESCRIPCION

Sea KG el dlgebra de grupo del grupo G sobre el cuerpo K con caracteristica cero.
Dadas en G una orientacion o y una involucion *, consideramos una tnvolucion
orientada ® en KG de manera natural. Un elemento Cayley unitario en KG es
un elemento unitario con la forma u = (1 — k)(1 + k)~' donde k es un elemento
antisimétrico tal que 1+k es invertible en KG.El objetivo de esta tesis es estudiar los
resultados presentes en la literatura con respecto a la caracterizacion y construccion
de elementos Cayley unitarios en KG con involucion cldsica orientada.

Inicialmente consideramos a KG con involucion candnica (orientacion trivial) y
haremos una revision bibliogrdfica centrandonos en los resultados mostrados por
Chuang-Lee en [3] y Ribeiro-Vieira en [10]. Considerando algunos casos particulares
exhibimos elementos Cayley unitarios construidos a partir de elementos antisimétri-
cosk=x—x"1, conx € G, tal que 1 +k es invertible y fue posible concluir que estos
elementos solo dependen del orden de x en el grupo G, de esta forma concluimos que
es suficiente trabajar con grupo ciclicos.

Posteriormente establecimos algunos resultados totales, considerando KG con invo-
lucion cldsica orientada, con respecto a la obtencion de elementos Cayley unitarios
construidos a partir de antisimétricos k =1+ (x +x7 '), donde v € G y o(z) = —1.

!Trabajo de grado.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas, Maestria en Matematicas, Alexander Holguin
Villa, Doctor en Ciencias.



ABSTRACT

TITLE: CAYLEY UNITARY ELEMENTS IN GROUP ALGEBRA WITH ORIEN-
TED INVOLUTION

AUTHOR: Yzel Wlly Alay Gomez EspindolaH

KEYWORDS: group rings, oriented involution, Cayley unitary elements.

DESCRIPTION

Let KG be the group algebra of the group G over field K with characteristic zero.
Given in G a o oritentation and an involution x, we consider a ® oriented involution
i KG naturally. A Cayley unitary element in KG is a unitary element with the
form u = (1 — k)(1 + k)~" where k is an skew element such that 1 + k is invertible
in KG. The main goal of this thesis is to study the results presented in the literature
with respect to the characterization and construction of Cayley unitary elements in
KG with classical involution oriented.

First we consider KG with canonical involution (trivial orientation) and we will do
a literature review focusing on the results shown by Chuang-Lee in [3] and Ribeiro-
Vieira in [10]. Considering some particular cases we show Cayley unitary elements
constructed from skew elements k = v —x~t, with x € G, such that 1+ k is invertible
and it was possible to conclude that these elements only depend of the order of x in
the group G, in this way we conclude that it is enough to work with cyclical groups.

Subsequently, we established some total results, considering KG with classical invo-
lution oriented, with respect to obtaining Cayley unitary elements constructed from
antisymmetric k =1+ (x + 27 '), where x € G and o(x) = —1

3 Degree work.
4Faculty of Science, School of Mathematics, Master of Mathematics, Alexander Holguin Villa,
PHD of Science.



Introduccion

Dado un anillo R, todo anti-automorfismo sobre R de orden 2 es llamado una in-
volucion. Un ejemplo elemental es la aplicacion traspuesta * : M, (K) — M,(K),
definida en el anillo de matrices de orden n sobre un cuerpo K. En particular cuando
K =R, A € M,(R) es llamada simétrica si A" = A y antisimétrica cuando A* = —A.
Ademas, el conjunto de unidades simétricas en M, (R) lo constituyen la matrices in-

vertibles que son simétricas. Una matriz invertible A € M, (R) es llamada unitaria
si AAT = 1.

En general si R es un anillo con involucion *, es usual denotar a los conjuntos de
elementos simétricos y antisimétricos por Rt = {re R:r* =r}y R~ ={re R:
r* = —r}, respectivamente. Ademas, si R tiene 1g, entonces U (R) = U(R) N RT,
donde U(R) denota el conjunto de elementos invertibles del anillo R, es llamado
el conjunto de unidades simétricas. Un elemento v € U(R) es llamado unitario si
uu* = 1g. Se denotara por Un(R) al subgrupo multiplicativo de las unidades uni-
tarias de R. Cuando k € R~ es tal que 1 + k es invertible, es posible mostrar que
ug) = (1 = k)(1 + k)" es un elemento de Un(R) y es llamado un elemento Cayley
unitario construido a partir de k; denotaremos por Un®(R) al conjunto de todos los
elementos Cayley unitarios de R. Mas atin en [3] fueron determinadas las condiciones
bajo las cuales un elemento unitario es el producto de dos elementos Cayley unitarios

en M, (D), donde D es un anillo de division.



Dados un cuerpo F'y un grupo G, se define el dlgebra de grupo F'G, como el F
espacio vectorial, usando las operaciones del grupo y el cuerpo, generado sobre el
grupo G con coeficientes en el cuerpo F. Dada cualquier involucién * en el grupo
G, se puede extender F-linealmente a F'G, también denotada * : FG — FG y de
manera aniloga se definen los conjuntos FGT, FG~, UT(FG), Un(FG) y Un®(FG)
de elementos simétricos, anti-simétricos, unidades simétricas, unidades unitarias y

elementos Cayley unitarios respectivamente.

Luego del trabajo de Amitsur, [6, Cap. 5], y el interés en anillos con involucion desa-
rrollado a partir de la década del 1970 por Herstein y colaboradores, [6], es natural
estudiar algebras de grupo desde este punto de vista. Mas atn, algunas preguntas de
la teoria general de anillos con involucion, son planteadas en el contexto de algebras
de grupo obteniendo, claro esta, respuestas que involucran tanto al grupo G como
al cuerpo F' que definen el algebra de grupo F'G. Por ejemplo en [10], al considerar
sobre I'G la involucion clasica, es decir, la inducida de la aplicacion g — ¢! para
g € G, donde es G un grupo finito y F' es un cuerpo de caracteristica diferente de
dos, se demuestra que x € G es Cayley unitario si y solo si el orden de x en G es
impar. Ademaés, considerando un tipo especial de elementos anti-simétricos en F'G,
se construyen elementos Cayley unitarios que involucran la bien conocida sucesion

de Fibonacci.

Inicialmente estudiaremos algunos resultados conocidos en algebras de grupo con la
involucion clésica, especialmente aquellos que involucran unidades y elementos Cay-
ley unitarios construidos a partir de elementos anti-simétricos en F'G, destacando
construcciones especiales como las mostradas por Vieira y Ribeiro, [10], donde como
ya se mencion6 en el ultimo parrafo, involucran sucesiones recurrentes, particular-
mente la sucesion de Fibonacci. Posteriormente estudiaremos el algebra de grupo con
la involucion cléasica orientada y mostraremos algunos resultados obtenidos acerca de

la construccion de elementos Cayley unitarios.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

En adelante se mostraran algunos conceptos que han sido identificados como nece-
sarios para el estudio, comprension y desarrollo del tema central de esta tesis. La
mayoria de las definiciones y resultados que se mostraran pueden ser encontrados en

textos de algebra, una buena referencia para consultar estos topicos es [8].

1.1. Teoria de Anillos

Tras estudiar la estructura que posee un conjunto junto con una operacién bina-
ria, resulta natural definir una segunda operacion binaria sobre el conjunto e ir
considerando nuevas propiedades de ésta operacion, lo que permite estudiar nuevas

estructuras algebraicas.

Definicién 1.1.1. Un anillo es un conjunto R junto con dos operaciones binarias,
que seran denotadas por “+7 y “.”, de tal forma que R con la operaciéon + es un

grupo abeliano y que para todo a,b,c € R se cumple:
1) (a-b)-c=a-(b-c),
1 a-(b+c)=a-b+a-c,

11



1) (a+0b)-c=a-c+b-c.

Si ademés R verifica que a -b = b - a, para todo a,b € R, diremos que el anillo es
conmutativo. Un anillo es llamado un dominio si a-b = 0 implica que a =00 b = 0.
Dos elementos diferentes de cero a,b € R tales que a - b = 0 son llamados divisores
de cero. Un anillo R que contiene un elemento 1z # 0 tal que para todo a € R
se cumple que 1z -a = a - 1z = a, es llamado un anillo con unidad. A menos que
se indique lo contrario, todos los anillos que usaremos en esta tesis son anillos con

unidad. Un dominio conmutativo con unidad es llamado un dominio entero.

Definicién 1.1.2. Un elemento a de un anillo R es llamado invertible si existe
un elemento en R, que serd denotado por a~! y sera llamado su inverso, tal que

a-a~!'=a"' a=1p. El conjunto

UR)={a € R:a es invertible},

es llamado el grupo de unidades de R.

Un anillo es lamado un anillo de divisién si todos sus elementos no nulos son inver-

tibles. Un anillo de divisiéon que también es conmutativo es llamado un cuerpo.

Definiciéon 1.1.3. Un subconjunto no vacio S de un anillo R, es llamado un subanillo
de R si este es cerrado bajo las operaciones de R y es un anillo con respecto a esas

operaciones.

Definicién 1.1.4. Un subconjunto no vacio I de un anillo R es llamado ideal iz-

quierdo de R si se cumple que:
1) Siz,y €I, entonces x —y € I,

1) Siz € lya€ R, entonces ax € I.

12



Analogamente, se define ideales a derecha. Un subconjunto no vacio L de un anillo
R es un ideal (algunas veces llamado ideal bilateral) si él es tanto ideal a izquierda
como ideal a derecha de R. Un anillo R arbitrario siempre tiene ideales, de hecho Ry
(0) son ideales y son llamados ideales triviales. Todo ideal I # R, I # (0) es llamado
propio. Sin embargo pueden no existir ideales propios en un anillo R, en este caso R

sera llamado simple.

Un ideal propio I de un anillo conmutativo R es llamado ideal primo de R si dados
a,b € Ry ab e I implicaque a € I 6b € I. Ademaés, I es llamado ideal maximal de
R si siempre que J ideal de Re I C J C R, entonces J =106 J = R.

Definicién 1.1.5. Sea R un anillo con unidad. El radical de Jacobson de R, denotado

por J(R), es la interseccion de todos los ideales maximales a izquierda de R.

Considere el conjunto C' = {m € Z* : ma = 0,Va € R}, donde ma =a+a+---+a
(m-veces). Si el conjunto C' es vacio se dice que R es de caracteristica 0 y escribimos
char(R) = 0. Si C' # ¢ se dice que R es de caracteristica n, donde n = min{C'} y

escribimos char(R) = n.

Sean R y S anillos, una funciéon f : R — S es llamada un homomorfismo de anillos,

si para todo a,b € R tenemos:
= flatb)=f(a)+ f(D).
= f(ab) = f(a) f (D).

Al conjunto de todos los homomorfismos de R en S se lo denota por hom(R, S). Si una
aplicacion ¢ entre los anillos R y S cumple con la primera condiciéon de la Definicién

anterior y cumple que f (ab) = f (b) f (a), decimos que ¢ es un anti-homomorfismo.

13



A continuacion definiremos un familia especial de anillos.
Sea R un anillo con unidad y G un grupo(no necesariamente finito). Denotamos por

RG al conjunto de sumas formales

RG = {27’99 | T96R796G}7

geG

donde r, = 0 casi siempre, esto es, solo un nimero finito de coeficientes son diferentes

de cero en cada una de esta sumas. Se definen la suma y producto en RG como,

ngg + ngg = Z(Tg + 59)9,

geG geqG geqG

<z7~gg> (Zshh) — St donde t; = 37 (rysn).

geG heG i€G gh=i

Se puede verificar que RG dotado con estas operaciones es un anillo con unidad

1 = > u,g, donde el coeficiente correspondiente a la unidad del grupo es 1 y
geG
ugy = 0, para otro elemento g € G.

Definicién 1.1.6. El conjunto RG con las operaciones definidas anteriormente es

llamado el anillo de grupo de G sobre R.

Definicion 1.1.7. Por analogia, se define el grupo multiplicativo de las unidades del

anillo RG por

URG) ={a € RG : aff = fa =1, para algin § € RG}.

1.1.1. Mobdulos y Algebras

Sea R un anillo con unidad y M un grupo abeliano. Decimos que M es un R-mddulo

o simplemente un modulo (cuando R es claro), si existe una accion de R en M, esto

14



es una funcion

RxM — M

(r,m) — rm

tal que para todo r,s € Ry todo m,n € M se cumple que:

w (r+4s)m=rm-+ sm,

r(m+n)=rm-+rn,

(rs)m =r(sm),
m 1lgm =m.

En algunos textos consideran que un R-moédulo debe cumplir solo las primeras tres
condiciones de la anterior Definicién y si se verifica la tltima condicion el R-modulo

es llamado unitario.

Ejemplo 1.1.8. Si [ es ideal de R, entonces R/I es un R-modulo, donde la accion

es dada por
RxR/I — RJI

(rne+1) — rx+1.

En particular para todo n € N, n > 1, Z,, es un Z-moédulo.

Definicién 1.1.9. Sea M un R-modulo. Un subconjunto no vacio N C M es llamado

un R-submodulo de M, si N se cumplen las siguientes condiciones:

1) Para todo x,y € N,z +y € N.

11) Para todor € Ry todon € N, rn € N.

Si N es un R-submoédulo de M, escribimos N <p M o simplemente N < M si es

claro quien es R.

15



Definicion 1.1.10. Sea R un anillo conmutativo. Un R-moédulo A es llamado un
R-algebra si existe una multiplicacion, definida sobre A, tal que, con la misma suma
dada en A y esta multiplicacion, A es un anillo en el cual se cumple la siguiente
condicidn:

r(ab) = (ra)b = a(rd) (1.1)
para todo r € Ry todo a,b € A.

Si A es un anillo con unidad 14, entonces la condicion [LI] implica que el conjunto
R - 1,4 esta contenido en el centro de A.

Si R es conmutativo y M es un R-algebra, decimos que N C M es un R-subdlgebra
de M si es un submoédulo y un subanillo de M.

Se define el producto entre elementos de R y elementos de RG. Sea A\ € R

A (ng9> = > (Arg)g.

geG geG

Note que con este producto se puede ver a RG como un R-mddulo. Cuando R es

conmutativo, RG es llamado el algebra de grupo de G sobre R.
Ejemplo 1.1.11.

1) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, entonces los K-submodulos de

V' son precisamente sus subespacios.
11) Los Z-submodulos de un grupo abeliano A son exactamente sus subgrupos.

111) Si consideramos al anillo R como un submoédulo sobre el mismo, entonces sus

submodulos son precisamente sus ideales a izquierda.

Como caso particular del segundo item del ejemplo anterior, tenemos que los Z-
submodulos de Z son sus ideales, que son de la forma nZ y para n,m € Z se tiene

nZ C mZ, siy solo si, m|n. Como el nimero de divisores de n € Z es finito, se sigue

16



que la cadena de contenencias nZ C myZ C mqoZ C --- C m;Z C --- no puede poseer

infinitos R-submoddulos. Esta propiedad y una analoga se formalizan a continuacion.

Definicién 1.1.12. Sea M un R-moédulo. Decimos que M satisface la condicion de

cadena ascendente (CCA), si toda cadena de submodulos de M
MiCcMyC---CM;,C---

termina; esto es, si existe un indice ¢ tal que M; = M,.,;, Vi € N. Si M satisface la

CCA es llamado mo6dulo Noetheriano.

Definicién 1.1.13. Sea M un R-moédulo. Decimos que M satisface la condicion de

cadena descendente (CCD), si toda cadena de submodulos de M

MIDMQD"'DMiD"'

termina; esto es, si existe un indice ¢ tal que M; = M,,,;, Vi € N. Si M satisface la

CCD es llamado modulo Artiniano.

1.2. Involuciones

En esta Secciéon daremos la definicion de involucion en el contexto de grupos y en el
contexto de anillos, presentaremos algunos ejemplos y probaremos algunas propie-

dades generales que nos seran de utilidad en los Capitulos 2y Bl

Definicién 1.2.1. Sea GG un grupo. Una aplicaciéon ¢ : G — G es llamada una

involucién sobre G si para todos g, h € G se satisface que:

1) w(gh) = @(h)p(g);

1) ¢(e(9)) = g,

17



es decir, p : G — G es un antihomomorfismo de orden 2.

Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo. La aplicacion * : G — G dada por g + ¢* = g~}

es una involucion en G, llamada la involucién clasica.

Definicién 1.2.3. Sea G un grupo. Un homomorfismo o : G — {—1,1} = U(Z) es

llamado una orientacion de G.

Definiciéon 1.2.4. Sea R un anillo. La aplicacion ¢ : R — R es llamada una
involucion si esta es un antihomomorfismo de orden 2, es decir, si para todos a,b € R

se satisfacen:

L. ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b);

Observacion 1.2.5. Usualmente se usa el simbolo * para denotar involuciones y

dicha involucion actuando sobre un objeto z se denota por x* en lugar de *(x).

Ejemplo 1.2.6. Sea R un anillo. La aplicacion * : M, (R) — M, (R) definida por

(a;;)' = (aji), es una involucion sobre M, (R), conocida como la aplicacion traspuesta.

Ejemplo 1.2.7. Sea R = C y consideremos la aplicacion

* C - C

a+pfi — a—pi.

Se verifica facilmente que * es una involucion en C, denominada conjugacién com-

pleja.

18



Ejemplo 1.2.8. Sea R un anillo con involucién ¢ y G un grupo con involuciéon ¢.

Definimos para el anillo de grupo RG, la siguiente aplicacion

* RG — RG
Z o,r = o Z o(ay
zeCG z€G

=D ¢(0:)d(z) + 9(Br)o(x) = (Z Ozmx) + (Z Lm)
=a "+

xvyeG x,yEG

= (0(8y) - p(a))(6(W)d(x) = Y _0(B)y) - > pla)d()

z,yelG yeqG yeG
- (zﬁyy) ~ (z )
yeG zelG
= f*a".

Finalmente, dado que ¢ y ¢ son de orden 2 tenemos

_ (z go(am)qs(x)) = 3 elplan)d(6(a) = 3 ar = a,

zeG zeG zeG

y asi x define una involuciéon sobre RG.

En un anillo conmutativo R, el homomorfismo identidad cumple con las condiciones

19



de la Definicion [[.2.4] asi la siguiente aplicaciéon define una involucioén en el anillo de

grupo RG.

Definicién 1.2.9. Sea RG un algebra de grupo sobre un anillo conmutativo R. La

aplicacion

x RG — RG
a = Z@M =t = Zaxx_l, (1.2)
z€G zeG

es una involucion en RG, conocida en la literatura como la involucién candnica

en RG,

Proposicién 1.2.10. Sea x una involucion en un anillo R. Entonces se cumplen las

stguientes propiedades:

1) 15, = 1.

1) Six € U(R), entonces (x71)" = (z*)7L.
111) x € ((R) siy solamente si z* € ((R).
Demostracion.

1) Tenemos que

=1y =@1-1")=1") - 1"=1-1* = 1*,

1) Si * € U(R), entonces aplicando * en zz~! = 1 y utilizando que 1* = 1,
obtenemos que (r~!)*z* = 1* = 1. De manera analoga z*(xz~)* = 1 y por lo

tanto (z71)* = ()7L
111) Si z € (R), entonces para todo y € R tenemos que
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*

aty =2 (y") = (yre)t = (ay')" = (y)'a” = ya
y por tanto z* € ((R). Reciprocamente, si * € ((R) entonces

vy = (27)"(y")" = (y"a")" = (@7y")" = (y7)"(@")" = yz
de aqui que z € ((R).

O

Veamos como dada una involucion * y una orientacion o sobre GG, se puede definir

en RG una nueva involucion.

Definicion 1.2.11 (|5], Pagina 13). Sea R un anillo conmutativo. Dadas una orien-

tacion ¢ y una involucién x en G, la aplicacion ® en RG dada por

® RG — RG
®
a = Zagg = o = (Zn,g) :nga(g)g*, (1.3)
geG geG geG

define una involucion llamada involucién de grupo orientada.

Como a +— a® es una involucién, entonces para todo g € G,

g=9"" = (0(9)g")" = a(g)a(g")g.

De ahi obtenemos que gg* € ker(o) para todo g € Gy reciprocamente, i.e., si para
todo g € G, gg* € ker(o), entonces ® dada por la expresion ([L3]) es una involucion.
En particular, tenemos que N = ker(o) es invariante bajo x y ademés si o es no

trivial tenemos (G : N) = 2.
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Si en la expresion (L3) la involucion * es dada por g — g~!

, paracada g € Gy o
es trivial, la involucion coincide con la canonica definida por la expresion (L2]). Si
en este caso, o no es trivial, tenemos una involucién conocida en la literatura como

involucién clasica orientada dada por

Y rgg =Y reo(9)g (1.4)

geG geG

Esta involuciéon jugard un papel muy importante en el desarrollo del Capitulo Bl
Finalmente, cuando * es una involucion arbitraria sobre G y o es trivial, la involucion
definida sobre RG se denomina una involuciéon de grupo.

Tenemos las siguientes propiedades.

Lema 1.2.12. Sean * una involucion definida sobre G, o una orientacion del grupo

Gy N =ker(c)={g€ G:0(g) =1}, entonces
1) Si g € N, entonces g* € N.
11) Sio(g) es impar, entonces g € N.

Demostracion.

1) Como vimos luego de la Definicion [L2.11] para todo g € G, gg* € ker(o) = N.

En particular, si ¢ € N entonces g* € N.

11) Si o(g) = n-impar, entonces usando la Proposicion (L2ZI2H) y el hecho que o

es un homomorfismo, tenemos

L=0(l)=0(g9g.--9) = glg)alg)alg) .- -o(g),

n-veces n-veces

esto es, 1 es igual al producto de una cantidad impar ya sea de 1’s o de —1's,

por lo tanto o(g) =1y asi g € N.
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Definicién 1.2.13. Sea R un anillo con una involucion .

1. Un elemento k& € R es llamado elemento simétrico si k* = k. Como es usual
denotaremos por R™ al conjunto de los elementos simétricos de R con respecto

a x, i.e.,
Rt ={keR : k*=k}.

2. Un elemento k& € R es llamado elemento antisimétrico si k* = —k. Al

conjunto de los elementos antisimétricos de R se denota por R~ asi
R ={keR : k' =—k}.

En particular, si RG esta dotado de la involucion ® dada por la expresion 3]
denotaremos los conjuntos de elementos simétricos y antisimétricos con respecto a
®, respectivamente por RGT y RG™.

El siguiente resultado muestra como RG™ y RG~ (con respecto a la involucion ca-
nonica) son generados como R—modulos, cuando R es un anillo conmutativo en el

cual 2 es invertible.

Proposicién 1.2.14. Sea R un anillo conmutativo en el cual 2 es invertible y * la

involucion candnica de RG dada por (L2). Entonces
1. RG~, como R-mddulo, es generado por x —x~* con x € G.
2. RG*, como R-mddulo, es generado por x +ax~ % con x € G.

Demostracion.

1. Seaa=t(xr—z7 ') cont € Ry x € G. Veamos que a* = —a.
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Sea ahora a = Zaxzv € RG™, entonces a = —(a)*, esto es Zaxx =
zeG zeG
— Zaxx_l. Comparando supp(a) y supp(—(«)*), notamos que o, = —a -1,
zeG

para todo = € G. Se sigue que

2= o+ <_z) ~ oo -a),

zeG zeG zeG

luego
o= E 104 (:c—x_l)
27 )
zeG

Esto prueba que

RG  =(z—a2"':2€G)x

2. De forma analoga se muestra que

RGT ={(zx+a7' 2 €G)p.
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Capitulo 2

ELEMENTOS CAYLEY
UNITARIOS EN KG

En adelante vamos a considerar el dlgebra de grupo K G con K-cuerpo, char(K) # 2
y G un grupo finito. Ademas que sobre KG esta definida la involucion candnica

1

obtenida por la extension K-lineal de ¢ — ¢~", para g € G, dada por la expresion

(T2).

Definicién 2.0.1. Sea R un anillo con una involucion *. Un elemento u € U(RG)
es llamado elemento unitario si uu* = 1. Denotaremos por Un(RG) al subgrupo

de todas los elementos unitarios de RG.

Ejemplo 2.0.2. Consideremos R = C con la involuciéon dada en el Ejemplo [.2.7 y
G un grupo. Observe que todo elemento de S’ C C es unitario. De hecho si a + bi es
unitario, se sigue que 1 = (a + bi)(a + bi)* = (a+ bi)(a — bi) = a* + b* y de aqui que
Un(CG) = S".

Proposicion 2.0.3. Sea k € R™. Entonces 1 +k € U(R), si y solamente si 1 —k €
U(R).
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Demostracion. Sil+k € U(R), entonces existe z € R tal que x(1+k) =1 = (14+k)z.

Luego
r(l+k)=1=1"=1+k)z*=(1+k%2* = (1 —k)z*
I+kx=1=1"=a"1+k)=2*(1+k*) =2"(1 k)

esto es 1 — k € U(R). De manera similar se obtiene la afirmacion reciproca. O

Proposicién 2.0.4. Sea k € R~ y 1+ k € U(R), entonces u = (1 — k)(1 + k)™

Un(R).
Demostracion. Dado que k* = —k, se sigue que
= (1=K +k)7)
= ((1+&))'(1—k)
=(1—-k) ' (1+k).
Luego
w* = (1—k)1+k)7 11—k (1+k)
= (1 =K1 -K)Q+k)]1+k)
= (1=K +E)1 k] 1 +k)
=(1-kA -k 1+ 1+E)
=1
Por lo tanto u es un elemento unitario de R. 0

Definicion 2.0.5. Un elemento u € Un(R) es llamado Cayley unitario en R, si
existe k € R~ con 1 +k € U(R) tal que u = (1 — k)(1 + k)~'. En este caso se dice
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que u es el elemento Cayley unitario obtenido a partir de k y se denota por wu,). El

conjunto de los elementos Calyley unitarios de R es denotado por Un®(R), es decir,
Un®(R) ={ucUn(R): 3k € R, u=(1—-k)(1+k)"'}.

Proposicion 2.0.6. Sean R un anillo con involucion y uyy € Un®(R). Entonces

-1
Demostracion. Siupy € Un®(R) entonces 1+k es invertible en Ry de la Proposicion
2.0.3 se tiene que 1 — k es invertible en R, asi

Ul U[—k] = (1 — k‘)(l + k‘)_l(l + /{J)(l — /{,‘)_1 =1.

Anélogamente se establece que uj_pup = 1 y por tanto u[;]l = U[_g]- O

La siguiente Proposicion proporciona condiciones necesarias y suficientes para que

un elemento unitario v sea Cayley unitario.

Proposicion 2.0.7 ([3], Lema 1). Sea R un anillo dotado de una involucidn * en
el cual 2 es invertible. Entonces, un elemento unitario uw € R es un elemento Cayley

unitario st y solo si 1+ u es invertible en R.

Demostracion. =) Si u € Un®(R), entonces u = (1 — k)(1 + k)~ para algtin

elemento antisimétrico k tal que 1 4 k es invertible en R. Luego

l+u=14+1—-k)(1+k)*
=(1+k)(1+k) T+ 0 -k +k)!
=2(1+k)"".
Como 2 es invertible en R, se sigue que 1 4 u es invertible en R.

<) Sea u € Un(R). Si 1+ u es invertible en R, entonces k = (1 — u)(1 +u)~' es

antisimétrico. En efecto, como * es una involucion y u € Un(R), entonces
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Como (1 —u)(1+u) = (14 u)(1—u), entonces (1 +u)" (1 —u) = (1 —u)(l+u)"t

Luego
F=—-14u)"1-u)=—1-u)(1+u)" = -k
Ahora, como 2 es una unidad en R, entonces 1+ k = 2(1 + u)~! también lo es y

T+k=2(1+u""
(1+k)(1+u)=2
(1+ku=1—k
u=(14+k) "1 —k)
u=(1-k)(1+k) "

Las dos ultimas lineas se siguen del hecho que (14 k)(1 — k) = (1 — k)(1 + k). Asi
u € Un®(R). O
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Dado que para todo = € G, zz* = 1 = 2*z, entonces G C Un(KG). Considerando
esto, resulta natural preguntarse que condiciones debe cumplir un elemento x de G
para ser Cayley unitario.

Si el orden de x en G es n tenemos que

(14 ) % (I—z+2”— -+ ()" 2" )| = % (1+(=1)"1). (2.1)

Por la Proposicion 2207, es claro que z € Un®(KG) siy solo si (1+xz) € U(KG), es
decir, si y solo si n es impar. Se sigue que si G es un grupo finito con orden impar

entonces, G C Un®(KQ).

Ahora si el orden de G es impar (n > 1), entonces = uy) para algin k € KG~ y
1+ 2 =2(1+k)"'. Por 2] tenemos que

(I4+z)=2[1-(z—2"") = (" —2"?) = — (2" —xQ)]_l.

Corolario 2.0.8. Sea x € G un elemento no trivial de orden impar n. Entonces

z=upy donde k = —(x — 2" 1) — (2® —2"3) — - — (272 — 2?).

Si el orden de un elemento z de G es par entonces x & Un®(KG), esto muestra que
en general Un®(KG) G Un(KG). Sin embargo, sera posible que un elemento a de
U(KG) se pueda obtener usando elementos Cayley unitarios 7 El siguiente resultado
establece condiciones necesarias y suficientes de cuando un elemento unitario es el

producto de dos elementos Cayley unitarios en KG.

Proposicién 2.0.9 (3|, Lema 2). Sea R un anillo con involucion * en el cual 2 es
tnvertible. Entonces, un elemento unitario u en R es el producto de dos elementos
Cayley unitarios si y solo si (1+u)— (1—u)k es invertible en R para algin elemento

antisimétrico k con 1 + k invertible en R.
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Demostracion. =) Supongamos que u € Un(KG) es el producto de dos elementos
Cayley unitarios, esto es, u = vpwpi). Entonces uwi_y = vy, es decir, uwi_y €
Un®(KQG). Por la Proposicion 2.0.7 se sigue que 1 + uwj_y) es invertible en KG.
Luego

(1 +uw_py)(1—k) =1 +ul+k)(1—k)")(1—k)
=(1—-Fk)+u(l+k)

= (1+u) — (1 -k,

también es invertible en KG.

<) Si (1+u)—(1—u)k = (14+uw_g)(1—k) es invertible en K'G para algin elemento
k € KG~ con 1+k invertible en KG, entonces [(1+u)—(1—u)k](1—k)™! = 1+uv_g
es también invertible. En virtud de la Proposicion 2207 uvi_y € Un®(KG), esto es,

UV—p] = W], con h € KG~. Por tanto, u = wp,vj. O

Como ya observamos, un elemento de un grupo con orden par no puede ser un
elemento Cayley unitario, ver (Z1]). En este caso, podemos preguntarnos si x € G es
el producto de dos elementos Cayley unitarios. La respuesta en general es no, veamos

un ejemplo de ello.

Ejemplo 2.0.10. QS5

Consideremos el grupo simétrico de orden 3 dado por la presentacion

Sy = (z,yla*=1,y° =1, zy =y~ 'z) = D;,

y su algebra de grupo sobre el conjunto de los nimeros racionales Q.55.
Afirmacion: = no es el producto de dos elementos Cayley unitarios. De hecho, como

el orden de z es 2, cada elemento antisimétrico de QS3 es de la forma a(y — y™1),
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con o € Q. Pero

(I+z)—(1-2)aly—y™")=1+z)— (ay —azy —ay™ +azy™')
1+ 2z) — (ay — ary — axyx + arryr)

(
(

=(1+4+2)— (ay(l+2) — azy(l+x))
(

note que 1+ z es divisor de cero, pues (1 + z)(1 —z) = (1 — 2?) = 0 y asi no es
unidad. Se sigue de la Proposicion 2.0.9] que x no es el producto de dos elementos
Cayley unitarios en Q.Ss.

2.1. Cayley Unitarios obtenidos a partir de z — 2!

En esta Seccion se estudiard como obtener elementos Cayley unitarios, construidos
a partir de generadores © — 27! de KG~, con x € G, tales que 1 + (z — 27 !) sea
invertible en KG.

! asi @ — 27! = 0. Teniendo en cuenta la

Siz € G es de orden 2 entonces © = z~
Proposicion consideraremos antisimétricos de la forma x — 2! donde el orden
de x sea mayor que 2. Los siguientes dos ejemplos permitiran orientar el estudio de
los elementos Cayley unitarios en cualquier algebra de grupo KG, con K cuerpo de

caracteristica cero.

Ejemplo 2.1.1. KD,

Consideremos el grupo Dy = (z,y : 2*> = 1,y* = 1,2y = y~'x), entonces

KD, = (y_y_1>1<-

1

Dado que (1 +y—y™}) (% — éy + %yz + %y?’) =1, se sigue que 1 +y — y ™ es inver-
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tible. Asi de la Definicion 2.0.5] tenemos que

u=(1=(—y ") 1+ (—y")"

301 2, 1
=(1-y+y°) <g—gy+gy2+gy3)

es un elemento Cayley unitario de K Dy.

Ejemplo 2.1.2. KQg

Sea Qg = (r,y: 2 = 1,22 = y? vy = y~'z) el grupo de los cuaternios de orden 8.

A continuacion presentamos a (Jg por extenso junto con el orden e inverso de cada

elemento:

Elemento | 1| o | 2% | 23| v | ay | 2%y | 2%y

Orden 114 1] 21| 4 4 4 4 4

Inverso |1 |a® | 22| o |22y | 2%y | y | 2y

De la tabla se observa que los elementos z,y, xy € (Js son suficientes para generar

KQyg, en particular x — 271,y — y= %, (zy) — (zy) ™' € KQg. Ademés

Se obtienen respectivamente los siguientes elementos Cayley unitarios en K Qg

2 4 2
Uy = — —$+51’2+5£L’3,

1
5 5
s syt gy

Uy =
_ 1 2 4.2 2.3
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Observacion 2.1.3. En el Ejemplo 2.1.7] construimos un elemento Cayley unitario
para K D, a partir de un elemento de orden 4 en D,. En el Ejemplo 2.1.2] considera-
mos tres elementos de orden 4 del grupo de los cuaternios y a partir de cada uno de
ellos obtenemos un elemento Cayley unitario para K Q)g. Si bien Dy 2 Qg se puede ob-
servar que los elementos Cayley unitarios tienen la misma estructura, es decir, si z es
un elemento de orden 4 en alguno de estos dos grupos entonces v = %— %z+ %zQ + %z?’
es un elemento Cayley unitario obtenido a partir del antisimétrico z — 2!, Hemos

probado lo siguiente

Lema 2.1.4. Sea x € G con o(x) =n > 2. Si (1 + (x — 27 1))~! eziste, entonces el

elemento Cayley unitario uj,_,-1) estd definido y no depende del grupo G.

Por el Lema anterior, es suficiente trabajar con grupos ciclicos C,, = (x), o(x) > 2. En
las siguientes tablas se muestran los inversos de elementos de la forma 1+ (x —271) y

sus respectivos elementos Cayley unitarios, en funcion del orden de = (3 < o(z) < 8).

n 1+ (z—271)!

3 140z + 122

4 R e e Y

5 - 2o+ 2ot 4 Lot + Lot

6 T —ir+ 10?4023 + 22t + LaP

7 o — 358 4 551” — 357° + Fa' + 5pa® 4 5

8 || & —px42a?—fad 4+ 2ot 4+ Lot 4 Lab + Lot

Cuadro 2.2: Inversos de (1 + (z —z71)).
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n u=1-ao+aH(1l+z—2 1)

3 0+ 0z + 22

4 T2z 422+ 28

5 —L —dpy B2 2,84 Sad

6 0— iz + 127+ 02% + ot + 12°

T -2 8o+ 822 Za®+ Dot + 205 4 ByS

8 || £ — 2o+ La? — Zad 4+ Lat 4+ 2a® 4 Lab 4 2a7

Cuadro 2.4: Cayley unitarios obtenidos a partir de (z + z7').

Los resultados que se muestran en Tabla2.2sugieren que 1+ (z—x~!) es invertible en
KC, cuando K es un cuerpo de caracteristica cero, ademas los coeficientes muestran
una regularidad muy especial, pues a partir del coeficiente de 22 cada uno de ellos es la
suma de los dos anteriores. Para probar que estos dos hechos son ciertos, mostraremos
una forma general de (1 + (z —z~1))~%

Sea z un elemento de orden n. El inverso de (1 + (z — 27'))™!, en caso de existir,

debe ser de la forma ag + a1 + apa? + - - - + an_12™ L. Al efectuar el producto
(1 + (ZL’ - x_l))(ao +a1x + a21’2 4+t Cln_ll'"_l) =1,

resulta el siguiente sistema de ecuaciones

ag + Qp_1—a; = 1
a; + ag — a9 == 0
as + a; — as = 0
L Ap—1+ ap2 —ag = 07
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es decir, la existencia del inverso de 1+(x+=z~!) depende de la existencia de soluciones

para este sistema. El siguiente ejemplo es un caso particular, cuando o(x) = 8, en él

se evidencia una regularidad que permitiré generalizar la forma que tiene (1 + (x —

)

Ejemplo 2.1.5. Sean Cg = (z) y K un cuerpo con caracteristica cero. A continuacion

mostraremos un procedimiento, el cual es descrito en [9], para encontrar ag, a1, as,

as, ay, as, ag, a7 € K tales que

(14 (z—27") (a0 + a1z + asa® + -+ - + az2”) = 1.

Al realizar el producto anterior, se obtiene

Qo
451
a2
as
Gy
as

Qg

ar

+ o+ o+ o+ + 4+

ar
Qo
(431
a2
as
Qy
as

Qg

Resolveremos este sistema siguiendo los

el siguiente sistema de ecuaciones

aq =
(05} =
as =
ay =
as =
Qg =

ay =

S ©o O o o o o ~

Qo =

siguientes pasos:

Primer paso: Despejamos a; de la 8 ecuacion y la sustituimos en la 7¢ ecuacion; luego

despejamos ag de la 7% ecuacion y la sustituimos en la 6% ecuacion y asi sucesivamente.

De esta manera obtenemos
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( 21 — 2lar
W= Ty
a0—13a0
T
a0—8a1
2 = Ty
a0—5a2
as = T
a0—3a3
as = T
a0—2a4
as = T
ap — Aas
ag = B
a7 = QAo — Qg.

\

Segundo paso: Escribamos ahora todos los a;’s en términos de a7 , reemplazando ag

en ai, ap y a1 en as y asi sucesivamente.

( 21

ap = g(l—aﬂ
a; = —%(1—%)
as = %(1—@)
as = —3—?;)(1—a7)
ay = ;_3(1_a7)
as = %(1—@)
ag = i)?—3(1—a7)
a; = %(1—@).

Tercer paso: Encontramos los valores de los a;’s calculando a; y reemplazandolo en
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las demés ecuaciones. De esta forma se obtiene

4 1 1 4
a7 = — as = — ag = —— ay = ——
" 15 > 15 3 15 ! 15
> N - g —
6715 ‘T 15 27 15 07 15

Como ya mencionamos los coeficientes siguen la ecuacion de recurrencia a; = a;—1 +
a;_o para todo = > 2. Esta es precisamente la ecuaciéon de recurrencia que sigue
la sucesiéon de Fibonacci con términos iniciales Fy = 0 y F; = 1. Teniendo esto
en cuenta, buscamos la forma de relacionar los coeficientes con los niimeros en la

sucesion de Fibonacci y encontramos que el altimo sistema puede ser reescrito asi

o = gr(i-a) = 21— 0
o = g (-an) = -0
as = %(1—&7)2 iigi?(l—m)
0 = - e =0 - a)
as = ;4%21(1—&7)2 };?,9__};3(1—%)
ag = 384%11(1—&7)2 ];Egt]?(l—a?)
o = - ) = - a)

\
Podemos notar que para n = 8:

Fi+ (=1)'F,
a; =
Fn—l—l —1

(1—an1), i=0,1,2,....n—1
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Despejando a,,_; de aqui tenemos que

o Fooq+ (=1)" !
et Fn+1 + Fn—l - (1 + (_1)n)
luego,
F,..—1
l1—a,q1= +

Foo+Eo i — (14 (=1)")
de esta forma

F,+ (-1)'F,,
Fopi4+ Foor— (L+(=1)n)

a; = , 1=0,1,2,...,n—1.

Esto nos motiva a enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Sean x € G un elemento de orden n > 2 y K un cuerpo con

1

caracteristica cero. Entonces el elemento 1+x—x7" es invertible en KG y su inverso

estd dado por ag + a1x + - -+ + ap_12" L, donde

Fi+ (—1)'F,;
Fn+1 + Fn—l - (1 + (_1)n)’

a; = para ©=0,1,....,n—1.

No vamos a demostrar este resultado por ahora, més adelante veremos que es con-

secuencia inmediata de un teorema més general.

2.2. Cayley Unitarios a partir de « (35 — x_l)

En esta Seccion veremos como construir elementos Cayley unitarios a partir de an-
tisimétricos de la forma a(z — 271). Con el fin de cumplir este proposito, vamos
primero a definir una ecuacion de recurrencia mas general que la que rige a la suce-
sion de Fibonacci, posteriormente vamos a establecer un resultado que muestra como

determinar (1 + a(z —271))~t
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2.2.1. Una sucesiOn recurrente

Para a € K, a # 0 se define la sucesion (G;);eny de forma recursiva de la siguiente

forma

Go = 0, Gl =1 y Gz = OK2GZ'_2 + Gi—l para 7 Z 2. (22)

A continuacién vamos a usar técnicas de funciones generadoras como las mostradas
en |2] y [11], para obtener una expresion que permita calcular los elementos en la
sucesion (G );en en un numero fijo de pasos. Por ejemplo una expresion de este estilo

para la sucesion de Fibonacci es la conocida féormula de Binet.

(057 (59)

Sea G(t) = Z G;t' la funcion generadora de la sucesion (G;);en. Por la Proposicion
i=0
4.8 en [2] la funcién generadora esta dada por

o)

1 — a2

G(t)

donde C(t) = Cy + Cht, asi

(1—t—a®t?)(Go+ Git + Got* + -+ ) = Cy + Cit,

Go+ (G — Go)t + (Ga — Gy — Goa®) + -+~ = Cy + Cht.

Considerando la tdltima igualdad y que Gy = 0, G; = 1 se encuentra que Cyp =0y

C1 = 1. De esta forma
t

T2

G(t)
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Usando descomposicion en fracciones simples encontramos que

t B A n B
I—t—a22 a(t—t) ofta—t)
t to 1++V1+4a? 1++v1—4a?
donde A= —— B=—"—— tj] = ————— vty = ————.
Oé(tg — t1> Oé(tg — t1> —20? —20?
Sustituyendo obtenemos
t B 1 131 lo
I—t—a22  a2(ty—t) \t—t; t—ty)"
1
Dado que t1t2 = ——, tenemos que
!
ty ts it —tt o (tat — tyt)
t— tl t— tg B (t — tl)(t — tg) N 1 + Oé2t2t0é2t1t — Oé2t2)
14ttt —1—1a%tt 1 1

T (1 + a2t t)(1+ a2tat) 1+ a2t 1+ a2t

Sea A € K, tenemos que en el anillo de las series formales K[[t]] es cierto que

1 o0
— = E A't'. En consecuencia,
i=0

1— Xt
G0 = 5
1 - 2 igi - 2 iy

1 (wuwm)))"_(wa—m)))" ;

I
NE

— T+ 4a? 207 20
B i 1 (1+VIF4a?) — (1 - VI+4a?) p
B — V1+4a? 2 '
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Por tanto, . .
(1+VI+4a?) — (1 —V1+4a?)

G; = ,
2V1 + 402

(2.3)

Mas atun, dado que

i

1 m)i_ (1_m)
£ () () -2 () o ()

m

S

m m

—viria ¥ (1) e

m—impar

obtenemos

Gi:2il_1 > (7;) (1+4a%) 7 . (2.4)

2.2.2. Encontrando (1 + « (x — x_l))_l

Sean C, = (x) tal que n > 2 y « un elemento no nulo de un cuerpo K con ca-
L _1yy -1

racterfstica cero. Veamos como encontrar (1 + « (z — z71))”". Para establecer una

forma general para tal inverso, estudiaremos inicialmente el caso particular en que

o(z) = 8.

Sean Cg = () y « un elemento no nulo de K. Queremos encontrar ag, ai, as, as, a4,

as, ag y ay en K tales que

(1 +« (55 - x_l)) (ao + a1z + agr® + azx® + agxt + asx® + aga® + a7x7) =1
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Esto es equivalente a resolver el siguiente sistema

(
ag + aay — awap =

a; + aag — away =
as + aa; — aaz =
as + aay — away =
ay + aaz — cay =
as + aayg — qag =

ag + aas — away =

©c o o ©o o ©o o

\ a7 + aag — away =

Vamos a resolver este sistema siguiendo los pasos descritos en el Ejemplo 2.1.5

Primer paso:

( (I —aar)(1 +50% 4 6a* + af)
T T Ta? + 150t + 10a8
a(abag — (1 4 ba? + 6at + ab)ag)
ar =
! 1+ 6a2 + 10a* + 4af
a(a’ag — (1 + 40? + 3a*)ay)
a =
? 1+ 502 + 6at + af
o alatag — (1 +2a% + at)ay)
T 1+ 4a2 + 30t
a(adag — (14 2a?)as)
a =
* 1+2a%+at
S a(a®ag — (1 + a?)ay)
° 1+ 2a2
alaay — as)
a = 11t aZ
+ «
a; = aag — ag).
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Segundo paso:

Qo

a1

a2

a3

Qayq

Qs

Qg

ar

\

14 6% + 10a* + 4a8

T 172 7 15ad 1 10001~ %7

—a — 5a® — 6a’

1 _
[ 7a? 7 15ai 1 10a0\ L~ @%7)

a? + 4ot 4 408

1 _
[ 702 1 150 ¢ 10060~ @)

—2a° — a3

1 _
[ 772+ 1501 1 T0a0\ L~ @%7)

20 + 4a8

1 _
[ 7 7a? 7 1508 1 1000\ L~ @%7)

2a° + o

1 _
[ 772 1 15ad 1 1000\~ @97

405 + 40t + o?

1 _
[ 7a? 1 1504 1 1000\ L~ @%7)

60’ + 503 + «

1— aar).
[T 702§ 150t 1 1006~ @)

Los primeros diez términos de la sucesion (G;);cy descrita anteriormente son:

Gy=0
G, =1
Gy=1

G3:1—|—Oé2
G4:1—|—2042
Gs=1+3a>+at

Gs =1+ 4a? + 3a*
Gr =1+5a2+6a*+ab
Gg = 14602+ 10a* + 408

Gy =1+ 7a® + 15a* + 10a® + o®.

Reescribiendo los a;’s en términos de los G;’s tenemos que
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( " — a8GOGj£_aC;)OG8(1_O‘a7)
a; = a7G1Gj E—ao;)lG7(1 — aay)
a5 — O‘GGEE_QO;)QG"’(1—@@7)
4= aSGgG—SE_aO;)BGs(l ~ aai)
o = S oy
“ = agGE)G—SE_aO;)SGs(l ~ aai)
e e
or = SO o

Luego para n = §,

Oén_iGi + (—Oé)iGn_i

Gn+1 —am

a; = (1—awap_q), 1=0,1,2,...,n— 1.

y de aqui que

Oén_iGi + (—Oé)iGn_i
Gn+1 + OK2Gn_1 - Oén(l + (_1)n)

a; = L i=0,1,2,...,n—1.

El siguiente resultado generaliza el Teorema [2.1.0l

Teorema 2.2.1. Sean x € G un elemento de orden n > 2 y a € K, con K una
extension real de Q. Entonces el elemento 1+ a(x — z71) es invertible en KG y su
inverso estd dado por ag + a1z + -+ - + an_12" 1, donde

Oén_iGi + (—Oé)iGn_i
Gn—i-l + O‘2Gn—1 - an(l + (_l)n)’

(2.5)

a; =
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para 1 =0,1,...,n— 1.

Demostracion. Probemos primero que Gy 1 + o?G,_1 — a™(1 + (—1)") es diferente
de cero. Sin es impar tenemos que G, 1 +*Gp_1 —a™(1+(=1)") = G111+ G, 1.
Como a? > 0 se sigue de 2.4) que G,1 + @®*G,_1 > 0. Si n es par tenemos que
Gpi1 +02Gy —a™(1+ (=1)") = Gpy1 + @*G_1 — 2a™. Dado que n + 1 es impar,
tenemos de (2.4]) que

1 n+1 m=1
Cot =g 2 ( m )(1+4O‘2) F

m—impar

cuando m = n + 1 tenemos el sumando

1 /n+1 o1 (n/2\ 402 [(n/2) 160 (40%)2
- 1 4 2 2 - “ ..
2”<n+1)(+a) 2n+(1)2n+(2 T

1 (n/2\4a®  [(n/2\ 160 o
=t )5+ o a>an

2n 2 2n

Esto muestra que G,,; > ™. De forma andloga se observa que G,_; > o™ 2. En
consecuencia G, 1 + o?GL_1 > 2a" y asi G + a?Gh_i — 20™ > 0.

De esta forma los a;’s estan bien definidos. Ahora sea x € GG un elemento de orden
n > 2. Con el fin de probar que ag+a;z+- - - a,_ 12" ! es el inverso de 1 +a(x—z71)
es suficiente mostrar que ag+aa,_1—aa, =1, a,_1+aa, s —aay =0y a; +aa;_1 —

aa;11 =0, para todo i € {1,2,...,n —2}. Usando (2.2) y (2.5) tenemos que

a"Gy + Gy + a(aGy_1 + (—a)"1Gy) — a(a™ Gy — aGp_1)
Gni1+ a2Gyy —a™(1+ (=1)7)

G+ Gy — ()" — a" 4 Gy

B Gni1 + 2Gpoy —a™(1 4 (—1)7)

_ Gu1 + %G —a"(1+(-1)")

T G+ a2G— (1t (<))

ag + aa,_ 1 —aay =
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Ap_1 + QQp_o — QG

aGp_ 1+ (—a)"'G) + a(a®?Gps + (—a)"2Gs) — a(a"Gy + (—a)°G,)
Gni1 + a2Gyo —a™(1+ (—=1)7)
aGp_1 + ()"t + 3Gy — (—a)" 1 — aG,)
Gni1 + a?Gyy —an(1+ (=1)7)
a(Gpo1 + a*G,_s — G,)

= = 0.
Gn+1 + Oéan_l — Oén(l + (_1)n)

a; + aa; 1 — Qa4

Oén_iGi + (—Oé)iGn_i + Oé(Oén_H_lGi_l —+ (—Oé)i_lGn_i_H) — Oé(Oén_i_lGH_l + (—Oé)H_lGn_i_l)
Gn+1 + Oéan_l — Oén(l + (_l)n)
"G = Gip1 4+ &?Gis) + (—a) (Gpei — Grii1 + 0*Gri)

_ = 0.
Gn+1 + Oéan_l — Oé”(l + (_1)n)

Lo que demuestra el resultado. O

Al tomar o = 1 en el Teorema[2.2.Tltenemos como consecuencia inmediata el Teorema

2.1.6l

2.2.3. Cayley unitarios obtenidos a partir de « (:z: — x_l)

El siguiente resultado muestra como construir elementos Cayley unitarios wup) en
K@ para k = a(z — z7') donde K es una extension real de Q. Sean z € G tal que

o(z) =n>2y «a € K diferente de cero, donde K es una extension real de Q.

Teorema 2.2.2. Sean x € G un elemento de ordenn > 2, « € K y k = a(r —z7'),
donde K es una extension real de Q. Entonces el elemento Cayley unitario uy,) estd
dado por by + byx + -+ + b,_12" L, donde

G, —22°G, 1 +a™(1+ (—1)")

by = b; =2a;, para 1=1,...,n—1, (2.6
0 Gn+1 +Oé2Gn_1 —Oén(l + (_1)n) Yy y4 ( )
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y los a;’s son dados por (2.5).

Demostracion. Tenemos que

up=(1-a(z—27"))(1+a(z- x_l))_l

Ahora, por el Teorema [2.2.1]

A+az—a ")) '=a+azr+- - +a,_ 12",

donde los a;’s son dados por (2.3]). Luego,

(1-a(z—2"))(1+a (x—x_l))_l =(1-a(z—2")) (a0 +az+ - +a,_12"")

= (ap — Qp_1 + aar) + -+ (a; — aa;_1 + aai1) 2 + -+ (ap_y — Qay_y + ag) 2"

De aqui, igualando coeficientes, obtenemos

by = (ag — aa,_1 + aay),

by = (a; — a1 + ayq) Vi€ {1,2,...n—1}

Usando (2.3]) encontramos que

by — a"Gy + G, — alaG,_1 + ()" 'Gy) + a(a™ Gy — aG 1)
Gni1 + a2Gyo —a™(1+ (=1)7)
Gy =G+ ()" + o — a*Ghy
G F2G_ —an(1 + (1))
Gn —20*Gyq +a"(1+ (—=1)")

= Gn+l +042Gn—1 _ an(l + (_1)n)
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bi —
Oén_iGi + (—Oé)iGn_i — Oé(Oén_H—lGi_l + (—Oé)i_lGn_H_l) + Oé(Oén_i_lGH_l + (—Oé)i—HGn_i_l)

Gni1 + @?Gyy —a(1 4 (=1)7)
A" G+ (=) Gy — oV TG )+ (—a) Gy + 0T Gy — (—a) TG )
Gni1+ a2Gyqy —a(1+ (=1)7)
Oén_iGi + (—Oé)iGn_i + Oén_i(GH_l — (04)2Gi_1) + (—Oé)i(Gn_i_l — Oé2Gn_,'_1)
Gpi1 + a2Gyoq —a(1+ (—=1)7)
CA"TGH ()G + TG A+ (—a) G
B Gry1 + a2Gpn_y — an(1+ (=1)7)

= 2(1,2'.

Ejemplo 2.2.3. QCj

Sea C3 = (z), entonces QC; = {a(z —z71); a € Q}. De esta manera todo elemento
Cayley unitaro de QCj5 es obtenido a partir de k = a(z — 27 !), para algtin a € Q.
Ahora, del Teorema [2.2.2]se sigue que [, (,—»-1)) esta dado por by +bix+byx?, donde

Gy —2a°Gr+ o
Gy a2Gy — a3(
(1+a?) —2a?
(14 2a2) + a?
_1-a?
1+ 3a?

(=1)°)
(=1)%)

1+
b
0 T

B Gy + (—a)'Gy
TG Gy — (1 (<)
a? —a
(1+2a2) + a?
~ 20(a—1)
- 1+3a2”

by
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Oéng + (—04)2G1

= TG, = ad(1+ (—1)3)
B o + «
(14 2a?) 4 o?
_ 2a(a+1)
- 1+3a%

Asi, todo elemento Cayley unitario de QCj5 es de la forma,

1

m(l —a? +2a(a — 1)z + 2a(a + 1)x?),

para algin a € Q, esto es

1
UnC(QCs) = { 3 (1 —a®+2a(a — 1)z + 2a(a + 1)z°);a € @} C Un(QCS).
Note que Un®(QCs) no es subgrupo de Un(QC3), pues el producto de dos elementos
Cayley unitarios no es necesariamente Cayley unitario. De hecho, sean k; = —(x —
a7') y ky = —3(x — 27"), entonces
2 1,
U] =% Y U] = 5 T 37— 227
de ahi que
1 2 2,
u[kl]u[kz] = —g + gx + gx .
Ahora

2
1 + u[kﬂu[kz} = 5(1 + x4+ £L’2)

el cual es un divisor de cero, pues

2 2 _ 2 3\ _ _
“(ta ) (1-a)=2(1-2%) =0 (ol) = 3).
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Luego, 1+, Uk, no es invertible y por la Proposicion 2.0.7] concluimos que g, ,]

no es un elemento Cayley unitario de QCj

Ejemplo 2.2.4. QS;
Sea S3 = (z,y|2? = 1,4 = 1,2y = y~'2). Dado que los tinico elementos de orden

mayor que 2 son y~! e y, se sigue que QS; ~ = {a(y —y');a € Q} = QC5 ~. Luego

Z/{TLC(@S;),) = Z/{TLC(@C;),)

= {1 —|—13a2(1 —o* 4+ 2a(a — 1)z +2a(a + 1)z?);a € Q} .

Ejemplo 2.2.5. QC;

Sea Cy = (x). A partir de que o(z?) = 2, o(x) = 4 y o(z®) = 4, ademas que
x~t = 23, se sigue que todo elemento Cayley unitario de QC, es obtenido a partir
de k = a(xr — z71), para algiin a € Q, i.e., QC; = {a(r — 27');a € Q}. Ahora, del

Teorema 2.2.2] se sigue que uq(z—p-1)) esta dado por by + by + byx? + by, donde

b 1 b 20 b — 40 e — 20
T T 40T 1440 P T 11402 Y P T 114
Luego,
1
c _ 2.2 3y.
Un® (QCy) = {m(l —2ax + 4a”x” 4+ 202°); 0 € Q} C Un(QCY).

A partir de la forma de los elementos en Un®(QC}), se puede concluir que =, 2% y

2% no son Cayley unitarios en QCy, puesto que tienen término independiente nulo.

Ejemplo 2.2.6. QD,
Sea Dy = (x,y|z* = 1,4* = 1,2y = y~'x). Los tnicos elementos con orden mayor

que 2 son y~! e y, por tanto

QDs~ ={aly—y ');0 € Qt =QD, ",
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de esta forma

Un®(QD,) = Un®(QCy) = { (1= 2ay +4a*y* +2ay°);a € Q} :

1+ 4a?
Ejemplo 2.2.7. QCj
Sea C5 = (z). A partir de que o (z) =5, 0(2?) =5, 0 (2®) =5y o(2?) = 5, ademas

1 3

que 27t =zt y (22)7" = 23, se sigue que todo elemento Cayley unitario de QCj es

obtenido a partir de un antisimétrico con la forma
k=a(@r—aH+p@2— @)™ =alx—2*)+ B (22 —23), con a, B € Q.

Es decir,

QCy ={a(z—2a")+ 8 (2 —2°) ;0,8 € Q}.

En este caso no es posible usar el Teorema [2.2.2] para calcular elementos Cayley
unitarios con a # 0 # (. Sin embargo en [9] se muestra la siguiente presentacion
para los a;’s, obtenida computacionalmente

o' +2p0 - fPa? 4+ 3a® — 20 + 14 1 + 3537
5ot + 10803 — 552a2 + 5a2 — 1083 + 1 + 582 + 534

ot =207 + 200 — %0 = 30 + aff? — o — 203 + 205 + 57 + 1 + 5P

Qo

= 5l + 108a® — 53202 + ba? — 1008° + 1 + 552 + 51 ’
at + 280 + o + o? — Ba® — f20? — 2Ba — 3a8? — 20633 + B+ B+ 233
a o
2 504 + 10803 — 58202 + 5a? — 10a3 + 1 + 532 + 534 ’
o at +2Ba% — o + a® + pa? — B2a® — 2Ba — 3aB? — 2a8° + B+ B — 233
5 504 + 10803 — 58202 + 5a? — 10a3 + 1 + 532 + 534 ’
at + 203 + 2003 — B2a? +3Ba% — af? + o — 203 + 2aB + B2+ - B2
ay = .

50t + 108a? — 53202 + 502 — 10033 + 1 + 552 + 34

A partir de estos coeficiente se calculan los b;’s, obteniendo

 1-=3a" 4660’ —68° + 3026 + a — 3ot + 52

5ot + 108a3 — 55202 + 5a2 — 10833 + 1 + 532 + 534

at — 202 +2Ba® — f%a® — 3Ba? 4+ af? — a — 2a8% + 208 + B2+ B+ B3
S5at + 10803 — 53202 + 5a2 — 10a/3% + 1 + 532 + 534 ’

0

by =2
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[ot 4 2803 + a® + a? — Ba? — B2a? — 2Ba — 3ap? — 2a3% + B+ B + 23]
I S5at + 108a? — 55202 + 5a2 — 10a3 + 1 + 552 + 554

(ot + 2B — a® + a? + Ba? — B2a? — 2Ba — 3aB? — 2a3% + B+ B — 232
S5a* + 108a? — 53202 + 5a2 — 10a3% + 1 + 552 + 5534

[ot 4 203 4+ 2803 — B2a? + 3Ba® — aB? + a — 2a8% + 208 + 2 + B — 2]

S5at + 10803 — 58202 + 5a? — 1033 + 1 + 582 + 4

El denominador de los a;’s, b;’s es igual a 5(a? + a8 — 32) +5(a?+ 3?) +1 y por tanto

siempre es mayor que cero, garantizando que los a;’s y b;’s estan bien definidos.

Observacion 2.2.8. Sea C, = (z) donde p es un namero primo fijo. Entonces

ar(x — 2P + ag(a® — aP73) + - 4 qp_o(aP? — 2?) es antisimétrico y cuando 1+

ar(z—aP ) +az(x® —aP73)+- - -+ a,_o(aP? —x?) sea invertible, es posible establecer

una expresion para los elementos Cayley unitarios en QC,. Sin embargo, hasta el

momento no hay un resultado que permita calcular directamente los elementos Cayley

unitario de QC), para p arbitrario, esto se debe a que es necesario establecer nuevas

sucesiones recursivas del tipo (G;);en vy encontrar una regularidad en los a;’s que se

relacione con dichas sucesiones.
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Capitulo 3

ELEMENTOS CAYLEY
UNITARIOS EN KG CON
INVOLUCION ORIENTADA

Sean K un cuerpo con caracteristica cero, G un grupo con una orientacién ¢ no
trivial y una involucion . Sea N = kern(c) = {g € G : 0(g) = 1} y consideremos la

siguiente particion sobre el grupo G:

Si={9€N:g" =g}, Sy={9 € N:g*"# g},
S3={9¢ N :g" =g}, Si={9¢ N:g"#g}.

Sea a € K G, podemos escribir este elemento de la forma

o= Zagg+2agg+2agg+zagg,

geSL geES2 geSs geSy

luego

geSL geS2 geS3 geESs
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Por tanto a® = —a« si y solamente si

ag = —ay, sl ge s
Qg = —0g, si g€ 9

Qg =ag, sl geS,

Comparando a y a®, tenemos sobre el conjunto 51, a, = —ay, i.e., 2a4 = 0, pero
char(K) # 2. Esto permite concluir que trabajando con el conjunto de elementos

antisimétricos de K G, el conjunto S; es vacio.

Por tanto, como K —modulo, KG~ es generado por la union de los siguientes con-

juntos

Lo={9g&N:g"=9}, Ls={9+9":9¢ N, 9" =g}, Li={9—9 :9€ N,g"#g}.

Cuando * es la involucion inducida por g — ¢~! para cada ¢ € G'y o es no trivial,

tenemos que

KG ={{geG:g¢N,?=1U{g+g "1 # Lgg N}U{g—g ' :g®# L g€
N})k

El estudio de la obtenciéon de elementos Cayley unitario en algebras de grupo consi-
derando antisimétricos k € ({g € G:g & N,g> =1} U{g—9g': 9> # 1,9 € N}k
fue realizado en el Capitulo anterior. Ademés en el Lema (L2121 /) mostramos que
si o(x) es impar entonces x € N. Por lo tanto, en adelante vamos a considerar anti-
simétricos de la forma k = a(z + z7') tal que x es de orden n-par (n >4), v ¢ N y

« € K no nulo.
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3.1. Encontrando (1+ (z+ x_l))_l

A continuacion, considerando antisimétricos de la forma (z + x7!), describiremos

como obtener el inverso de (1 + (z + 271)) .

Ejemplo 3.1.1. Sean Cy = (x) con o(z) = —1 y sea K un cuerpo con caracteristica
cero. Si (1+ (z+ z71)) es invertible en KCj, su inverso es de la forma ag + a;x +

asx? + azx®. Esto es,
(14 (z+27") (a0 + a1z + a2z” + azz®) = 1.
Al efectuar el producto anterior, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

a3+ao+a1 =
ao+a1+a2 =

a, + ag + asg =

o o o =

L as + as + ag =

Sigamos el primer paso descrito en el Ejemplo 2.1.5] para resolver este sistema. Des-

pejamos ag de la 4% ecuacion y la sustituimos en la 3¢ ecuacion obteniendo,

a3+ao+a1:1
a0+a1+a2:O

al—aOZO

\ az = —(CLQ —|—CL0).

En la tercera ecuacion del anterior sistema podemos notar que as se elimina y por
tanto no es posible continuar con este paso. Necesitamos explorar otra forma de
resolver el sistema tratando de encontrar, en el proceso, una regularidad para los

a;’s. A partir del sistema inicial vamos a seguir los siguiente pasos:
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Primer paso: Restar la 4% ecuacion de la 3% y restar la 2% ecuacion de la 1¢. De esta

forma se obtiene

ap = Qg y as = as + 1.

Segundo paso: Sustituir los valores obtenidos en el sistema inicial y resolver el sistema

resultante, es decir,

20,0 = —Q9
a0—|—2a2 = —1,
1 _ 1 _ 2 1 _ 1 _ 1 Asi
resultando que ap = 3 y G2 = —3, lue€go a; = 3 y az = 3. ASl,

L2 1
(L4 (@+a™)) =g+gr—za+32”

Ejemplo 3.1.2. Sea Ci = (x) con o(x) = —1 y sea K un cuerpo con caracteristica
cero. Si (1+ (z+ z71)) es invertible en KCg, su inverso es de la forma ag + a;x +

asz? + azx® + agz* + asz®. Esto es,
(14 (z+27") (a0 + a1z + aza® + azz® + agz™ + a52°) = 1.

De aqui se obtiene el sistema

.
a5+ao+a1 =

ao+a1+a2 =
a1+a2+a3 =
a2+a3+a4 =

a3+a4+a5 =

o o o o o =

L a4+a5+a0 =

Vamos a seguir los pasos descritos en el ejemplo B.I1.11

26



Primer paso:

g = as, ap = Qy, y as :a2+1.

Segundo paso: Al sustituir los anteriores valores en el sistema inicial, obtenemos

a0+a1+a2:0

ap+ar+ax =—1,

lo cual es contradictorio y por tanto, (1 + (z + 2~ ')) no es invertible en KCs.

Ejemplo 3.1.3. Sea Cs = (z) con o(x) = —1 y sea K un cuerpo con caracteristica
cero. Si (1+ (z+27')) es invertible en KCs, su inverso es de la forma ag + a;x +

ax? + -+ a;x”. Esto es,
(1+ (z+27Y)) 7" (a0 + arz + agz® + - + azz’) = 1.

De donde
(04 -+ Qo + aq =

a0+a1+a2 =
a, + ag + asg =
a2+a3+a4 =
as + a4 + as =
as + as + ag =

a5+a6+a7 =

©c o o o o o o

L a6+a7+a0 =

Nuevamente siguiendo los pasos descritos en el Ejemplo B.1.1, obtenemos:

Primer paso:

ap = as, ap = a4, A2 =as, a3z =ag, G4 = a7, a5 = dg y a7 = az + 1.
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Asi,

ag = Q9 = a3 = a5 = Ug y a; = a4 = arp.

Segundo paso: Sustituyendo,

2a1 +ap =1
2a9 + a1 = 0.
Deaquiqueaoz—%yalzg,luegoagzagzag,:a(;:—%ya4:a7:§.Asi,
_ 1 2 1 1 2 1 1 2
14 (z+ 27! 1:___|__ B S B R S SR Rt
( (a: x )) 3 31’ 31’ Sx Sx 31’ 31’ Sx

En la siguiente tabla se muestra el inverso de (1 + (z + 271)) cuando o(x) = n par

mayor que 2y o(z) = —1

n (14 (z+a 1))t
4 T+iz— 227+ 18
6 NO ES INVERTIBLE
8 —3+ 2z — 1o — 3t + 2ot — Lab — b+ 20
10 T+iz— 2o+ 308 + Lot — 205 + Laf + 227 — 228 4 320
12 NO ES INVERTIBLE

1,21 1 2 1 1 27 2
14 _§+§Zlf—§$2—§$3+§$4—§$5—§$6+§$—+§$’13
16 || 3+ 30 — 222 + 323 4 32 — 22° 4 b + a7 — 228 + - falf
18 NO ES INVERTIBLE

Cuadro 3.2: Inversos de (1 + (z +z71)).

o8



Si o(x) = n par mayor que 2 con o(x) = —1, podemos observar del sistema obtenido
a partir de (14 (z+27"))(ap+ a1z +as2®+. . .+a,_127") = 1 un aspecto interesante,
este es que al despejar a; de la ecuacion i-ésima (1 < i <n — 1)y ap de la n-ésima

ecuacion se encuentra que
ap = —(@p-1 + an_2), ar =1—(ap+ an—1) y  a; = —(a;—1 + aj_2).

Esta regularidad puede verificarse facilmente en los casos mostrados en la tabla

anterior. Vamos a formalizar este hecho con en la siguiente Proposicion.

Proposiciéon 3.1.4. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y sea
el dlgebra de grupo KG dotado de la involucidn clasica orientada. Si o(x) = n par
(n>4)yo(x)=—1, entonces k = (x+z7') € KG™ y si (1+k) es invertible en KG
su inverso es de la forma ag+a1x+ayr®+. . .+ a,_12"1, donde ag = —(an_o+an_1),
a; =1 —(ap_1+ag) ya;, = —(aj—2+ a;_1) para 2 < i < n—1. Ademds a; = a,,

donde m =i (mad3).

Demostracion. Es claro que k = (z + 27 ') € KG~. Ahora,
(1 + (x + x_l)) (aO + a1 x —+ a2x2 4+ ...+ an_lxn_l) — 1’

y al efectuar el producto tenemos

an—1 + ag + aq 1
ay + ap + aq =0
a1 + a; + a1 = 0
a; + aip1 + @iy = 0
aiy1 + Gire a3 = 0
[ n-2 T Q1 + a0 = 0.
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De la primera ecuacion a; = 1 — (a,—1 + ag), de la segunda ag = —(a,—2 + ap_1) ¥y
de las demads ecuaciones tenemos que a; = —(a;_2 + a;_1) para 2 < i <n — 1.
Por otro lado, de las ecuaciones ¢ + 2 e 7 + 3 encontramos que a; = a;+3. Haciendo

variar ¢ vemos que a; = a;43; con t € Z, esto es a; = a,, donde m =i (mod 3). O

La conclusion de la anterior Proposicion muestra que los coeficientes a;’s siguen la
ecuacion de recurrencia H; = —(H;_5 + H;_1). Tomemos como términos iniciales de

esta sucesion Hy =0y H; = 1, luego

H2:—1 H5:—1 H8:—1 HH:—l H14:—1
H3:0 H6:0 HQZO H12:O HlGIO
H4:1 H7:1 H10:1 H13:1 H17:]_.

Observando los resultados mostrados en la Tabla[3.2] podemos conjeturar los siguien-

te.

Conjetura 3.1.5. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y el dlgebra
de grupo KG dotado de la involucion cldsica orientada. Si o(x) = n par (n > 4) y
o(x) = —1, entonces si (1 + k) es invertible en KG, su inverso es de la forma
ao + a1 T+ ar® + ... a1 7"ty

H;y — H; .
— 5 para 0 <7 <n—1.

1 H,— H;_ .
2. Sin=6m+4, entoncesa():g yai:%pamlgzgn—l.

1. Sin=6m+ 2, entonces a; = — <

En base a lo observado en la TablaB.2y a la solucion de los sistemas en los ejemplos

mostrados surgen las ideas para probar los siguientes resultados.

Lema 3.1.6. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y considere el
dlgebra de grupo KG dotado de la involucion cldasica orientada. St x € G tal que

o(x) =6t cont € Z y o(x) = —1, entonces 1 + (z + x71) no es invertible en KG.
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Demostracién. Si 1+ (z + 27 1) es invertible en KG, su inverso es de la forma agy +

a1 + asx® + ...+ ap_12" L. Esto es,
(1+ (z+27Y) (a0 + az + asz® + ... + ap_g2" ') = 1.

Efectuando el producto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

(p—1 + ag + ay =1
ag + a1 + as =0
ai-1 +a; + a1 =0

Ap—q4 + Ap—3 + Qp_o = 0

Up-3 + Ay + a1 = 0

| G2+ ana +a = 0.

De las dos primeras ecuaciones tenemos que a,_1 = 1 + as y de las ecuaciones n — 2
y n — 1 tenemos que a,_4 = a,_1. De esta forma ag_4 = 1 + as con t € Z. Por
la Proposicion B.1.4] tenemos que as = agyg, con t; € Z y dado que 6t — 4 =
3(2t) — 6+ 2 = 3(2t — 2) + 2, entonces ay = ag_4. Se sigue que ag_4 = 1 + agi_4 lo
cual es contradictorio y asi el sistema es inconsistente. Por lo tanto 1+ (z +2~!) no

es invertible en K. O

Lema 3.1.7. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y considere el
dlgebra de grupo KG dotado de la involucion cldasica orientada. St x € G tal que
o(x) =6t+2 cont€Z yo(x)=—1, entonces 1 + (x + 271 es invertible en KG y
su inverso es de la forma ay + a1z + asx® + ...+ ap_ 12"t donde ay = —%, a, = % Y
a; = —(aj_2+a;_1) para 2 <i<n-—1.

Demostracion. Si 1+ (x+ x7!') es invertible en KG, su inverso es de la forma ag +
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a1 + asx® + ...+ a,_12" 1. Esto es,
(1 + (1' + 1,—1)) (ao +a1x + a2x2 +...+ an—1£B"_1) =1,

y al efectuar el producto obtenemos el siguiente sistema

/

(p—1 + ag + ay =1
ag + ap + as =0
< a;i—1 + a; + i1 =0
Ap-3 + Qp—2 + Qp_1 = 0
Qp_o + Apn_1 + ag = 0.

\

Por la Proposicion B.1.4] tenemos que a; = @143, ¥y que as = Aoy, con ty,ty € Z.
De las dos ultimas ecuaciones obtenemos que ag = a,,_3. Dado que n —3 =6k — 1 =
32k—1)+2y quen—1=06k+1=3(2k)+1, se sigue que ap = az y que a; = a,_;.

Considerando esto, las primeras dos ecuaciones quedan asi

2@1 +ag = 1
2&0 +a = 0.
Resolviendo este sistema encontramos que ag = —% y a; = % ]

Lema 3.1.8. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y considere el
algebra de grupo KG dotado de la involucion cldsica orientada. St x € G tal que
o(z) =6t+4 cont €Z yo(xr) =—1, entonces 1 + (z + x71) es invertible en KG y
su inverso es de la forma ag + a1z + ax® + ... + ap_12" ! donde ay = %, a, = % Y

a;=—(ai—2+ai—1) para 2 <i<n-—1
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Demostracién. Siu =1+ (r+271) € U(KG), entonces su inverso u~! es de la forma

ap + a1 + agx® + ...+ a, 12", Esto es,
(1+ (z+27Y) (a0 + mz + apz® + ... + ap2" ') =1,

que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

an—1 + ag + a1 =1
ag + a1 + Qs =0
ai-1 +a; + a1 =0
Ap-3 + Qp—2 + Qp_1 = 0
p—3 + ap—1 + ay = 0.

Por la Proposicion B.1.4l tenemos que ag = as;, y que a; = a1434, con ty, to € Z. De las
dos tltimas ecuaciones obtenemos que ag = a,_3. Dado que n—3 = 6k+1 = 3(2k)+1
y que n—1 = 6k+3 = 3(2k+1), se sigue que ap = a; y que ag = a,_1. Considerando
esto, de la primera ecuaciéon tenemos que 3ag = 1 y asi, ag = a; = % Usando
la recurrencia para los a;’s mostrada en la Proposicion B.I.4 y los valores ag, a;

podemos determinar los demés a;’s, esto implica que 1 + (z + 27!) es invertible en

KG. O

Los anteriores Lemas nos permiten determinar el valor del término independiente y
del coeficiente del término lineal en el inverso de 1+ (z+2x~!), cuando este existe. De
la ecuacion de recurrencia lineal a; = —a;_o — a;_; para la sucesion (a;);>2, definimos
la sucesion (b;);en como b; = a;42. Usando técnicas de funciones generadoras vamos a
establecer una forma cerrada que permita calcular los términos en la sucesion (b;)en.

Usando la Proposicion 4.9 en [2] tenemos que el término general de la sucesion (b;);en
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es
1 V3. 1 V3
bn—Cl <—§+7’L> + Co <—§—T’L> .

Si o(z) = 6k + 4, del Lema B.1.8 tenemos que

as b =C +C y as 1 Cl( 7 5

Luego,

Resolviendo el sistema encontramos que ¢; = ¢y = —%. De esta forma,

bn:(ggn) [(1—fz) (1+¢§z)"].

Si o(z) = 6k + 2, del Lema B.I.7 tenemos que

1 1 1 3
Te=h=ate vy —p=a=h=o (‘f%i)m(
Por tanto,

1
Cl+02:_§

—%(01 + o) + ?i(ﬁ —Cy) =

1
3

Reemplazando la primera ecuacién en la segunda tenemos

c1+ = %
) =

\/_Z(Cl — Co
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y al resolver el sistema encontramos que ¢; = — (1—T\/§z> y Cy = — <1+—‘/§Z) De esta

forma

b= St | (1= vE) ™ (e vE) 52)

La prueba del siguiente resultado se sigue inmediatamente de los Lemas [B.1.6], B.1.7
y B1.8 junto con la informacion de las expresiones (3.1) y (B.2).

Teorema 3.1.9. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y el dlgebra
de grupo KG dotado de la involucion cldsica orientada. Sea x € G tal que o(x) = —1.

Las siguientes son validas:

1. Sio(x) =6t, t €N, el elemento (1+ (x +z7')) no es invertible en KG.

2. Sio(r) =6t+2,t €N, el elemento (1 + (z+ x7')) es invertible en KG y

641 donde ay = —=

su inverso es de la forma ag + a1x + ax® + ... + ag1x 3

alzgypamtodonzo

a2 = (3(2133)1 [(1 V) (1 ﬁi)m} |

8. Sio(x)=6t+4,teN, el elemento (1+ (z +z71)) es invertible en KG y su

y

Wl

inverso es de la forma ag + a1 + asx® + . .. + ag32%3, donde ag = a; =

para todo n > 0

e = S [(1-vE)"+ (1+v3)].

Si bien este tltimo resultado nos permite determinar (1 + (z + 27%))~!, los calculos
necesarios son aun dispendiosos. Los LemasB.1.7y B.I] nos permite calcular los a;’s y
notar que esto siguen un ciclo; en caso que o(z) = 6k+2 tenemos el ciclo {—% % —%}

y en caso que o(x) = 6k +4 tenemos el ciclo 3} Esto nos permite conjeturar

3’3’

lo siguiente.
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Conjetura 3.1.10. Sea G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y v € G
con o(x) = —1. Sio(x) es par y o(x) # 6t para algint € N, entonces el elemento (1+
(x+27Y)) es invertible en KG vy su inverso es de la forma ag+ayz+- - -ao(x)_lx"(x)_l.

Ademads

1. Sio(x) =6t +2 para algin t € N, entonces a; = —+ cuando i = 0,2 (mdd3) y

3
cuando i =1 (mdd3).

__ 2
ai—g

2. Sio(x) = 6t + 4 para algin t € N, entonces a; = 5 cuando i = 0,1 (mdd3) y

a; = —% cuando i = 2 (mdd3).

3.2. Cayley unitarios obtenidos a partir de (1 + (:U + x_l))

. . . _1yy—1 .
En la seccion anterior vimos como obtener (1 + (z + z7'))"", cuando este existe.
Esto permite construir elementos Cayley unitarios a partir de antisimétricos de la

forma x + 271,

Sea © € G un elemento con o(z) = 6t +2 6 o(z) = 6t +4 (o(z) > 4) y sea k =

(z + 271), del TeoremaB.1.9 tenemos que 1+ (z + z~') invertible, luego el elemento

Cayley unitario construido a partir de k es de la forma by +b; x4 box® 4+ - -+b, 12" L.

Esto es,

upg = (1= k)(1+ &)~
=(1- (:)3 + :)3_1))(1 + (:)3 + :E_l))_l

=(1— (z+27"))(a+ a1z + aa® + -+ ap_12" ).

Efectuando producto y considerando la recurrencia de los a;’s mostrada en la Pro-
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posicion B.1.4] encontramos que

bo = —Qp_1+ay— aq :2a0—1

bl = —ag+a; —as :2a1

bg = —a; +az —as :2a2

b = —a;—1 +a; — ajp1 = 2q;

bn—2 = —Up-3+Ap2 — Qp_1 = 20,
bn—1 = —Qp_3 + a1 — ag = 20y,_1.

Teniendo en cuenta lo que acabamos de deducir, podemos establecer el siguiente
resultado que permite construir elementos Cayley unitarios del algebra de grupo

K G dotado de una involucion orientada.

Teorema 3.2.1. Sean G un grupo, K un cuerpo con caracteristica cero y el dlgebra
de grupo KG dotado de la involucidn cldsica orientada. Sea x € G tal que o(z) = —1.

Las siguientes afirmaciones son validas:

1. Sio(x) =6t+2,t €N, el elemento Cayley unitario uy) obtenido a partir del
antisimétrico (x+x71), es de la forma by + byx + box® + . . .+ bgr 125 donde

by = 2a9g — 1 y b; = 2a; para todo 1 < i < 6t + 1.

2. Sio(x) =6t+4,teN, el elemento Cayley unitario uy) obtenido a partir del
antisimétrico (x+x71), es de la forma by + byx + bow® + . . .+ by, 3253, donde

by = 2a9g — 1 y b; = 2a; para todo 1 < i < 6t + 3.

Dado z € G con o(z) = —1, el Teorema [B.1.9] muestra condiciones para que el
antisimétrico k = x 4+ 27" = 2 4+ 2°®~1 sea invertible en KG y el Teorema B.2.1]
muestra como construir el elemento Cayley unitario a partir de k. La siguiente tabla

muestra elementos Cayley unitarios en funcion del orden de x.
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o(x) upy = (1 — (z+ xO(w)—l)) 142+ xo(m)—l)_l

1,2, 4.2 ,2.3
4 5+ 5r— 32"+ 3w

_5 44, 22 2,344 2,5 2,6 4.7
8 3t 30— 3o 327+ 3% 3T 300+ 3%

1 2 4 2 2 4 2 2 4 2
10 —§—|—§ZE—§x2+§x3+§x4—§x5+§$6+§x7—§x8+§x9
544, 2,2 _ 2,3 44,4 _2,5_ 2,64 4,7 | 4,13
14 3+3Jf 3.]3 3.]3 +3.Z’ 3.]3 3.]3 +3.Z’ +3.’,U
12, 402 002.3 0204 4450 2064 2.7 4,8 2005
16 3 3.]3 337 3.’17 3.’17 3.’17 3.’17 3.’17 3.’17 3.]3

Cuadro 3.4: Cayley unitario a partir de k = (z + 2') con o(z) = —1.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES Y PROBLEMAS
ABIERTOS

En el Capitulo 2 consideramos G un grupo, K un cuerpo inicialmente con char(K) #
2 y el dlgebra de grupo K'G dotada de la involucion canoénica. Bajo estas condiciones
analizamos la existencia del inverso 1+ k, donde k = (z —z7') (z € G) es un elemen-
to antisimétrico, lo cual permiti6 construir elementos Cayley unitarios a partir de k.
Posteriormente, consideramos un elemento antisimétrico més general k = a(z —a71)
y nuevamente analizamos la existencia del inverso de 1 + k, lo cual requiri6 el estu-
dio de ciertas sucesiones recurrentes. Posteriormente se estableci6 un resultado que
permite calcular elementos Cayley unitarios a partir del valor de o y del orden del

elemento z.

En el Capitulo 3 consideramos G' un grupo, K un cuerpo con char(K) = 0y el
algebra de grupo K dotada de la involucion clasica orientada. Considerando elemen-
tos z € GG con orden par y orientacion no trivial, tratamos de establecer resultados
similares a los del Capitulo 2, pero este estudio no pudo hacerse de forma totalmente

analoga y requirié explorar otros caminos. De la investigacion acerca de como obtener
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elementos Cayley unitarios a partir de antisimétricos k = x+x~* con o(—1), obtuvi-
mos las Conjeturas y B.ILI0, los Lemas B.1.6, B. 1.7y B.1.8 y los Teoremas
y B.211 los cuales son resultados nuevos. Sin embargo, al considerar antisimétricos
mas generales k = a(z + 2~ !) nuestro estudio e investigacion no permitio estable-
cer resultados que permitieran determinar la forma de (1 + k)~ y por ende de los

elementos Cayley unitarios bajo estas condiciones.
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