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Introduccion

“

(-..) Escribi muchisimo durante los siguientes diez afios, pero muy poco
que tuviera alguna importancia; no hay mds que cuatro o cinco articulos que
puedo recordar con cierta satisfaccion. Los auténticos momentos decisivos de
mi carrera llegaron diez o doce afios mds tarde, en 1911, cuando empecé mi
larga colaboracion con Littlewood, y en 1913, cuando descubri a Ramanujan.
Desde entonces, todos mis mejores trabajos estan unidos a ellos, y es obvio
que estas asociaciones fueron los acontecimientos mds decisivos de mi vida”

G.H. Hardy - Apologia de un matematico.

La Universidad Industrial de Santander, como institucién de educacién su-
perior del ambito regional, forma ciudadanos como profesionales integrales,
éticos, con sentido politico e innovadores; apropia, utiliza, crea, transfiere y
divulga el conocimiento por medio de la investigacién, la innovacién cientifi-
ca, tecnoldgica y social, la creacién artistica y la promocién de la cultura,
buscando de este modo el fortalecimiento de una sociedad democrdtica,
participativa, deliberativa y pluralista, con justicia y equidad social, compro-

metida con la preservacién del medio ambiente y el buen vivir.

En el marco de esta misidn institucional, la Escuela de Matemdticas ofrece
a la sociedad santandereana y de la regién de influencia de la Universidad,
un escenario de alta calidad para el cultivo de las matematicas, promovien-
do entre los integrantes de la comunidad académica una actitud creativa y
rigurosa, y construyendo un ambiente académico basado en la solidaridad,
la empatia y el reconocimiento de los otros en su dignidad humana. Es por
esta razon que, desde sus inicios, la Escuela de Matematicas se ha compro-
metido con la educacién matematica, no solo por la calidad reconocida a

nivel nacional e internacional de los egresados de sus programas académicos
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de pregrado y posgrado, sino también por su participacién activa y crucial

en la formacién de los estudiantes de otros programas de la Universidad.

Como parte de su responsabilidad académica y su proyeccién social frente
a los diversos retos en los procesos de ensenanza-aprendizaje de las habili-
dades matematicas en el nororiente colombiano, la Escuela de Matematicas
ha disefiado y ejecutado desde el 2009, el proyecto Olimpiadas Regionales
de Matematicas de la Universidad Industrial de Santander (ORM-UIS), pa-
ra secundaria y primaria, a través del fortalecimiento de las competencias
matematicas de los estudiantes y la capacitacion simultdnea de los profeso-
res que orientan dichos procesos. Incluso, en esta oportunidad, para el afio
2020, haciendo esfuerzos logisticos y financieros, dio continuidad al proyec-
to, como una manera de contribuir a la “"normalidad” que nos tocé a todos
inventarnos, para no dejar de encontrarnos alrededor de nuestra pasién en

comun por los ndmeros.

Las ORM-UIS abordan cinco (5) areas, a saber: i) teoria de nimeros; ii)
combinatoria; iii) algebra, iv) ldgica, y v) geometria. Por otra parte, las
ORM-UIS se desarrollan en tres (3) niveles, segtin el grado de escolaridad de
los participantes, tanto de la formacién en bdsica primaria, como la media

vocacional, del modo como se muestra en la siguiente tabla:

Nivel Basico | Nivel Medio | Nivel Avanzado
Primaria 3° 4° 5°

Secundaria 6°y 7° 8y 9° 10°y 11°

La cartilla que tiene en sus manos compendia los problemas matematicos
propuestos por el equipo de trabajo de las ORM-UIS en las distintas fases
de la Duodécima versidon del certamen, desarrollada durante el extraiio afio
2020, dirigido a estudiantes de educacién media vocacional. En esta opor-
tunidad se conté con la participacién de 82 colegios, para un total de 4557
estudiantes en competencia, provenientes de 31 municipios de los departa-

mentos de Santander, Norte de Santander y Cesar.
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En esta versién las ORM-UIS, como siempre lo hace con alguien en especial,
destacé la fugaz vida, pero, la asombrosa e intuitiva creatividad matemati-
ca del autodidacta Srinivasa Ramanujan (1887 — 1920), quien, sin haber
recibido educacién formal, logré cautivar al mundo de los nimeros de su
época, no solo en su natal India, sino, también, en la lejana y fria Inglaterra,
en donde incluso, fue elegido parte de la Royal Society por su aporte a la
teoria de niimeros y al estudio de las funciones elipticas. Era tan asombroso
su trabajo que el profesor y colaborador de Ramanujan en Cambrigde, G.H.
Hardy, lo comparaba con la grandeza de Euler o Jacobi, demostrando asi
que no hay limite alguno, ni econédmico, ni geografico, ni religioso, ni de otro
tipo, para quien ha sido “tocado” por la belleza detrds de un simple nimero,

por ejemplo, el 1729.

Este documento consta de tres (3) capitulos, cada uno correspondiente a un
nivel de la competencia: nivel basico, nivel medio y nivel avanzado. En cada
uno de ellos el lector encontrard los problemas y la correspondiente solucién,
de las distintas soluciones que puede tener cada uno. Por esa razén, el equipo
de trabajo de las ORM-UIS recomienda e incentiva a quien desee enfrentar
nuevamente estos problemas, a descubrir y proponer, métodos alternativos

de solucién que se destaquen por su sencillez, ingenio y belleza matematica.

La Escuela de Matemadticas, a través del Grupo de Investigacion en Edu-
cacién Matemidtica de la UIS (EDUMAT), reconoce la labor esencial del
maestro en los procesos de enseiianza y aprendizaje de las competencias
matematicas de los estudiantes, y por ello elabora esta cartilla para su utili-
zacion en el aula de clase, que incluye, también, la preparacién y discusién
creativa entre pares en los espacios de formacién docente. Esperamos que
los participantes de la educacién basica secundaria y media vocacional, los
profesores, y cualquier persona interesada en el aprendizaje y ensefianza de
las matemadticas, disfrute tanto como nosotros lo hicimos, el hermoso y mi-

lenario ejercicio del pensamiento matematico.



iv

Las ORM-UIS no son una mera competencia, implican una puesta en escena
colectiva para que los nifios, nifias y adolescentes desplieguen sus capaci-
dades, fortalezcan sus habilidades y se reconozcan como sujetos capaces de
enfrentar problemas y solucionarlos. Esto psicolégicamente fomenta la auto-
percepcién como sujetos con comprensidn de su entorno, y esa es la exigencia
que hace hoy la humanidad. Creemos firmemente que alli debemos dirigir
todos nuestros esfuerzos, al fortalecimiento de ciudadanias que, gracias al
pensamiento critico que se desarrolla desde el ejercicio matemdtico, puedan
enfrentarse a la diversidad de problematicas que enfrenta la sociedad actual
y que requieren de una mirada no solo critica, sino, ademas, creativa para

ser solucionadas.

El proyecto ORM- UIS agradece y destaca al grupo de estudiantes de San-
tander y Norte de Santander, que participaron de esta version, y que han de-
mostrado ser capaces de asumir el reto de pensar y sentir problemas sencillos
y bellos de matematicas, con pasién y con rigor, a pesar de los innumerables
desafios que la pandemia por la COVID-19 trajo para todos nosotros en este

ano.



Indice general

19
19
26
34

41
41
48
95

61

69



vi

INDICE GENERAL




Capitulo 1

Nivel Basico

1.1. Prueba Clasificatoria

1. Sobre una hoja cuadrada se trazan sus diagonales y se dibuja un circulo
colocando el compds fijo en el punto de interseccién de las diagonales
y el lapiz en el punto medio de uno de los lados de la hoja. Luego se
unen los puntos de intersecciéon de las diagonales con el circulo, como se
muestra en la figura. Si el lado de la hoja mide 10¢m, jcudanto mide el

area coloreada en verde?
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(a) % cm?

Solucion: Girando el cuadrado verde en sentido antihorario, de manera que

(b) 75 cm? (c) 20 cm? (d) 50 em? (e) No sé

sus vértices coincidan con los puntos medios de los lados de la hoja, como

se muestra en la siguiente figura, se observa que el drea del cuadrado verde
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Ay, coincide con la mitad del drea de la hoja Ag, esto es

Ag 10 x 10 em?
2 2

= 50 cm?.

2. Laura y Camilo tienen cierta cantidad de monedas de cien pesos ($100).
Si cada uno tiene al menos una moneda y al sumar los cuadrados de la
cantidad de monedas que tiene cada uno el resultado es 169, ;jcudnto

dinero tienen en total Laura y Camilo?

(a) $1.700  (b) $1.300  (c) $800  (d) $1.000  (e) No sé

Solucion: Sea x la cantidad de monedas que tiene Laura y y la cantidad de

monedas que tiene Camilo, entonces 2 + y? = 169 = 132, luego
x? =13% — 2,

de esta manera vemos que y debe ser un entero mayor que 0 y menor que

13. Veamos las posibilidades:

168 | no es entero

165 | no es entero

153 | no es entero
144 12

Yy
1
2
3 | 160 | no es entero
4
5
6 | 133 | no es entero

12 | 25 5

De ahi que y = 12 y x = 5 (o viceversa), luego x +y = 17. Por lo tanto
Laura y Camilo tienen 17 monedas de $100 en total, es decir $1.700.
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Note que la tripla (z,y,13) es una terna pitagdrica, es decir una tripla de
ndmeros enteros positivos que satisfacen el teorema de Pitdgoras. Asi, revi-

sando en la lista de estas ternas se tiene que x = 12 y y = 5 o viceversa.

3. En clase de matematicas, cada estudiante debe dibujar un poligono y decir
en voz alta el resultado de la suma del ndmero de lados con el niimero
de vértices. Juan dice: jtrece!, Natalia dice: jcatorce!, Pedro dice: jdoce!
y Silvia dice: jveinte! j Cudl de los estudiantes con seguridad no realizd

correctamente el ejercicio?
(a) Natalia (b) Pedro (¢) Silvia (d) Juan (e) No sé

Solucion: En todo poligono el nimero de lados coincide con el niumero de
vértices, por lo tanto la suma de estos dos niumeros siempre es par. Pero
Juan dice jtrece!, que es impar. De ahi que, con sequridad, Juan no realizé

correctamente el ejercicio.

4. ;jCuantos nimeros entre 1 y 1000 son divisibles simultdaneamente por 3

y por 5, pero no por 77
(a) 391 (b) 458 (c) 66 (d) 57 (e) No sé

Solucion: Si un numero es divisible simultdneamente por 3 y por 5 son,
entonces este numero es multiplo de 15. Note que, entre 1 y 1000, hay 66
maultiplos de 15, para hallar esta cantidad, note que el primer multiplo de
15 es 15 y en adelante, cada 15 nimeros aparece otro maultiplo de 15, luego
la cantidad de estos nimeros se puede hallar dividiendo 1000 entre 15 y to-
mando la parte entera de esta division.

Ahora, debemos excluir de estos 66 multiplos de 15, los que también sean
maultiplos de 7, es decir los multiplos de 15 x 7 = 105, estos son 9 en to-
tal. Por lo tanto, la cantidad de nimeros entre 1 y 1000 que son divisibles

simultdneamente por 3 y por 5, pero no por 7 son 66 —9 = 57 en total.

5. La contrasena del celular de Juan es un ndmero de 4 cifras. Si la suma de
todos los digitos de la contrasena es 14, y ademds la cifra de las decenas

es el doble de la cifra de las centenas y la cifra de las unidades es el triple
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de la cifra de las unidades de mil, jcudl es el producto de las cifras de la

contrasefia de Juan?
(a) 96 (b) 18 (c) 56 (d) 48 (e) No sé

Solucion: Sea abed la contrasena del celular de Juan, entonces

a+b+c+d=14,
c=2d,
d = 3a.

De modo que,

a+b+2b+ 3a =14,
4a + 3b = 14.

Ademds, como a y b son digitos, se concluye que a = 2 y b = 2. Asi,
la contrasena del celular de Juan es 2246 y el producto de sus cifras es

2xX2x4x6=96.

. Cuatro amigos planean un viaje para cuando acabe la pandemia. Para
hacer el viaje disponen de un automdévil que tiene 5 asientos, incluido
el del conductor. Si solo 2 de los amigos saben conducir, jde cudntas

maneras diferentes pueden acomodarse para el viaje?
(a) 12 (b) 48 (c) 16 (d) 24 (e) No sé

Solucion: Dado que el automdvil tiene 5 asientos, pero solo viajardn 4 per-
sonas, entonces un asiento quedard vacio (este asiento no puede ser el del
conductor). Por otra parte, solo 2 personas saben conducir, por lo que el
asiento del conductor puede ocuparse de 2 formas distintas. Ahora, habien-
do escogido el conductor, el asiento @ puede estar: vacio u ocupado por
alguno de los tres amigos restantes, es decir puede ir de 4 formas; el asiento
@ puede ir vacio u ocupado por alguno de los dos amigos restantes, esto es,
puede ir de 3 formas, y continuando de esta manera, el asiento @ puede ir
de 2 formas y el asiento @ de 1 forma. De manera que los cuatro amigos

pueden acomodarse de 2 X 4x 3 x 2 x 1= 48 maneras diferentes para el viaje.
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El procedimiento anterior se conoce como el principio multiplicativo, que se

resume en:
20pc. x 4dopc. x 3opc. X 2o0pc. x 1lopc. = A48.
———— ———— —_——  — ——— ~~

ormas
Conductor Asiento @ Asiento @ Asiento @ Asiento @ f

7. ;iCudntas cifras tiene el niimero 41000 x 251001 7
(a) 1000 (b) 2000 (c) 2002 (d) 1002 (e) No sé

Solucion: Usando propiedades de la potenciacion tenemos:

41000 « 251001 _ (22) 1000 % (52)1001

_ 22000 % 52002

— 22000 X 52000 x 52

=25 x (2 x 5)200
=25 x 102990,

y note que la representacion decimal del niimero 25 x 102990 es un 25 seguido
de 2000 ceros:

25 x 10%2°90 = 25 000...0 .
N—_——
2000—ceros

Por lo tanto el niimero 41900 x 251001 tiepe 2002 cifras.

8. Los padres de Oscar y su hermano mayor, preparan una fiesta sorpresa
para dscar, con motivo de su cumpleaiios. Para ello, deben transportar,
desde la tienda hasta su casa, dos cajas del mismo peso. Si la distancia
que hay de la tienda a la casa es de 720 metros, jqué distancia (en me-
tros) debe recorrer cada uno, para que todos recorran la misma distancia

cargando una caja?
(a) 240 (b) 480 (c) 120 (d) 80 (e) No sé

Solucion: En total, las dos cajas deben recorrer 2 x 720 = 1440 m. Ademds,
los padres de Oscar y su hermano son 3 personas, entonces para que to-

dos recorrar la misma distancia cargando una caja, cada uno debe recorrer

0,
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9. En la siguiente figura se muestra punteado un cubo y en linea continua

dos de las diagonales de sus caras. ;Cudl es la medida (en grados) del
angulo entre estas dos diagonales?

(a) 45 (b) 70 (¢) 90 (d) 60 (e) No sé

Solucion: Considere la siguiente figura en la que se ha trazado la diagonal
de la cara inferior del cubo en el dibujo del enunciado:

Note que el tridngulo que se forma es equildtero, pues sus lados son diago-
nales de caras del cubo (cuadrados iguales). Por lo tanto, cada uno de los

angulos internos de este triangulo, en particular el dngulo pedido, miden 60°.
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1.2. Prueba Selectiva

1. La clave del teléfono de Karen es un nimero de cuatro cifras que al ser
multiplicado por 99999 se obtiene un nimero cuyas dltimas cuatro cifras

son 3579. ;Cual es la suma de las cifras de la clave de Karen?
(a) 12 (b) 13 (c) 24 (d) 16 (e) No sé
Solucion: Sea abed la clave del teléfono de Karen. Note que:

abed x 99999 = abed x (1000000 — 1)

= abed000000 — abed
=...3579.

Reescribiendo la dltima igualdad en forma vertical tenemos:

abed000000
— abed
---3579

De donde podemos deducir facilmente que abed = 6421. Por lo tanto, la

suma de las cifras de la clave de Karen es 13.

2. En una tienda de zapatos, se depositan en una canasta los zapatos de
un mismo estilo y talla. Si se depositaron 3 pares de zapatos rojos, 7
pares de zapatos azules y 8 pares de zapatos blancos, jcudl es la minima
cantidad de zapatos que se deben extraer al azar, para estar seguros de

obtener un par del mismo color?
(a) 18 (b) 9 (c) 4 (d) 19 (e) No sé

Solucion: En el “peor de los casos”se pueden extraer 3 zapatos rojos, 7 za-
patos azules y 8 zapatos blancos, por lo habiendo extraido 18 zapatos, puede
ocurrir que aun no tengamos un par del mismo color. Pero note que si ex-
traemos uno mas, con sequridad completaremos un par del mismo color. Asi
que, la minima cantidad de zapatos que se deben extraer al azar, para estar

sequros de obtener un par del mismo color es 19.
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3. Batman decidié cambiar su logo por el que se muestra en la figura. j Cual
es el drea, en centimetros cuadrados, del nuevo logo sabiendo que ¢, d, e
son cada una, media circunferencia de radio 3¢cm, BE = DE = V10 em
y ABCD es un cuadrado?

(@) 33+9r  (b)33+2F ()97 (d)33+ % (e) No sé

Solucion: Considere la siguiente figura:

Note el drea del semicirculo ¢ coincide con el drea del semicirculo e, de
manera que el drea del nuevo logo de Batman estd dada por: el drea del cua-
drado ABCD menos el drea del tridngulo BED mds el drea del semicirculo

d. Veamos:

= Dado que el radio de cada semicircunferencia es 3 cm entonces el lado

del cuadrado ABCD es 6cm de modo que su drea es 6 x 6 = 36 cm?.
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s FEl tridngulo BED es isdsceles y tiene base BD = 6 cm y altura h (ver
el grdfico), donde

h— (\/E)z—?,?:mn.

Luego su drea estd dada por: 5 = 3em?.
3)2 9
» Fl drea del semicirculo d es: (2) = ; cm?.

Por lo tanto, el drea del logo estd dada por:

9 9
36— 3+ — =33+ — cm2.
2 2
4. Suponga que el area del tridngulo ABC' que se muestra en la siguiente
figura es 36 cm? y que el drea del tridngulo ABD es 21 cm?. Si AC =

12 em, jcudl es el valor numérico de AD x DC?

B

(a) 27 (b) 35 (¢) 36 (d) 32 (¢) No sé

Solucién: Sea h la altura del tridngulo ABC respecto a la base AC. Entonces
h también es la altura de los tridngulo ABD y DBC respecto a las bases

AD y DC, respectivamente. De esta manera, tenemos que:

AD xh o, y DOXh _ g5 _ 91— 15,
2 2
De ahi que
AD x h
92 _AD_21_7

DCxh  DC 15 5
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D 7 7
Luego DC =5 o equivalentemente AD = gDC y también

AC =AD + DC =12,

de modo que:

gDC +DC =12,
12
=DC =12
5 b

DC =5,

y ast, AD =12 —5=17. Por lo tanto, AD x DC =7 x 5 = 35.

. ¢ Cuantos divisores positivos impares tiene el nimero 5407

(a) 24 (b) 16 () 6 (d) 8 (€) No sé

Solucion: Dado que 540 = 22 x 32 x5, entonces sus divisores positivos impares
tienen la forma d = 3% x 5%, donde a € {0,1,2,3} y b € {0,1}. Por lo tanto,

540 tiene 4 x 2 = 8 divisores positivos impares, a saber:

30 x50 =1, 39 x 5t =5,

3t x 50 =3, 3t x 5t =15,
32 x5 =09, 3% x 5t =45,
33 x 50 =27, 33 x 5t = 135.

6. En la siguiente figura se encuentra un tridngulo isésceles y un pentdgono

regular. j Cudl es el valor de § — a7

2«

(a) 18° (b) 20° (c) 36° (d) 54° (e) No sé
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Solucion: Recuerde que la suma de las medidas de los angulos internos de
un poligono estd dada por 180(n — 2), donde n es el nimero de lados. Por

lo tanto, la medida de cada dngulo interno del pentdgono regular mide

180(5 — 2)

= 108°
5 )

de ahi que 2a = 108°, luego o = 54°. Ademds, la suma de las medidas de

los dngulos internos de un tridngulo es 180°, esto implica que

B+ 20 =B+ 108° = 180°,
B =172°,

Por lo tanto,  — a = 72° — 54° = 18°.

. Un tanque se llena con dos liquidos diferentes que se vierten a través de
dos llaves. La llave 1 vierte el liguido A y la llave 2 vierte el liquido B. Al
abrir solo la llave 1, el tanque se llena en 3 horas, y si se abre solo la llave
2, se llena en 4 horas. Si se abren las dos llaves al tiempo, jqué fraccién
del contenido total del tanque representa el liquido B justo cuando el

tanque se llena?

(a) 2 ) (©) =5 (@ (¢) No s¢

1
Solucion: Note que la llave 1 llena 3 del tanque en una hora, mientras que
1
la lleve 2 llena 1 del tanque en una hora. Ast, si se abren las dos llaves al
tiempo, en una hora se habrd llenado 3 + 1= 1 del tanque. Luego, si en

7
1 hora se llena B del tanque, sen cudnto tiempo se llena completamente?

usando regla de tres simple, tenemos:

Tiempo(horas) Llenado
1 — 7/12
t — 1212
I
CT/12 T

12
esto es, en - de hora se llena completamente el tanque.



Nivel Basico

Ahora, en este tiempo scudnto liquido B cayd al tanque? Nuevamente, usan-

do regla de tres simple tenemos:

Tiempo(horas) Liquido B
1 — 1/4
12/7 — x
12 y 1 3
T=" X =<
T4 7

De ahi que la fraccion del contenido total del tanque que representa el liquido

3
B justo cuando el tanque se llena es -

. Carlos esta corriendo sobre una pista atlética de 400m. Andrés es su
compaiiero de ejercicio, pero llegé tarde, cuando Carlos ya habia dado
3 vueltas a la pista. Si por cada vuelta que da Carlos, Andrés recorre
500 m, jcudntas vueltas alcanza a recorrer Carlos, luego de la llegada de
Andrés, antes de que Andrés iguale el total de la distancia recorrida por

Carlos?

(a) 8 () 3 () 12 (d) 4 (€) No sé
Solucion: Cuando llegé Andrés, Carlos ya habia recorrido 3 x 400 = 1200 m.
Ahora, por cada 400m que recorre Carlos, Andrés recorre 500 m, esto es,
por cada vuelta Andrés recorre 100m mds que Carlos, de modo que, para

que las distancias recorridas por Carlos y Andrés sean iguales, los atletas

deben recorrer 12 vueltas.

. Determine la suma de las cifras del mayor entero que al ser dividido por
40, su residuo es el triple que el respectivo cociente.

(a) 13 (b) 7 (c) 19 (d) tal entero no existe (e) No sé
Solucion: Sea m un numero entero que al ser dividido por 40 deja como
un restduo el triple del respectivo cociente. Entonces, por el algoritmo de la
division se tiene que:

n =40q + r,

donde q y r son enteros tales que 0 < r < 40 y r = 3q. De lo anterior,
tenemos:

n = 40q + 3q = 43q,
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13

donde 0 < 3q < 40. De modo que el mayor valor que puede tomar n se
obtiene cuando q = 13. Asi, el mayor entero n que cumple el requisito del

enunciado es n = 43 x 13 = 559, de ahi que la suma de sus cifras es 19.
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1.3. Prueba Final

1. Se hizo una encuesta a 2000 estudiantes de ciertos colegios de Santander

y se obtuvo que:

(7) 1400 estudiantes quieren estudiar Matemdticas.
(73) 1000 estudiantes quieren estudiar Fisica.

(73i) 200 estudiantes no quieren estudiar Fisica ni Matematicas.

i Cudntos de los estudiantes encuestados quieren estudiar Matemdticas y
Fisica?

Solucion: Dado que el total de estudiantes encuestados es 2000 y de ellos 200
no quieren estudiar Fisica ni Matemdticas, entonces 1800 son los que ma-
nifestaron querer estudiar alguna de las dos carreras o las dos. Ahora, dado
que 1400 estudiantes quieren estudiar Matemdticas y 1000 quieren estudiar

Fisica entonces los que quieren estudiar Fisica y Matemdticas son:
1400 4 1000 — 1800 = 600.

En notacion de conjuntos, sea M el conjunto de los estudiantes encuestados
que quieren estudiar Matemdticas y I el conjunto de los que quieren estudiar
Fisica, entonces M N F es el conjunto de los que quieren estudiar Fisica y
Matemdticas, mientras que M UF es el conjunto de los que quieren estudiar

Fisica o Matemdticas. Asi:

#(MUF)=#M + #F — #(M N F)
1800 = 1400 + 1000 — #(M N F)
#(M N F) = 600.

FEncuestados: 2000

Matemdticas: 1400 Fisica: 1000

800

200
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2. En la siguiente figura los hexagonos ABCDFEF y FGHIJK son regu-

lares. Si G es el punto medio de AF y AF = 2cm, determine el drea de

la region sombreada en naranja.

C D

Solucion: Note que el drea sombreada corresponde al drea del triangulo ACF
mas el drea del triangulo AFI. El triangulo ACF es rectdngulo A, y la lon-
gitud de su hipotenusa CF es el doble de la longitud de un lado del hexdgono
ABCDEF, esto es CF = 2AF = 2 x 2 = 4em. Ast, por el Teorema de

Pitagoras tenemos que:

AC = /OF2 + AF2 = \/42 — 22 = 2\/3 em.

Luego el drea del tridngulo ACF es:

AF>2<AC:2><22\/§:2\/§0m2'

Por otra parte, note que el tridngulo AFI es equildtero y cada uno de sus

lados mide 2 cm. Ademds, por el Teorema de Pitagoras,

IG = /A2 — AG? = /22 — 12 = 3 cm,
de ahi que el drea de este tridngulo es:

AF; G2 ><2\/§  em?.
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Finalmente, tenemos que el drea sombreada estd dada por:

2\/5—}— \/§= 3\/§cm2.

. Para cada entero positivo n, sea s(n) la suma de los digitos de n, cada

uno elevado a la posicidén que tiene de derecha a izquierda. Por ejemplo,
5(147) = 13+42 +7. ; Cudntos enteros positivos cumplen que s(n) = n?

Solucion: Sea n un entero positivo, entonces
n=a, 10" +... +a3-10> 4+ ay - 10 + ay,

donde los digitos a; son las cifras de n en su representacion decimal, esto es

0<a; <9, para cada i € {1,2,--- ,n}. De este modo,
s(n) =a +---+ a3 +ai+a,

y término a término encontramos que n > s(n) y que la igualdad solo se

tiene para los numeros de una cifra.

. El promedio de 30 ndmeros naturales consecutivos es 20%. Determine el
mayor de estos nimeros.
Solucion: Sean n,n+1,n+2,...,n+ 29 los 30 nimeros naturales consecu-

tivos. Entonces:

n+n+1)+n+2)+---+(n+29) 2021
30 2
n+(n+1)+n+2)+---+ (n+29) = 30315,
30n+ (0+1+2+3+---+29) = 30315,

29(30
30n + # = 30315,

30n = 30315 — 435,
n = 996.

Por lo tanto, el mayor de los nimeros es n + 29 = 1025.
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5. En la siguiente figura ABCD y DAFE son poligonos regulares. j Cudl es

el valor de a?

A D

Solucion: Dado que el tridngulo ADE es regular, es decir es equildtero, en-
tonces L DAE = 60°. Ademds, el poligono ABCD es un cuadrado de modo
que LDAB = 90° luego

AEAB = {DAB — ADAE = 90° — 60° = 30°.

Por otra parte, note que AB = AE, luego el tridngulo EAB es isdsceles en
A, asi que a®° = LABE = £BFEA y como la suma de las medidas de los

angulos internos de un tridngulo es 180°, entonces:

180° = {EAB + {ABE + £BEA,
180° = 30° + a° + a°,
150° = 20°,

75° = a°.

6. La maestra de matematicas, le pide a Lucia construir un poligono regular
con cierto numero de lados y contar sus diagonales. Pero Lucia no leyé
bien las instrucciones y construyé un poligono regular con un lado menos
de lo indicado por la maestra. Si el nimero de diagonales del poligono
que construyé Lucia difiere en 7 del nimero de diagonales del poligono
que solicitaba la maestra, jde cuantos lados era el poligono regular debia

construir Lucia?
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Solucion: Sea k el nimero de lados del poligono que debia construir Lucia.

Teniendo en cuenta que el nimero de diagonales de un poligono reqular de n
n(n —3)

lados estd dado por 5

, entonces el numero de diagonales del poligono

que debia construir es:
k(k —3)
2 3
pero el nimero de digonales del poligono que realmente construyd (con k—1

lados) es:
(k-1)((k-1)—-3) _(k—1)(k—4)

2 2

Y se sabe que

Luego,

E(k—3) — (k—1)(k —4) = 14,
k* — 3k — (k* — 4k — k +4) = 14,
2k — 4 = 14,

k=9.

Por lo tanto, el poligono regular que debia construir Lucia era de 9 lados.
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2.1. Prueba Clasificatoria

1. En la siguiente figura, el cuadrado grande tiene un vértice en el centro
del cuadrado pequefio y sus perimetros estan en relacién 3 a 1. Si el drea

sombreada es 3 c¢m?, jcudl es el drea del cuadrado grande?

(a) 144em? (b)) 108em?  (c) 36em?  (d) 72em?  (e) No sé

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que los segmentos punteados

se trazaron desde el centro del cuadrado, perpendiculares a sus lados.

19
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Note que los 3cm? del drea sombreada, corresponden a 1 del drea del cua-
drado mds pequerio, luego el drea de este cuadrado es 3 x 4 = 12cm?, y de
ahi que cada uno de sus lados mide 2v/3 cm. Ahora, como los perimetros de
los cuadrados estan en relacion 3 a 1, las longitudes de sus lados guardan
esta misma relacion, de modo que el lado del cuadrado mds grande mide

3x2v3=6vV3cm y por lo tanto su drea es (6\/§cm)2 = 108 em?.

. Un turno de un enfermero que combate el COVID — 19 es de 13 horas.

Si el enfermero inicia su turno justo en el instante en el que el tiempo
que falta para acabar el dia, excede en 5 horas al tiempo transcurrido del

dia, ja qué hora terminard su turno?

Solucion: Tome las horas del dia desde O hasta 24. Sea x la hora del dia en
la que inicia el turno del enfermero. Del enunciado, tenemos que el tiempo
que falta para acabar el dia, excede en 5 horas al tiempo transcurrido del dia,
esto es 24 —x = 5+ x, de donde x = 9.,5; luego el turno del enfermero inicia
alas 9 :30 a.m. y, dado que el turno es de 13 horas, entonces el enfermero

terminard su turno a las 22 : 30 esto es, a las 10 : 30 p.m.
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. Six+y =8y xy =3, entonces el valor de |x — y| es

(a) 2/13 (b) /58 (c) 52 (d) 2¢/19 (e) No sé

Solucion: Observe que

(+y)? =a® +y° + 22y
82 = 2% +y* +2(3)
58 = x2 + y2.

De ahi que (v —y)? = 2% + y? — 2zy = 58 — 2(3) = 52, y por lo tanto

|z =yl =/(z —y)*> = V52 = 2V13.

. En la siguiente figura ABCD es un cuadrado con AMCD y ANDA
inscritos en él. Si el drea de la regién naranja es 30 cm?, jcudl es el drea

de la regién gris?

A M B
N
D c
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Solucion: Considere la siguiente figura, en la que cada letra representa el

area de la respectiva region.

A M B
a
b c
h
g
N
e
/
D C

Sea L el lado del cuadrado ABCD. Note que el drea del tridngulo DMC' es

la mitad del drea del cuadrado ABCD, pues una de sus bases es DC = L y
2

la altura correspondiente a esta base es L, asi su drea es TR Por lo anterior,

se tiene que
g+b+f=h+a+c+d+e. (2.1)

Andlogamente, el drea del tridngulo AN D es la mitad del drea del cuadrado

ABCD, luego
h+g+d=a+b+c+e+f (2.2)
Sumando las ecuaciones 1)) y (Z2) se tiene que:

20+b+f+h+d=h+2a+2c+d+2e+b+f
2g =2a+ 2c+ 2e
g=a+c+e

Luego el drea de la region naranja es igual al drea de la region gris. De ahi

que el drea de la region gris es 30 cm?.
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5.

6.

i Cuantos cuadrilateros se pueden construir con sus vértices en los vértices

de un hexdgono regular?
(a) 15 (b) 10 (c) 6 (d) 24 (e) No sé

Solucion: Se trata de escoger 4 puntos diferentes de un conjunto con 6 puntos

diferentes, esto es

6) 6! _6x5x4 30
C4lx

4 6-4) A=z 2

Al dividir 337 entre el nimero natural n > 10 el resto es 1. Entonces el

resto que se obtiene al dividir 2020 entre n es:
(a) 1 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e) No sé

Solucion: Por el Algoritmo de la division se tiene que 337 = ng + 1, donde

q es el cociente de la division de 337 entre n. Ahora, note que

2020 = 337 x 5 + 335,
=(ng+1) x 54 335,
= 5ng + 5 + 335,
= 5ng + 337 + 3,
=dng+ng+1+ 3,
= n(6q) + 4,

de ahi que el resto que se obtiene al dividir 2020 entre n es 4.

Marcos tardé 30 minutos en lavar la casa de sus padres, mientras que su
hermano y su amigo, cada uno, lo hacen el doble de ripido. Si los tres

lavaran la casa juntos, jcudnto tiempo, en minutos, gastarian?

(a) 6 (b) 15 (c) 12 (d) 10 (e) No sé
1

Solucion: Marcos lava 30 de la casa en un minuto, mientras que su hermano

y su amigo, cada uno, lava R de la casa en un minuto. De modo que, si los

. . , 1 1 1 1
tres lavaran la casa juntos, en un minuto lavarian — + — + — = =, de la
30 15 15 6

casa. Por lo tanto, para lavar la casa completa juntos, gastarian 6 minutos.
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8. En la siguiente figura, los tridngulos AAFEC y ABF' D son equilateros y
tienen sus vértices sobre la circunferencia. Si drea que encierra la circun-
ferencia es 16w cm? y el segmento DF es paralelo a AC, determine la

distancia del punto F' al punto A.

E D

(a) 2em (b) 16cm (c) 8cm (d) 4em (e) No sé

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que O es el centro del circulo.

Note que cada uno de los tridngulos cuyos vértices son O y dos puntos con-
secutivos de los que estdn sobre la circunferencia, es equildtero.

Ahora, dado que el drea que encierra la circunferencia es 167 = (4)%m em?,

entonces el radio de la circunferencia es 4 cm.

Por lo anterior, FO = 4cm y dado que el tridngulo OF A es equildtero,
entonces la distancia del punto F al punto A es FA = FO = 4cm.
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9. Samir tiene 2001 canicas y quiere guardarlas en bolsas, de tal manera
que en cada bolsa haya la misma cantidad de canicas, y esta cantidad
sea un namero primo. j Cudl es la menor cantidad de bolsas que Samir

debe comprar para guardar sus canicas?
(a) 3 (b) 69 (c) 23 (d) 29 (e) No sé

Solucion: La factorizacion prima del nimero de canicas es:

2001 = 3 x 23 x 29.

Para usar la menor cantidad de bolsas, Samir deberia guardar en cada bolsa
la mayor cantidad de canicas, y dadas las condiciones del problema, esta
cantidad es el mayor divisor primo de 2001, esto es 3 x 23 = 69 bolsas, cada
una con 29 canicas. De modo que la menor cantidad de bolsas que Samir

debe comprar para guardar sus canicas es 69.
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2.2. Prueba Selectiva

1. Sean a y b dos niimeros reales positivos tales que a + b = 90. j Cual es

el valor maximo que puede tomar a X b?
(a) 2025 (b) 900 (c) 8100 (d) 45 (e) No sé
90

Solucion: El valor mdximo de a X b se da cuando a = b = 5 = 45, luego

este valor mdzimo es a x b =45 x 45 = 2025.

2. De los divisores de 3* x 55, j cudntos son cuadrados perfectos?
(a) 11 (b) 12 (c) 7 (d) 6 (e) No sé

Solucion: Observe que
31 % 5% = (32)% x (5%)°,

de manera que los divisores de 3* x 5%, que son cuadrados perfectos, son
(24+1)(34+1) =12, a saber:

(=)
[}

32)" x (5%) =1
32)% x (52)" = 52
32)% « (52)° = 252
210 23 32
3%)" x (5%)" = (5%)
32)' x (52)0 = 32
32)! x (52)" = (3 x 5)°
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3. Para cada nimero entero n definimos asi:

= (n — 100)" "1
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Por ejemplo:

—100)*1 =992,
—100)*™! = —983,

HH

Determine el valor de

[1]x[2]x[3]x -~ x[2020]

(2021)(2022) _1

(a) (2020!) B 1 ()0 (d) (2020H)27"  (e) No sé
Solucion: Note que = (100 — 100)**t = 0, por lo tanto

[1]x[2]x[3]x---x[100] x - - x[2020] = 0.

. Maria, Juan y Duvan se inscribieron a una academia de mdsica. Juan
comenzé clases el primer dia del curso, tomando un plan con clases cada
7 dias. Maria, que comenzé al siguiente dia, tomd un plan con clases
cada 5 dias. Duvan, en cambio, comenzé al tercer dia del curso, tomando
clases dos dias seguidos con 7 dias de por medio. Si el curso dura 5 afios
(1826 dias), jcudntas veces se encuentran los tres en clase durante todo

el curso?

(a) 10 veces  (b) 22 veces  (c) 83 veces  (d) 12 veces (e) No sé

Solucion 1: Si tenemos un grupo de amigos que asisten peridodicamente a
clase, y ademds conocemos el primer dia en que se encuentran, entonces
podemos obtener el siguiente encuentro al sumar el minimo comiun mailtiplo
de los periodos con que asiste cada integrante.

Ast, vamos a determinar cudl es el numero del primer dia en que se encuen-
tran los tres. Para eso consideramos el plan de Duvan en dos casos: en el
que asiste el dia 3 con 7 dias de por medio y en el que asiste el dia 4 con 7

dias de por medio.

Caso 1. Primero observamos los dias en los que asisten Juan y Duvan.
Haciendo una prueba de casos, encontramos que el primer dia es 12,

pues 12 = 2+ 5x2 y 12 = 34+ 9 x 1. Asi, dado que el minimo
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comun maultiplo de 9 y 5 es 45, los dos companieros se encuentran los
dias: 12,12 + 45 x 1,12 4+ 45 x 2,.... Al realizar la prueba de casos,
encontramos que el primer dia de la lista en el que también asiste
Maria es el 12+ 45 x 1 = 57.

Caso 2. Los dias en los que asiste Duvan son: 4+9x1,449 x 2,449x3, ...
Ademds, note que 22 =147 x 3 y que 22 =2+ 5 x 4, por lo que el dia
22 también asisten Maria y Juan; este es el primer dia en que ocurre

el encuentro de los 3.

Finalmente, dado que el minimo comun maltiplo de 7,5 y9 es 7Tx5x9 = 315,
podemos hallar los encuentros en cada caso durante todo el curso, a saber:

para el caso 1 los tres coinciden los dias:

57, 57 + 315, 57 + 315 x 2, 57 + 315 x 3, 57 + 315 x 4, 57 + 315 x 5.

Mientras que en el caso 2 los tres coinciden los dias:

22, 337, 652, 967, 1282, 1597.

Asi, Maria, Juan y Duvan se encuentran 12 veces en total durante todo el

Curso.

Solucion 2: Teniendo en cuenta que los dias en los que asiste Maria son de
la forma 5k + 2, los dias en los que asiste Juan son de la forma Tk +1 y los
dias en los que asiste Duvan son de la forma 9k + 4 o 9k + 3 entonces los
dias en los que asisten los tres estan dados por los siguientes dos casos: Sea

x un dia en el que asisten los tres, entonces

Caso 1. z es de la forma bk+2, Tk+1 y 9k+4, en notacion de congruencias:

=2 méd5
=1 méd7
=4 mdbd9

Usando el Teorema Chino del residuo se obtiene que x = 57+ 315k, con
k un entero, pero x = 57 + 315k < 1826, entonces k € {0,1,2,3,4,5}.
Por lo tanto en este caso tenemos 6 dias en los que coinciden los tres

amigos.
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Caso 2. z es de la forma bk+2, Tk+1 y 9k+3, en notacion de congruencias:

z=2 mdbd>H
=1 méd7
=3 mdbd9

Usando el Teorema Chino del residuo se obtiene que x = 22 + 315k, con k
un entero, pero x = 22 + 315k < 1826, entonces k € {0,1,2,3,4,5}. Por lo
tanto en este caso tenemos otros 6 dias en los que coinciden los tres amigos.

Por lo tanto, los tres se encuentran 12 veces en clase durante todo el curso.

5. iDe cudntas maneras pueden dormir seis palomas en 3 palomares, si en

cada palomar caben como maximo 2 palomas?
(a) 60 (b) 180 (c) 90 (d) 30 (e) No sé

Solucion: Claramente en cada palomar deben dormir exactamente 2 palomas.
Veamos de cudntas maneras se pueden organizar. Para el primer palomar,
debemos escoger 2 de las 6 palomas, note que no importa el orden, luego esta

escogencia la podemos hacer de

6 6! 6 x5 x4
(2)_2!x(6—2)[_ N AT =15,

formas diferentes. Ahora, para el sequndo palomar debemos escoger debe-

mos escoger 2 de las 4 palomas que quedan, no importa el orden, luego esta

escogencia la podemos hacer de

(4) Al 4x3x2f

6

2) T x@—2)!  “2xo

formas diferentes; finalmente, en el tercer palomar irdn las dos palomas
restantes (una sola forma de escogerlas). Ast, por el principio multiplicativo,
el niumero de formas distintas en que pueden dormir las palomas en estos

palomares es:

15 0pc. x 6opc. x 1lopc. = 90.
———— ——— ———— ~~~

Palomar @ Palomar @ Palomar @ formas
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6. En la siguiente figura O es el centro del circulo, AD = 25ecm y AB =

5cm. i Cudl es el valor de DE?

(a) 8cm (b) 10cm (c) 15em (d) 9em (e) No sé

Solucién: Note que OC = AD = 25¢cm y que OC es un radio del circulo,

luego

25em=0C = 0B =0A+ AB
25¢ecm = OA + 5em,

esto es OA = 20 cm. Ahora, por el Teorema de Pitdgoras:

AD? = 0A? + OD?
252 = 20% + OD?

V625 — 400 = OD
15¢m = OD.

De modo que

25em = 0C = OFE =0OD + DFE,
25em =15em + DE,
10em = DE.
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7. En la siguiente figura A, B, C, D y E son los puntos medios de los
correspondientes segmentos. Si el drea roja es 2cm?, jcudl es el drea del

tridngulo azul?

(a) 128 cm? (b) 42 cm? (c) 64 cm? (d) 32 cm? (e) No sé

Solucion: Teniendo en cuenta que cada mediana de un tridngulo, divide a
dicho triangulo en dos triangulos con igual drea, note que el drea del tridngulo
BCD es el doble del drea del triangulo BOE, pues CE es una mediana del
tridngulo BCD. De esta manera el drea del tridngulo BCD es 2 x 2 = 4cm?
Andlogamente, se tiene que el drea del tridngulo ABC es 2 x 4 = 8 ecm?, el
drea del tridngulo ABO es 2 x 8 = 16cem?2, el drea del tridngulo AOP es
2 x 16 = 32cm? y finalmente, el drea del tridngulo OPQ (azul) es 2 x 32 =

64 cm?.

8. En la siguiente figura el tridngulo azul es equildtero y tiene 25v/3 cm? de
drea. Si los segmentos rojos son perpendiculares a dos de los lados del
tridngulo, como se muestra en la figura, jcudl es la suma de las longitudes

de estos segmentos?

(a) 5v/3cem
(b) 10em
(c) 4/3cm
(d) 9em

(

e) No sé
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Solucion: Considere la siguiente figura:

Sea L la longitud de un lado del tridngulo ABC' y, a, b las longitudes de los

segmentos rojos. Note que el drea del triangulo ABC' estd dada por:

L Lxb L
;“+ ; = J(a+b)=25V3, (2.3)

Por otra parte, sabemos que en un tridngulo equildtero todas sus alturas

tienen la misma longitud y por el teorema de Pitdgoras sabemos que esa

L\*> V3
= 2 _ —_— = —
H L (2) 2L,

longitud es:

Asi, el drea del tridngulo ABC' también estd dada por:

LxH Lx¥L 3L
S = =V,

de ahi que L = 10 em, y reemplazando este valor en la ecuacion (23] tene-

mos que:

1
;(a+b):25ﬁ.

a+b=5V3cm.

9. En una poblacién el 40% toma leche y el 30% come carne, ademds

los que solo comen carne o solo toman leche son el 42%. ;Cual es el

porcentaje de los que no toman leche ni comen carne?

(a) 44 (b) 28 (¢) 30 (d) 56 (e) No sé
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Solucion: Considere el siguiente diagrama de Venn:

Poblacidon: 100 %

Leche: 40 % Carne: 30 %

Del enunciado sabemos que:

a+b=42%
(a4+c)+(b+¢)=40%+30%
a+b+2c=70%,

de ahi que ¢ = 14 %. Luego,
d=100%—(a+b+c) =100% — 42 % — 14 % = 44 %.

Por lo tanto, el porcentaje de los que no toman leche ni comen carne es 44 %.

Solucion 2: Del enunciado y el diagrama de Venn se tiene que:

at+c = 40%

b+c = 30%

a+b = 42%
20+2b+2c = 112%
a+b+c = 56%,

donde la cuarta ecuacion se obtiene al sumar las tres primeras. Por lo tanto

d=100%— (a+b+c) =100% — 56 % = 44 %.
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2.3. Prueba Final

1. Halle el coeficiente principal y el grado del polinomio:
1000

[T @ +22)" = (1 +22) (1+22)% (1 +22) - (1 + 22)".

n=1

Solucion: Note que el término principal de este polinomio estd dado por:

(22)(22)%(22)3 - - - (211000 = 1243441000, 14+243+-+1000

1000x 1001 10001001
2 € 2

— 2500500$500500 .

De esta manera, concluimos que el coeficiente principal es 25990 v el grado

de este polinomio es 500500.

2. Determine la razén entre el area
verde y el drea azul en la siguien-
te figura, sabiendo que D y FE son F
los puntos medios de los segmentos

AC'y BD, respectivamente.

Solucion: Considere la siguiente figura:
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Dado que E y D son los puntos medios de los segmentos BD y AC, res-
pectivamente; entonces FE, CE, FD y BD son medianas de los tridngulos
DFB, DCB, AFC y ABC, respectivamente. De manera que, si a,b,c,d, e
son las dreas de los respectivos tridngulos, como se muestra en la figura,
entonces, sabiendo que en un tridngulo cualquiera cada mediana lo divide en

dos tridngulos con igual drea, tenemos lo siguiente:

b=¢e
c=d
a=b+c

a+b+e=c+d.
Reemplazando las tres primeras ecuacitones en la cuarta tenemos:

(b+c)+e+e=c+c
e+ct+et+e=2c

3e=c.

Por lo tanto, la razon entre el drea del tridngulo EDC' (verde) y el drea del
3e

c
tridngulo EBF (azul) es — = — = 3.
e e
3. Demuestre que entre 5 enteros positivos tales que sus divisores primos
estan en el conjunto {2, 3} siempre hay dos cuyo producto es un cuadrado
perfecto.
Solucion: Un nimero entero positivo cuyos divisores primos estdn en el con-
Junto {2,3} tiene la forma:
20 x 3%
donde a y b son enteros positivos. Ahora, los nimeros a y b pueden ser

pares o impares, entonces clasificamos a los cinco enteros en los siguientes

cajones:

Cajon @ par par
Cajon @ par impar
Cajon @ impar par
Cajon @ impar | impar
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Note que al ser 5 enteros, siempre habrd un cajon en el que queden al menos
dos de los nimeros.

Para finalizar la prueba veamos que el producto de dos enteros que estén
en el mismo cajon es un cuadrado perfecto. En efecto, note que la suma de
dos niumeros pares es par y la suma de dos impares también es par. Ast,
al multiplicar dos numeros del mismo cajon tendremos que la potencia de 2
en el producto de estos numeros, es par, al igual que la potencia de 3, ya
que el producto de potencias de igual base es igual a la misma base elevada
a la suma de los exponentes; es decir el producto de dichos niumeros es de
la forma 2% x 3% = (2% x 3%)2, un cuadrado perfecto. A continuacion se

desarrolla formalmente esta idea:

Cajon @: Sean m = 22k3% y n = 22v32% dos nimeros que estdin en el
cajon @, entonces

mxXn= 22k32t X 22u328 — 22(k+u) X 32(t+s) — (2k+u x 3t+s)2'

Luego m X n es un cuadrado perfecto.

Cajon @: Sean m = 2283241 4 = 22u325+1 dos naimeros que estdn en

el cajon @, entonces

mxmn = 22k32t+1 x 22u328+1 — 22(k+u) x 32(t+s+1) — (2k+u X 3t+s+1)2'

Luego m X n es un cuadrado perfecto.
Los casos @ Y @ se dejan como ejercicio al lector.

Sara escogidé dos niimeros reales positivos y le dijo a Laura las siguientes

caracteristicas sobre estos niimeros:
» La suma de la parte entera de cada uno de los niimeros es 2020.
= La parte entera del doble de uno de los niimeros, menos la parte
entera de sumarle al otro ndmero un medio es 2020.
iCaal es la parte entera del mayor niimero que Sara escogi6?

Nota: La parte entera de un niimero real es el niimero que se encuentra
antes de la coma. Por ejemplo para el nimero 4,56 se tiene que 4 es su

parte entera.
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Solucion: La parte entera de un nidmero ¢ se denota por [c¢]. Llamaremos
parte decimal de un nimero ¢ al resultado de c—[c], por ejemplo si ¢ = 4,56,
entonces [c] = 4 y la parte decimal de ¢ es 0,56.

Sean a y b los numeros escogidos por Sara, con la informacion dada obtene-

mos el siguiente sistema de ecuaciones:

[a] + [b] = 2020,

2a] — {b + %} = 2020.

Analicemos los siguientes cuatro casos posibles:

Caso 1. Si la parte decimal de a y b es mayor o igual a 0,5, entonces:

1
2a] =2[a] + 1, [b+ 5] = [b] +1,
Ast, el sistema de ecuaciones queda:
[a] 4+ [b] = 2020,

2a] + 1 — [b] — 1 = 2020.

y sumando las dos ecuaciones obtenemos que 3[a] = 4040, lo cual es

imposible porque [a] es un entero.
Caso 2. Si la parte decimal de a y b es menor a 0,5, entonces

[20] = 2[a], v 3] =

luego el sistema de ecuaciones queda igual que en el caso anterior y

por lo tanto no tiene solucion para [a] y [b] enteros.

Caso 3. Si la parte decimal de a es mayor o igual a 0,5 y la parte decimal

de b es menor a 0,5, entonces

[2a] = 2[a] + 1, {b+ 1] = [b),
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Luego, el sistema de ecuaciones queda:

[a] + [b] = 2020,
2[a] + 1 — [b] = 2020.

y sumando las dos ecuaciones, obtenemos que 3[a] = 4039, lo cual es

imposible porque [a] es un entero.

Caso 4. Si la parte decimal de a es menor a 0,5 y la parte decimal de b es

mayor o igual a 0,5, entonces

1
2a] = 2]al, {b+ 5} = [b] +1,
de ahi que el sistema de ecuaciones queda:
[a] 4+ [b] = 2020,

2[a] — [b] — 1 = 2020.

y al sumar las dos ecuaciones obtenemos que 3[a] = 4041, esto es
[a] = 1347 y por lo tanto [b] = 673.

Por lo anterior la parte entera del mayor nimero que escogic Sara es 1347.

. Los puntos A, B, C, D, y E son vértices consecutivos de un poligono

regular de n lados. Si las mediatrices de los lados AB y DFE de este
poligono se cortan perpendicularmente, jcudl es el valor de n?

Solucion: Considere la siguiente figura:
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Sea n el nimero de lados del poligono reqular. Sabemos que la suma de las
medidas de los dngulos internos de un poligono con n lados es 180(n — 2)
luego, la suma de los dngulos internos del poligono OM BCDN (con 6 lados)

€S’
90 + 90 + 4B + £C + £D + 90 = 180(6 — 2) (2.4)

Por otra parte, como el poligono del enunciado es reqular y tiene n lados,

cada uno de sus dngulos internos mide

180(n — 2)
n )
en particular,
1 -2
4B = 40— 4p= 802 (2.5)

n

De esta manera, reemplazando (Z38) en [24]) se tiene que:

180(n — 2)

3% 90+ 3 x = 180 x 4,

n
540(n—2) _ 150,
n

540n — 1080 = 450n,
90n = 1080,

de donde se concluye que n = 12.

. Si n es un nimero de dos cifras que tiene exactamente 12 divisores
positivos y su cuadrado tiene exactamente 33 divisores positivos, jcudl
es el nimero n?

Solucion: Observe que 33 = 3 x 11 = (2 +1)(10 + 1), entonces n? = p*q'°,
de donde n = p x ¢°, con p y q nimeros primos diferentes. Note que n
tiene (14 1)(5+1) = 12 divisores, como ademds tiene que ser de dos cifras,

entoncesp=3 yq=2. Asi, n =3 x 2° = 96.
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Capitulo 3

Nivel Avanzado

3.1. Prueba Clasificatoria

1. ;Cudl es el menor entero positivo n tal que n! (el factorial de n) es
divisible por 15407
Recuerde que para cada entero positivo n, el factorial de n es el nimero

nl=1x2x3x---xn.
(a) 13 (b) 17 () 11 (d) 19 (e) No sé

Solucion: Observe que 1540 = 22 x 5 x 7 x 11. Como el mayor primo que
divide a 1540 es 11, entonces n = 11 es el menor entero positivo tal que

1M'=1x2x3x---x10 x 11 es divisible por 1540.

2. Dados 8 puntos en el plano tales que tres cualesquiera de ellos no estan
alineados, jcudntos tridngulos se pueden dibujar con sus vértices en di-

chos puntos?
(a) 24 (b) 56 (c) 2 (d) 120 (e) No sé

Solucion: Se trata de seleccionar 3 puntos diferentes de un conjunto con 8
puntos, como no importa el orden en que se seleccionan los puntos, esto se

puede hacer de 56 formas diferentes:

!
<8) 8l *8X7X6XM:56.

3] T3Ix(8=3)!  3xi

41
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3. La suma de 50 enteros positivos consecutivos es 1775. j Cudl es la suma

de los siguientes 100 enteros consecutivos?
(a) 11211 (b) 11312 (c) 10989 (d) 11050 (e) No sé
Solucion: Seann+1,n+2,n+3,...,n+ 50 los 50 enteros positivos conse-

cutivos cuya suma es 1775, entonces

m+1)+n+2)+(n+3) -+ (n+50)=1775,
50n 4+ (1 +2+3+---+50) = 1775,

50 x 51
50m 4+ 22" — 1775,
50n = 500,
n = 10.

Luego el mayor de los numeros es n + 50 = 10 + 50 = 60. Ahora sumemos

los siguientes 100 enteros consecutivos, esto es:

(60 + 1) + (60 4 2) + - - - + (60 4 100) = 100 x 60 + (1 42+ - - - + 100),

100 x 101
= 6000 + +

= 11050.

4. ;Cudntas cifras tiene el mayor nimero primo que es capiclia y tiene un
numero de cifras par?
Nota: Un nimero se llama capicta, si se lee igual de izquierda a derecha,

que de derecha a izquierda.
(a) 2 (b) No se puede determinar  (¢) 11~ (d) 10 (e) No sé

Solucion: Note que en todo numero capictia con niumero de cifras par, la
suma alternada de sus cifras es 0, luego todos estos niumeros son maultiplos
de 11 (ver criterio de divisibilidad del 11). De modo que, el dnico nimero

capicia con numero de cifras par que es primo es el 11 el cual tiene 2 cifras.

5. En la siguiente figura, D, E, F' y GG son los puntos medios de los segmen-
tos AB,AC, AE y BE, respectivamente. Si el 4rea del tridngulo ABC

es 32 cm?, jcudl es el drea de la regién coloreada en azul?
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(a) 12cm? (b) 10cm? (c) 13cm? (d) 11 cm? (e) No sé

Solucién: Dado que E es el punto medio de AC, entonces AE es una mediana
del tridngulo ABC, de ahi que el drea del tridngulo ABE es % = 16 cm?,
la mitad del drea del tridngulo ABC, pues cada mediana divide al tridngulo
en dos tridngulos con igual drea.

Ahora, como D y G son los puntos medios de los segqmentos AB y BE,
respectivamente, por el Teorema de Tales, el tridngulo BDG es semejante

al triangulo ABE con razén de semejanza r = 3 ast la razon entre sus

1 16
drea es r? = e por lo tanto el drea del tridngulo BDG es — = 4cm?.

Andlogamente, se tiene que el drea de cada uno de los tridngulos ADE y

EFG es 4ecm?. Por lo tanto, el drea sombreada de azul es 3 x 4 = 12 cm?2.

. En un salén de 30 estudiantes, en donde todos van pasando al menos una

de estas tres materias: Inglés, Quimica y Matematicas, se cumple que:

(i

(i

los que van pasando Inglés y Quimica son 12.
los que van pasando Inglés y Matemdticas son 5.

(7i) los que van pasando Matemdticas y Quimica son 13.

(iv) los que van pasando solamente una materia son 6.
i Cudntos van pasando las tres materias?

(a) 2 (b) 3 (c) 5 (d) 4 (e) No sé
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Solucion: Considere el siguiente diagrama de Venn:

Inglés Quimica

Matemdticas

Del enunciado tenemos que:

a+b+c+d+e+ f+g=30,

b+d=12 — b=12—-d

e+d=5 — e=5—-d

d+f=13 — f=13-d
a+c+g=6.

Al reemplazar los valores de b, e, f y a+c+g en la primera ecuacion tenemos:

(a+c+g)+b+d+e+ f=30,
6+(12—d)+d+ (5—d)+ (13 —d) = 30,
36 — 2d = 30,

3=d,

De ahi que, exactemente 3 estudiantes van pasando las tres materias.

7. Determine la suma de las medidas
(en grados) de los dngulos marca-
dos en la siguiente figura, sabiendo
que la longitud del arco rojo, corres-
ponde a % de la longitud total de
la circunferencia.

(a) 50 (b)) 75 (c) 60 (d) 120
(e) No sé
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Solucion: Considere la siguiente figura en la que O es el centro del circulo:

1
Dado que el arco rojo corresponde a = de la longitud de la circunferencia,

o

entonces el dngulo central O mide = 40°. Ahora, note que los otros
tres dngulos subtienden el mismo arco y estan inscritos en la circunferencia.
Sabiendo que la medida de un dngulo central que subtiende el mismo arco de
un dngulo inscrito, es el doble de la medida del dngulo inscrito; se tiene que
cada uno de los tres dngulos marcados mide 20°, y por lo tanto la suma de

las medidas de dichos dngulos es 60°.

8. Sea p un polinomio tal que la suma de sus coeficientes es 10 y el coeficien-
te independiente (constante) es —2. Si ademds p(x —3) = p(z —4) + 2a,

icudl es el valor de a?
(a) 8 (b) 12 (c) 4 (d) 6 (e) No sé

Solucién: Sea p(x) = ap + a1x + ax?® + -+ - + anx™ un polinomio. Note que

la suma de sus coeficientes, se obtiene evaluando el polinomio en x =1,
p(1) =ap+ar +ag+ - +ay,

mientras que el coeficiente constante ag se obtiene al evaluar el polinomio

en x =0, pues p(0) = ag. Dicho esto, del enunciado tenemos que:
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Ademds, reemplazando © = 4 en la ecuacion p(x — 3) = p(x — 4) + 2a, se

tiene:
p(4—3) = p(4—4) + 24,
p(1) =p(0) +2a
10= -2+ 2a
12 = 2a,
de donde a = 6.

9. Se ha trazado una circunferencia que pasa por los puntos (0,0), (6,0)
y (0, 3) del plano cartesiano. ; Cudl es el drea que encierra esta circunfe-

rencia?

(a) 457 (b) L7 (c) 6+/5m (d) 3v/57 (e) No sé

Solucién: Considere la siguiente figura en la que A = (0,3), B = (0,0) y
C = (6,0).
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Note que el tridngulo ABC' es rectdngulo en B y estd inscrito en la circun-
ferencia, por lo tanto su hipotenusa AC' es un didmetro de la circunferencia.

Por el Teorema de Pitdgoras, tenemos que
AC = /32 + 62 = 3V/5,

luego el radio de la circunferencia es

y por lo tanto el drea que encierra

2
35 45
T —— = —T.
2 4

estd dada por:
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3.2. Prueba Selectiva

1. En una pizarra hay 2020 circulos en fila, Maria marca 18 de los circulos
que no estdn en los extremos, de tal manera que no haya dos circulos
marcados continuos. Ademds se sabe que la diferencia entre la mayor
cantidad de circulos continuos sin marcar y la menor cantidad de circu-
los continuos sin marcar es 1. jCudl es la mayor cantidad de circulos

continuos sin marcar?
(a) 106 (b) 112 (c) 117 (d) 111 (e) No sé

Solucion: Dado que de los 2020 circulos, 18 estan marcados, entonces quedan
2002 circulos sin marcar. Ademdas, los 18 circulos marcados no estdn en los
ertremos ni estan sequidos, luego ellos generan 19 “cadenas” de circulos
sin marcar. Ast que vamos a repartir los 2002 circulos sin marcar en estas
19 cadenas. Note que se alcanzan a repartir 105 circulos para cada una de
las 19 cadenas y sobran 7, pero como el numero de circulos que tiene la
cadena mds larga, menos el numero de circulos que tiene la cadena mds
corta es 1, estos T circulos restantes deben agregarse a cadenas diferentes,
de manera que habran algunas cadenas con 106 circulos y otras con 105
circulos, cumpliendose que 106 —105 = 1. Note que no pueden haber cadenas
con mas de 106 circulos sin marcar, ya que si asi fuera, la diferencia entre
la mayor cantidad de circulos sin marcar y la menor cantidad de circulos
sin marcar seria mayor que 1. Asi, la mayor cantidad de circulos continuos

sin marcar es 106.

2. Determine el valor de la siguiente expresion:
1 14 = +1 1+ = +1 14 ! +-- 41 1+ !
B\TT) T8 T TR 0T %8\ Tog9 )

Recuerde que log(a) = logg(a).

(a) 2 (b) 1 ()0 (d) 3 (e) No sé
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Solucion: Note que la expresion del enunciado puede escribirse como

3 4 1000
log (2) + log <§) + log <§) + -+ +log <@)

Ademds, por la propiedad de los logaritmos: log (%) = log(a) — log(a), se

tiene que nuestra erpresion puede equivale a:
log(27 4 lost3T — logt27 + logt4) — lost37 4 - - - 4 log(1000) — log(9997,
de ahi que el valor de esta expresion es simplemente log(1000) = 3.

3. Para cada niimero entero n definimos asi:

= (n — 100)" ",
Por ejemplo:

1]= (1 —100)*! = 992,

2] = (2 —100)?™ = —983,

Determine el valor de

(=)

(a) =1 (b) 22020! (¢)1 (d) 0 (e) No sé
Solucion: Note que = (100 — 100)**t = 0, por lo tanto

_ (—983)(972)(7964).” = (-98)° = 1.

-2020
)
2
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4. ;Cudntos triangulos incongruentes, con drea no nula y todos sus lados
de longitud entera, hay tales que uno de sus lados mide 2020 y la suma

de las longitudes de los restantes es 20507
(a) 2035 (b) 1010 (c) 2049 (d) 1017 (e) No sé

Solucion: Sean a y b las longitudes los lados restantes del tridngulo. Entonces

a+b=2050 y ademds se debe cumplir la desigualdad tridngular, esto es:

a4+ 2020 > b
b+ 2020 > a.

Basta considerar los posibles valores a, pues para cada valor de a, el valor

de b queda determinado por b = 2050 — a. Entonces

a—+ 2020 > 2050 — a
2a > 30

a > 15.

Por otra parte, como los triangulos deben ser incongruentes, entonces a <
2050
5 = 1025, de modo que 15 < a < 1025, como a es un entero, entonces a
puede tomar 1025 — 15 = 1010 walores, por lo tanto existen 1010 tridngulos

que cumplen las condiciones del enunciado.

5. iCudl es la menor cantidad de ndmeros naturales que se deben esco-
ger aleatoriamente para garantizar que la diferencia de dos de ellos sea
multiplo de 8?7
(a) 10 (b) 9 (c) 8 (d) 7 () No sé
Solucion: Por el algoritmo de la division, tenemos que todo nimero entero al
dividirse entre 8 deja como residuo un nimero del conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7}.
Veamos que si dos nimeros dejan el mismo residuo al dividirse entre 8 en-

tonces su diferencia es multiplo de 8. En efecto, sean a = 8q+r yb=8t+r

dos numeros que dejan el mismo residuo al dividirse entre 8, entonces
a—b=8q+r—8t+r)=8(¢g—1t)

de ahi que a — b es multiplo de 8. Con lo anterior, tenemos que si se escogen
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aleatoriamente 9 numeros enteros, al menos dos de ellos dejardn el mismo
residuo al dividirse entre 8 y en tal caso su diferencia es multiplo de 8. Note
que con menos numeros no se puede garantizar que la diferencia de dos de
ellos sea maltiplo de 8, tome por ejemplo los nimeros {0,1,2,3,4,5,6,7} y
compruebe que la diferencia de dos cualesquiera no es maltiplo de 8. Por
lo tanto, 9 es la menor cantidad de numeros naturales que se deben escoger
aleatoriamente para garantizar que la diferencia de dos de ellos sea mailtiplo

de 8.

6. En la siguiente figura, los segmentos AB y DC son paralelos. Si el 4rea
del tridngulo amarillo es 1 em? y DC = 3AB, jcudl es el rea del trapecio
ABCD?

(a) 20 cm? (b) 16 cm? (c) 8cm? (d) 18cm? (e) No sé

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que a,b, c,d son las drea de los

respectivos triangulos y O es la interseccion de las diagonales AC' y BD.
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Note que los tridngulos COD y AOBson semejantes, pues sus dngulos co-

rrespondientes iguales. Ademds, la razon de semejanza es
DC  3AB
r=m=——— = 37
AB AB
luego la Tazén entre sus dreas es r> = 9. Asi como el drea del tridngulo AOB

es a = 1cm? entonces el drea del tridngulo COD es b= 9cm?.

Por otra parte, sabemos que en un trapecio se cumple que al trazar sus
diagonales las dreas de los tridngulos que se forman con los lados no paralelos
tienen igual drea y ademds el producto de estas dreas coicide con el producto
de las dreas de los otros dos tridngulos que se forman con los lados paralelos,

esto es:

c=d
ab = cd.

De este modo, ab=1x9 =9 = cd, de ahi que c =3 y d = 3. Por lo tanto,

el drea del trapecio es:

a+b+c+d=1+94+3+3=16cm>.

. Se recorta un sector circular correspondiente a un % de un circulo de

radio 9 ¢m, para formar un cono, como se muestra en la figura. jCudl es

la altura de este cono?

(a) 6v/2cem () 9em (c) 5v/2em (d) 8em (e) No sé
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Solucion: Considere la siguiente figura:

Note que el perimetro de la base del cono corresponde al arco barrido por sec-

. 1 .
tor circular recortado, y dado que este corresponde a 3 del circulo, entonces
P . . T )
el dngulo barrido, en radianes, es 5 y como el radio es 9cm, entonces la

2
longitud de la circunferencia de la base del cono es 9 X % = 6m, de ahi que el
radio de la base del cono es r = 3 cm. Finalmente, por el teorema de Pitdgo-

ras, tenemos que la altura del cono estd dada por: h = /92 — 32 = 6y/2 cm.
. Si el ndmero abab tiene exactamente 14 divisores positivos, jcudl es el
valor de 2a + b?

(a) 10 (b) 14 (c) 16 (d) 20 (e) No sé
Solucion: Note que 14 =2 x 7= (1+1)(6 + 1) y ademds,

abab = ab x 100 4+ ab = 101 x ab.

6

Dado que 101 es primo, entonces ab = p°, con p un nimero primo, ademds

ab es un nimero de dos cifras, luego p = 2, de ahi que ab = 26 = 64.
Por lo tanto 2a + b = 2(6) + 4 = 16.
. i Cudl es el nimero de las unidades de:

2023
Z i2020 — 12020 + 22020 + 32020 4t 20232020?
=1

(a) 6 (b) 3 (¢)1 (d) 4 (e) No sé
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Solucion: Tenga en cuenta que, la cifra de las unidades de un producto de-
pende unicamente de las cifras de las unidades de los factores, y la cifra de
las unidades de una suma, depende unicamente de las cifras de las unidades
de los sumandos. dicho esto, note que la cifra de las unidades de un nimero
entero n es la misma cifra de las unidades de n°, en efecto en la siguiente

tabla consideramos los posibles casos:

n SO 2034 h 6] L T8 9
n?|...0...1|...4]...9]...6]...5]...6]...9|...4/...1
nd .01 ...8] .7 ...4]...5]...6]...3]...2]...9
nt|...0|...1|...6]...1]...6]...5]...6]|...1|...6 1
n ... 0f...1 .23 .45 6. T]...8 9
Ademds, n?0?° = (n)4% de ahi que n?°?° tiene la misma cifra en las uni-

dades que n*%*. Ahora,

404 _ ,400+4 _ (n5)80 4

n Xn

)

luego la cifra de las unidades de n*** es la misma cifra de las unidades de
n8% x n?, pero

n80 x nt = (n5)16 x nt,

entonces la cifra de la unidades de n®0 xn?, es la misma cifra de las unidades

16

de n' x n* =n?" y dado que n?° = (n5)2 , entonces la cifra de las unidades

de n'® x n? es la misma cifra de las unidades de n*.

Por lo anterior la cifra de las unidades de
12020 | 92020 | 32020 4 . | 9032020
es la misma cifra de las unidades de
14428 434 .- 420234, (3.1)

y teniendo en cuenta la tabla del inicio, la dltima cifra del nimero 1)) es

la misma cifra de la unidades del nimero:
22x(146+1+6+5+6+14+6+1+0)+14+6+1=06674,

es decir, 4.
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3.3. Prueba Final

1. Carlos y Daniel juegan al juego “Voy por el 100”. El juego consiste en que
uno de los dos debe decir un niimero del 1 al 7, luego, el otro participante
debe sumarle a ese nimero un nimero del 1 al 7, y decir el resultado;
nuevamente, el primer participante, debe sumarle un nimero del 1 al 7
al nimero dicho por el segundo participante, y decir el resultado; y asi
sucesivamente. Si gana quien diga el ndmero 100, determine una estra-

tegia ganadora para el participante que inicia el juego.

Solucion: Note que 96 es el multiplo de 8 mds cercano a 100, y 100 —96 = 4,
ast, una estrategia ganadora para el participante @ es la siguiente: el par-
ticipante @ dice el numero 4, luego el participante @ sumard un numero
de 1l a7 y en sequida el participante @ sumard el numero que falta para
completar 8 con el numero que dijo el participante @, en el siguiente turno,
el partipante @ sumard otro numero del 1 al 7 y en sequida el participante
@ sumard el numero de 1 a 7 que falta para completar 8 con el nimero que
dijo el participante @, y ast sucesivamente, note que los numeros que dice

el participante @ son los siguientes:
4,12, 20,28, 36,44, 52,60, 68, 76,84,92, 100.

Luego en su turno numero 13 el participante @ ganard. Ademds, note que
el participante @ no puede ganar con esta estrategia, porque en su turno

12 debe sumar a 92 un numero del 1 al 7, por lo que no alcanzard a llegar a

100.

2. En la siguiente figura, el tridngulo B
ABC es equildtero, M es el punto
medio de AB y S es una semi-
circunferencia con didmetro C'M.
Si el lado del triangulo equildte-
ro mide L, determine el drea de

la regién sombreada en naranja.
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Solucion: Considere la siguiente figura, en la O es el centro de la semicir-

cunferencia.

Note que el drea sombreada corres-
ponde al drea del sector circular
POM mads el drea del tridngulo
POC. Calculemos estas dreas.

Dado que el triangulo ABC es
equildtero y M es el punto medio
del lado AB, entonces CM es bisec-
triz y altura de este tridngulo, luego
APCM = %md y, por el Teorema

de Pitdgoras,

2
CM =[L? - (g) _ V3,

Ahora, el dngulo central POM subtiene el mismo arco del dngulo inscrito
PCM, por lo tanto LPOM = 24 PCM = gmd, ademds, note que OP =

V3L/2 3

CcO = 2 = TL por ser radios de la semicircunferencia, y la altura

del triangulo POC respecto a la base CO, estd dada por:

. (T V3 V3 3
h—OP><s1n<§>——L><7—§L.

Por lo anterior, el drea del sector circular POM estd dada por:

y el drea del tridngulo POC' estd dada por:

\/§L 3L
COxh 3 %*3g _3V3,
2 2 64

Luego el drea sombreada es:

T
2

43L+3\/§L:\/§L (E 3)'

64 8 \3 '8
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3. Sea n un entero positivo. Pruebe que si (2")! = (z)(22" 1), entonces
es impar.
Solucion: Despejando x tenemos que

(27)!

T = 22n717

Observe que el exponente de 2 en la factorizacion prima de (2™)! estd dado

por:
2m 2n 2" 2n 2"
T rEtE ot +2—n:2”*1+2”*2+2"*3+-~-+21+20,
_2n—1
2-1"
=2"-1
Por lo tanto,
@Mt 2% ximpar
= oyi1 = 5271 = impar.

4. Sea f una funcién cuyo dominio son los enteros positivos y codominio los
nimeros reales, tal que f(zy) = f(x)+ f(y), para todo par de enteros
positivos x, y. Si f(2048) = 33, jcudl es el valor de f(16)?

Solucion: Observe que 2048 = 21, luego

fRM) =f2x2x---x2)
11 veces 2
=)+ f2)+---+/(2)
11 veces f(2)

=11 x f(2) = 33,

de ahi que f(2) = 3. Ahora, 16 = 2%, luego

f(16) = f2H = f(2x2x2x2)
=f(2)+ f(2)+ f(2) + f(2)
=4x f(2)
= 4x3=12.
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5. En la siguiente figura, M y N son los puntos medios de los segmentos
AD 'y BC, respectivamente. jCudl es el drea, en centimetros cuadrados,

del paralelogramo ABCD, si el drea sombreada de amarillo mide 1 cm??

Dé su respuesta sin unidades.

A

Solucion: Considere la siguiente figura en la que se han nombrado ciertos

puntos:

C

A

Veamos qué fraccion del drea total del paralelogramo representa el drea som-
breada. Sea Ap el drea del paralelogramo. Note que el drea del tridngulo

1
ADC es a(ADC) = §Ap, el drea de cada uno de los tridngulos CEN vy
1
AFM es a(CEN) = a(AFM) = EAP’ el drea del triangulo AMB es
1 1
a(AMB) = ZAP y, el drea del tridngulo BGN es a(BGN) = gAp.

Por otra parte, el drea sombreada Ag estd dada por:

As = Ap —a(ADC) — a(CEN) — a(BGN) — a(AFB),
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pero a(AFB) = a(AMB) — a(AFM) = %Ap — %Ap = %AP. Ast, el drea

sombreada estd dada por:
1 1 1 1
AS = AP — §AP — —12AP — gAp — EAP,

1
AS = gAP

Y dado que en el enunciado se da que Ag = 1cm?, entonces Ap = 8 cm?.

. Sea A = (ay,) una progresién geométrica cuya razén es un nimero primo
que no divide al entero a;, B = (b,) una sucesién tal que b, es el
nimero de divisores positivos de a, y C' = (¢,) una sucesién tal que
Cn = Gy + by. Si bogag = 6060 y c; = 159 ;j Cudl es el valor de a7

Nota: Una progresion geométrica es una sucesion en la que cada término,
salvo el primero a1, se obtiene multiplicando al anterior una cantidad
fija r, llamada razén. De modo que el término general es de la forma
an = ap x r"L

n—1

Solucion: Sea p un primo que no divide a a1, entonces a, = p"~ ‘a1, de este

modo b, =n X (# divisores de a1). Ahora, sabemos que
b2020 = 6060 = 2020 x 3,

de ahi que el numero de divisores de a1 es 3, por lo tanto b, = 3n.

Por otra parte,

159 = ¢5 = a5 + bs,
159 = p* x a1 + 3 x 5,
144 = p* x a1,

24 % 3% =p* x ay;

Luegop=2 ya; =9.
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Apéndice A
Ejercicios propuestos

Nivel Basico

1. Determinar la altura y el area de un tridngulo equildtero de lado L.

2. iDe cudntas formas diferentes se pueden distribuir 5 bolas distintas en

8 cajas distintas si en cada caja puede haber como mucho una bola?

3. En cierto semestre de una carrera se imparten 6 asignaturas, con dos
posibles calificaciones cada una: Aprobado y Reprobado. ;jCuéantos
alumnos se deben escoger para asegurar que 3 de ellos tienen las mis-

mas calificaciones en las 5 asignaturas?

4. Las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo estdn en progre-
sién aritmética. Si a es la medida del cateto mas largo, determine el

perimetro y el drea del tridngulo en términos de a.

5. En una bolsa hay 6 balotas con el nimero 2, 9 balotas con el niimero
3, 15 balotas con el nidmero 7 y 36 balotas con el nimero 8. Pedro
afirma que al extraer cierto nimero de balotas de la bolsa y colocarlas

en fila, formé un nimero que es cuadrado perfecto, jesto es posible?

2

6. Si m y n son enteros positivos tales que m? — n? = 13, determine el

valor de m x n.

61
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7. Determine los valores de = que satisfacen cada una de las siguientes

ecuaciones, sabiendo que x es un ndmero real.
(a) 17 +2% =4~
(b) 9% + 15% = 257

(¢) 47 + 6" =2.9°

1

2020
+
22020

1
8. Sabiendo que z + — = —1, halle el valor de =
x

9. Determine la razén entre las dreas del cuarto de circulo CAB vy el

semicirculo inscrito en él, con centro en O y diametro GH.

C,_ @

A B

10. En cada caso hallar la suma de las medidas de los dngulos marcados.
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1. Sea n un ndmero natural tal que su factorizacién prima es n = p}* x

py? X --- X pp*, esto es, los p; son nimeros primos distintos y los n;

son nimeros enteros positivos.

(a)

(b)

(b)

Pruebe que la cantidad de divisores positivos de n estd dada por
(ni+1)(n2+1)--- (ng+1).

Determine el nimero de divisores positivos de cada uno de los

siguientes nlmeros:

= 20 = 831.600 . 20202019
s 432 s 101000 . 20!
1
Pruebe que la suma de los primeros n enteros positivos es n(n+1) ,
esto es:
1
142434 -+n= 771(712—1— )

Demuestre que si n es impar, la suma de n enteros consecutivos

es miltiplo de n. jSucede lo mismo si n es par?

3. jCudntos rectangulos hay en la siguiente cuadricula de 8 x 87

Y si la cuadricula es de n x n, jcudntos rectangulos hay?

4. Sea S un conjunto con n nimeros naturales. Pruebe que existe algtn

subconjunto no vacio de S tal que la suma de sus elementos es multiplo

de n.
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5. iDe cuantas maneras distintas se pueden extraer k£ nimeros del con-

junto {1,2,3,...,n} de forma que no hayan dos consecutivos?

En un rectdngulo de dimensiones 4 x 3 se marcan siete puntos. Las
dimensiones se miden en ¢m. Compruebe que hay dos puntos que

distan entre si no mas de /5 cm.

Una mediana de un tridngulo es un segmento que une el punto medio
de un lado con el vértice opuesto a dicho lado. Es conocido que las tres

medianas de un tridngulo concurren en un punto llamando baricentro.

(a) Pruebe que al trazar una de las medianas de un tridngulo, éste

queda dividido en dos tridngulos de igual area.

(b) Demuestre que al trazar las medianas de un tridngulo, este queda

dividido en seis tridngulos que tienen la misma drea.

(c) Demuestre que el baricentro divide a cada mediana en dos seg-
mentos; el segmento que une el baricentro con el vértice mide el
doble que el segmento que une baricentro con el punto medio del

lado opuesto.

Determine el drea de la regién sombreada en la siguiente figura, sa-
biendo que las dreas de las demads regiones interiores al cuadrado son

las que se indican en la figura.




9. En cada una de las siguientes figuras se tiene que ABCD es un parale-
logramo con M y N los puntos medios de los correspondientes lados.
Muestre que la fraccién del area total del paralelogramo, correspon-

diente al drea sombreada en cada figura es la que se indica.

c c
B B N
1
1
D D
M M
c c
A A
1 1
B 2y B 204 v
D D
M
A A

10. En cada una de las siguientes figuras, calcule el drea de la regidn
sombreada, sabiendo que ABC'D es un cuadrado de lado lem, y, M

y N son los puntos medios de los lados AB y BC, respectivamente.

B N C B N (&
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1. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrado y los puntos £ y F
estan sobre los lados BC'y C' D, respectivamente. Si las areas de los
tres triangulos coloreados son las que se indican en la figura, determine

el area del tridngulo AEF.

A B
3 em?

FE
4 cm2 5 Cm2

D F C

2. En la siguiente figura se muestra un cuadrado, en cuyo interior hay
un rectangulo coloreado y dos circunferencias que son tangentes entre
si, al cuadrado y al rectdngulo. Si las dreas, en cm?, que encierran la

circunferencia mayor y la menor son 87 y 27, respectivamente, calcule:

(a) el drea del cuadrado.

(b) el area del rectdngulo coloreado.

N
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3. Demuestre que para cada entero n > 0, se tiene que

(a) 10" =11t 41, con t € Z.
(b) 10"+t =115 — 1, con s € Z.
Use estos resultados para demostrar el siguiente criterio de divisibilidad

del 11: “Un ndmero entero es divisible por 11 si y solo si la suma

alternada de sus cifras es miiltiplo de 11.”

4. (a) Sea n un entero positivo, muestre que
(142434 4+n)?2=13+23+3 +... +n’

(b) Demuestre que para cada entero positivo n y a # 1 se tiene que

an+1 -1

n
Y df=1+a+a®+aP 4 Fa" =

a—1
k=0

En particular, muestre que:

20 4ol 192193 4. pon=ontl 1

5. (a) Sea m un entero positivo. Establezca un algoritmo o férmula para

hallar el exponente de un primo p en la factorizacién prima de n!
(b) Halle el exponente de 3 en la factorizacién prima de 1000!
(c) Determine en cudntos ceros termina la representacién decimal del

numero 2020!

6. Dado un trapecio ABCD con AB paralelo a DC. Si O es punto de
interseccidn de sus diagonales, muestre que
(a) Los tridngulos AOB y COD son semejantes.
(b) Las areas de los triangulos AOD y BOC son iguales.

(c¢) El producto de las dreas de los tridngulos AOB 'y COD coincide
con el producto de las dreas de los tridngulos AOD y BOC.
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7. En la siguiente figura ABCD y EFGH son cuadrados. Si el drea del
cuadrado EFGH es 100 cm? y el drea del tridngulo EDH es 24 cm?,

determine el drea del circulo coloreado, inscrito en el tridngulo F'BG.

A F B
\
E
G
D H C

8. En la siguiente figura, la semicircunferencia con centro en O y didametro
GH esta inscrita en el tridngulo rectangulo ABC. Si AC = 3cem y
BC = 4cm, determine la longitud de AG.

A

—
C B

9. Demuestre que no existen enteros x, v, z tales que x4 +y*+2* = 2020.

10. (IMO-1985) Dado un conjunto M con 1985 enteros positivos distintos,
ninguno de cuyos factores primos es mayor que 26, demuestre que M

siempre tendrd cuatro elementos distintos cuyo producto es una cuarta

potencia.
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Cuadro de Honor

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su merito-
ria participaciéon y excelente desempeiio a lo largo de la Doudécima versién
de las Olimpiadas Regionales de Matematicas UIS - Secundaria, a los si-
guientes estudiantes, quienes se destacaron entre los 4557 participantes del

certamen, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

NIVEL BASICO

PUESTO MEDALLA PARTICIPANTE

1.° ORO Deily Astrid Quifionez Olarte

Col. Técnico Nuestra Sefiora de La Presentacién, San Gil.

2.° PraTa Ana Sofia Agudelo Azuero
Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

3.° BRONCE  Blass Esteban Murillo Castro
Col. Técnico Nuestra Sefiora de La Presentacién, San Gil.

4.° Mariana Martinez Valencia
Colegio Nuestra Sefiora del Rosario, Floridablanca.

5.2 Angie Lorena Arengas Acosta
Colegio de Santander, Bucaramanga.
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RN

PUESTO MEDALLA PARTICIPANTE

1.° OroO Naya Alexandra Coy Samaca

Colegio Cooperativo, Barbosa.

2.° Prata Anna Maria Naranjo Duran
Colegio Cooperativo, Barbosa.

3.2 BRONCE  Carlos Andrés Mejia Siza
Fundacion Colegio UIS, Piedecuesta.

4.° Ariana Bernal Castilla
Institucién Educativa Jose Eusebio Caro, Ocafa.

5.9 Juan Felipe Hoyos Mufoz

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

AL A ADQO

PUESTO MEDALLA PARTICIPANTE

1.° OroO Ludwing Daniel Leén
Oriente Miraflores, Bucaramanga.

2.° PLATA José David Cardenas Canchén
Col. Técnico Nuestra Sefiora de La Presentacién, San Gil.

3.0 BRONCE  Joan Jafet Forero Castillo
Inst. Tecnoldgico Salesiano Eloy Valenzuela, Bucaramanga.

4.° Juan David Paipa Jaimes
Colegio Reggio Amelia, Bucaramanga.

5.9 Kevin Jaimes Rojas
I.LE. Técnico Damaso Zapata, Bucaramanga.
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