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Resumen

TITULO: TEORIA DE CODIGOS & ALGEBRAS DE GRUPOS. !
AUTOR: Gerson Leonel Barajas Avila. 2

PALABRAS CLAVE: Algebras de grupos, Cuerpo finito, Cédigo, Ideal, Idempotente.

DESCRIPCION

Estudiaremos la construccion de codigos sobre algebras de grupo FG de un grupo G sobre
un cuerpo F. En particular, consideraremos F un cuerpo finito de ¢ elementos y G un grupo
finito tal que mcd(q, |G|) = 1, para que FG sea semisimple, pues siendo semisimple todo
codigo en FG es un ideal y todo ideal de FG es de la forma FGe, donde e es un elementos
idempotente, es decir, todo ideal es generado por un elemento idempotente. Por lo tanto,
nos concentraremos en la construccion de dichos elementos. Ademas, si G es un grupo
ciclico los codigos seran ciclicos y si Ges abeliano los codigos seran abelianos.

Por medio de los resultados obtenidos por Raul Ferraz y Cesar Polcino en el articulo idem-
potents in group algebras and minimal abelian codes", calcularemos los idempotentes ge-
nerados por los subgrupos de G, para después ver que son el conjunto de idempotentes
primitivos y asi los generadores de los codigos ciclicos y abelianos minimales.

Este punto de vista (algebras de grupo) extendio6 los resultados de Arora y Pruthi, los cuales
fueron obtenidos desde la optica de anillos de polinomios. Ademas, permitié calcular la
dimension y el peso de los codigos de manera mas facil.

I Tesis.

2FACULTAD DE CIENCIAS, MATEMATICAS.
DIRECTOR Dr. Alexander Holguin Villa.
CODIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.



Abstract

TITLE: CODING THEORY & GROUP ALGEBRAS. 3
AUTHOR: Gerson Leonel Barajas Avila *

KEY WORDS: Group algebras, Finite field, Code, Ideal, Idempotent.

DESCRIPTION

We will study construction codes on group algebras FG of a group G on a field F. In par-
ticular, we will consider a finite field F with ¢ elements and G a finite group such that
gcd(q,|G]) = 1, so FG is semisimple, as being semisimple all code FG is an ideal code and
every ideal code of FG is from the form FGe, where e is an idempotent element, in other
words, every ideal code is generated by an idempotent element. Therefore, we will concen-
trate on the construction of such elements. Also, if G is a cyclic group, the codes are cyclical
and if G is abelian, then the codes are abelian.

By means of the results obtained by Raul Ferraz and Cesar Polcino in the article idem-
potents in Group Algebras and Minimal Abelian Codes", we will calculate the idempotent
generated by the subgroups of G, then we will see which are the set of primitive idempotents
and thus the generators of cyclic and abelian minimal codes.

This point of view (group algebras) extended the results of Arora and Pruthi, which were
obtained from the viewpoint of polynomial rings. Furthermore, it allowed calculating size
and the weight of the codes of easier way.

SThesis.

4FACULTY OF SCIENCES, MATHEMATICS.
DIRECTOR Dr. Alexander Holguin Villa.
CODIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.



Introduccion

Supongamos que queremos enviar un mensaje. Este es enviado por un canal de comuni-
cacion, cuyas caracteristicas dependen de la naturaleza del mensaje a ser enviado (sonido,
imagen, datos). En general hay que hacer una traduccién entre el mensaje original (o pa-
labra fuente) m y el tipo de mensaje ¢ que el canal esta capacitado para enviar (palabras
cédigo). Este proceso se llama codificacién. Una vez codificado el mensaje lo enviamos a
través del canal, y nuestro intermediario (el receptor) recibe un mensaje codificado (palabra
recibida) posiblemente erréneo, ya que en todo este proceso de comunicacién hay ruido e
interferencias. El mensaje recibido ¢’ es traducido nuevamente a términos originales z’, es

decir, es decodificado. Todo este proceso se resume en el siguiente diagrama:

Emisor | —> | Codificacion |——> | Canal |——— [Decodificacion — > |Receptor
m C c

T

(1)
Debido a que todos los canales son susceptibles al ruido, es necesario dar respuesta a

las siguientes preguntas cada vez que se envie un mensaje.
(i) ¢Qué tan seguro es el codigo?
(ii) ¢Qué tan confiable es el codigo?

Cuando preguntamos ¢qué tan seguro es el codigo?, estamos pensando en que el codigo
sea inviolable, en el sentido de que una persona ajena a la comunicacion no logre decodificar
el mensaje, obteniendo asi la informaciéon que este contiene.

Ahora, cuando hablamos de confiabilidad, hacemos referencia a que el mensaje enviado

sea el mismo recibido, puesto que en el proceso de codificaciéon y/o decodificacion puede

9



INTRODUCCION

ocurrir algun error.

Las preguntas aunque parecen similares, cada una pertenece a diferentes campos de
investigacion, de hecho, la pregunta (i) hace parte de la criptografia, mientras que la pre-
gunta (ii) se resuelve desde la teoria de codigos, en particular la teoria de cédigos detectores
y correctores de errores. Es sobre esta ultima teoria que basaremos el estudio en esta mo-

nografia.

El estudio de la teoria de codigos, ha sido abordado desde diferentes puntos de vista,
al principio fue usada la teoria de congruencias, la teoria de polinomios y recientemente
desde la teoria de algebras de grupo en el cual se trabaja con un enfoque similar a la teoria
de polinomios pero cambiando la estructura algebraica, esto con el fin de que los procesos
de codificacion y decodificaciéon sean mas eficaces.

El objetivo de esta monografia es estudiar la construccion de cédigos sobre algebras de
grupo, para ello veremos en principio que todo cédigo es un ideal en algebra de grupo, lo
cuales a su vez son generados por elementos idempotentes. Por tal razén, para construir

codigos estudiaremos la construccion de elementos idempotentes en el algebra de grupo.

10



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo principal de este capitulo es presentar algunas definiciones basicas y algunos
resultados obtenidos de la teoria de grupos, anillos y algebras de grupo, necesarios para el
desarrollo de esta monografia.

Presentaremos las nociones utilizadas a lo largo del trabajo, la mayoria de ellas seran
asumidas sin prueba, mas seran indicadas las respectivas referencias bibliograficas. Mu-
chas de las pruebas de las mismas, pueden ser consultadas en [10], [7], referencias que

son clasicas en este contexto.

1.1. Teoria de grupos

Definicién 1.1. Un grupo es un conjunto no vacio GG junto con una operacién binaria deno-

@ »

tada por “”, tal que para todo a,b,c € G, se cumplen las siguientes propiedades.

@ (a-b)-c=a-(b-c).
(ii) Existe un elemento identidad, denotado por1 =1€ G, talquea-1=1-a = a.

(iii) Para cada elemento a € G existe un inverso, denotado por a~! € @G, tal que

a-al=ag1l.-a=1.

v' Dados a,b € G, a - b se denotara por ab.

v Si para cada a,b € G se cumple que ab = ba, se dice que el grupo es abeliano.

v Sia € G, el orden de a, denotado por o(a), es el menor entero positivo m tal que o™ = 1.
Ademas, si G es un conjunto finito, el namero de elementos de G es su orden y se denota

por |G|.

11



TEORIA DE GRUPOS PRELIMINARES

v El elemento identidad 1 € G es unico y cada a € G tiene un unico inverso a™ .

vV Paraa,be G, (a7t =ay (ab)"t =b"ta"L.

v’ Sea p un numero primo, se dice que g € G es un p-elemento si su orden es una
potencia de p. Ademas, si para todo g en G, g es un p-elemento, diremos que G es un
p-grupo.

v Si la operacion en el grupo es la suma “+”, diremos que el grupo es “aditivo” y en este
caso representamos ab, 1y a~! por a+b, 0y —a, respectivamente. En adelante, consideremos

todos los grupos como grupos multiplicativos, a menos que se indique lo contrario.

Definicién 1.2. Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama subgrupo de G y se
denota por H < G, si él mismo es un grupo bajo la operacion definida en G restringida a los

elementos de H.

El siguiente teorema debido a J. Lagrange provee una lista de candidatos a ser subgru-

pos de un grupo finito dado G, basada en los divisores del orden de G.

Teorema 1.1. (Teorema de Lagrange)

Si G es un grupo finito y H < G, entonces el orden de H divide al orden de G.
Demostracion. [10, Pag 58]. o
Definicién 1.3. Sea G un grupo,

(i) G es Uamado ciclico si existe un elemento a € G tal que G = (a) = {a" : n € Z}, tal

elemento a es llamado un generador de G.
(i) Un subgrupo N de un grupo G es llamado subgrupo normal de G y denotado por N <G,
si para todo g € G se cumple

g 'Ng={g 'ng:ne N} =N.

Ejemplo 1.1.

(@) Sea G un grupo de orden p, donde p es primo, entonces dado a € G, a # 1g, por el

Teorema 1.1 o(a) | |G| = p, por lo tanto o(a) = |[{a)| = p y asi G es ciclico.

(b) Sea S C G. El centro de G y el normalizador de S en G se definen respectivamente por:
Z(G)={geG:gh=hg,Vhe G} y Ng(S)={geG:g'Sg=S}.

Se puede probar que Z(G) < G y N¢(S) < G, [7, Teorema 9.1].

12



TEORIA DE GRUPOS PRELIMINARES

Definicion 1.4. Sean G y H dos grupos; una aplicacion ¢ : G — H es llamada un homomor-

Jismo si para todos g1, 92 € G, p(9192) = ©(91)¢(g2)-

Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces:

Ve(le)=1uy elg™h) = (e(9) "
v ¢ es llamado Monomorfismo si es inyectivo, Epimorfismo si es sobreyectivo e Iso-
morfismo si es inyectivo y sobreyectivo.

v Si para todo g € G, ¢(g9) = 1y, ¢ se llama el homomorfismo trivial.

Definicién 1.5. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos, se definen el Kernel y la

Imagen de ¢ respectivamente como:

Ker(p) ={r € G:p(x)=1x} y Im(p)={yec H:(FrcG)(p(x) =y)}.

Observacion 1.1. Es bien conocido que Ker(p) < G, mientras que Im(p) < H, [10, Teorema
2.5.5].

Sea N un subgrupo de un grupo G. Definimos una relacion de equivalencia en G de la
siguiente manera: dados a,b € G, decimos que a = b (méd N), si b~'a € N. Para un elemento

a € G fijo, denotamos su clase de equivalencia por:
a={rcG:x=a (mMédN)}={recG:a'zc N}=aN

Ademas, simbolizamos G/N el conjunto de todas las clases de equivalencia de los elementos

de G. Definimos el producto de elementos en G/N por

ab = ab.

En el caso en que N sea un subgrupo normal de G, G/N es un grupo llamado el grupo

factor de G por N.

Teorema 1.2. (Primer Teorema del isomorfismo de grupos)

Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces
G/Ker(p) =~ Im(yp).

En particular, si es epimorfismo, entonces G/Ker(p) ~ H.

Demostracion. [10, Teorema 2.7.1] O

13



TEORIA DE GRUPOS PRELIMINARES

Teorema 1.3. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces

(i) Para cada subgrupo K de G que contiene a H, el conjunto K/H = {zH : x € K} es un

subgrupo de G/H (Este es normal siy solo si K es normal).

(i) Reciprocamente, si K es un subgrupo de G/H, entonces la preimagen ' (K) = K = {z €

G : zH € K} es un subgrupo de G que contiene a H, tal que K = K/H.
Finalmente, tenemos dos importantes consecuencias del teorema [1.2].

Teorema 1.4. (Segundo teorema del isomorfismo de grupos)

Sea H y K subgrupos de un grupo G y asuma que K es normal. Entonces

H HK
HNnK K’

donde HK = {hk:h € H,k € K}.
Demostracion. [10, Teorema 2.7.2] O

Teorema 1.5. (Tercer teorema del isomorfismo de grupos)

Sean H C K subgrupos normales de un grupo G. Entonces

Demostracion. [10, Teorema 2.7.3] O

Concluiremos esta seccion definiendo unos subgrupos especiales y enunciando algunos

resultados de los mismos, los cuales seran necesarios para el desarrollo de esta monografia.

Definicién 1.6. Sea G un grupo finito de orden p™m donde p { m. Un subgrupo de G de orden
p" es llamado un p-subgrupo de sylow de G.

Teorema 1.6. (Primer teorema de Sylow)
Sean G un grupo finito y p un niuimero primo. Si p* divide a |G|, entonces G posee al menos

un subgrupo de orden p*.
Demostracion. [7, Teorema 24.3] O

Teorema 1.7. (Segundo teorema de Sylow) Si H es un subgrupo de un grupo finito G y |H|
es una potencia de un nuimero primo p, entonces H estd contenido en algun p-subgrupo de

Sylow de G.
Demostracion. [7, Teorema 24.4] O

14



TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

Teorema 1.8. (Tercer teorema de Sylow) Sea G un grupo de orden p*m, donde p es un niimero

primo no divisor de m. Entonces, para cada r = 0,...,n, G posee al menos un subgrupo de
ordenp”.
Demostracion. [7, Teorema 24.5] O

1.2. Teoria de anillos

En esta seccion recordaremos algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de

anillos, anillos de polinomios y cuerpos.

Definicién 1.7. Un anillo es un conjunto no vacio R _junto con dos operaciones binarias, “+”

y “7, tal que (R,+) es un grupo abeliano y para todo a,b,c € R:
(i) a(bc) = (ab)c.
(ii) a(b+c¢)=ab+acy (a+b)c=ac+ be.

Denotamos por (R, +,-) al anillo R bajo las operaciones suma (“+”) y producto (“-"). Si el
producto en R es conmutativo, R es llamado anillo conmutativo, y si existe 0 # 1y € R, tal
que la = al = a, entonces R es llamado anillo con unidad.

Un anillo es llamado un dominio si satisface la siguiente condicién: ab = 0 implica que
a=00b=0, para todo a,b € R.

Los elementos no ceros a,b de un anillo R tales que ab = 0 son llamados divisores de
cero, por lo tanto, un dominio es un anillo sin divisores de cero.

Un anillo con unidad, el cual es un dominio conmutativo es llamado dominio entero.

Un elemento no cero de un anillo conmutativo con unidad, no necesariamente tiene

inverso multiplicativo, esto motiva la siguiente definiciéon.

Definicién 1.8. Un elemento no cero a de un anillo R es llamado invertible si existe un

elemento, denotado por a~! y llamado el inverso de a, tal que a-a~' = a~' - a = 1. El conjunto
U(R) = {a € R : a es invertible},

es llamado las unidades de R. Es claro que este conjunto es un grupo con la operacién
producto.
Un anillo es llamado anillo con division si todo elemento no cero es invertible, es decir,

sild(R) = R\{0}. Un anillo con division es conmutativo es llamado cuerpo.

15



TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

Ejemplo 1.2.

(@) Los conjuntos de los niimeros enteros (Z), racionales (Q), reales (R) y complejos (C), con
las operaciones usuales de suma y producto, son de anillos conmutativos. Ademds, Q,

R y C son cuerpos.

(b) Sea R un anillo. Entonces el conjunto M,,(R) de todas las matrices n x n con entradas en
R, con las operaciones de suma y producto de matrices usual, es un anillo no conmuta-

tivo.

Definicién 1.9. Un subconjunto no vacio de un anillo R es llamado un subanillo de R, si es

un anillo con respecto a las operaciones de R.

Definicién 1.10. Un subconjunto no vacio L de un anillo R es un ideal a izquierda de R si:
(i) (x —y) € L siempre que x,y € L.
(ii) ax € L siemprequex € Lya € R.

Analogamente, podemos definir ideales a derecha. Un subconjunto L de un anillo R es
llamado ideal de R (algunas veces llamado ideal bilateral), si L es tanto ideal a izquierda
como ideal a derecha de R. Denotaremos un ideal a izquierda I de R (respectivamente ideal
a derecha), por I <; R (respectivamente I <, R), en adelante y para nuestros propoésitos
I < R denotara un ideal a izquierda a menos que se indique lo contrario.

Los subconjuntos {0} y R son siempre ideales de R. Los ideales {0} y R son llamados los
ideales triviales. Un ideal L de R diferente de {0} y R, es llamado un ideal propio.

Un ideal propio I de un anillo conmutativo R, se dice un ideal primo de R, sia,b€ Ry
ab € I, implica a € I o b € I. Ahora bien, I se dice un ideal maximal de R, si siempre que
J<RyICJCR,implicaque J=106J =R, es decir, no existen ideales I de R contenidos
estrictamente entre J y R, y se dice ideal minimal si para cualquier I’ C I un ideal de R

implica que I’ = 1.
Teorema 1.9. Sea R un anillo conmutativo con unidad e I < R,
(i) R/I es dominio entero siy solo sil es un ideal primo.
(i) R/I es cuerpo siy solo sil es un ideal maximal.
Demostracion. [7, Teorema 14.3] O

Asi como un homomorfismo grupo preserva la operacion del grupo, un homomorfismo

de anillos preserva las operaciones de anillo, como veremos a continuacion.

16



TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

Definicion 1.11. Sean R y S anillos. Una aplicacion ¢ : R — S es llamada un homomor fis-

mo de anillos si para todo a,b € R se tiene que:
@ ¢(a+b) =¢(a) + o(b).
(@ ¢(a-b) = ¢(a) - p(a)

v Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Entonces la Imagen y el Kernel de ¢ son

respectivamente los conjuntos:

Im(¢) ={y€S:(Fz e R)(¢(x) =y)} vy Ker(¢)={z€R:¢(z)=0}.

v Definimos monomorfismo, epimorfismo y isomorfismo de igual manera que para
homomorfismo sobre grupos.

v' Si dos anillos Ry S son isomorfos, abstractamente hablando, estos anillos pueden ser
considerados como el mismo. Si R ~ S entonces S ~ R. Es facil verificar que composiciéon
de isomorfismos es reflexiva, simétrica y transitiva, asi isomorfismo define una relacién de
equivalencia, en la clase de los anillos.

Suponga que Ry S son anillos con unidad 1 = 1z y 1’ = 15 respectivamente. Entonces
no necesariamente es verdadero que ¢(1) = 1. Por ejemplo, tomemos R = M>(Q), S = M3(Q)

y ¢ : R — S definida por

a b 0
a b
'—>Cd07
c d
0 0 O

1 00
1 0
=1 01 0 [,
0 1
0 0O

claramente, ¢(1) # 1/, puesto que la unidad en S es la matriz cuyos elementos en la
diagonal son el 1g.

Sea I un ideal de un anillo R. Dado que R es un grupo (abeliano) bajo la suma y asi
I < R, podemos formar el grupo cociente R/I = {r+ I :r € R}. Veamos que podemos formar

un anillo de este grupo de clases laterales.
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La suma y producto de dos clases laterales, se defines respectivamente por

(r+D+(s+I)=(r+s)+I=r+s+]

(r+0D)(s+I)=rs+1

Ahora bien, sir+I=r"+Iys+1=s+1, entoncesr =71 +a, s=s+b; a,b € I. Porlo
tanto, rs = (' +a)(s'+b) =r's' +r'b+as’ +abyasirs+ 1= (r's' +r'b+as’ +ab)+ I =1's' +1,
pues a,b€ I e I <R, es decir, el producto {r + I : r € I} esta bien definido cuando I < R.

El conjunto de clases laterales {r + I : » € R} es un grupo abeliano y es un ejercicio
sencillo establecer que el producto es asociativo y distributivo con respecto a la adicion
dado que sabemos que el producto definido en R lo es, mas aun el producto define una

operacion binaria sobre las clases laterales.

Definicion 1.12. Sea I un ideal bilateral de un anillo R. Entonces el anillo R/I definido

anteriormente es llamado anillo cociente de R por I.

Considere la aplicacién w : R — R/I dada por:

Ryar— w(a)=a=a+1.

Claramente, w es un epimorfismo de anillos, llamado homomorfismo natural de R en
el anillo cociente R/I tal que w(0) = 0+ I y Ker(w) = I. Lo cual muestra, que todo ideal
bilateral I de R es kernel de algun homomorfismo de anillos.

Analogamente a los Teoremas 1.2, 1.4 y 1.5, tenemos:

Teorema 1.10. (Primer Teorema del isomorfismo de anillos)
Sean ¢ : R — S un homomorfismo de anillos de R sobre S y K = Ker(¢). Entonces R/K ~ S;
en realidad la aplicacién ¢ : R/K — S definida por ¢)(a+ K) = ¢(a) es un isomorfismo de R/ K

sobre S.
Demostracion. [10, Teorema 4.3.3] O

Teorema 1.11. (Segundo teorema del isomorfismo de anillos)

Sea I y J ideales bilaterales de un anillo R. Entonces

dondeInNJ<IyJ<I+J.
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Demostracion. [10, Teorema 4.3.4] O

Teorema 1.12. (Tercer teorema del isomorfismo de anillos)

Sean I C J ideales bilaterales de un anillo R. Entonces:

—NE
~ 7

donde J/I <R/IyJ <R.
Demostracion. [10, Teorema 4.3.5] O

Anillo de Polinomios. Sea F un cuerpo; el anillo de polinomios con coeficiente en F,
denotado por F[z], es el conjunto de todas las sumas formales finitas p(z) = ag + a1 + - - +
anz™, donde los a; € F, son llamados los coeficientes del polinomio p(z). En F[z] se definen
igualdad, suma y producto de dos polinomios de forma usual, para hacer de F[z] un anillo
conmutativo. Sea p(z) = ap + a1z + - -+ + a,z™ y a, # 0, entonces el grado de p(z), denotado
por grd(p(z)), es n. Ademas, p(z) es ménico si el coeficiente de su potencia mas alta es 1.

Un polinomio f(x) € F[z] es llamado irreducible si grd(f(z)) > 1 y siempre que f(z) =
g(z)h(x), donde g(z),h(x) € Flz], entonces g(z) o h(xz) es un polinomio constante. Si un

polinomio no es irreducible es llamado reducible.
Proposicion 1.1. Recordemos algunas propiedades bdsicas de F|x]

(@) Si f(z) € Flz] y 0 # g(z) € Flz], entonces existen tinicos q(z),r(z) € Flz] tales que f(z) =
g9(x)q(z) + r(x), donde r(x) = 0 o grd(r(x)) < grd(g(x)).

(i) F[x] es un dominio de ideales principales.
(iii) Las unidades de F[z] son los elementos no cero de F.
(iv) Sip(x) es irreducible en Flz], entonces F[z]/(p(z)) es un cuerpo, y viceversa.

Consideremos el siguiente ejemplo, el cual sera fundamental en el desarrollo de esta

monografia.
Ejemplo 1.3. Sea R[z] el anillo de polinomios con coeficientes reales y (z* + 1) el ideal prin-

cipal' generado por z* + 1, es decir,

(@ +1) = {f(2)(2* + 1) : f(2) € R[a]}.

1Un ideal se dice principal si es generado por un elemento del anillo
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Entonces

Rlz]/(z* +1) = {g(z) + (2> + 1)} = {ax + b+ (z* + 1) : a,b € R}.

Luego, por el algoritmo de la division (Proposicién 1.1), g(z) = q(x)(2? + 1) + r(z), donde ¢(x)
es el cociente y r(z) es el residuo al dividir g(x) por 2 + 1, donde r(x) = 0 o el grado de r(z)
es menor que dos, asi que r(z) = ax + b para algunos a y b en R. Por lo tanto, g(z) + (z* + 1) =
q(@)(2*+1)+r(z)+(z* +1) = r(z)+ (2> +1), como el ideal (x* +1) absorbe el término q(z)(z*+1).

¢2Como se realiza la multiplicacién? Dado que
214+ @+ 1) =0+ (2* +1)

debemos pensar en z? + 1 como cero, o equivalentemente, que x> = 1. Asi, por ejemplo

(z+3+(z2+1))(2z+5+ (22 + 1))
=222+ 1le + 15+ (22 + 1)
=11z + 13+ (2% + 1).

En vista del hecho que los elementos del anillo cociente tienen la forma ax + b + (z% + 1)

donde 2% + (2? + 1) = —1 + (2% + 1).

Proposicion 1.2. Sea f(z) € F[z] un polinomio de grado mayor que 1. Si f(«) = 0 para algtin

a € F, entonces f(z) es reducible sobre F.

Demostracién. Por el algoritmo de la division tenemos que, f(z) = (r — a)(¢(z)) + r(z). Como
f(a) =0, entonces r(x) =0, asi f(z) = (z — a)(q(z)), ¢(x) ¢ F puesto que grd(f(z)) > 1; luego
f(z) es reducible en F. O

Definicion 1.13. Sea E un cuerpo que contiene al cuerpo F, y sea f(x) € F[z]. Un elemento

a € E es llamado una raiz o Cero de f(z) si f(a) =0.

Proposicion 1.3. Sea f(z) € Flz] un polinomio tal que grd(f(z)) = 2 o 3. Entonces f(z) es

reducible siy solo si f(x) tiene una raiz en F.

Un Polinomio f(z) € Z[X] es llamado primitivo si el maximo comun divisor de los coefi-

cientes de f(z) es 1. Claramente, todo polinomio ménico es primitivo.

Definicion 1.14. SiF es un subcuerpo de un cuerpo E, entonces E es llamado una extension
de cuerpos de F o una extension simple de F y denotaremos este hecho por el siguiente

diagrama
E

|
F
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Definicion 1.15. Sea E un extension de F. Entonces la dimension de E como espacio vectorial

sobre F es llamado el grado de E sobre F y es denotado por [E : F|.
Teorema 1.13. SeanF C E C K cuerpos. Si[K: E] < oo y [E : F] < oo, entonces
(i) [K:F] < oo
(i) [K:F] = [K:E][E : F].
Demostracion. [7, Teorema 21.5] O

Un homomorfismo inyectivo de un cuerpo F en un cuerpo E es llamado una inmersién

de Fen E.

Corolario 1.1. (Teorema de Kronecker)
Sea f(x) € F[z] un polinomio no constante. Entonces existe un extensionE de T en la cual f(x)

tiene raiz.

1.3. Médulos y Algebras

Definicién 1.16. Sean R un anillo y M un grupo abeliano (en notacién aditiva). Diremos que
M es un médulo a izquierda, R-médulo, si existe una aplicacion y : R x M — M donde

wu(r,m) = rm que verifica lo siguiente para todos a, b € R y para todos m, my, ma € M,
@ (a+b)my = amy + bmy,
(i) a(mi 4+ mg) = amq + ame,
(iii) a(bmy) = (ab)myq,
(iv) 1m =m,
donde 1 es la identidad multiplicativa en R.

De manera similar se define un médulo a derecha, médulo-R, considerando v : M x R —
M tal que v(m,r) = mr. Si K es un cuerpo, entonces el concepto de K-moédulo coincide con

la definicion de espacio vectorial sobre K.
Ejemplo 1.4.

() Un grupo abeliano A (en notacion aditiva). Con el productoma =a+ ---+a, paraa € Ay
———

n

m € Z, es un Z-médulo, donde Z denota el conjunto de los enteros.
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(b) Sea L un ideal a izquierda de un anillo R. Como el producto de los elementos de R por
elemento e L estd en L, se sigue L es un R-moédulo izquierdo. De manera similar, ideales

derechos, son R-mddulos derechos.

En particular, un anillo es siempre un modulo sobre si mismo. Cuando consideremos un
anillo R, como un R-médulo derecho o izquierdo sobre si mismo, utilizaremos la notacio-

nes rR y Rpr respectivamente.
(c) Sea L un ideal a izquierda de un anillo R y R/L el grupo factor bajo la adicién. Entonces

R/L se convierte en un R-médulo, bagjo la aplicacion ¢ : R x R/L — R/L, donde

¢(r,(r+L)=r(a+L)=ra+ L,¥r,a € R.

Definicion 1.17. Sea R un anillo conmutativo y M es un R-médulo, diremos que M es una
R-dlgebra, si existe una multiplicacion en M, definida en M tal que con la misma adicion

dada y esta multiplicaciéon, M es un anillo que satisface:

r(ab) = (ra)b = a(rd),

para todos a,b € M
Si M, es un anillo con unidad 1;; = 1, entonces R -1 ~ R esta contenido en el centro de

M, {(M). Sean r € Ry m € M arbitrarios, luego,

rm=r(m-1)=m(r-1)=ar
S—— N~
eM €ER

Por lo tanto r € {(M)

Definiciéon 1.18. Sea M un mddulo sobre anillo R. Un subcorjunto no vacio N C M es
llamado un R-submédulo de M y lo denotaremos por N < M, si para todox,y € N yr € R se

cumplen las siguientes condiciones:

) x+yeN

(ii) rx € N.

Si R es conmutativo y M es una R-dlgebra, se dice que N es una R-subdlgebra de M y

también un submddulo y subanillo de M.
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Nota:

(i)

(i)

(iii)

Se sigue directamente de la definicion que, si V es un K-espacio vectorial entonces los

K-submodulos de V son exactamente sus subespacios vectoriales.

Ademas, si consideramos un anillo R como R-moédulo, entonces los submoédulos de

rR son sus ideales a izquierda.

Cada moédulo no-cero M contiene al menos dos submédulos, (0) y M mismo, los cua-
les son llamados triviales. Un submoédulo diferente de estos, es llamado submédulo

propio. Un mdédulo no-cero que no contiene submaodulos es llamado simple.

Note que, si N; y Ny son dos submoédulos de un R-moédulo M, entonces el conjunto

N1+ Ny ={n1 +na:n1 € Ni,ng € No}

es un submodulo de M llamado la suma de los submoédulos N; y Ns.

Sea N un submoédulo de un R-médulo M. Como en el caso de anillos, el grupo fac-
tor aditivo M /N se convierte en un R moédulo via la (r,m) — rm, r € R, m € M. Este
es llamado el médulo factor de M por N. Un analogo de los teoremas de isomorfis-
mo (para grupos) también se cumple para moédulos. Solo debemos verificar que los

homomorfismos involucrados son también R-homomorfismos.

Finalmente, observemos que si R es un anillo conmutativo y A y B son R-algebras,
entonces la aplicaciéon ¢ : A — B es llamada un homomorfismo de R-algebras si es un
homomorfismo de anillos y un R-homomorfismo. Todos los resultados de homomor-
fismo de anillos se cumplen exactamente del mismo modo, para homomorfismos de

R-algebras.

Tenemos a continuaciéon la extension de la nocién familiar de una base en un espacio

vectorial para el caso de un médulo sobre un anillo dado.

Sea S un subconjunto de R-moédulo M. Denotemos por RS el conjunto de todas las

sumas finitas de la forma )|, z;s; para algun entero positivo n y z; € R, s; € S para

1 <4 <n (es decir, el conjunto de todos las combinaciones R-lineales de elementos de 5).

Definicién 1.19. Sea S = {s; }ics. un conjunto de elementos de un R-médulo M.

U]

S es llamado un conjunto de generadores de M si M = RS; es decir, cada elemento
de M puede ser escrito como una combinacion lienal (finita) de elementos de S con

coeficientes en R.
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(i) S es llamado linealmente independiente (o algunas veces R-libre) si, para cada com-

binacion lineal finita de elementos de S con coeficientes en R:

7’1'181'1 +7’i281‘2 + e +Titsit = O

implicaquer;, =r;,, =---=r1; =0.

(iii) S es llamado una base de M sobre R (o por brevedad una R-base), si es linealmente

independiente y un conjunto de generadores.

Como en el caso de los espacios vectoriales, tenemos la siguiente caracterizacion de

bases.

Proposicion 1.4. Un conjunto S = {s;}:c1, de elementos de un R-médulo M es una base, si
y solo si cada elemento m € M puede ser expresado de manera tinica como una combinacion
lineal (finita)

M= T4y Siy + TinSip + 0 + T, Siy,s

donden-j €ER, s € S, 1<i<t.

Observacion 1.2. Desafortunadamente, no todo R-mddulo M tiene una base. Considere, por
ejemplo, el conjunto Zg como un Z-médulo. Para cada elemento a € Zg tenemos que 6a = 0 y
6 # 0 en Z. Esto muestra que ningtn subconjunto de Z¢ es linealmente independiente sobre
Z, asi este médulo no puede tener base.

Aquellos R-mdédulos que tienen base son llamados R-médulos libres.

Proposicion 1.5. Sea R un anillo. Cada R-médulo M es imagen epimorfica de un R-médulo

libre.

Terminaremos esta seccion, con el siguiente lema clasico, conocido como el Lema de
Zorn, el cual hace parte de los denominados Principios Maximales, y que son ampliamente
usados en matematicas para demostrar teoremas por métodos “no constructivos”.

Una cadena C en conjunto parcialmente ordenado (A4, <) es un subconjunto de A tal que,
para todo a,b € C, a <bob<a. Un elemento u € A es cota superior de C, si a < u para todo
a € C; un elemento m € A es un elemento maximal de (A, <) si m < a, a € A, implica que
m = a.

Ahora, tenemos las herramientas necesarias para enunciar el Lema de Zorn.

Lema 1.1. (Lema de Zorr)
Si toda cadena C en un conjunto parcialmente ordenado (A, <) tiene una cota superior en A,

entonces (A, <) tiene un elemento maximal.
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1.4. Anillos de grupo

Ahora, introduciremos la definicién de un anillo de grupo RG de un grupo G sobre un
anillo R. Como su nombre lo indica, su estudio es un lugar de encuentro de la teoria de
grupos y de la teoria de anillos.

Dado un grupo G y un anillo R, deseamos construir un R-médulo, teniendo los elemen-
tos de G como base, y usando conjuntamente las operaciones de G y R para definir una

estructura de anillo sobre €l. Denotaremos por RG al siguiente conjunto:

RG = {Z agyg:ay € Ry a4 # 0 para un numero finito de ag}.
geG

Note que los elementos en RG son sumas finitas sin importar el orden de G. Dado un

elemento o = Z agg €l soporte de o es el conjunto,
geaG

supp(a) = {g € G : oy # 0}.
Dos elementos Z gy Z Bgg de RG son iguales siy solo si, ay = 8, para todo g € G.

geG geG
Sean «ay4,8, € Ry g,h € G, definimos las operaciones de suma “+” y producto “”, de la

siguiente forma

(+) (Z agg) + (Z Beg) = Z(ag + B4)9,

geG geG
() Z Qg9 Z Bnh = Z (agBn)gh = Z c,u, donde ¢, = Z oy -
geG heG g,heG ueG gh=u

RG con la operaciones definidas anteriormente, es un anillo con unidad, donde la unidad

esta dada por lrg = Z agg, donde a4, = 1 para algun gy € Gy oy = 0, para todo g # go.
geG

Ademas, Opg = Z Ogg eselceroen RGy —a = Z(—ag)g es el inverso aditivo de a € RG.
9€G geG
Notemos que RG tiene estructura de R-moédulo, con el producto i : Rx RG — RG definido

por la expresion:

S agg) 2 3 ().

ge@ geqG
Si R es un anillo conmutativo tenemos que RG es un R-algebra. En particular, si toma-

mos R = F un cuerpo, FG es un F-algebra, mas aun FG es un F-espacio vectorial.

Definicion 1.20. El conjunto RG con las operaciones anteriormente definidas es llamado el
anillo de grupo del grupo G sobre el anillo R. Ademds, si R es un anillo conmutativo,

entonces RG también es llamado el dlgebra de grupo de G sobre R.
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Observaciéon 1.3. La aplicacién i : G — RG dada por z — i(x) = Z agg donde a;, = 1y
geG

ag = 0 sig # x, nos permite ver a G inmerso en RG, que denotaremos por G < RG. Esta
inmersion muestra claramente que G resulta ser una R-base para RG.

Ahora, consideremos v : R — RG la funcién dada por v(r) = Z agg dondeag, =ryay, =0
geG

sig # 1g. Asi, v define un monomorfismo de anillos y R un subanillo de RG.

Dados r € Ry g € G, se tiene que rg = gr en RG. Por tanto, si R es conmutativo,
R C Z(RG@G), dado que para g € G, r(ayzg9) = (rag)g = (agr)g = ay(rg) = (agyg)r, esto implica
que, (> ay9) = O agg)r.

Enunciaremos a continuacion, una importante propiedad (“Propiedad Universal”), para

los anillos de grupo:

Proposicion 1.6. Sean G un grupo y R un anillo. Dado cualquier anillo S tal que R C S y
cualquier funcién ¢ : G — S tal que ¢(gh) = ¢(g)é(h), para todos g,h € G, existe un tinico
homomorfismo de anillos ¢ : RG — S, el cual es R—lineal y tal que ¢poi = ¢ donde i : G — RG

es la inclusion dada arriba. Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

RG ® S

G

Corolario 1.2. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces,

(i) Existe un tinico homomorfismo de anillos ¢ : RG — RH tal que ¢(g) = ¢(g), para todo
geGaq,

(ii) Si R es un anillo conmutativo, ¢ es un homomorfismo de R-dlgebras
(iii) Si ¢ es un monomorfismo (epimorfismo) entonces ¢ es un monomorfismo (epimorfismo).

Si H = {1}, entonces del Corolario 1.2, la aplicacién G — {1} induce un homomorfismo

de anillos ¢ : RG — R dado por:

e<z%g)_z%,

9€G geG
llamada la aplicacién de aumento de RG. Naturalmente, ¢ tiene asociado un ntcleo

denotado por A(G) y llamado el ideal de aumento de RG.
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Considere a = Zagg € RG. Si o € A(G) entonces 5(2 Qagg) = Zag = 0. Luego,
9eG g€G geG

azZagg—Zagzzag(g—l).

geG geG geG

obtenemos que:

Claramente, todos los elementos de la forma g—1 con g € G, pertenecen a A(G), es decir,
{g—1:9€ Gyg+# 1} es un conjunto de generadores de A(G) sobre R. Ademas, es posible

mostrar que este conjunto es linealmente independiente. Por lo tanto, tenemos:

Proposicion 1.7. El conjunto {g —1: g9 € G, g # 1} es una base para A(G) sobre R y, por

tanto:

A(G)—<g—1:geG\{1}>R—{Za9<g—1>:geG,ageR},

geG

donde a4 # 0 para un niimero finito de o.

Notemos que si R es un anillo conmutativo y G es un grupo finito, entonces A(G) es un
R—médulo libre de rango rank(A(G)) = |G| — 1.

A continuacién exhibimos una funcién ¢ del conjunto S(G) de todos los subgrupos de
G en el conjunto Z(RG) de todos los ideales a izquierda de RG, estableciendo una relacién
entre estos dos conjuntos.

En efecto, dado H € S(G), denotaremos por Ar(G, H) al ideal a izquierda de RG generado

por el conjunto {h—1:h € H}, es decir,

Ar(G.H)={>_ an(h—1):a, € RG}.
heH
Cuando el anillo R es fijado, omitiremos el subindice y denotaremos tal ideal izquierdo
simplemente por A(G, H). Note que el ideal A(G, G) coincide con el ideal de aumento A(G)
en RG.
A continuacién describiremos un conjunto generador y una base para A(G, H) como

ideal a izquierda de RG

Lema 1.2. Sean H un subgrupo de G y S un conjunto generador de H. Entonces, el conjunto

{s —1:s € S} es un conjunto de generadores de A(G, H) como ideal a izquierda de RG.

Demostracion. Como (s) = H, cada elemento a # h € H puede ser escrito en la forma

€r
T

h=s{'s3? s
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cons; €5, ¢ ==1,1<4<r, para algun entero positivo r.

Ahora bien, la siguiente aplicacion repetitiva
rt—1l=2"'1-2) vy a2y—1l=z(@y—1)+(x—-1)

muestra que todos los elementos de la forma h — 1, h € H pertenecen al ideal a izquierda

generado por el conjunto {s—1:s € S}. O

Para obtener una mejor descripcion de A(G, H), consideremos un transversal 7 = {¢; }icr
de H en G, donde tomamos como representante de la clase lateral H en 7, precisamente al
elemento identidad de G. Asi, cada elemento g € G puede ser escrito de manera tnica en la

forma g = gq;hj con q; € Ty hj € H, G = J;c; ¢:H. Asi obtenemos una R-base para A(G, H).

Proposicion 1.8. El coryunto By = {q¢(h—1):q€ 7,1 # h € H} es una base de A(G, H) sobre
R.

Demostracion. [12, Proposicion 3.3.3] O

Ahora bien, si H < G, el epimorfismo canénico 7y : G — G/H puede ser extendido al
epimorfismo.

Ty RG — R(G/H), donde }_ ;ag9 > > cqagmu(9).

Si consideramos 7 = {¢;};c; una transversal de H en G, cada elemento o« € RG tiene la

presentacion

o= Z 0gg = Z%‘quhj, oy € R,q8T,hy € H
geG 4,

si g es la imagen de ¢; en el grupo factor, entonces tenemos
mi(a) => O aij)a,
]

por tanto, a € Ker(rj;) siy solo si ), r;; = 0 para cada valor de i. Asi, si a € Ker(rj;) (luego

de adicionar algunos ceros) tenemos que:

o= Zh‘j + qih; = Zh‘jqz‘hj - Z(Z Tij)e = Zﬁ‘qu‘(hj —-1) € A(G, H)
2 2 J 2

i

Por lo cual Ker(n}) C A(G, H), la otra inclusién es clara; por tanto, Ker(n};) = A(G, H).

Finalmente, por el Teorema 1.2, tenemos que

st = (77)
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en particular, RG/A(G,H) ~ R.
Asi, hemos construido @ : S — Z(RG) tal que subgrupos normales de H en G son envia-

dos a ideales bilaterales de RG.
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Capitulo 2

Semisimplicidad y Algebras de

Grupo de Grupos Abelianos

En este capitulo estudiaremos algunos conceptos y resultados de semisimplicidad para
modulos y algebras de grupo, los cuales son importantes para el desarrollo de esta mono-
grafia. Estos resultados pueden ser consultados en [12, Seccion 2.5, Seccién 2.6, Seccién

3.4y Seccion 3.5]

2.1. Semisimplicidad

Como es bien sabido cada subespacio de un espacio vectorial finitamente generado es
un sumando directo del mismo. Esta idea ya no es cierta para en el caso mas general
de los moédulos sobre un anillo arbitrario, por ejemplo, Z no es un sumando directo de Q
como un Z-modulo. Estaremos particularmente interesado en los médulos que si tienen

esta propiedad.

Definicién 2.1. Sea {M;};c; una familia de submdédulos de un R-médulo M. Decimos que M

es suma directa de los submédulos de esta familia y escribimos M = @ M;, si se cumplen
icl
las siguientes condiciones:
() Para todoi € I, se tiene que M;((3_,.;m;) =0

(@ M =Y, M.

Las dos condiciones de la definiciéon son equivalentes a:
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(iij) Todo elemento m € M puede ser escrito manera unica como m = m;, + m;, + -+ + m;,,

conm;; € M;;, 1 <7<+,

En particular, si {m;}ic; €s una R-base de M, entonces M es la suma directa M =
@ie] Rmi.

Definicién 2.2. Un submédulo N de un R-médulo M es llamado sumando directo si existe
otro médulo N’ tal que M = N @ N’. Un médulo el cual no contiene un sumando directos no

trivial es llamada indescomponible.

Estaremos particularmente interesados en aquellos modulos en los que cada uno de sus

sudmodulos es un sumando directo.

Definicién 2.3. Un R-médulo M es llamado semisimple si cada submdédulo de M es un

sumando directo.

Proposicion 2.1. Sea N # (0) un submddulo de un médulo semisimple M. Entonces N es

semisimple y contiene un mdédulo simple.

Demostracién. Primero mostraremos que N es semisimple. Sea S un submoédulo arbitrario
de N, entonces S también es un submoédulo semisimple de M, y pon tanto existe otro
submodulo S’ tal que M = S @ §".

Afirmamos: N = S ¢ (S’ N).

De hecho, es claro que S((S'(N) C S S’ = (0). Por otro lado, dado n € N, €l puede ser
escritocomon=z+yconz € Syye S . Peroy=n—x € N, asiy € N[5, probando asi
nuestra afirmacion.

Para probar que N contiene un submoédulo simple, elegimos un elemento =z € N,z # 0.
Note que la familia de submédulos de N que contiene a z es no vacia (s’ es uno de ellos) y es
parcialmente ordenada por inclusion, por lo cual tiene cota superior, entonces por el Lema
de Zorn, existe un elemento maximal N;. Como N es semisimple, existe otro submoédulo Ny
de N tal que N = N; & N,, nuestro argumento esta completo si N, es simple.

Si N, no es simple, él contiene un un submoédulo propio W y existe W’ tal que No =
W o W'. Se sigue que N = Ny & W @ W'y ademas Ny = (N7 + W) ((N; + W’). Como z ¢ Ny

tenemos que o bien z € Ny + W o bien = ¢ N; +W’, contradiciendo la maximalidad de N;. O
Veamos algunas caracterizaciones de semisimplicidad.

Teorema 2.1. Sea M un R—mdédulo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) M es semisimple.
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(i) M es suma directa de submdédulos simples.
(iii) M es suma (no necesariamente directa) de submédulos simples.

Demostracién. (i) = (ii) Sea F la coleccion de todos los subméddulos los cuales pueden
ser escritos como suma directa de submoédulos simples (existen submodulos simples de M,
debido a la Proposicién 2.1). Podemos definir un orden en F de la siguiente forma. Dados
dos elementos @;c1M; v ®ic M, en F, decimos que @,crM; < ®;cyM; siy solo sil C J.

Ahora, dado que (F, <) satisface las condiciones del Lema de Zorn, asi existe un elemento
maximal M, € F, el cual puede ser escrito de la siguiente forma M, = ®,c;M; con M; simple,
1el.

La implicacién sera probada, si mostramos que M, = M. Razonando por el absurdo,
supongamos que My # M, de la hipétesis, existe un submaédulo N de M tal que M = My&N.
Por la Proposicion 2.1, N contiene un moédulos simple S. Pero My & S = ®;c;M; &S DO My,
contradiciendo la maximalidad de M.

(14) = (i17) Es clara, ya que la condicion (ii) asegura que M es suma de submoédulos
simples.

(iii) = (i) Asuma que M = )., M;, donde cada M;, i € I, es simple. Sea N un submoédulo
propio arbitrario de M. Probemos que N es un sumando directo de M.

Consideremos la familia:

J = {ZM JCl, <ZM> (N = (0)}
icJ icJ
Note que, como M;, es simple, si N[\ M; # (0) entonces M; C N. Como N # M, se sigue
que existe al menos un submoédulo M; tal que N (| M; = (0) y J es no vacio. Por el Lema

de Zorn, podemos encontrar un submoédulo maximal en 7, digamos M, = }_ M;. De la

i€ Jo
definicién de la familia J es claro que (> i € JoM;) NN = (0).

Ahora, si para cada i € I, tenemos que M; C My + N, entonces ) ,.; M; =M C Mo+ N C
M, es decir, M = My + N que era lo que queriamos demostrar.

Supongamos que existe un indice iy tal que M;, ¢ M+ N. Como M;, es simple, tenemos
que M;, N (My+ N) = (0), luego (M;, + My)NN = (0), caso contrario, existe x € (M;, + My)NN
con r =m,, +ZieJ0mi; m; € M;, i € Joy x =n;n € N. Por lo tanto (m,, +ZieJ0mi) e N, mg
y mi, =n+ ;.5 m; € M;, una contradiccion del hecho que M;, N (My + N) = (0). Por tanto
(M;, + Mp) N N = (0) y asi m;, + m, € J, contradiccién pues M, € J maximal. O

Asi, dado un submoédulo N de un médulo semisimple M siempre podemos encontrar un

subconjunto de indices Jy C I tal que M = N & Ny con Ny = ®;eg,M;. Luego
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M M,
No Mo DMy,
No @ieJo M; i€\ Jo

nos lleva al siguiente resultado:

Corolario 2.1. Sean M = &;c; M; una descomposiciéon de modulos semisimples M como suma
directa de submédulos simples y N un submoédulo de M. Entonces existe un subconjunto

JCItalque N ~ ®jcsM;.

Corolario 2.2. Un mddulo factor L de un médulo semisimple M es isomorfo a un submddulo

de M por lo que también es semisimple.

Demostracion. Sean L un moédulo factor de M, 7 : M — L el homomorfismo natural y
N = Ker(m). Entonces, existe un submoédulo N’ de M tal que M = N & N’, luego N’ ~

M/Ker(rm) ~ L, el resultado se sigue del corolario anterior. O

Analogamente tenemos la nocion de anillos semisimple.

Definicion 2.4. Un anillo R es semisimple si el médulo a izquierda sobre si mismo rpR es

semisimple.

Como los submoédulos de g R son los ideales a izquierda de R, entonces R es semisimple

si y solo si cada ideal a izquierda de R es un sumando directo de R.
Teorema 2.2. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes condiciones son equivalente:
(i) Cada R-mddulo es semisimple.
(i) R es un anillo semisimple.
(iii) R es suma directa un nuimero finito de ideales minimales a izquierda.

Demostracion.

(i) = (i4) Como todo anillo R es un R-mddulo sobre si mismo, el resultado es claro.

(1) = (7i7) Como los submoddulos simples de pR son precisamente los ideales minimales a
izquierda de R, se sigue del Teorema 2.1 que R puede ser escrito de la forma R = ®;erL;
donde cada L; es un ideal minimal a izquierda. Asi, para concluir esta implicacién, necesi-
tamos mostrar solamente que esta suma es finita.

En particular, el elemento 1 € R puede ser escrito como una suma finita: 1 = z;, +-- -+x;,,
con z;; € L;,, entonces para un elemento arbitrario r € R, tenemos que r = r -1 = rz;, +
<+ +rwg,, donde rz;; € L;;, 1 < j < n. Lo cual muestra que R C L;, ® Li, ©--- & L;,, y asi
R=L,&L,® --&L,,.
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Note que el Teorema 2.1 tomando como R-médulo a R, nos da que (i) = (ii), por
tanto, solo necesitamos establecer (ii) = (i). Supongamos que R es semisimple y sea M
cualquier R-moédulo. Sabemos por la Proposicién 1.5 que M es una imagen epimorfica de
un R-moédulo libre F. Entonces F puede ser escrito de la formar F' = &;Ra; donde Ra; ~ R

es semisimple. Asi, F' es semisimple y el Corolario 2.2 implica que M es semisimple. O

Corolario 2.3. Si pR es semisimple, entonces R es de longitud finita, es decir, existe una
cadena de submodulos

R=JyD>J1D-DJ,=(0) 2.1
tal que J;/J;+1 es simple, para todoi € I.

Demostracion. Como se mostro en Teorema 2.2, si R es semisimple, podemos escribirlo
como una suma directa finita R = L1 ® L2®- - -® Ly, donde L; es un ideal minimal a izquierda,

1 < ¢ <t. Por tanto

R:(Ll@L2®®Lt)D(L2@L2@@Lt)jDLtD(O)

Asi, existe una cadena tal que satisface la condicién 2.1, por lo tanto, R es de longitud

finita. O

La siguiente es un caracterizacién de semisimplicidad en términos de elementos idem-

potentes, es decir, elementos e € R tales que e? = e.

Teorema 2.3. Un anillo R es semisimple siy solo si cada ideal de R es de la forma Re donde

e es un elemento idempotente.

Demostracién. Asuma que R es semisimple. Sea L un ideal a izquierda de R. Entonces L
es un sumando directo, asi existe un ideal a izquierda L', tal que R = L @ L', de donde,
l=z+yconz e Lyyecl entoncesr=x-1=2>+x-y,asizy=x—2?> € Ly como L' es
ideal a izquierda, tenemos que zy € L’. Dado que L (L’ = (0) entonces se sigue que zy = 0,
asi x = 22, esto es, z es idempotente. Claramente Rz C L. Dado un elemento a € L tenemos
quea=a-1=ar+ayasia—azx =ay € LNL = (0)y por lo tanto a = ax € Rz demostrando
asi la otra inclusion. Por lo cual L = Rz.

Reciprocamente, asumamos que los ideales a izquierda son como en el enunciado. Nece-
sitamos mostrar que cualquier ideal a izquierda L de R es sumando directo. Por hipétesis,
el ideal L es de la forma L = Re donde ¢ € R es un idempotente. Sea L' = R(1 — ¢). Es claro
que L' es un ideal a izquierda y que dado = € R podemos escribirlo como z = ze + z(1 — e),

asi tenemos que R = Re+ R(1 —e¢). Ademas, siz € R(R(1 —e), tenemos que = = re = s(1 —¢)

34



SEMISIMPLICIDAD SEMISIMPLICIDAD

para algunos r,s € R, entonces, ze = re - e = re?

= re = z y, por otro lado, tenemos que
ze = s(1 —e)e=0asiz =0y se sigue que Re[JR(1 —e) = (0). Estomuestraque R=L® L'y

asi L es un sumando directo. O

Podemos usar los idempotentes para caracterizar la descomposicion de un anillo semi-

simple como suma directa de ideales minimales a izquierda.

Teorema 2.4. (Teorema de descomposiciéon de Peirce)
Sea R = ®!_,L; una descomposicion de anillos semisimples como suma directa de ideales

minimales. Entonces existe una familia {ej,es,...,e;} de elementos de R tales que:
(i) e; # 0 es idempotente, 1 < i <t.
(ii) Sii+# j, entonces e;e; = 0.
(iii) e1 +e2+---+e=1.

(iv) e; no puede escribirse como e; = e, + ¢/ donde €, y e son idempotentes tales que €,

el #0yelel =0,1<i<t.

Reciprocamente, si existe una familia de idempotentes {e1, e, ...,e:} la cual satisface las

condiciones anteriores, entonces los ideales L; = Re; son minimales y R = ®!_, L;.

Demostracion. Supongamos que R = @!_,; L; es una descomposicion de un anillo semisimple
R como suma directa de ideales minimales a izquierda y escribimos 1 = e; +e2 + --- + e
con ¢; € L;. Entonces se sigue del Teorema 2.3, que cada e; es un idempotente, L; = Re;,
1 <i<t, yquei# jimplica que e;e; = 0. Ahora, si para algun indice ¢, se puede escribir
e; = e;' +¢;” donde ¢/, ¢;” son idempotentes tales que ¢;'e;” = 0 entonces, de nuevo por el
Teorema 2.3, tenemos que L; = Re;’ ® Re;”, con Re;’, Re;”! # 0, contradiciendo asi que L; sea
minimal.

Reciprocamente, supongamos que existe una familia de idempotentes {ej,es,...,e;:} la
cual satisface todas la condiciones dadas. Probaremos primero que un ideal L; = Re; es
minimal, 1 < i < ¢. Para ello, digamos que no es minimal, es decir, existe un ideal a izquierda
Jy, dado que R es semisimple, L; también es semisimple, asi existe un ideal J' en L, tal
que L; = J® J' y aplicando una vez mas el Teorema 2.3, esto implica que ¢; = ¢; +¢;” donde
e;’,e;” son idempotentes tales que ¢;,¢;”” #07y e;'e;” =0, contradiccién con (iv).

El hecho que R = L; + -+ L; se sigue inmediatamente de la condicién (iii). Para probar
que la suma es directa, supongamos que z € L, () (Zl £ Li). Entonces podemos escribir
x = rjej = ), ,;Tie;. Multiplicando por e; tenemos que 7je;” = x = ), riee; = 0, lo cual

implica que z = 0. O
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Definicién 2.5. Sea R un anillo, La familia de idempotentes {e1,es, ..., e} del Teorema 2.4
se denomina familia ortogonal de idempotentes si satisface las condiciones (i), (ii) y (iii).
Si ademas, satisface la tiltima condicién diremos que es una_familia ortogonal de idempo-

tentes primitivos.

Lema 2.1. Sea L un ideal a izquierda minimal de un anillo semisimple R y M un R-moédulo

simple. Entonces, LM # (0) siy solo si L ~ M como R-mdédulos; en este caso LM = M.

Demostracion. Supongamos que LM # (0). Entonces, existe un elemento z € L y un ele-
mento m € M tales que zm # 0, asi Lm # (0). Como Lm es un submodulo de M el cual es
simple, tenemos que Lm = LM = M. Ahora, considere la aplicacion f : L — M dada por
L 5 z — xm. Claramente, Im(f) = Lm = LM = M, por lo cual, f es un epimorfismo y como
Ker(f) # L es un ideal de R contenido en L y L es minimal, por lo cual Ker(f) = (0). Asi, f
también es inyectiva y tenemos que L ~ M.

Reciprocamente, asumiendo que L ~ M como R-médulosy f : L — M un isomorfismo.
Como R es semisimple existe un idempotente e € R tal que L = Re. Sea my = f(e). Como
f(re) = rf(e) = rmo para todo r € R se sigue que mg # 0. Como mg = f(e) = f(e?) = ef(e) =
emg, se sigue que LM # (0). El hecho que LM = M es trivial. O

Proposiciéon 2.2. Sea R = ®!_,L; una descomposicién de un anillo semisimple como suma
directa de ideales minimales a izquierda. Entonces cada R-mddulo simple es isomorfo a un

de los ideales L; en la descomposicion dada.

Demostracion. Sea R = &!_,L; una descomposicion de R como suma directa de ideales
minimales a izquierda y M un R-moédulo simple. Entonces, como 0 # RM es un submoédulo
de M y como M es simple, tenemos que RM = M. Pero RM = &!_,L;M asi existe un indice

j tal que L; M # (0) y por el lema anterior L; ~ M. O

2.2. El Teorema de Wedderburn-Artin

En esta seccion, describiremos la estructura de los anillo semisimples. Empezaremos

obteniendo resultados acerca de sus ideales bilaterales.

Lema 2.2. Sea L un ideal minimal a izquierda de un anillo semisimple R. Entonces la suma

de todos los ideales a izquierda de R isomorfos a L es un ideal bilateral de R.

Demostraciéon. Sea A =3, J. Como la suma de ideales izquierdos es un ideal izquierdo,
A es un ideal a izquierda. Veremos que A también es un ideal a izquierda. Escribimos R =

®!_,L;, como suma directa de ideales minimales a izquierda. Entonces AR = ), ; JR =
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> JelL Zle JL;. Pero JL; = (0) o bien JL; = L;. Por el Lema 2.1 tenemos que JL; = L;
solo sucede si J ~ L;, es decir, cuando L, ~ L y esto implicaria que L, C A. Por tanto,

AR=73, ., JR=>,..> JL; luego, tenemos que AR C A. O

Lema 2.3. Sea I un ideal bilateral de un anillo semisimple R que contiene un ideal minimal

a izquierda L. Entonces I contiene todos los ideales isomorfos a L.

Demostracion. Sea L C I un ideal minimal a izquierda y J un ideal isomorfo a L. Entonces,

del Lema 2.1, tenemos que J =LJ C IJ C 1. O

Ya con esta informacién, podemos pasar a expresar anillos semisimples como suma

directa de un tipo especial de anillos.

Proposicion 2.3. Sea L un ideal minimal a izquierda de un anillo semisimple R y B la suma
de todos los ideales a izquierda de R isomorfos a L. Entonces, B es un ideal bilateral minimal

de R.

Demostracién. Por el Lema 2.2, B es un ideal bilateral de R, veamos que ademas es minimal.

Sea B; un ideal bilateral de R contenido en B y L; un ideal minimal a izquierda de R
contenido en B;. Si L; # L, de donde obtenemos que L;J = (0), para todo J ~ L Lema 2.1,
por lo tanto, L; B = (0) lo cual implica, en particular, que L;L; = (0). Esto no sucede, ya
que L; contiene un elemento idempotente, como lo muestra el Teorema 2.3. El argumento

implica que L; ~ L asi, por el Lema 2.3, se sigue que B; = B, por lo tanto B es minimal. [

Dada una descomposicion de un anillo semisimple R como suma directa de ideales mi-
nimales a izquierda, reordenando de ser necesario, podemos agrupar ideales de la siguiente

forma:

R=L11®  @®L1y ®L1® - B L2y, & DL1 D+ D Ly, (2.2)
—_———

donde L;; ~ L1, y L;;Lyn = (0), sii # k, esto por el Lema 2.1. Ademas, se sigue de la Pro-
posicion 2.2 que todo ideal minimal a izquierda es isomorfo a un ideal en la descomposicion

de R dada anteriormente.

Teorema 2.5. Con la notacion anterior, sea A; la suma de todos los ideales isomorfos a L;, ,

1 <4 <s. Entonces:
(i) Cada A; es un ideal bilateral minimal de R.

(i) A;A; = (0) sii# j.
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(iti) R®;_, A, como anillos, donde s es el niimero de clases isomorfas de los ideales minimales

a izquierda de R.

Demostracion. (i) Se sigue de la Proposicién 2.3.

Para probar (ii), escribimos

R=(L1® ®L1i) D (L1 @ P Lopy)® - B(Ls1®---® Lgp,)

como lo hicimos anteriormente. Entonces para todo elemento = € R puede ser escrito de
laformax =211+ 421+ -+ 251+ F T, CON 245 € Lyj. Seay; = i+ +Tir,, 1 <4 <o
Entonces y; € A;, 1 <i<syxz=vy;+---+ys. Esto muestra que R = 4; +---+ A,. Note que (i7)
se sigue directamente de la definicion de los A; y del Lema 2.1. Por (i), R = A1+ Ao+ - -+ A,

ademas de (i7) sii # j, A;A; = {0}, luego de la definicién de suma directa se sigue (iii). O
Definicién 2.6. Un anillo R es llamado simple, si sus tinicos ideales bilaterales son (0) y R.
Corolario 2.4. Los ideales A;, 1 <i < s, definidos en el Teorema 2.5 son anillos simples.

Demostracion. Dado que A;, 1 < ¢ < s, es un ideal bilateral minimal de R, es suficiente
probar que cualquier ideal bilateral B; de A; es también un ideal de R. Esto implicaria
inmediatamente que B; = (0) o bien B; = A;.

Sea b € B; yr € R. Claramente r = z; +--- +z,, con z; € 4;, 1 < j < s. Entonces,
rb = Z;:l z;by como z;b =0 si j # ¢, tenemos que rb = z;b € B;, pues B; es ideal de A;. De

forma similar se prueba que br € B;, asi B; < R. (]

Debemos resaltar que los ideales bilaterales construidos anteriormente determinan com-

pletamente todos los ideales bilaterales de R.

Proposicion 2.4. Sea R = ®&;_, A; la descomposicién de un anillo semisimple R como suma

directa de ideales bilaterales minimales, entonces

(i) Todo ideal bilateral I de R puede ser escritode la formal =A;, ®---®A4;,,1<i; <--- <

itSS.

(i) Si R = ®;_,B; otra descomposicion de R como suma directa ideales bilaterales mi-
nimales, entonces r = s Yy después de una reordenamiento de los indices, A; = B,

1=1,2,...,s.

Demostracion. Sea I un ideal bilateral de R. Entonces I = @¢_, (4;()I). Como los A4; son
minimales, se cumple (). Por la misma razén cada B; es igual a algun A, y viceversa, luego

necesariamente, r = s y A; = B; (reordenando de ser necesario), para todo i. O
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Definicion 2.7. Los tinicos ideales bilaterales minimales de un anillo semisimple R son lla-

mados las componentes simples de R.

Nota: La idea es relacionar la descomposiciéon de R como suma directa de ideales bila-
terales a una familia de idempotentes.

De la ecuacién (2.2), tenemos que

r1 T2 Ts
R=PLij QLD D L.,

Jji=1 Jj2=1 Jjs=1

L;j = Re;j, donde L;; ideales minimales a izquierda y e;; una familia completa de idem-
potentes ortogonales primitivos 1 <i <r, 1 <j <.

Para todo indice i, e; = e;1 + e;2 + - - - + e;r,, €Ntonces

l=(e11+e2+--+eir)+ (e +ex+--+ezy,)+ -+ (es1+esa+- - +es,)

por tanto,

l=e;+ea+---+es.

Ademas,

e? = eje;
= (ei1 + e+ -+ eir;)(en + e+ Feir)
= (6121 +eineia+ o+ eirir,) + o0+ (€irs€i1 + €ir€i2 + o+ 612”)
= (e + e+ +eir,)

= €;.
Esto es, e? = ¢;

eiej = (€i1 + e+ -+ e, )(ej1 +ej2+ 0+ ejry)
= (eirej1 +einejo + -+ eip€jr;) + -+ (€iry€j1 + €2 + -+ €ir€4r;)
=04+0+---+0)
=0,

luego, e;e; =0, si i # j.
Afirmacion:
Re; = EB;ileeij,l <i1<s
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En efecto, tenemos que z € @;7‘:1 Re;j, entonces = = x;1€;1 + -+ + Zir, €4, ASI

we; = (e + -+ Tir, €ir;) (€01 + €i2 + -+ + €4r,)
= (znen + -+ Tir,€ir;)

= X.

esto es, xe; = x.

Teorema 2.6. Sea R = @©)_;A; la descomposicion de un anillo semisimple R como suma
directa de ideales bilaterales minimales. Entonces, existe una familia {e1, ..., e;} de elementos

de R tal que:
(i) e; # 0 es un idempotente central, 1 <i < s.
(ii) Sii+# j entonces e;ej; = 0.
(i) 1=e1+---+es

(iv) e; no puede ser escrito como e; = ¢;' +e¢;i”, donde ¢;’, e;” son idempotentes centrales tales

quee;’ e #0ye’e” =0,1<i<s.

Demostracién. La prueba de este resultado es analoga a la del Teorema 2.4 excepto por
el hecho que ademas son idempotentes centrales. Para cada = € R tenemos, de (iii), que
r =Y. ,xe; =Y. ,e;x. Recordemos que los 4; son ideales bilaterales y que la suma es

directa , asi xze; = e;z, como deseabamos. O

Definicién 2.8. Los elementos {e, ..., e} del teorema anterior son llamados los idempoten-

tes centrales primitivos de R.

Como vimos en la Proposicién 2.4, todo anillo semisimple R puede ser escrito como la

suma directa de sus componentes simples, es decir,

R= A, (2.3)
=1
donde para cadai=1,2,...,s, es un ideal bilateral minimal tnico.

El siguiente teorema clasico en la teoria de anillos y algebras, llamado Teorema de
Wedderbunr-Artin!, nos permite dar una descripcion exacta de los anillos simples dados

en la ecuacion (2.3).

1Resultado original de J. Wedderburn (1882-1948), y extendido luego a anillos artinianos por E. Artin (1898-
1962).
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Teorema 2.7. (Teorema de Wedderburn-Artin)
Un anillo R es semisimple siy solo si es un suma directa de algebras de matrices sobre anillos

de division, es decir

R~ My, (D) P P M., (D).

Mas aun, si

Mm(Dl)@"'@Mns(Ds ~ R~ Mm1(D/1)@"'@MmT(D/r)

donde D;, D;- son anillos de division con1 < i < syl < j < r. Entonces, s = r y, para una

permutacion adecuada de indices, se tiene que n, = m; y D; ~ Dj.

Demostracion. [12, Teorema 2.6.18] O

2.3. Semisimplicidad en RG

Ahora, queremos determinar las condiciones necesarias y suficientes sobre R y G para

que el anillo de grupo RG sea semisimple.

Definicién 2.9. Sea X un subconjunto de un anillo de grupo RG, el anulador izquierdo de

X es el conjunto

Anny(X) ={a € RG: azx =0,Vz € X}

Andlogamente, definimos el anulador derecho de X como

Anny(X)={a € RG: za =0,V € X}

Definicion 2.10. Dado un anillo de grupo RG y un subconjunto finito X del grupo G, deno-

taremos por X el siguiente elemento de RG:

=Y«

reX

Lema 2.4. Sean H un subgrupo de un grupo G y R un anillo. Entonces Ann,.(A(G, H)) # (0)

siy solo si H es finito. En este caso, tenemos que

Ann, (NG, H)) = H - RG.
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Ademads, si H < G entonces el elementos H es central en RG Yy tenemos
Ann,(A(G, H)) = Anny(A(G, H)) = RG - H.

Demostracion. Supongamos que Ann,(A(G,H)) # (0) y escojamos a = > .;aq9 # 0 en

Ann,(A(G, H)). Para cada elemento h € H tenemos que (h — 1)a = 0, luego ha = a. Esto es,

o= Z 0gg = Z aghg.
ge@ e
Tomemos g € supp(a). Entonces ¢, # 0y asila ecuacion anterior muestra que hgy € supp(a)
para todo h € H. Dado que supp(«) es finito, esto claramente implica que H debe ser finito.
Note que el argumento anterior muestra que, cada vez que gy € supp(«) el coeficiente de
cada elemento de la forma hg, es igual al coeficiente de gy, por lo cual podemos escribir «

de la siguiente forma:
« :agoﬁgo—i—aglﬁgl +-~-+agtﬁgt = ﬁﬁ, 8 € RG.

Esto muestra que, si H es finito, entonces Ann,(A(G, H)) C H - RG. La otra contenencia
es inmediata ya que hH = H implica que (h — 1)fl =0 para todo h € H.

Finalmente, si H < G, Vg € G tenemos que g 'Hg = H; por consiguiente ¢g~'Hg =
Ywen9 g =>cpz = H. Por lo tanto, Hg = gH, para todo g € G, lo cual muestra que H
es central en G. Consecuentemente RG - H = H - RG y el resultado se sigue. O
Corolario 2.5. Sea G un grupo finito. Entonces:

(i) Anni(A(G)) = Ann,(A(G)) =R-G.

(i) Ann,.(A(G))NA(G) = {aG : a € R,a|G| = 0}.

Demostracion. Po lo anterior con H = G
Anni(A(G)) = Ann, (A(G)) = RG - G.

ademas, si g € G entonces g- G = G, por tanto RG - G=R-G. Luego, (i) se sigue.
Para probar (ii) notemos que o = aG € A(G) siy solo si
1 1

ela) = e(aZgi) = ae(z 9:) = ae(G) = a|G| = 0.

=1 i=
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O

Lema 2.5. Sea I un ideal bilateral de un anillo R. Suponga que existe un ideal a izquierda
J tal que R = I & J (como R-médulos). Entonces J = Ann,(I) y es por lo tanto J un ideal

bilateral.

Demostracién. Tomemos elementos arbitrario z € J, y € J. Dado que J es un ideal a iz-
quierda e I es bilateral, tenemos que yx € J()I = (0). Lo cual implica que yz = 0 y por lo
tanto = € Ann,(I).

Reciprocamente, sea = € Ann,(I). Escribimos 1 = e; + e9, con e; € I, e € J. Entonces
x=1-z=e1x+ esx. Dado que = € Ann,(I), sabemos que e;z = 0, por lo cual z = esz € J, asi

Ann,(I) = J. O

Lema 2.6. Si el ideal de aumento A(G) es sumando directo de RG como un R-médulo enton-

ces G es finito y |G| es invertible in R.

Demostracién. Supongamos que A(G) es sumando directo de RG. Entonces, el Lema 2.5

muestra que Ann,(A(G)) # 0y por lo tanto G es finito, ademas Ann, (A(G)) = GRG = GR.
Escribiremos RG = A(G) @ Ann,.(A(G)) y 1 = e1 +e3 con e; € A(G) y ex € Ann,.(A(Q)).

Entonces 1 = €(1) = €(e;) +€(e2). Dado que e; = oG, para algin a € R, tenemos que ae(G) = 1;

por lo tanto a|G| = 1, esto muestra que |G| es invertible en Ry que |G|~! = a. O

De lo anterior podemos determinar las condiciones necesarias y suficientes sobre Ry G

para el anillo de grupo RG sea semisimple.

Teorema 2.8. (Teorema de Maschke)
Sea G un grupo y R un anillo. Entonces, el anillo de grupo RG es semisimple si y solo si se

cumplen las siguiente condiciones.
() R es semisimple.
(i) G es finito.
(iii) |G| es una unidad en R.

Demostracion. Sunpongamos que RG es semisimple. Sabemos que R ~ RG/A(G). Dado
que los anillos factores de anillos semisimples son también semisimples, se sigue inme-
diatamente que R es semisimple. Como la semisimplicidad de RG implica que A(G) es

sumando directo, el Lema 2.6 muestra que se cumplen las condiciones (i7) y (7).
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Reciprocamente, asumiendo que la condiciones (i), (i7) y (iii) se cumplen y tomando M
un RG-submoédulo de RG. Dado que R es semisimple, se sigue que RG es semisimple como

un R-médulo. Por lo cual, existe un R-submodulo N de RG tal que
RG=M@®N.

Sea 7 : RG — M la proyeccion natural asociada a la suma directa. Definimos 7* : RG —

M mediante un proceso de promedio,

1
7 (z) = el Z g 'n(gx),VYz € RG.
Gl =2
Si probamos que 7* es un RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* y Im(r*) = M, entonces
Ker(n*) sera un RG-submédulo tal que RG = M @ Ker(n*) y el teorema quedaria probado.
Como 7* es un R-homomorfismo, para mostrar que también es un RG-homomorfismo,

sera suficiente probar que
7 (ax) = ar*(z), Vo € RG, Ya € G.

Tenemos que

N 1 _ a _
™ (a2) = 7 > g r(gax) = @l > (ga) "' ((ga)z).

9eG geqG
Cuando g recorre todo los elemento de G, el producto ga también recorre todos estos

elementos, por lo tanto

* _ 1 - — * .
7 (ax) = a@ Zt Lr(te) = ar*(z)

teG
Como 7 es una proyecciéon sobre M, sabemos que 7(m) = m, para todo m € M. Ademas,

dado que M es un RG-moédulo, tenemos que gm € M, para todo g € G. Por lo tanto

. 1 _ 1 _
™ (m):@Zg 1w(gm):@29 tgm = m.

9eG geG
Dado un elemento arbitrario z € RG, tenemos que 7(gz) € M, luego n*(z) € M y e sigue
que Im(7*) C M. Consecuentemente, 7*(7*(z)) = 7*(x) para todo = € RG, esto es, (%)% = 7*.
Finalmente, el hecho que 7*(m) = m, para todo m € M también muestra que M C

Im(r). O
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El caso en el que R = F, F es siempre semisimple y |G| es invertible en F si y solo si
|G| # 0 en F, es decir, siy solo si char(F) t |G| 2. Como consecuencia directa del teorema

anterior establecemos el siguiente resultado.

Corolario 2.6. Sea G un grupo finito y F un cuerpo. Entonces, FG es semisimple si y solo si

char(F) { |G]|.

Una interpretacion del Teorema de Wedderburn-Artin, en este contexto nos dara gran

de informacidn sobre la estructura del algebra de grupo.
Teorema 2.9. Sea G un grupo finito y F un cuerpo tal que char(F) 1 |G|. Entonces:

(i) FG es suma directa de un niimero finito de ideales bilaterales {B;}1<i<,, las componen-

tes simples de FG. Cada B; es un anillo simple.

(ii) Cualquier ideal bilateral de FG es suma directa de algunos de los miembro de la familia

{Bi}1<i<r-

(iij) Cada componente simple B; es isomorfa a un anillo de matrices de la forma M, (D;),
donde D; es un anillo con division que contiene una copia isomorfa de F en su centro, y
el isomorfismo

FG L o1 M, (D;)
es un isomorfismo de F-dlgebras.

(iv) En cada anillo de matrices M,,,(D;), el conjunto

I, = Z$1,.I'2,...,,’Eni€Di ’ZD?I
Ty, 0 ... 0

es un ideal a izquierda.

Dado z € FG, consideremos ¢(x) = (a1,...,q,) € @i_; M,,(D;) y definimos el producto
de x por un elemento m; € I; por xm; = a;m;. Con esta definicién, I; se convierte en un

FG-médulo simple, entonces
W) I; # 1. sii #j.

(vi) Cualquier FG-mddulo simple es isomorfo a algun I;, 1 <i <r.

2La caracteristica de un cuerpo F (char(F)) se define como el menor entero positivo n tal que n - 1 = 0, o cero si
tal entero n no existe.
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Corolario 2.7. Sea G un grupo finito y F un cuerpo algebraicamente cerrado, es decir, F = T,
tal que char(F) 1 |G|. Entonces:
FG =~ &, My, (F)

yn?+ni+---+n2=1G|.

Demostracion. Dado que char(F) { |G

, tenemos que
KG ~ @;lem (Di)7

donde D; es un anillo con division que contiene una copia de F en su centro.

Si calculamos la dimension sobre F en ambos lados de la ultima expresion, tenemos que
G =" n[Di : F,
i=1

y se sigue que cada anillo con division es de dimensién finita sobre F. Como F es algebrai-

camente cerrado, tenemos que D; =F, 1 <i <r. O

2.4. Algebras de grupos abelianos

Ahora haremos una descripcién de los anillos de grupos abelianos finitos G sobre un
cuerpo F tal que char(F) t |G|. Esta caracterizacion fue introducida por S. Perlis y G. Walker.
Empezaremos por el caso cuando G es ciclico, asumiendo que G = (a: ™ = 1) y que F es un

cuerpo tal que char(F)  |G|. Considere la siguiente aplicacion ¢ : F[X] — FG dada por:
f €F[X]— f(a) € FG.

Claramente, ¢ es un epimorfismo de anillos, entonces por el Teorema 1.10

FIX]

FG ~ Ker(®)’

donde Ker(¢) = {f € F[X]: f(a) = 0}. Dado que F[X] es un dominio de ideales principales,
Ker(¢) es un ideal generado por un polinomio moénico f;; de menor grado tal que f(a) = 0.
Como a™ = 1, entonces (z" — 1) € Ker(¢). Note que si f(z) = Y_,_,rk;z" es un polinomio de

grado r < n, tenemos que f(a) = >.|_; k;a’ # 0 puesto que los elementos {1,a,a?,...,a"} son
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linealmente independientes sobre F. Por lo tanto Ker(¢) = (™ — 1), asi tenemos que

F
_ Pl ~FG (2.4)
<zt —1>
Sea 2" — 1 = fi1f2--- fi la descomposicion de 2™ — 1 como producto de polinomio irredu-
cibles en F[X]. Como asumimos que char(F) { n, este polinomio es separable y por lo tanto,

fi # f; sii # j. Luego podemos escribir:

FIX] 1 FIX] FX]
KG ~ e ) (2.9)

T AT TS

Bajo este isomorfismo, el generador a enviado al elemento

(@ +(f1)- oz +(fe)
Ahora, si (; denota una raiz de f;, 1 < i < t, entonces tenemos que % ~ F(¢), conse-
cuentemente:

FG ~F((1) DF(C) @ @ F(G). (2.6)

Como todos lo elementos (;, 1 < i < t, son raices de z" — 1, tenemos mostrado que FG
es isomorfo a la suma directa de la extensiones ciclotémicas de F; bajo este isomorfismo, el

elemento a sera enviado al elemento ({1,(s, ..., ().
Ejemplo 2.1.

(@) Sea G = (a:a" =1) yF = Q En este caso, la descomposicion de 2" — 1 en Q[z] es
2 —1l=(z-1)(aS+2°+at +23+ 22+ +1).
Por lo tanto, si( denota un raiz primitiva de la unidad de orden 7, tenemos que

QG ~Q®Q(C)

(b) Sea G = {a: a% = 1) y F = Q La descomposicién de z° — 1 como producto de polinomios

irreducibles en Q|x] es
S —1=@-1)(z+)(@*+z+1)(2?—2+1).

Por lo tanto

—1+iV3 1+iv3

Q= Qe Qe Q—5—) 8 Q(— )
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Queremos dar una descripcion mas precisa de FG en el caso general. Para esto, calcu-
laremos todos los sumandos directos en la descomposicién de FG.

Recordemos que, para un entero positivo d, el polinomio ciclotémico, denotado por @4,
es el producto ¢ = [[,(z — (;), donde (; recorre todas las raices primitivas de la unidad de
orden d. Ademas, sabemos que z" —1 =[] an ®d» el producto de todos los polinomios cicloto-
micos ®4 en F[z], donde d es divisor de n. Para cada d, sea ®4 = [[{, f4, la descomposicion
de ¢, como producto de polinomios irreducibles en F[z].

Entonces, la descomposicion de FG puede ser escrita como:

Fé ~ PP ffi]) ~ D PDFC),

d|n i=1 dln i=1

donde (;, denota una raiz de f;,, 1 < ¢ < a4. Para d fijo, todos los elementos (;, son
raices primitivas de la unidad de orden d. Por consiguiente, todo cuerpo de la forma F((y, ),

1 <i < a4, son iguales entre si y podemos escribir

FG ~ @ ad]F(Cd)a

d|n

donde (, es un raiz primitiva de la raiz de orden d y a;K({;) denota la suma directa de a4
cuerpos diferentes, todos los cuerpos isomorfos a F((g).
Ademas, como grd(fs,) = [F(¢s) : F|, veamos que todos los polinomios f4,, 1 < i < agq,

tienen el mismo grado. Por lo tanto,
¢(n) = aq[F(Ca) : F],
donde ¢ denota la funcién de Euler; definida por
dd)={ne€Z:1<n<d gcd(n,d) =1}

Como G es un grupo ciclico de orden n, para cada divisor d de n, €l niumero de elementos

de orden d en G, que denotaremos por n,4, es precisamente ¢(d). Luego, podemos escribir

nd

[F(Ca) : F]

aq =

Ejemplo 2.2. Sea (a : a™ = 1) un grupo ciclico de orden n y tomemos F = Q. Es bien sabido
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que el polinomio 2™ — 1 se descompone en Q[z] como el producto de polinomios ciclotémicos

x"—le@(x)

d|n

y estos son irreducible. Por lo tanto, en este caso, la descomposicion de Q{a) es
Qfa) =~ P Q(Ca)-
d|

Note que, como antes, en este isomorfismo el generador a corresponde a la tupla cuyas en-
tradas son raices primitivas de la unidad de orden d, donde d recorre todos los divisores de

n.

Finalizaremos esta secciéon mostrando que la descripcién obtenida anteriormente puede

ser extendida a anillos de grupo de un grupo abeliano finito arbitrario.

Teorema 2.10. (Perlis-Waller)

Sea G u grupo abeliano finito, de orden n, y F un cuerpo tal que char(F) { n, entonces

KG ~ @D aaK (Ca)
d|n
donde (4 denota una raiz primitiva de la unidad de orden d y aq = m, donde n, denota

el numero de elemento de orden d en G.

Demostracién. Procederemos por induccion sobre el orden de G. Asumamos que el resul-
tado se verifica para todo los grupo abelianos de orden menos que n. Si G es ciclico, ya lo
tendriamos mostrado el teorema. En caso contrario, podemos usar el Teorema fundamental
de los grupos abelianos finitos, para escribir G = G; x H, donde H es ciclicoy |G1| =n1 < n.
Por hipétesis de induccion, podemos escribir FG; = ©g, |, a4, F({4, ), donde ag = [JF(ZT?)NF] y N4,
denota el namero de elementos de orden d; en GG;. Ademas, dado que G = GG; x H tenemos
que
FG ~F(Gy x H) ~ (FG\)H ~ | @ a4,F(Ca,) | H~ P aa,F(¢a,)H.
d1|n1 di|n1

Ahora, descomponiendo cada sumando directo, tenemos que

FG ~ @ @ ad]adg]F(Cdl’Cd2)7

d1|n1 d2||H|

donde agq, 5 Y Ny denota el numero de elementos de orden d; en H.

. Ndgy
T [F(Cay 5Cay):F(Cay
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Si tomamos d = Imc(dy, ds), tenemos que F((y,, Cq,) = F((4). Por lo tanto

FG ~ @ aaF (Ca),

d|n

con ag = Y aq,aq4,, donde la suma es tomada sobre los pares di, d> tales que lem(dy,ds) = d.

Como [F(<d) : F] = [F(Clh ) <d2) : F(Ca, )] [F(<d1) : F]’ tenemos que

F(Ca) 1 Fl = > a,4,[F(Cay s Can) - F(Ca)IF(Cay) s Fl = > 1, ma,
d],d2 dl;d2
Finalmente, como G = G1 x H, cada elemento g € G puede ser escrito como g = g1h, con
g1 € G1y h € H. Ademas, es facil ver que o(g) = lecm(o(g1), h). Por lo tanto, >, ; n4,nd, = 14,

el numero de elemento de orden d en G, asi se tiene

Corolario 2.8. Sea G un grupo abeliano finito de orden n, entonces

QG =~ P aaQ(Ca)

d|n

donde (,; denota una raiz primitiva de la unidad de orden d y a, es el numero de subgrupos

ciclicos de G.

Demostracion. Tenemos que mostrar que g donde ny es el namero de elemento de

(€ )Q
orden d en G.

Ahora, [Q({4) : Q] = ¢(d). Note que el numero de generadores de un grupo ciclico de orden

d es precisamente ¢(d), asi ¢’E;) es el numero de subgrupos ciclicos de orden d en G. O

Corolario 2.9. Sea G un grupo abeliano finito de orden n y F un cuerpo tal que char(F) { n. Si

F contiene un raiz primitiva de la unidad de orden n, entonces:

FG~Fo---0F
—_———

n

Demostracién. SiF contiene una raiz primitiva de la unidad de orden n, entonces F((4) =T,
para todo d | n y el corolario se sigue directamente del teorema anterior. Ademas, dado que

la dimensiones de FG y F & --- @ F son iguales, el numero de sumandos directos es n. O
——————
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Si G y H son grupos isomorfos, es evidente que las algebras de grupo RG'y RH sobre un
anillo R son isomorfas. Sin embargo, el reciproco no es del todo cierto. Ahora, estamos listo
para dar un contra ejemplo de esta declaracion. Si G y H son grupo abelianos no isomorfos
de igual orden n y F un cuerpo tal que char(F) { n, el cual contiene una raiz primitiva de la

unidad de orden n, entonces del lema procedente se tiene que

FG~F®---©F ~FH.
—_———

n

Por ejemplo, si Cy y Cy denota los grupos ciclicos de orden 2 y 4 respectivamente, entonces

para el algebra compleja de grupos tenemos que

C(CaxCy)~CpCapCaC~CCy
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Capitulo 3
Codigos

Tal vez un co6digo, no nos parezca ser familiar, sin embargo continuamente estamos
en contacto con ellos, un ejemplo sencillo de un cédigo lo podemos apreciar en nuestros
computadores, con el editor de texto Microsoft Word, cuando al escribir la palabra “Rati” y
el procesador de texto detecta que esta no es un palabra del codigo (lengua Espanola), este
subraya la palabra con color rojo indicando asi que se encontré un error (cédigo detector) y
pide que sea escrito de nuevo (retransmitido) para lo cual se habilita una la lista de sugeren-
cias al dar click derecho sobre la palabra, en este caso serian Rato, Rata, dando asi soluciéon
al error. Las palabras en la lista son palabras que pertenecen al cédigo y las mas “cercanas”
! a la palabra introducida inicialmente. Ahora si introducimos la palabra “Accion”, al dar
espacio o enter el procesador de texto corrige inmediatamente a “Accion"(codigo corrector),
puesto que “accion” no pertenece al codigo se detecta el error y a su vez se reemplaza por

la palabra “Accién” la cual si pertenece al codigo.

La teoria de cédigos correctores tuvo inicio en los afos 40 del siglo pasado y actualmente
es un campo ampliamente investigado en diversas areas del conocimiento tales como Ma-
tematica, Ciencias de la Computacion, Ingenieria Eléctrica y Estadistica. E1 mayor objetivo
es detectar cuando un mensaje, enviado mediante un canal fue recibido con algun error

como lo describimos anteriormente y ademas ser capaz de corregirlo.

Un nombre a destacar en la teoria de codigos es Richard W. Hamming. El se interes6 por

los errores que ocurrian internamente en los computadores y desarrollé un cédigo corrector

1Al hablar de cercania claramente nos referimos a una métrica entre los codigos, la cual definiremos mas
adelante
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de un unico error y codigos que detectaban hasta dos errores y corregian un unico error.
Su trabajo fue publicado en 1950 en The Bell System Thechnical Journal [9], publicacion
que ocurri6 dos anos después de la culminacion de su trabajo, debido a la solicitud de una
patente presentada por los Laboratorios Bell y durante los afos en que tales cédigos fueron
elaborados, €l publicé algunas notas a medida que su investigacion evolucionaba. Hamming
queria desarrollar un cédigo mas eficiente y se pregunto, si era posible desarrollar un cédigo
corrector de un unico error donde las palabras tendrian cuatro digitos de informacién y a
los cuales se le adicionaban otros cuatro digitos, llamados redundancia:

Su idea consistio, en dada una informacion ajazazas a ser trasmitida, esta es dispuesta

en una matriz de 2 x 2, de la siguiente forma:

ap a2

az a4

Esta ultima matriz es ampliada a una matriz de 3 x 3 (sin la entrada en la posicién (3, 3)), de
tal forma que cada fila y cada columna tenga un numero par de elementos iguales a 1. Por
ejemplo, si la informacioén inicial es 1101, obtenemos luego del proceso respectivamente las
matrices,
110
~ 01 1
10

La informacién del arreglo 3 x 3 puede ser escrita como una “palabra”, escribiéndola
por filas, como 11001110. El computador, la recibe y escribe nuevamente en forma matricial
(donde los primeros tres digitos son la primera fila, los tres siguientes la segunda y los
dos ultimos la tercera, faltando la posicién (3,3)) y verifica la paridad. Si hay un error en
alguno de los digitos de informacién, habran una fila y una columna erréneas. Por ejemplo,
supongamos que el mensaje fue recibido con un error, llegando el mensaje 10001110, ahora

al disponerlo en la matriz obtenemos:

1 00
0 1 1
1 0

y verificamos inmediatamente que la paridad en la primera fila y segunda columna estan
erradas. Asi, sabemos que el error esta en la posicién (1,2) y podemos corregirlo. Es facil ver
que si el error estuviera en alguno de los digitos de redundancia, la paridad estara errada

tan solo en una fila 0 en una columna, y también sera posible detectar el error y corregirlo.
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En estas mismas notas, €l se pregunta si seria posible detectar y corregir un error, en
una palabra con cuatro digitos de informacién, usando solo tres digitos de redundancia.

Esta pregunta fue respondida por C.E Shannon, en el articulo A Mathematical Theory of
comununication publicado también en The Bell System Thechnical Journal en el afio 1948. Un
ano después J.E. Golay quien trabajaba en Signal Corps Enginneering Laboratories at Fort
Monmouth extendi6 los resultados de Shannon y Hamming en su articulo titulado Notes
on Digital Coding. Posteriormente Golay desarrollé un coédigo que fue utilizado por la nave

espacial Voyager para la transmision de fotografias a color de Jupiter y Saturno.

3.1. Conceptos Basicos

De cierta forma, podemos decir que la construcciéon de cédigos esta inspirada en aque-
llos utilizados comunmente por los seres humanos: los idiomas. En espartiol, por ejemplo,
usamos un alfabeto de 27 letras y las palabras son secuencias de letras. Es claro que el
idioma espanol no esta compuesto por todas las posibles palabras formadas a partir de las
letras, de ahi que algunas de estas hacen parte del idioma y otras no.

De igual manera que en el lenguaje espanol, para la construcciéon de cédigos son nece-

sarios los siguientes elemento basicos:

(i) Un conjunto finito A que llamaremos alfabeto. Denotaremos por ¢ al nimero de ele-

mentos de A, y en este caso diremos que el codigos es g-ario.

(ii) Secuencias finitas de simbolos del alfabeto, que llamaremos palabras. El nimero de
letras de una palabra es su longitud. Los cédigos en bloque son aquellos en los que to-
das sus palabras tienen la misma longitud. Como todos los cédigos que estudiaremos

seran de esta forma, omitiremos la palabra bloque.

Un Cddigo q-ario de lo longitud n sera un subconjunto cualquiera de palabras de longitud

n, es decir, un cédigo C es un subconjunto de A" = A x Ax --- A
—_———

n—veces

El namero M de elementos del codigo también es importante, pues cuanto mayor sea
M, mayor es la cantidad de informacion que puede ser trasmitida. Asi, un cédigo ¢-ario, de
longitud n que contiene M palabras es llamado (n, M)-cédigo g-ario.

Note que, sic e C C A", es de la forma ¢ = (a1, a9,...,a,), donde a; € A, 1 <i <n. Con el
objetivo de no sobrecargar la notacion, escribiremos a ¢ como una secuencia de elementos

en A, es decir, de la forma ¢ = aqas . ..a,.

54



CONCEPTOS BASICOS CODIGOS

Ejemplo 3.1. El conjunto
C1 = {00000, 01011, 10110, 11101}

es un cédigo en bloque, binario, de longitud 5 o brevemente un (5,4)-cédigo binario.

Consideremos como alfabeto Zz = {0, 1, 2}. El conjunto

C. = {00012, 11022, 10101, 10201, 20202}

es un codigo (5,5)-cédigo ternario.

En el diagrama (1, pag. 4), observamos que un mensaje puede ser recibido con errores,
lo cual es producido por un ruido. Una forma de corregir una palabra con un error, es
observando que palabra del cédigo esta mas cercana a ella. Por esta razén es necesaria la

siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sean x = z1z2...2, Yy = y1y2...Yn dos palabras de un cédigo C C A"™.
La distancia de Hamming entre x e y, denotada por d(x,y), se define como el niimero de

componentes en que x difiere de y, es decir,
dz,y) =#{1 <i<n:z #y}.
La siguiente proposicion muestra que (C,d) es un espacio métrico.

Proposicion 3.1. La funcién d es una métrica en C, es decir que para todo x,y,z en C,

satisface las siguientes propiedades.
@ d(z,y) > 0.
(i) d(x,y) =0siysolosiz =y
(it) d(z,y) = d(y,z)
() d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)
Demostracion.
(i) Por definicion tenemos que d(z,y) > 0.

(ii) Si d(x,y) = 0 entonces de la definicién tenemos que z e y no difieren en ninguna de

sus componentes, lo cual ocurre siy solo si z = y.

(iil) d(z,y) =#{1<i<n:az #y}=#{1<i<n:y #z} =d(y,x)
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(iv) Sean A={1<i<n:a; =y}, B={1<i<n:ax;=2z1yC={1<i<n:z =y} es
claro que d(z,y) = |A°|, d(z, z) = |B°| y d(z,y) = |C¢|. Como BNC C A, B°U(C° D A°; por
A¢| < |B¢| +|C“.

lo tanto,

O

Definicion 3.2. Dado un cédigo C se define la distancia de C, y se le denota por d(C) 6 dc,

como la menor distancia no-nula entre sus palabras cédigo, es decir,
d(C) = dc = min{d(z,y) : 2,y € C,x # y}
z,y
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. SeaC = {001,011, 111} un cédigo y supongamos que un emisor envia el mensaje
111, pero en la trasmision de dicho mensaje, un ruido altera el mensaje, cambiando un 1 por
un 0, permitiendo asi que el emisor reciba el mensaje 110.

En este caso el receptor se da cuenta que el mensaje recibido es erroneo, puesto que 110 € C
(Cédigo detector), ahora puesto que d((110), (111)) < d((110), (011)) < d((110), (001)) el mensaje
que realmente se habia enviado fue 111 (Cédigo corrector).

Pero este método no siempre nos ayuda a corregir, consideremos la situacién en que el
emisor envia el mensagje 111, pero en su trasmision se altera, recibiendo asi el receptor el
mensaje 101, este ultimo detecta el error puesto que 101 ¢ C. Ahora veamos que:

d((101),(001)) = 1 = d((101), (111)). Por tal razén, a pesar que se puede detectar el error;

este no puede ser corregido.

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente es titil dotar al alfabeto
A de cierta estructura algebraica. Es comun considerar a .A como un cuerpo finito aunque
también se le puede considerar como un anillo. De ahora en adelante, fijaremos A = F,,
el cuerpo finito de ¢ elementos, donde ¢ es una potencia de un primo p. El conjunto de

n- = u i0 n-di i r ,
cadenas A" = Fy es un espacio n-dimensional sobre F;, donde

F = {(z1,...,2,) 1 7 € Fg,1 < i < n}.

Introducimos a continuacién una familia (respectivamente subfamilia) de coédigos, 1la-

mados lineales (respectivamente ciclicos).
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3.2. Cddigos Lineales y Ciclicos

Definicién 3.3.
Sea A = F, un alfabeto. Diremos que C es un (n,q™)-cdédigo lineal g-ario, siC C F es un

subespacio vectorial de dimensién m.
Un cédigo lineal C C Fy es ciclico st es cerrado bagjo desplazamientos ciclicos, es decir,

coCl...cp_1€C = cp_1c0...Cn2€C

Uno de los objetivos de este trabajo es dar una caracterizacion de la construccion de los
codigos ciclicos, para ello empezaremos definiendo la siguiente correspondencia:

Consideremos F,[z] €l anillo de polinomios con coeficientes en F,. Si C C Fy es un codigo
lineal ¢g-ario, a cada palabra c6digo le podemos asignar un polinomio con coeficientes en F,,

mediante la siguiente funcion.
o : CCFy — F,[x]
n—1 .
c=(co,C1,C2,...,0n_1) = Plc) = > cixt.
i=0

Consideremos p(z) = 2™ — 1 € Fy[z] y sea R,, = F,[z]/(z™ — 1) el anillo cociente usual.

Sea (cp,¢1,...,cn—1) € C. Entonces

(g e+ -+ 12" ) =cor+ e+ 1z (méd 2" — 1)

-1
=Cp1+cor+ -+ Cpoxr" .

Lo cual demuestra el siguiente resultado.
Proposicion 3.2. Un cédigo C es ciclico siy solo si ¢(C) es un ideal en R,,.

Sean F, un cuerpo, C, un subgrupo ciclico de orden n un entero positivo primo relativo
con ¢. Dado que F,[z]/(z" — 1) ~ FC,, (ver ecuacion 2.4, pag. 61), los cédigos ciclicos pueden

ser vistos como ideales en F,[z]/(z™ — 1) o ideales en el algebra de grupo FC,,.

Observacion 3.1. De la Proposicién 3.2, podemos concluir que los cédigos ciclicos de longitud
n pueden ser vistos como ideales en FC,. En adelante el estudio de esta monografia se

basard en encontrar la_forma de generar todos los cédigos que existen en FC,.
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Inicialmente Arora y Pruthi en [1], calcularon los idempotentes generadores de codigos
de longitud p™ en el caso cuando p" = 2, p" = 4 0 p es impar y el orden multiplicativo de g,
modulo p”, es ®(p")2. Y ademas, estudiaron el caso cuando la longitud es 2p”.

De forma mas general, un cédigo abeliano sobre un cuerpo F es cualquier ideal / en el
algebra de grupo FA de un grupo abeliano finito A ([2],[3, Section 4.8]). Un cédigo abeliano
minimal es un ideal / minimal en el conjunto de los ideales de FA.

Ahora, queremos dar una construccion similar de los codigos abelianos minimales bajo
las mismas condiciones. Para realizar esto, empezaremos primero por calcular el niamero
de componentes simples de un algebra de grupo finita FA y luego determinar las condicio-
nes para que este numero sea minimal. Tal calculo puede obtenerse desde el Teorema de

Berman y Witt (ver [4, Teoremas 21.5 & 21.25]).

3.3. Numero de componentes simples

Sean F, un cuerpo finito y A un grupo abeliano finito tal que med(q, |A|) = 1.2 Entonces
FA es semisimple, (ver Teorema 2.8). Si {ej,es,...,e,.} es el conjunto de los idempotentes

primitivos de F A, se tiene que,

T T

FA=DFA)e; ~ PF:

=1 =1

donde F; ~ (FA)e;, 1 <4 < r, son cuerpos los cuales son extensiones finitas de F.

En [6], Ferraz dio un método general para calcular el niimero r de componentes simples
de un algebra de grupo semisimple. En el presente caso de algebras de grupos finitas
de grupos abelianos, presentamos una forma mas simple de determinar tal namero, [5,

Teorema 2.1]. Tomemos

B = ETBIFei. (31)
=1

Note que Fe; ~ [F como cuerpos en forma natural (via el isomorfismo 1 — 1-¢;), el nimero

r de componentes simples es también la dimension de B como espacio vectorial sobre F.
Lema 3.1. Sea a un elemento de FA. Entonces o € B siy solo sia? = «

Demostracion. Tomemos « € FA, entonces o = 2221 aq, con o; = ae; € F;,1 < ¢ < r. Ahora

2®(n) determina la cantidad de nimeros menores o iguales a n que son primos relativos con el
3mcd(a,b) denota el maximo comun divisor entre a yb
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«a es un elemento de B si y solo si cada elemento «; esta en Fe; para cada indice ¢, como

Fe; ~ T, esto sucede siy solo si a! = «; para todo i; es decir, siy solo si a? = a. O

Sea ¢ un elemento del grupo abeliano finito A. Las clases ¢-ciclotémicas de g es el con-

junto,

Sy =1{g7|0<j <ty—1},

donde ¢, es el menor entero positivo tal que

¢ =1 (méd o(g)),

y o(g) denota el orden de ¢g. Dado que (g, o(g)) = 1, siempre existira tal nimero ¢,. Ade-
mas, si S, # S, entonces S, NS, = 0. Denotemos por T' = {g1,92,...,9s} al conjunto de

representantes de las clases g-ciclotémicas.

Teorema 3.1. Sean F, un cuerpo finito y A un grupo abeliano finito tal que mcd(q, |A|) = 1.
Entonces el numero de componentes simples de F A es igual al niuimero de clases g-ciclotomicas

de A.

Demostraciéon. Dado que el numero de componentes simples de FA es igual a la dimen-
sion de B como espacio vectorial sobre F, (ver ecuacion 3.1), exhibamos una base de esta
subalgebra con s elementos.

Sabemos que A — FA, luego cada elemento de S,, pertenece a FA. Por tanto, dada una
clase ¢-ciclotémica S, definimos 7, = >, . s, h e FA.

Afirmamos que B = {5y, : 1 <i < s} es una F-base de 5. En efecto, como A es una F-base
para FA, y cada S, C A, se sigue que ‘B es un conjunto linealmente independiente. Asi, solo
nos resta mostrar que tambi€n genera a B. De la definicion de 7,,, tenemos que nd = 7,,,
1<i<s,yasi®B CB.

Sea a € B = &;_,Fe;. Se sigue del Lema 3.1 que a? = a. Luego, si a =} , agg, se tiene

que

q
a:Zozgg: Zozgg :Zaggq.

geA geEA geA

Como o, € F, tenemos que af = a4 y por lo tanto

o= Zagg: Zaggq.

geA geA
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Asi, para cada g € A, se tiene que ay = qge =+ = a ;-1 y en consecuencia

q

o= Z gy

geT

O

Perlis y Walker probaron que el numero de componentes simples de un algebra de grupo
racional de un grupo abeliano finito A es igual tanto al namero de subgrupos ciclicos de A
como al numero de sus factores ciclicos, ver [12, Corolario 3.5.5], [13].

Notemos que, si h € S;, entonces h = g7 para algun j y asi h € (g), es decir, (h) C (g).
Como mcd(g, o(g)) = 1, tenemos que 1 = gs + o(g)r con r,s € Z. Sea x € (g), entonces z es de
la forma z = g* = gtlastol9)r) = gta — ga° de ahi que, (h) C (g), lo que prueba que (g) = (h).
Por tanto, si G, denota el conjunto de todos los generadores del grupo ciclico (g), entonces
para cada clase g-ciclotémica S,, tenemos que S, C G4, luego es claro que el numero de
subgrupos ciclicos de A es una cota inferior del nimero de componentes simples y que esta
cota es alcanzada si y solo si S, = G, para todo g € A.

Para enteros positivos r y m, denotamos por 7 € Z,, la imagen de r en el anillo de enteros

modulo m, entonces

Gg = {g"Imed(r, o(g)) = 1} = {g"[T € U(Zo(g))}
Y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sean F un cuerpo finito, con |F| = ¢, y A un grupo abeliano finito, de exponente
e, tal que mced(q,|A|) = 1. Entonces S, = G,, para todo g € A siy solo si U(Z.) es un grupo

ciclico generado por q € Z..

Demostracion. Supongamos que U(Z.) = (g). Para un elemento g € A, por el Teorema 1.1

tenemos que o(g)|e y por lo tanto g € Z,(,) es un generador de U(Z,(,)). Para todo elemento

9)
h de G, se tiene que h = g" para algan entero positivo r tal que 7 € U(Z,(,), asi 7 = ¢ para
algun entero positivo jy h = g7 € S,. Esto muestra que S; = G,.

Reciprocamente, supongamos que S, = G, para todo g € A. Recordemos que si 4 es u
grupo abeliano finito de exponente e entonces, existe un elemento g, € A de orden ey, en
particular, S,, = G,,. Por lo tanto para cada entero r tal que 7r € U(Z.), tendremos que

gr € S,, y existe algun entero j tal que 7 = ¢. Luego g genera U(Z). O

Dado que U(Z.) es ciclico siy solo si e = 2,4,p", o 2p”, donde p es primo impar, y n € N,

[11, Teorema 5.64 y Teorema 5.66], si ¢ es impar entonces ¢ es un generador de U(Z;); G es
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un generador para e =4 si ¢ =3 (mdd 4) y g es un generador de U(Z.) para e = p" 0 2p", siy
solo si o(q) = ®(p") en U(Zgpn).

Asi, en virtud del Teorema 3.2 tenemos:

Corolario 3.1. Sea F un cuerpo finito con |F| = ¢, y sea A un grupo abeliano finito, de
exponente e. Entonces G, = S, para todo g € A si y solo si se cumple una de la siguiente

condiciones:
(i) e =2y q esimpar
(i) e =4y q=3(md4)
(@) e=p" yol(q) = (p") enU(Zy)

(@) e =2p" yo(g) = @(p") enU(Zp)

3.4. Codigos ciclicos minimales

Sean F, y H un subgrupo finito de un grupo G. Si mcd(q,|H|) = 1, tomemos

~ 1
H_ngv

geH

un elemento en FG. Ademas,

(i3 (3]
- (27) (59)

:ﬁ<zg+zg+...+zg>

geH geH gcH

|H|—veces

- ) (Zg>

geH
1
L (z )
geEH
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H esun idempotente de FG.

Lema 3.2. Sean F, un cuerpo, p un primo, A = (a) un grupo ciclico de orden p™, conn > 1, y

A=A4yD> A D---D A, ={1}
la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces los elementos

B

80:121\ y ei:Ai—Aifl, 1§ZS7’L
Jorman un conjunto de idempotentes en FA tales que ey +e1 +---+ e, = 1.
Una prueba de este resultado la encontramos en [8, Lema VII.1.2].

Ejemplo 3.3. Sea A un grupo ciclico de orden 33 y F un cuerpo. Entonces utilizaremos el

resultado anterior para determinar los elementos idempotentes.

Luego,

| =

ey = (1—|—a+a2+~-~—|—a26)

BN |

—~

A1: (1+a3+a6+a9+a12+a15+a18+a21+a24)

Ay =~ (1+a° +a'®)

—

As

=Wl ol =N

Asi,
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612:4\1—;4\02ﬁ(2—a—a2+2a3—a4—---—a23+2a24—a25—a%)
—~ —~ 1
82:A2—A1_§(2—@3—a6+2a9—a12—a15—|—2a18—a21—a24)
—~ —~ 1
83:A3—A2:§(2—a9—a18)

Ademadas, ey +e1 +e2 +e3 = 1.

Posterior al resultado anterior, los autores observaron que este método permite obtener
todos los idempotentes primitivos en QA, pero en general, no funciona sobre cuerpos finitos.
Para ilustrar esto, consideremos el polinomio f(z) = 23 — 1 sobre el cuerpo de 7 elementos
F7, el cual se expresa como

3 —1=(x—1)(z—2)(x—4),

y asi,

Pl Fl _ Fl] _ Flg
o Gy " e-0 " w-2 -9

Por otro lado sobre Q[z], el polinomio (2 — 1) se descompone como (x — 1)(z? +  + 1). Por

tanto si { denota una raiz primitiva de la unidad de orden 3 tenemos que

QCs ~ Q& Q(¢).

Asi, el grupo ciclico de orden 3 sobre Q contiene solo dos idempotentes centrales primitivos
no triviales, mientras el algebra de grupo del mismo grupo sobre F; contiene tres de tales
elementos.

Asi, los n + 1 idempotentes dados en el Lema 3.2, seran el conjunto de idempotentes
primitivos de FA, siempre que FA tenga exactamente n + 1 componentes. Dado que el expo-
nente de A es p", tenemos que esto sucede siy solo si ¢ y p" estan relacionados como en el

Corolario 3.1, por tanto tenemos lo siguiente

Corolario 3.2. Sea I, un cuerpo finito y A un grupo ciclico de orden p™. Entonces, el conjunto
de idempotentes definidos en el lema anterior es el conjunto de idempotentes primitivos de A

si y solo si una de las siguientes condiciones se cumple
(i) p=2,0obienn=1yqgesimparon=2yq=3 (mdéd 4).
(ii) p es un niimero primo impar y o(q) = ®(p") en U (Zyn).
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Como una consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado de Pruthi y Arora
[14].

Teorema 3.3. Sean I, un cuerpo finito y A un grupo ciclico de orden p" tal que o(q) = ®(p™)

enU(Z,). Sea

A:AojAlj"'DAn

la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces, el conjunto de idempotentes

primitivos de F A esta dado por

602% (ZG> y e=Ai-A_, 1<i<n
P \aea

Claramente, estos idempotentes determinan el conjunto de ideales minimales en FA y
por tanto, los codigos ciclicos minimales de longitud p" sobre F.

Podemos establecer un resultado similar para grupos ciclicos de orden 2p™, sin embargo,
para tal fin es necesario describir el siguiente isomorfismo:

Sean R es un anillo conmutativo con unidad, H y G grupos, entonces la siguiente apli-

cacion
R(G x H) 2 (RG)H
S amgh) — D (agmah
(9,h)€EGxH heH

es un isomorfismo. Esto es, R(G x H) ~ (RG)H
Los idempotentes generadores de ideales minimales en el caso de los grupos ciclicos de

orden 2p", [1, Teorema 2.6] se siguen ahora facilmente a partir de los resultados anteriores.

Teorema 3.4. Sea F un cuerpo con q elementos y G un grupo ciclico de orden 2p™, p un primo
impar, tal que o(q) = ®(p") en U(Zgpn). Escribimos G = C x A donde A es el p-subgrupo de
Sylow de G y C = {1,t} es su 2-subgrupo de Sylow. Sie;, 0 <1i < n, denotan los idempotentes

primitivos de FA entonces, los idempotentes primitivos de FG son

1+¢ 1-—t
%ei Y Tei, 0<s<n.

Demostracién. De las ecuaciones 2.4, 2.5y 2.6, sabemos que:

L _Flel | Flz] Fla]
PO~ oy~ ooy Dy ~FOF
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Por tanto,
FG ~TF(C x A) ~ (FCYA ~ (F® F)A.

Ahora, calculemos los idempotentes de FC' como en el Teorema 3.3, para ellos tenemos

primero que Ay = Ay A; = {1}, ademas

1

0 Za —1+t
|Ao|aer 2!
1

P ILEEIUE
|A1 a€A; 1

luego los idempotentes seran:

2—1—t 1—t
2 2

—~ 1
€1=A1—A0:1—5(1+t)=
Asi, los idempotentes de FG son:

1+t 1-1
2 2

3.5. Cddigos abelianos minimales

Ahora, queremos extender estos resultados para grupos abelianos finitos. Comenzare-

mos considerando el caso de p-grupos.

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que A/H # {1} es ciclico,
construiremos un idempotente de FA. Recordemos que, dado que A/H es un grupo ciclico
de orden una potencia de p, solo existe un subgrupo H* de A que contiene a H, tal que

|H*/H| = p. Definimos ey = H — H*. Claramente ey # 0 y tenemos el siguiente resultado

Lema 3.3. Los elementos ey, definidos anteriormente, junto con e4 = A, forman un conjunto

de idempotentes dos a dos ortogonales de FA cuya suma es igual a 1.

Demostracién. Veamos primero que dichos elemento son idempotentes, de hecho, en virtud
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del Teorema 3.3 tenemos que A H y H* son idempotentes y ademas

& = (A - 1) (7 - )

~ ~ ~ —2
=H?+ HH*— HH* — H*

Ahora, probaremos que estos idempotente son ortogonales dos a dos, es decir, egex =0
para H # K. Iniciamos suponiendo que existen H y K subgrupos de A diferentes, tales que
A/H y A/K son ciclicos y diferentes de {1}, sean H* y K* los subgrupos de A que contienen
a H y K, respectivamente, tales que H*/H y K*/K son ciclicos de orden p. Consideremos

primero el caso cuando H C K. En este caso, H* C K y por lo tanto

—~

emex = (H—H*)K —K*)=K - K*— K+ K*=0.

Si ninguno de estos subgrupos esta contenido en el otro, entonces ambos H y K estan
propiamente contenidos en HK, asi también H* y K* estan contenido en HK por tanto
H*K* C HK y claramente HK C H*K*, por consiguiente HK = H*K*. Ahora, dado que
HK c HK* C H*K* se sigue que también HK* = HK y, de modo similar, tenemos que
H*K = HK. Por lo tanto

emex = (H — H*)(K — K*) =0

De forma analoga se muestra que e4ep = 0.

Finalmente, mostraremos que la suma de dichos idempotentes es igual a 1. Para cada
subgrupo ciclico C' de A denotamos por G(C') el conjunto de los elementos de C que generan
este subgrupo.

G(C) ={ce C:mecd(o(c),|C]) =1}

Si C denota la familia de todos los subgrupos ciclicos de A entonces,
g(c) =|c| - 4.

Sea S el conjunto de todos los subgrupos H de A tal que A/H es ciclico y denotemos por

Al = Xeoeeld Oy,
dado que A es un p-grupo,

e =) nesen- Afirmemos que e = 1. Para probar esto, es suficiente mostrar que (FA)e = FA.

Como hemos demostrado que estos idempotentes son ortogonales dos a dos, tenemos que

(FA)e = @) (FA)en.

HeS
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Por tanto

dimz((FA)e) = > dimgp((FA)en).
HeS

Note que H=H* +en y que fl\*eH =0 asi
(FA)H = (FA)H* (D(FA)en.
Luego,
dims((FA)ey) = dimp(FA)H — dimg(FA)H*.

De la prueba de [12, Proposicion 3.6.7] tenemos que
dimp((FA)er) = dimpF(A/H) — dimgF(A/H"),

claramente,

dimsF(A/H) = |AJH| y dimsF(A/H*) = |A/H"|.

sabemos que subgrupos de un grupo ciclicos son ciclico, y del teorema de la correspon-
dencia,( ver Lema 1.3), existe una biyeccién ® : ¢ — S, tal que |X| = |A/®(X)| para todo
X € C. Si denotamos por C € C el subgrupo tal que ®(C') = H. Usando el Teorema 1.4 y el
hecho que la
dimpF[A/H] = |C].

Tenemos,
. . . . IC|
dimpF[A/H"] = |A/H"| = |[A/H|/|H"/H| = 7.
Asi,
. C
dims((FA)en) =101 - KL = jg(c)
y por tanto
> dimg((FA)ey) = > |G(C)| = |A]
HeS cecC
y el resultado se sigue. O

Ejemplo 3.4. Encontremos los idempotentes del dlgebra de grupo F3;Cs utilizando el resulta-

do anterior.

Los subgrupos de Cs son: Cs = {(a), Cy = {a?), Cy = (a*) y C1 = (a®) = {1}. Ademads, tenemos
|Cs/Cal = |Ca/Ca| = |C2/Ch| = 2.
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Asi, por el lema anterior; los idempotentes de F3Cs son:

el26'\8:2+2a+2a2+2a3+2a4+2a5+2a6+2a7,
6226'\4—6'\8:2+a+2a2+a3—|—2a4+a5+2a6+a7,
6326\2—6\4:1+QG2+G4+2G6,

64:6\1—6;:24—&4.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema anterior y el Corolario
3.1.

Teorema 3.5. Sea p un primo impar y A un p-grupo abeliano de exponente p". Entonces, el
conjunto de los idempotentes definidos anteriormente es el conjunto de idempotentes primiti-

vos de F A siy solo si una de las siguientes condiciones se cumple
(i) p" =2, yq es impar.
(i) p" =4,yq=3 (mdd 4).
(iii) p es un primo impar o o(q) = ®(p") en U (Z,»).
Ademas, tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.6. Sea p un primo impar y A un p-grupo abeliano de exponente 2p". Escribimos
A = FE x B, donde E es un 2-grupo abeliano elemental y B un p-grupo. Entonces los idempo-
tentes primitivos de FA son productos de la forma e - f, donde e es un idempotente primitivo

de FE y f un idempotente de FB.

Note que los idempotentes primitivos de FB son dados por el Toerema 3.5 anterior y,
escribimos F = (a;) x --- x {(a,), un producto de grupos ciclicos de orden 2, entonces los
idempotentes primitivos de FE son productos de la forma e = ejes - - - €,,, donde

1 + a; 1— a;
= — 0] =

e, =——, 1<1<n.
2 2

€

Vale la pena senalar que, en vista de Corolario 3.1, estos son los tinicos casos en los que
idempotentes primitivos de algebras de grupos abelianos finitos se pueden calcular de esta

manera.
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Capitulo 4

Conclusiones

El propdsito principal de esta tesis es estudiar la construccion de cédigos sobre algebras
de grupo, para ciertos grupos, como los grupos ciclicos y abelianos, teniendo en cuenta los

resultados obtenidos por C. Polciono & R. Ferraz en [5].

Para lo cual es fundamental el estudio de esta “nueva” estructura algebraica. Por tanto
en la Seccion 1.4, establecemos algunos de los resultados mas relevantes de esta estructu-
ra para el desarrollo de esta tesis, sin embargo, para poder entrar en detalle, es necesario
recordar algunas de las nociones y resultados de las teorias de grupos y anillos (Seccio-
nes 1.1 y 1.2, respectivamente), puesto que esta nueva estructura algebraica es el lugar de
encuentro de estas dos teorias. Los resultados alli presentados, son asumidos sin demos-

tracion ya que hacen parte de los cursos basicos de dlgebra.

Por otro lado, dado que las Secciones 2, 2.2 y 2.3, correspondientes a semisimplicidad,
son de vital importancia y no forman parte de algiin curso de pregado, es necesario mostrar
detalladamente sus resultados, los cuales en su mayoria son presentados con demostra-

cién o en caso contrario tienen la respectiva referencia bibliografica.

Ahora bien, ya solo nos resta conocer que es un codigo, para ello en el Capitulo 3, inicial-
mente presentamos los conceptos basicos y algunos ejemplos sencillos. Luego, procedemos
a relacionar los c6digos con una subestructura del algebra de grupo, pues al lograr esto

tendriamos las suficientes herramientas para trabajar desde este enfoque con los cédigos.

En principio vemos que los codigos van a estar relacionados con la subestructura de
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ideal, y estos a su vez por los preliminares estan relacionados con una familia de idem-
potentes. Luego, la construccion de los cédigos esta basada en la construccién de dicha

familia.

En las Secciones 3.4 y 3.5, mostramos el método de construccién de la familia de idem-

potentes, concluyendo asi los objetivos planteados.
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