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Escuela de Matematicas

Resuelva 4 de los siguientes ejercicios.

1. Sea f: X C R — R continua. Si X es compacto, demuestre que f(X) es compacto.

2. Sea X C Fy U Fy, siendo F y F5 cerrados de R. Demuestre que si una funcion f : X — R es
tal que las restricciones f|xnm ¥ f|xnm son continuas, entonces f es continua.

3. Suponga que f: R — R una funcién diferenciable en R tal que f'(z) > f(x) para todo z € R
y f(xo) = 0. Demuestre que f(z) > 0 para todo z > .

4. Dada una funcién g, continua para todo z, tal que g(1) = 5 e folg(t)dt = 2. Sea f(x) =
(1/2) [y (x —t)?g(t)dt. Demuestre que f'(x) =z [ g(t)dt — [, tg(t)dt. Calcular f"(1) y f"(1).

5. Demuestre que toda sucesién acotada de niimeros reales admite una subsucesion convergente.

6. Muestre que el limite puntual de una sucesién de funciones reales continuas (respectivamente,
integrables) no necesariamente es una funcién continua (respectivamente, integrable).

El tiempo del examen es de una hora y treinta minutos. Al terminar el tiempo del examen tienen 10
minutos para enviar los soportes en formato pdf al correo xxxxxxxx@uis.edu.co
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Resuelva 4 de los siguientes ejercicios.

1.

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R, con un producto interno (., .)
y norma inducida denotada por ||.|| ; para un elemento no nulo w € V, se define f, : V. — V|

donde f, () = %w, x € V. Probar que f, es una transformacion lineal de V' en V con la
propiedad que cada valor propio A € C satisface, |A\| < 1.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F. Si f : V — V es una
transformacion lineal, denotemos por f? = f o f. Probar que, ker (f) = ker (f?) si y sélo si

Im (f) = Im (f2).

Determine una matriz A € Rsy3 tal que N (A) = gen (e1,e3) y R (A) = gen (e2) ; donde como
es usual, ey, ey, e3 son los vectores de la base canénica de R®* y N (A) y R(A) denotan los
espacios nulo y columna de A.

En V' = Pj el espacio vectorial de formado por todos los polinomios con coeficientes en R y grado
< 3 (junto con el polinomio nulo); en V' considére el subespacio S = {p(z) € V :p(1) = p(—1)}.
Determine un subespacio 7" de V tal que V =S & T, donde & denota la suma directa de los
subespacios.

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f € Aut (V), se define el grafo de f como
I' = Grafo(f) = {(v, f(v)) :v € V}. Probar que I' es un subespacio del espacio producto
VxVy(VxV)/T=V

Sea F'(R) el espacio vectorial de la funciones de R en R y sean W; = {f € F'(R) : f es par},
Wy = {f € F(R): fesimpar}. Probar que W; y W5 son subespacios de F (R) tales que



