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Parte |: el espacio dual

Definition
Sea V un K-espacio vectorial. El dual algebraico de V es por
definicién el conjunto de todos los funcionales lineales en V. Este

espacio sera denotado por V7.



Parte |: el espacio dual

Definition

Sea V un K-espacio vectorial. El dual algebraico de V es por
definicién el conjunto de todos los funcionales lineales en V. Este
espacio sera denotado por V7.

Theorem
Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita, entonces V#

también tiene dimensién finita y ademds dim V = dim V#,



Proof.
Sea B={w1,...,Vp} una base para V y definamos para

i,je{l,...,n}

. 1, sii=j
Vi(‘/j):{

0, caso contrario.

Puede verificarse que el conjunto B# = {vj,...,v}} es una base
para V#.



Proof.
Sea B={w1,...,Vp} una base para V y definamos para

i,je{l,...,n}

. 1, sii=j
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0, caso contrario.

Puede verificarse que el conjunto B# = {vj,...,v}} es una base

para V7, O

La base B# de V# construida en la demostracidén anterior es
lamada base dual de B.



Example
Sea V=R?y B={(1,-1),(1,1)}. Construya la base dual B*.



Example
Sea V=R?y B={(1,-1),(1,1)}. Construya la base dual B*.

Solucién: B# = {¢1, ¢}, donde

X—y

X+Yy
2 7 '

2

$1(x,y) = $1(x,y) =



Teorema de Riesz en dimensidn finita

Sea V un K—espacio vectorial. Si f € V# es comiin usar la
notacién (f, v) para indicar la accién de f en un elemento v € V.
Por otro lado, si u, v € K" denotamos por (u, v) el producto
interno usual de los vectores u y v.
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Teorema de Riesz en dimensidn finita

Sea V un K—espacio vectorial. Si f € V# es comiin usar la
notacién (f, v) para indicar la accién de f en un elemento v € V.
Por otro lado, si u, v € K" denotamos por (u, v) el producto
interno usual de los vectores u y v.

Theorem
Si f € (K")#, entonces existe un tnico vector us € K" tal que
f(v) = (ur, v) para todo v € K".

Proof.
Ejercicio. L]



Dualidad

Theorem

Sea V un espacio vectorial de dimensién ny B ={v1,...,v,} una
base para V. Entonces valen las siguientes relaciones

Vs =[vi(v),.. v (V)] y
[Vigr = v (1), v (va)l,

para todov € V y v* € V¥,
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Dualidad

Theorem
Sea V un espacio vectorial de dimensién ny B ={v1,...,v,} una
base para V. Entonces valen las siguientes relaciones

Vs =[vi(v),.. v (V)] y

[vi]g# = [v'(v1), .., v¥(va)l,
para todov € V y v* € V¥,
Proof.
Ejercicio. O
Theorem

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea By una base para
V#. Entonces existe una tnica base B de V tal que B¥# = B;.



Problema de aplicacién

Example

Encontrar un polinomio P de grado dos tal que P(0) = 3,
P(1) =2,y P(2) =5.
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Solucién: note que las condiciones que satisface el polinomio P
que debemos encontrar pueden ser escritas en la siguiente forma:
do(P) =3, 61(P) =2y 62(P) = 3, donde d,: Ra[x] — R es el
funcional definido como

02(Q) = Q(a) para todo Q € Ry[x].



Problema de aplicacién

Example

Encontrar un polinomio P de grado dos tal que P(0) = 3,
P(1) =2,y P(2) =5.

Solucién: note que las condiciones que satisface el polinomio P
que debemos encontrar pueden ser escritas en la siguiente forma:
do(P) =3, 61(P) =2y 62(P) = 3, donde d,: Ra[x] — R es el
funcional definido como

02(Q) = Q(a) para todo Q € Ry[x].

Observe que el conjunto By = {dp, 01,02} es una base para
Ry[x]#. Si lograramos encontrar una base B de Ry[x] tal que
B# = B1, el problema estara resulto.



Por el teorema anterior, existe una base B = { Py, P1, P2} de Rj[x]
tal que B¥ = B.



Por el teorema anterior, existe una base B = { Py, P1, P2} de Rj[x]
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Por el teorema anterior, existe una base B = { Py, P1, P2} de Rj[x]
tal que B¥ = B.
De tal suerte que

P; = 0o
P} =6,
P; =0,

Para encontrar Py, observe que las ecuaciones anteriores implican
que

1 = 6o(Po) = Po(0)
0= 81(Po) = Po(1)
0= 6(Po) = Po(2)



Po(x) = 2(x — 1)(x — 2). De modo andlogo se encuentra
(x) = —x(x — 2) y P2(x) = 3x(x —1).



Luego Py(x) = 5(x — 1)(x — 2). De modo andlogo se encuentra
que Pi(x) = —x(x — 2) y Pa(x) = § x(x —1).

De modo que la representacién del polinomio P en términos de la
base B es

[Pls = [P5(P), P{(P), P3(P)]
= [05(P), 91 (P), 65(P)]
= [3,2,5].



Luego Po(x) = 3(x — 1)(x — 2). De modo andlogo se encuentra
que Pi(x) = —x(x — 2) y Pa(x) = %X(X —1).

De modo que la representacién del polinomio P en términos de la
base B es

[Pls = [P5(P), P{(P), P3(P)]
= [05(P), 91 (P), 65(P)]
= [3,2,5].

Es decir, P(x) = 3(x — 1)(x — 2) — 2x(x — 2) + 3x(x — 1).



Luego Py(x) = 5(x — 1)(x — 2). De modo andlogo se encuentra
que Pi(x) = —x(x — 2) y Pa(x) = § x(x —1).

De modo que la representacién del polinomio P en términos de la
base B es

[Pls = [P5(P), P{(P), P3(P)]
= [05(P), 91 (P), 65(P)]
= [3,2,5].

Es decir, P(x) = 3(x — 1)(x — 2) — 2x(x — 2) + 3x(x — 1).

Resuelva: encontrar un polinomio P de grado tres tal que
P(1)=3,P(2)=1, P(-1) =2y P(-2) =4.



Aplicacién a las series de potencias

Sea F|[t] la coleccién de todas las series formales de potencias en
la variable t y con coeficientes en K.



Aplicacién a las series de potencias

Sea F|[t] la coleccién de todas las series formales de potencias en
la variable t y con coeficientes en K.
Es decir, un elemento f € F[t] es de la forma

f(t)= Zaktk, donde a, € K para todo n € N.
k=0



En F[t] definimos la adiccién y multiplicacién como sigue: si
f(t) = > reo axthy g(t) = Y o aitk, entonces

o

F(t) +&(t) =) (ax + bi)t",

k=0

y

f(t)g(t) = Z ckt*, donde ¢, = Zjlfzo ajby_j para todo k € N.
k=0



Considere el espacio vectorial V = K[x]. Se mostrara que todo
elemento de F[t] puede ser identificado con un elemento de V7.



Considere el espacio vectorial V = K[x]. Se mostrara que todo
elemento de F[t] puede ser identificado con un elemento de V7.

Observe que el conjunto {1,x,...,x" ...} es una base para K[x].
Si f € F[t], definimos

(F(t),x") = ap, si f(t Zki
k=0



Example

Sea f(t) = tk, donde k € N. jA qué elemento corresponde f en
V#7?



Example
Sea f(t) = tk, donde k € N. jA qué elemento corresponde f en
V#7?

Solucién: (t*, p(x)) = p{¥)(0), para todo p € K[x].



Ahora veamos que a todo elemento L € V# le corresponde un
elemento f; € F[t].



Ahora veamos que a todo elemento L € V# le corresponde un
elemento f; € F[t].

Definamos

f(t) = i (LX) e

k!
k=1



Ahora veamos que a todo elemento L € V# le corresponde un
elemento f; € F[t].

Definamos
. - <L7Xk> k
(t)=> ot
k=1
Theorem

La correspondencia L — f; define un isomorfismo entre los
espacios vectoriales V# y F|t].



Example
Considere el funcional 6, € V# dado por d,(p) = p(a). Encontrar
fs,.

a



Example
Considere el funcional 6, € V# dado por d,(p) = p(a). Encontrar
fs,.

a

Solucién: fs,(t) = e



Example
Si a, b € K, encontrar el producto de los funcionales d, y dp.



Example
Si a, b € K, encontrar el producto de los funcionales d, y dp.

Solucién: 6, % 6p = 044 p-



Example
Encontrar el funciénal f(t) tal que

(f(t),p(x)) = /OOO p(u)e™ " du, paratodo p e K[x]. (1)



Example
Encontrar el funciénal f(t) tal que

(f(t),p(x)) = /OOO p(u)e™“ du, para todo p € K[x].

Solucién: f(t) = T



Example
Encontrar el funciénal f(t) tal que
a

(f(t), p(x)) = | p(u) du, para todo p € K[x]. (2)



Example
Encontrar el funciénal f(t) tal que

(f(t), p(x)) = /Oa p(u) du, para todo p € K[x].

et — 1

t

Solucién: f(t) =
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