ab

e A

wﬂ’(‘“*é’): (M(’Mka,m

AKG u}.{')fl Ef. s
() /

5 Lnpan :
“/'fac.tfc.n “ijxQ_hu L m/ . i J o
g exnesanse C.oW ;
S0 none o . O;}-LWNOS
CIQ. Z "ﬂi.&“ﬂ'\?_.,"\l..ou /( ;
] Chvistian Croldbac
40 |4
12-3¢ 3f 7 2&)0 ;
fS:Sf Sf ? z4000 é
el % 050
s 45;3 3
24
ab__ s

e
(6
T
T
Ly

ﬁ

__ Marald Helfgott

- _//- -

INFORMES
olimpiadas@matematicas.uis.edu.co / E} %o g:m
Tel.: 6450301, 6344000 Ext.: 2316, 2583, 2681 ?}Q?Fg /ﬁw;m‘ A\ 3 LPRED

o Olimpiadas Regionales de Mateméticas UIS T RS

“WIGILADA MINEDUCAGION"



Novenas Olimpiadas Regionales de

Matematicas Secundaria

Universidad

Industrial de
Santander

Universidad Industrial de Santander

Bucaramanga

2017






e

ORM

O1iMPIADAS REGIONALES DE MATEMATICAS

Elaboraciéon y redaccion

Grupo Olimpiadas Regionales de Matemdticas:

Andrés Fabian Leal Archila
Arnoldo Rafael Teherdan Herrera
Cristhian Daniel Caceres Garavito

Edilberto José Reyes Gonzélez
Edwin David Valencia Oviedo
Gabriel Moncada Santos

Gerson Leonel Barajas Avila

Jenifer Tatiana Puentes Correa
Jesus Fernando Carreiio Diaz
Jorge Eliécer Gémez Rios
Juan Camilo Cala Barén
Laura Milena Romero Parada
Luis Carlos Prada Nifio
Luis Manuel Ortiz Durén
Michael Alexander Rincén Villamizar
Rosaelisa Murillo Porras
Santiago Nifio Campos
Silvia Juliana Ballesteros Gualdrén
Yerly Vanesa Soler Porras

Yzel Wlly Alay Gémez Espindola






Presentacion

Las Olimpiadas en Matemdticas son conocidas a nivel internacional por la
influencia en la transformacién del pensamiento matematico, y el crecimiento
de las expectativas y el interés en aprender matematicas por parte de los
estudiantes. Generalmente, las situaciones problematicas expuestas en las
pruebas exponen al estudiante a temas que no se estudian en la escuela, y
estos incluyen matematica que puede ser motivadora y sorprendente. Asi las
competencias no solamente prueban de manera directa el conocimiento o
las destrezas matematicas sino también la habilidad que tiene el estudiante

de manejar situaciones mds alld de experiencias reales.

Las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander para secundaria buscan recrear el pensamiento matemadtico de tal
forma que todos los jévenes atraidos por el deseo de enfrentar nuevos retos
descubran caminos alternos y flexibilicen la exploracién de ideas matematicas
de tal manera que su participaciéon permita que tanto el estudiante como el
docente puedan apreciar sus logros y juzgar su practica desde una perspectiva

nacional e internacional.

Con el objetivo de recopilar, compartir, difundir y divulgar los problemas tra-
bajados en cada versiéon de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander para secundaria se ha elaborado el pre-
sente material dirigido a estudiantes de bdsica secundaria, media vocacional,
docentes de matemdticas y cualquier persona interesada en el aprendizaje
y ensefanza de las matemdticas a través del enfoque de planteamiento y

resolucién de problemas.
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Introduccion

La Universidad Industrial de Santander como institucién de educacién su-
perior en el dmbito regional tiene como misién esencial educar mediante la
generacion y difusién de las ciencias, la tecnologia, las humanidades y el arte
como una clara vocacién de servicio a la sociedad, posibilitando la formacién
integral del ser humano dentro de un espiritu creativo que permita el mejo-
ramiento personal y el desarrollo de una sociedad democratica, tolerante y

comprometida con los deberes civiles y los derechos humanos.

Siguiendo este orden de ideas, la Escuela de Matemdticas de la Universidad
Industrial de Santander tiene como misién ofrecer a la sociedad y a la comu-
nidad universitaria posibilidades para el cultivo de las matematicas, donde se
promueva una actitud creativa, rigurosa y formal, construyendo un ambien-
te académico basado en la sana competencia y la solidaridad. Es por esta
razén que, desde sus inicios, la Escuela de Matematicas se ha comprometi-
do con la educacién matemdtica en el entorno natural de la UIS, liderando
en forma positiva la actividad matemdtica del nororiente del pais, no solo
por la calidad reconocida a nivel nacional e internacional de los egresados
de sus programas académicos de pregrado y posgrado sino también por su

participacién en la formacién de los estudiantes de la universidad.

Como parte de su responsabilidad académica y su proyeccién social frente a
las diversas dificultades en los procesos de ensefianza-aprendizaje y desarrollo
de las habilidades matematicas en la regidn, la Escuela de Matematicas ha

definido un proyecto macro de fortalecimiento de las habilidades matematicas
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de la comunidad estudiantil de la regién, utilizando para este fin, diferentes
actividades académicas entre las que se encuentran el proyecto de semille-
ros, la creacién de diplomados y especializaciones para actualizacién y/o
formacién docente y el proyecto de Olimpiadas Regionales de Matematicas
de la Universidad Industrial de Santander (ORM-UIS) para secundaria que
busca contribuir al mejoramiento de la calidad de la educacién secundaria
en la regién de incidencia de la UIS, a través del desarrollo de las habilidades

matematicas de los estudiantes y la capacitacién docente.

Este proyecto es pieza clave para mejorar el nivel matematico de los estu-
diantes de la regidn, fortalecer la formacién académica de los docentes de
secundaria y muy posiblemente aumentar el nimero de licenciados en ma-
temadticas y matematicos en la region, a partir del conocimiento y puesta en
practica de estrategias que mejoren la efectividad del proceso de plantea-

miento y resolucién de problemas.

Las ORM-UIS para secundaria tienen como ejes tematicos: teoria de nime-
ros y combinatoria, adlgebra y Iégica, y geometria. Se realizan en cinco fases,
a saber, Preparatoria, Clasificatoria, Selectiva, Final y Entrenamientos, en
cada uno de los tres niveles de acuerdo al grado de escolaridad de los es-
tudiantes. Los niveles son: Bésico, para los estudiantes de los grados sexto
y séptimo; Medio, para los estudiantes de los grados octavo y noveno, y

Avanzado, para los estudiantes de los grados décimo y undécimo.

La Escuela de Matemdticas a través del grupo de Educacién Matematica
de la UIS, Edumat, reconoce la labor esencial del maestro en el proceso de
formacién de ciudadanos competentes; por ello brinda tanto a los docentes
como a los estudiantes una forma de vincularse a este mundo y en esta

oportunidad lo hace presentando esta cartilla.

Este documento consta de tres capitulos; en cada uno de estos se presentan

los problemas correspondientes a la novena version del proyecto ORM-UIS



para secundaria en las fases Clasificatoria, Selectiva y Final con su respectiva
solucién y los nombres de los estudiantes con los mejores cinco puntajes en
la prueba final, para cada uno de los tres niveles: Nivel Basico (Capitulo 1),

Nivel Medio (Capitulo 2) y Nivel Avanzado (Capitulo 3).

Se espera que este material sea del agrado de estudiantes, docentes y cual-
quier persona interesada en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas a
través del enfoque de planteamiento y resolucién de problemas y permita in-
troducir, desarrollar y reflexionar algunas tematicas especificas de cada area
en los diferentes sistemas como lo son el numérico-variacional, el geométrico-

métrico y el aleatorio.
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Capitulo 1

Nivel Basico

1.1. Prueba Clasificatoria

1.1.1. Prueba Clasificatoria: 25 de agosto

1. Cada uno de los puntos en el laberinto representa un trozo de zanahoria.
i Cudl es la maxima cantidad de trozos de zanahoria que un conejo puede
recoger desde la entrada hasta la salida, teniendo en cuenta que no puede
pasar dos veces por un mismo punto y que los movimientos permitidos

son vertical y horizontalmente?

Entrada
v
([ J ([ J
([ J ([ J
[ J [ J
° °
([ J ([ J
° ® Salida
([ J ([ J |
(a) 12 (b) 26 (c) 30 (d) 33



Nivel Basico

. iCudl es el drea en em? del cuadrado mds pequefio que puede contener

a un circulo de radio 3 em?
(a) 9 (b) 12 (c) 24 (d) 36

. iCudl es la suma de los miultiplos de 7 de dos cifras, tales que la suma

de sus cifras es 107
(a) 129 (b) 119 (c) 109 (d) 91

. En un colegio donde se aprueba con el 60 %, un estudiante miente cuando
dice: "Aprobé todas mis materias con un rendimiento de al menos el

80%". Segln esto, es correcto afirmar que el estudiante

(a) perdid todas sus materias.

(b) perdié alguna materia.

¢) rindié menos del 80 % en alguna materia.
)

(d) aprobé alguna materia con menos del 80 % de rendimiento.

. Sabiendo que la siguiente torre estd formada por 5 rectangulos iguales
de base 2cm y altura 1em, 5 tridngulos isdsceles iguales, cuya altura
respecto a la base incongruente comun a la de un rectdngulo mide 1cm
y un cuadrado, como se muestra en la figura; se puede afirmar que su

perimetro en centimetros es

(a) 22 +2V/2 (b) 24 (c) 41 (d) 24 +2V/2



1.1 Prueba Clasificatoria

6. lvan juega a formar nimeros con las siguientes cuatro tarjetas:

2%

De los niimeros con cuatro cifras que Ivan puede formar con sus tarjetas,

es correcto afirmar que:

(a) en total son 24.

(b) solo dos son pares.

)
)
c) en total son 4%
d)

(d) 10 son miiltiplos de 6.

7. Manuel y Felipe han pensado un ndmero cada uno. Si al nimero de
Manuel lo multiplicamos por 3 y luego le sumamos 2 obtenemos el triple
del nimero de Felipe menos 4. jCudl es la diferencia positiva entre los

numeros que pensaron Manuel y Felipe?
(a) 2 (b) 3 (c) 6 (d) 18

8. En la siguiente figura todos los tridngulos son isdsceles como se indica
en la figura. Si el dngulo 1 mide 80°, el angulo 2 mide 170°, el dngulo 4
mide la mitad que el dngulo 3 y el dngulo 5 mide el triple que el angulo

4, jcuanto mide el dngulo X7

(a) 40° (b) 50° (¢) 60° (d) 75°



Nivel Basico

10.

11.

12.

i Cuantos valores puede tomar a de tal manera que el nimero de seis

cifras lalala sea divisible por 2 y 97
(a) 0 (b) 2 (c) 3 (d) 5

Carolina regresa de una pifiata con una bolsa de paquetes de galleta. Le
regala a su hermano Carlos |la mitad de los paquetes que tiene mds medio
paquete de galletas y cuando se encuentra a su hermana Johana le regala
la mitad de los paquetes que le quedan mas medio paquete de galletas.
Finalmente le regala a su hermano Luis la mitad de los que le quedan
mds medio paquete y le quedaron solamente tres paquetes de galletas.

i Cuantos paquetes le regalé a su hermana Johana?
(a) 7 (b) 8 (c) 15 (d) 16

En la siguiente figura se muestra una circunferencia de radio 10 c¢m, con
centro en O. Si AB = 12 ¢m, M es el punto medio de la cuerda AB y
OM 1 AB, jcudl es la medida de OM?

A" M N\B

Sean a y b ndmeros enteros. Sim = a®> +b%> y n = (a + b)%, NO es

correcto afirmar que:

(a) Siaybson pares entonces m y m son pares.
(b) m y n son enteros positivos.

)
)

c¢) Sia vy bson impares, entonces m y n son pares.
)

(
(d

Si a es par y b impar, entonces m es impar y n par.



1.1 Prueba Clasificatoria

1.1.2. Solucién

1. En la siguiente figura se muestra una forma en la que el conejo puede
atravesar el laberinto teniendo en cuenta los movimientos permitidos y
tomando la mayor cantidad de trozos de zanahoria. Cabe resaltar que
pueden hacerse unos pequefios cambios en el camino, pero eso no altera
que la maxima cantidad de puntos por los que se puede pasar sea igual
a 30.

Entrada

v

Salida

2. El cuadrado mds pequeiio que puede contener a un circulo de radio 3cm
debe tener 6cm de lado (en tal caso el circulo es tangente interno al
cuadrado, como se muestra en la figura). Luego el drea de este cuadrado
es 36 cm?.

6cm

3cm

L —

3. Consideremos la siguiente lista de los mdltiplos de 7 que cuentan con
exactamente dos cifras: 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98.
Observe que los niimeros de esta lista cuyas cifras suman 10 son 28 y 91.

Al sumar estos dos niimeros obtenemos 28 + 91 = 119.



Nivel Basico

4. No es correcto afirmar (a) pues el estudiante pudo bien aprobar una

materia con un rendimiento menor que 80 % y aun asi sigue mintiendo.

No es correcto afirmar (b) porque el estudiante pudo aprobar todas las
materias con, por ejemplo, un rendimiento del 65 % y atin asi sigue min-

tiendo.

No es correcto afirmar (d) ya que el estudiante pudo haber perdido todas

las materias y aln asi sigue mintiendo.

Mentir al decir que se aprobaron todas las materias con un rendimiento
de al menos 80 % equivale a decir que, en por lo menos una materia, no

se alcanzé este porcentaje. Luego es correcto afirmar (c).

5. Del enunciado tenemos que los 5 rectangulos tienen 2cm de ancho y
por tanto el lado del cuadrado es 4 c¢m. Por otro lado, consideremos el

siguiente tridngulo isésceles:

|—20m e —

lem

Por el teorema de Pitdgoras tenemos que h? = 12 + 12, asi h = /2 cem.
El perimetro de la figura esta formado por tres lados del cuadrado, tres
lados “anchos” de los rectangulos, cuatro lados “altos” de los rectangulos
y dos lados congruentes de los tridngulos isdsceles. Asi, el perimetro de

la figura en centimetros esta dado por:

3X44+3x24+4x1+2xV2=22+2V2.

6. Los numeros de cuatro cifras que se pueden formar usando las tarjetas
son 18, a saber: 5760, 5670, 7560, 7650, 6750, 6570, 5706, 5076, 7506,
7056, 7605, 6705, 6075, 7065, 6057, 6507, 5607, 5067.



1.1 Prueba Clasificatoria

Ahora, sabiendo que un nimero es divisible entre 6, si y solo si, es divisible
por 2 y por 3; es decir si la cifra de las unidades es par y la suma de sus
cifras es miltiplo de 3; se establece que de la lista anterior los nimeros

que son divisibles entre 6 son exactamente 10.

7. Sea m el nimero pensado por Manuel y n el nimero pensado por Felipe.

De acuerdo a las condiciones del problema se obtiene la ecuacién:
3m+2=3n—4.

Haciendo las operaciones correspondientes:
3m—3n=—-4-2
3(m—n)=—6

m-—-—n=—2

Por lo tanto, la diferencia positiva entre los nimeros es n — m = 2.

8. Considere la siguiente figura:

El tridngulo BAC es isésceles en A y el angulo 1 mide 80°, entonces
LCBA = £LACB = 50°. De lo anterior obtenemos que L EFC' A = 130°;
luego L DC'E = 170°—130° = 40° y como el tridngulo C D E es isésceles,
entonces el dngulo 3 también mide 40°. Del enunciado tenemos que el
angulo 4 tiene la mitad de la amplitud que el angulo 3, asi el dngulo 4
mide 20° y el dngulo 5 mide 60°. Como el tridngulo GH I es isésceles se

concluye que el angulo X mide 60°.



Nivel Basico

9.

10.

Para que el nimero lalala sea divisible por 2 y por 9 se deben cumplir
las siguientes condiciones: a debe ser un digito par y la suma de sus cifras
343 x a debe ser miltiplo de 9. Los valores de a que satisfacen la primera
condicién son 0, 2, 4, 6 y 8; calculando 3+ 3 X a para cada uno de ellos,
se tiene que los valores de a que cumplen con las dos condiciones son

dos, a saber: a =2y a=8.

Soluciéon 1. Dado que Carolina quedé con 3 paquetes de galletas des-
pués de haberle dado la mitad de lo que tenia mas medio paquete a su
hermano Luis, eso quiere decir que Carolina tenia 3 x 2+ 1 = 7 paquetes
de galletas después de haberle dado a su hermana Johana la mitad de lo
que tenia mas medio paquete. Por lo tanto, Carolina se habia quedado
con 7x 241 = 15 paquetes de galletas después de haberle dado la mitad
de lo que tenia mads medio paquete a su hermano Carlos. Por lo ante-

rior, Carolina le dio a su hermana Johana 15—7 = 8 paquetes de galletas.

Solucién 2. Sea x la cantidad de paquetes de galleta que tenia Carolina
inicialmente. Como Carolina le dio la mitad de los paquetes que tenia
mds medio paquete de galletas a su hermano Carlos; eso quiere decir que

Carolina se quedd con

T
l’__
2

paquetes de galletas; luego, realizé el mismo procedimiento con su her-

mana Johana, quedando con

paquetes de galletas. Por (ltimo, realizé el mismo procedimiento con su
hermano Luis y de acuerdo al enunciado Carolina se quedé con 3 paquetes

de galletas; entonces se tiene que

. = 3. (1.1)



1.1 Prueba Clasificatoria

11.

12.

De (I.1J), se deduce que = = 31, luego la cantidad de paquetes de galleta

que Carolina le regalé a su hermana Johana fue

r—1 1
— =8.
4 +2

Como O es el centro de la circunferencia, el segmento OB es un radio
del circulo, luego OB = 10 ¢m. Ademas, OB L AB, por lo tanto OM B
es un tridngulo rectangulo en M cuya hipotenusa mide 10 ¢m y uno de
sus catetos mide 6 cm. Haciendo uso del teorema de Pitdgoras se obtiene

que

OM = /102 — 62 = 8cm.

No es correcto afirmar la (d). Tome a = 2 y b = 3. Note que m =
22 +32 =4+9 =13, pero n = (2+3)? = 52 = 25 es impar. Se deja de

ejercicio al lector probar que las demds opciones son verdaderas.



Nivel Basico

1.2. Prueba Selectiva

1.2.1. Prueba Selectiva: 22 de septiembre

1. jCudntos niimeros enteros mayores que 1 y menores o iguales que 60 son

divisibles por dos enteros consecutivos mayores que 17

(a) 22 (b) 13 (c) 30 (d) 15

2. La siguiente figura esta formada por una semicircunferencia de didmetro
1 ¢m, dos semicircunferencias medianas congruentes entre si, cuyos radios
coinciden con un tercio del radio de la semicircunferencia mas grande, y
tres semicircunferencias mas pequefias que son congruentes entre si. Si
los centros de todas las circunferencias estan sobre la misma recta, ;cudl

es el perimetro de la figura en centimetros?

(a) 2w (b) =7 (¢) =7 (d)

5
6
3. En un colegio hay 500 estudiantes. Llamaremos A al conjunto de estu-
diantes con 14 o mds anos. Llamaremos B al conjunto de estudiantes
con menos de 14 anos y C serd el conjunto de estudiantes que usa an-
teojos. Si en A se encuentra el 60 % del total, en C' hay 10 % del total y
C N A representa el mismo porcentaje en A que C' N B en B. jCudntos

estudiantes tienen menos de 14 afios y usan anteojos?

(a) 20 (b) 25 (¢) 30 (d) 50



1.2 Prueba Selectiva

4. En un automdvil solo se pueden recorrer distancias de 8 o 9 kilémetros
cada vez que este se enciende. j Cudl es la mayor cantidad de kilémetros

que no pueden recorrerse haciendo uso del automovil?

(a) 57 (b) 19 (c) 55 (d) 15

5. Todos los dias Edwar le regala a Valentina el 25 % de los chocolates que
tiene. Si al finalizar el segundo dia le quedan 54 chocolates, jcudnto es
la suma de los digitos de la cantidad de dulces que tenia inicialmente
Edwar?

(a) 18 (b) 15 (€) 9 (d) 6

6. En un tridngulo rectdngulo el mayor de sus dngulos interiores mide «
; [ S L«
grados. Si otro de sus angulos interiores mide 5 grados, y uno de sus

catetos mide [, jcudnto mide su hipotenusa?

(a) 212 (b) V2L (c) IV2 (d) 2
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Nivel Basico

PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Determine las parejas de nimeros enteros positivos a,b cumplen que

a+b=ab.

8. Se tiene un conjunto con varias fichas como las que se muestran a

continuacion.

i Cudl de las siguientes figuras NO se puede formar con las fichas
anteriores, teniendo en cuenta rotaciones y reflexiones y que no es

necesario usar al menos una ficha de cada tipo?

9. Halle el drea sombreada de la si-
guiente figura, dado que la longi-
tud del lado del cuadrado es 4 y la
circunferencia pequefa es tangen-
te a los dos segmentos y al sector

circular.




1.2 Prueba Selectiva 13

1.2.2. Solucién

1. Los nimeros enteros mayores que 1 y menores o iguales a 60 que son

divisibles por 2 y 3 son: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60.

divisibles por 3 y 4 son: 12, 24, 36, 48, 60.

divisibles por 4 y 5 son: 20, 40, 60.

divisibles por 5y 6 son: 30, 60.

divisibles por 6 y 7 es: 42.

divisibles por 7 y 8 es: 56.

Por lo tanto hay 13 nimeros que cumplen con las condiciones.

. [ . i 1

2. La figura estd conformada por una semicircunferencia de radio —, dos
1 2

semicircunferencias de radio G y tres semicircunferencias mds pequefias

5

6 18

Como la longitud de una semicircunferencia estd dada por la férmula

2rr .
—— = 7tr, entonces el perimetro de la figura, en centimetros, es

2
rr2(in) 43 (mn) =4 DT
2" 6" 8") 273 e~ ™

3. De acuerdo al enunciado se deduce que hay 300 estudiantes en el conjunto

de radio

A, 500 — 300 = 200 estudiantes en el conjunto B y 50 estudiantes en
el conjunto C. Como C N A representa el mismo porcentaje en A que
C'N B en B, es decir, el porcentaje de los estudiantes con 14 o mas afios
que usan anteojos es igual al porcentaje de los estudiantes menores de
14 anos que usan anteojos; entonces
T 50 —x
300 200




Nivel Basico

siendo x la cantidad de estudiantes con 14 o mds anos que tienen an-
teojos. Luego = = 30; por lo tanto, hay 50 — 30 = 20 estudiantes que

tienen menos de 14 afios y usan anteojos.

4. Por el teorema de FrobeniusEI se tiene que el mayor niimero que no se

puede expresar como una combinacién lineal de 8 y 9 es:

8x9— (8+09) =55

5. Solucién 1. Si Edwar se quedd con 54 chocolates, eso quiere decir que

el segundo dia la cantidad de chocolates que tenia era
54 +0,75=T72.

Siguiendo el mismo razonamiento, la cantidad inicial de dulces que tenia
Edwar era
72 +0,75 = 96

y la suma de sus digitos es 9 + 6 = 15.

Solucién 2. Sea z la cantidad inicial de dulces que tenia Edwar. El primer

1
dia Edwar le regal6 0,25z = 1 a Valentina, quedando él con 0, 75x =

3
Zm. El segundo dia Edwar le vuelve a regalar a Valentina el 25% de los

1/3 3
chocolates que le quedaban, esto es, 0,25(0, 75x) = 1 <Z:L'> = 6%
por lo tanto, lo que le quedé fue
3/3 9

Como el enunciado dice que le quedaron 54 dulces, entonces se tiene que

0,75(0, 752) = 1%95 = 54,

'Dados a y b enteros positivos primos relativos (mcd(a,b) = 1), el mayor entero
positivo que no se puede escribir como n X a +m X b, con n y m enteros no negativos,

estd dado por a x b— (a+0b). (Consultar sobre el problema de la moneda de Frobenius)



1.2 Prueba Selectiva

15

resolviendo la ecuacidn, se concluye que la cantidad inicial de dulces que

tenia Edwar era x = 96, luego la suma de sus digitos es 9 + 6 = 15.

. Como el tridngulo es rectangulo esto significa que tiene un dngulo de 90°,
de modo que a = 90°, ya que si o > 90° la suma de sélo dos dngulos
internos del tridngulo seria mayor que 180° y esto no es posible en un
tridngulo. Por otra parte se sabe que uno de sus angulos internos mide
% = 45°, por lo tanto el tercer dngulo debe medir 180° —90° —45° = 45°,
de lo que se concluye que el tridngulo es isdsceles y rectangulo y sus dos
catetos miden [. Asi, aplicando el teorema de Pitdgoras obtenemos que el

lado restante, es decir la hipotenusa, mide h = V12 + [2 = V/2[2 = [/2.

. Despejando a y b de a + b = ab se tiene:
a=ab—b=0bla—1) (1.2)
b=ab—a=a(b—1) (1.3)

Ahora bien, de (LZ) se tiene que a es miltiplo de b y de (IL3]) que b es

multiplo de a. Por lo tanto, a =b o —a = b.

» Si —a = b, entonces:

:—a2;
= Si a = b, entonces:
a+b=ab
a+a=ad’
a2 —2a=0
a(a —2) = 0.

Luegoa =b=00a =2y b= 2 Portanto, la tnica pareja de

enteros positivos a y b que cumplen a + b = ab es la pareja (2,2).
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8. A continuaciéon se muestra una forma de completar las tres primeras

figuras.

Para el caso de la dltima figura note que la ficha sombreada es obligatoria
y quedan 6 cuadraditos sin sombrear, por lo tanto no es posible construirla
a partir de las fichas dadas, ya que todas las fichas salvo la primera de
la lista estdn compuestas por cuatro cuadraditos y la primera ficha de la
lista estd formada por tres cuadraditos pero con dos de ellas no es posible

completar lo que falta en la cuarta figura.

9. Considere la siguiente figura
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Sea H la longitud diagonal del cuadrado de lado 4, por el teorema de

Pitdgoras, se tiene que:
H = /42 + 42 = /32.

Ahora, sea 7 la longitud del radio de la circunferencia pequefa y h la
longitud de la diagonal del cuadrado de lado r que se muestra en la

figura. Entonces

h=+\/r2+7r2=rV2.

Por otro lado, note que 4 + 7 + h = /32 y reemplazando h = rv/2 se

tiene que:
V32 —4
r=——.
1+v2

V32 -4
142

2
Asi el drea del circulo pequefio es: 7 ( ) y el drea del cuarto

2
de circulo de radio 4 es % =A4r

Como el drea del cuadrado es 42 = 16, entonces el drea sombreada esta

V3 -4\’
16—47T—7T<m> .

dada por:
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1.3. Prueba Final

1.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la novena versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1542 participantes del certamen

en el nivel Basico, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro

ANDRES MAURICIO REYES MANTILLA
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

2° Puesto, medalla de plata

JuaN FELIPE HOoYOos MUNOZ

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

3¢" Puesto, medalla de|bronce
CLAUDIA PATRICIA MATHEUS

Colegio Reggio Amelia, Bucaramanga.

JUAN ANDRES RUEDA FERNANDEZ

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

DANIEL ENRIQUE PENA LEON

Instituto Técnico Nacional de Comercio, Bucaramanga.
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1.3.2. Prueba Final: 28 octubre

1. Alicia escribe el siguiente texto:

NOS VEMOS EL DOMINGO.

Bernardo lo reescribe a tres renglones (filas) asi:

N E E M 0

y César lee por renglones y en bloques de tres letras lo que escribe Ber-

nardo asi:
NEE MOO VMS LOI GSO DN.

Si Alicia escribié un segundo texto, el cual reescribié Bernardo y luego

leyé César asi:

EMO ULO IGN PEQC DNO D.

icudl fue el segundo texto escrito por Alicia?

2. Seana=3b+2c,b=4c—ayc®—5c—24 =0 (con a, b, centeros
positivos). Halle el valor de a, b, ¢y determine si el nimero a X b+ c es
multiplo de 12.

3. Sean (7 una circunferencia que pasa por un punto B con centro en
un punto A, Cs la circunferencia que pasa por A con centro en B y
C un punto de intersecciéon de las dos circunferencias. Si una altura
del tridngulo ABC' mide v/3, determine el drea que se encuentra en la

interseccidn de las circunferencias y fuera del tridngulo.
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4. Si n es un entero positivo, diremos que la sucesién finita de enteros

positivos ni,ns,...,n, €s un particion den sin =nq +ng + -+ + ng
(sin importar el orden de los sumandos). En tal caso cada sumando n; es
llamado una parte de la particién. Verifique que el nimero de particiones
de 7 donde ninguna de sus partes es divisible por 3 es igual al nimero de

particiones de 7 cuyas partes aparecen a lo mas dos veces.

. En una urna se encuentran 1000 balotas etiquetadas usando los nimeros

de 1 a 1000. § Cudl es la menor cantidad de balotas que deben extraerse
de forma aleatoria para poder afirmar que exactamente una de ellas es
multiplo de 3, 5y 77

. En la siguiente gréfica, C es el centro del semicirculo Cy, el tridangulo

ADB es isésceles en D, y AD es diametro del semicirculo Cy. Halle la

razén entre las dreas sombreadas.

Co
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1.3.3. Solucién

1. Escribiendo el texto de la forma que lo hizo Bernardo tenemos lo siguiente:

E M 0 U

D N 0 D

Por lo tanto el texto escrito por Alicia fue:

EL DOMINGO NO PUEDO.

2. Factorizando la ecuacién ¢? — 5¢ — 24 = 0 se tiene (¢ — 8)(c + 3) = 0.
Como ¢ es un nimero entero positivo, el valor de ¢ es 8. Reemplazando
c=8en b= 4c— a tenemos b = 32 — a. Ahora sustituyendo ¢ = 8 y
b =32—a en la ecuacién a = 3b+ 2c obtenemos que a = 28. De ahi que
los valores de a,b y c son 28,4 y 8, respectivamente. Luego el ndmero
axb+c=28 x4+ 8 =120 es divisible entre 12.

3. La siguiente figura es un bosquejo de la construccién seglin las condicio-
nes del enunciado, donde el area de la regién sombreada es la que desea

calcular:
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Sean M el punto medio de AB, R, la regién delimitada bajo la circunfe-
rencia C y por encima del segmento CB, Rs la regién delimitada bajo
la circunferencia Cy y el segmento AC, y R3 la regién delimitada entre
ambas circunferencias y debajo del tridngulo ABC'. El drea de la regién
R sombreada equivale a la suma de las dreas de las regiones Ry, Ra y

R3. Calculemos cada una de ellas.

El triangulo ABC es equildtero pues sus lados corresponden con radios
de las circunferencias Cy y Cs. Si r es la medida de dicho radio, entonces
r = AC = AB. Por el teorema de Pitdgoras, aplicado al tridngulo AMC

P2 = (5>2 + (\/5)2

2
Luego r = 2. Asi, el drea del triangulo ABC' viene dada por

tenemos que

ApaBe = —/—

S _ .

Nétese ahora que calcular el area de la regién Ry corresponde a calcular
la diferencia entre el drea del sector circulatd CAB y el drea del tridngulo
ABC'. Para ello observe que el radio del sector circular mide r =2 y su
angulo, medido en radianes, es /3 por ser el tridngulo ABC' equilatero.

De modo que su area viene dada por

Asi el area de la regién Ry es

2w
ARl — ? - 3

El drea de la region Ry es, por simetria, igual al drea de la regiéon R;. El
drea de la regién Rg3 se puede hallar notando que R3 es la unién de un
sector circular de radio r = 2 y dngulo /3, y una regidn congruente a
las regiones Ry y Ry, de modo que

2 2w _Ar

2Recuerde que el drea de un sector circular determinado por un radio 7 y un dngulo

. . . 2 T
6 medido en radianes viene dado por la expresién -
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En conclusién, tenemos que el drea de la regiéon sombreada es

8
AR:AR1+AR2+AR3:§—3\/§-

4. De la definicién se obtienen exactamente 15 particiones de 7 que listare-

mos a continuacién y que denotaremos por p1,pa, ..., P15 :
p1: 7 pPo:3+24+1+4+1
p2:6+1 pro:3+1+1+1+1
1542
b3 P34+ 242
p4:5+1+1

p12:2+242+1
P54+ 3

2424+141+4+1

pe:d+2+1 pigratat il
p7:4+1+1+1 p1412+1+1+1+1+1
ps:3+3+1 p5:l+1+1+1+1+1+1

Ahora, aplicando las condiciones del problema tenemos:

Las particiones de 7 que tienen partes que no son divisibles por 3 son:
P1, P3. P4, P6. P7. P12, P13, P14, Pi5-

Las particiones de 7 cuyas partes aparecen a lo sumo dos veces son: p1,
P2, P3, P4, P5. P6, P8, P9, Pil-

En cada caso tenemos 9 particiones con las condiciones exigidas.

5. La menor cantidad de balotas que deben extraerse de forma aleatoria
para poder afirmar que una de ellas es miltiplo de 3, 5 y 7 es equivalente
a encontrar la menor cantidad de balotas que deben extraerse aleatoria-
mente para asegurar que una de ellas es mdltiplo de 3 x 5 x 7 = 105.
Dado que los miultiplos de 105 que hay de 1 hasta 1000 son 9, entonces

el menor niimero de balotas que deben extraerse es 992.
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6. Considere la siguiente figura:

Co

A C R B

Sean Ry r los radios de los semicirculos Cq y Co respectivamente. Note
que DC es altura del tridngulo AD B, ya que este es iséscelesen Dy C es
el centro del semicirculo C;. De modo que el triangulo AC'D es rectdngulo

en C. Asi, por el teorema de Pitdgoras se tiene que (2r)? = R? + R?,
, R?

luego r* = —.

uego r 5

. RxR R?
Por otra parte, observe que el drea del tridngulo DCB es 5 =5

mientras que el drea sombreada en el semicirculo Co es:

7T_7"2_7TR2 R_2_7I'R2 TR2 R_Q_R_2

2 4+2_4 4+2 2

Por lo tanto la razén entre las areas sombreadas es 1.
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2.1. Prueba Clasificatoria

2.1.1. Prueba Clasificatoria: 25 de agosto

1. Cada uno de los puntos en el laberinto representa un trozo de zanahoria.
i Cudl es la maxima cantidad de trozos de zanahoria que un conejo puede
recoger desde la entrada hasta la salida, teniendo en cuenta que no puede
pasar dos veces por un mismo punto y que los movimientos permitidos

son vertical y horizontalmente?

Entrada
v
([ J ([ J
([ J ([ J
[ J [ J
° °
([ J ([ J
° ® Salida
([ J ([ J |
(a) 12 (b) 26 (c) 30 (d) 33

25
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. iCudl es el menor nimero de rectas que se deben dibujar (en el plano)

para obtener 8 cuadrados?

(a) 6 (b) 7 (c) 8 (d) 10

. Ivan juega a formar nimeros con las siguientes cuatro tarjetas:

®a%s

De los niimeros con cuatro cifras que lvan puede formar con sus tarjetas,

NO es correcto afirmar que:

(a) ninguno es miiltiplo de 11. (c) la mitad son impares.

(b) todos son muiltiplos de 3. (d) 10 son mudiltiplos de 6.

. Sean py q enteros y x un nimero real distinto de cero. Podemos asegurar
b

que la expresién X 9 representa un niimero real cuando

(a) g #0. (¢) p es impary g par.

(b) q es par. (d) p es pary q impar.

. En la siguiente figura, ABC'D es un cuadrado de lado Iy F, H, G son

los puntos medios de los segmentos BC, DC y F'H respectivamente.

i Cudl es el area del paralelogramo sombreado?

A B
1 1
—l2 —l2
(@ ©
F
1 1
b) = 12 d) — 17
VARG @) -
D C
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6. Sea R un rectangulo. j Cudntos circulos que estdan en el mismo plano que

R tienen un didmetro cuyos dos extremos son vértices de R?

(a) 4 (b) 6 (c) 5 (d) 12
7. El término n—ésimo de una sucesién esta dado por

Tn—1+ 2, sin es par
T =3y Ty = _ _ , paran > 1.
Tn_1+3, sinesimpar

i Cual es el término 2016 de esta sucesién?

(a) 5.040 (b) 5.043 (c) 5.045 (d) 10.088

8. Se escribe 1998 como producto de dos enteros positivos tales que la dife-

rencia positiva entre ellos sea la menor posible. j Cudl es esta diferencia?

(a) 7 (b) 13 (c) 17 (d) 47

9. La siguiente figura muestra dos circunferencias tangentes entre si.

Para hallar el area sombreada de la figura NO es suficiente conocer:

(a) el drea de los dos circulos.
(b) la longitud de cada circunferencia.

(c) la longitud de la circunferencia menor y que esta pasa por el centro

de la mayor.

(d) la longitud de la circunferencia mayor y el punto de tangencia con la

circunferencia menor.
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10. Andrés se dirige a una floristeria. Alli le dicen que un ramo de flores

11.

12.

pequefio y uno grande cuestan respectivamente $20.000 y $70.000. Si
Andrés pagé en total $300.000 por la compra 10 ramos entre pequefios y
grandes, jcudl es la diferencia positiva entre la cantidad de ramos grandes

y la cantidad de ramos pequefios que compré?

(a) 2 (b) 8 (c) 6 (d) 4

Para cada nimero entero positivo n; considere el tridngulo T,, cuyos
vértices estdn en los puntos (0,0), (1,n) y (n,1). ; Cudl de las siguientes

expresiones algebraicas representa el area de 1,,7

n?—1 n? (n—1)2 2n —1

(@) 6 = (0) 5

En una lista se escriben los ndmeros naturales del 1 hasta el 1000.

i Cuantas veces aparece el uno en dicha lista?

(a) 301 (b) 275 (c) 293 (d) 321
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2.1.2. Solucion

1. En la siguiente figura se muestra una forma en la que el conejo puede
atravesar el laberinto teniendo en cuenta los movimientos permitidos
y tomando la mayor cantidad de trozos de zanahoria. Cabe resaltar
que pueden hacerse unos pequefios cambios en el camino, pero eso no
altera que la maxima cantidad de puntos por los que se puede pasar

sea igual a 30.

Entrada

v

Salida

2. En la siguiente figura formada por siete rectas se muestran ocho cua-
drados: ABED, BCFE, DEHG, EFIH, GHKJ, HILK, ACIG
y DFLJ.

Observe que al eliminar cualquier de esas siete rectas ya no es posible

construir ocho cuadrados.
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3. Los nimeros de cuatro cifras que Ivan puede formar con las cuatro

tarjetas son los siguientes:

5760, 5706, 5670, 5607, 5076, 5067,
6750, 6705, 6570, 6507, 6075, 6057,
7560, 7506, 7650, 7605, 7056, T065.

Note que en la lista anterior hay 18 ndmeros de los cuales 8 son impa-
res, por lo tanto NO es correcto afirmar que la mitad de estos nimeros
sean impares. Para ver que las demds afirmaciones son correctas con-

sidere las siguientes observaciones:

» Todos nimeros de la lista anterior son muiltiplos de 3, debido a

que la suma de sus cifras es 18 el cual es mdltiplo de 3.

= En la lista hay 10 nimeros que son mdltiplos de 2 y por el inciso

anterior esos 10 ndmeros son multiplos de 6.

= Usando el criterio de divisibilidad para el 11 que establece que
un ndmero es divisible entre 11 si y solo si la diferencia entre la
suma de los digitos que ocupan las posiciones impares y la suma
de los digitos que ocupan las posiciones pares es cero o miiltiplo
de 11; se verifica facilmente que ninglin nimero de la lista es

multiplo de 11.

4. Sean p y g numeros enteros y x un numero real diferente de cero.

Veamos los siguientes casos:

= Si p y g son ambos positivos o ambos negativos y p es par,

entonces xP es positivo y en tal caso la raiz g—ésima de zP estd
.. . . ., P

definida para cualquier valor de g, es decir la expresién x¢ = /P

representa un nimero real.

= Si py ¢ tienen signo contrario, es decir P < 0. Entonces
q

P 1
ri4 = s
w/;ﬂp‘

donde ' ‘azm, como en el caso anterior, representa un nimero

real, que ademas es diferente de cero pues x # 0.
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= Si p =0y q impar, entonces x

2
q

= 20 = 1 es un ndmero real.

De los anteriores casos se concluye que si p es par y ¢ impar, entonces

p p
la expresion x ¢ representa un nimero real. Por otra parte, tomando

p=1,¢g=2yx=—1, notamos que la expresién (—1)% =+/—1no

es nimero real; este ejemplo permite descartar las demds opciones.

5. Solucién 1. En la siguiente gréfica se observa que el drea del parale-

logramo sombreado equivale a 3 de area del cuadrado de lado [, es

1
decir = 12,
ecir o

Solucién 2. Para calcular el drea del paralelogramo sombreado se

necesita conocer las medidas de su base y altura. Considere la siguiente

figura en la que GFE es perpendicular a BC en E.

A

B

Tomando BF = [/2 como base del paralelogramo sombreado, enton-
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ces GFE es su altura. Ademas, por el teorema de Tale£| se tiene que
los tridngulos FGE y FHC son semejantes con razén de 1 a 2, luego

GE =1/4. Por lo tanto el drea del paralelogramo sombreado es

l2

X .
8

N |~
W |~

6. Considerando que el rectdngulo R tiene vértices A, B,C y D, los
circulos que tienen un didmetro cuyos dos extremos son vértices de
R, son aquellos que tienen como didmetro a AB, AC, AD, BC,
CD. Note que las diagonales del rectdngulo son didmetros del mismo

circulo. En total se pueden formar 5 circulos.

S
[Ss]
X

B AL R

C D C

>
Q
S

©

7. Solucién 1. Segin la definicién de la sucesién, el primer término es 3
y cada término a partir del segundo es la suma del término anterior
mds 2 si el término ocupa una posicién par en la sucesién, o mas 3
si ocupa una posicién impar. De modo que para calcular el término
que ocupa la posicidon 2016 basta multiplicar la cantidad de nimeros
naturales impares menores que 2016 por 3 y sumar este resultado al
producto de la cantidad de nimeros naturales pares menores e iguales
a 2016 por 2. Como hasta el nimero 2016 hay 1008 nidmeros naturales

impares y 1008 niimeros naturales pares, entonces

Zo016 = 1008 x 3 + 1008 x 2 = 5040.

1Si en un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera de sus lados, se obtiene

un tridngulo que es semejante al tridngulo dado.
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Solucién 2. Siguiendo la férmula para calcular los términos de la su-

cesién tenemos que:

Tl = 3, T4 = 10, Ty = 18, T10 = 25,
To = b, x5 = 13, xg = 20,
T3 = 8, Te = 15, Tg = 23,

Observe que los términos con indice par son un miltiplo de 5, es-
pecificamente el término xo, = 5k, con k& un ndmero natural. Por lo
tanto

2016 = T1008x2 = 1008 x 5 = 5040.

8. El conjunto de divisores de 1998 es:

Digos = {1,2,3,6,9, 18,27, 37, 54, 74, 111, 222, 333, 666, 999, 1998}

Estos divisores pueden agruparse en parejas de modo que su producto

sea 1998, de la siguiente forma:

(1,1998) (3,666) (9,222) (37, 54)
(2,999) (6,333) (18,111) (27,74)

La pareja (37,54) es aquella en la cual la diferencia entre los términos

es la menor y esta diferencia es 17.

9. Es suficiente (a) ya que el drea de la regién sombreada se puede cal-
cular como la diferencia entre el drea del circulo grande y el circulo
pequeno.

Es suficiente (b) pues conociendo la longitud de cada circunferencia se

conoceran sus radios y, por consiguiente, se podran calcular sus dreas.

Es suficiente (¢) porque, como en (b), se conocers el radio de la circun-
ferencia mds pequefa y si esta pasa por el centro de la circunferencia

grande, el radio de la circunferencia grande sera el doble del radio de
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10.

la circunferencia pequefia. Conociendo los radios se puede calcular el

area de los dos circulos y por tanto el de la regién sombreada.

No es suficiente (d) debido a que no se tienen condiciones sobre el radio
de la circunferencia mds pequefia, hecho que imposibilita el cdlculo de

su area y, por tanto, el de la regién sombreada.

Solucién 1. Teniendo en cuenta que Andrés compré 10 ramos entre
grandes y pequeiios, la siguiente tabla registra todas las posibilidades

en que pudo hacer el pedido:

Ramos pequefios | Ramos grandes | Costo del pedido
0 10 700.000
1 9 650.000
2 8 600.000
3 7 550.000
4 6 500.000
5 5 450.000
6 4 400.000
7 3 350.000
8 2 300.000
9 1 250.000
10 0 200.000

Como Andrés pagé 300.000 por su pedido, concluimos que comprd 8
ramos pequefios y 2 ramos grandes, luego la diferencia positiva entre

las cantidades de ramos comprados es 6.

Solucién 2. Del enunciado se plantea el siguiente sistema de ecuacio-

nes
r+ R =10,

200007 4 70000R = 300000;

donde r es la cantidad de ramos pequeiios y R la cantidad de ramos

grandes.
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De la primera ecuacién se tiene que r = 10 — R, luego

20000(10 — R) + 70000 R = 300000,
50000R = 100000,
R =2
por lo tanto r = 8. Asi, la diferencia positiva entre la cantidad de

ramos grandes y la cantidad de ramos pequefios que comprd Andrés

es 6.

11. Sea n un entero positivo. Considere la siguiente figura:

A

\]

(0,0) 1 "

Sean Ay, As y As las dreas de los tridngulos no sombreados dentro
del cuadrado de lado n con vértices en (0,0), (0,n), (n,0)y (n,n),
como se muestra en la figura. Entonces

nx1 y Azz(n—l)x(n—l):(n—1)2'
2

Note que el drea A7, del tridngulo 7T;, estd dada por:

A(Tn) = ’I’L2 — A1 — A2 — Ag.

Por tanto, la expresidn para calcular el drea de T, viene dada por:

—1)2 nx1 n?—1
Ay =n2— @ —2 = .
() =7 2 < 2 > 2
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12. Para establecer la cantidad de unos en la lista tenga en cuenta la

siguiente tabla:

Rango Cantidad de unos
Del 1 al 9 1

Del 10 al 19 11

Del 20 al 99 8

Del 100 al 109 11

Del 110 al 119 21

Del 120 al 199 88

Del 200 al 999 20 x 8 =160
1000 1

Total 301
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2.2. Prueba Selectiva

2.2.1. Prueba Selectiva: 22 de septiembre

1. Vanesa, Jesis, Tatiana y Camilo jugaron al amigo secreto y para dar
los regalos fueron a cenar a un restaurante. Ellos se regalaron entre si:
una gorra, un balén, una camiseta y una caja de chocolates. De cenar
pidieron: una hamburguesa, un perro caliente, una porcién de pizza y una
ensalada. Si cada uno recibié un regalo diferente y comié algo diferente,

determine qué regalo recibié Jesls y lo que comié sabiendo que:
= Camilo comié pizza y no recibié el balén ni los chocolates.

= Vanesa recibié los chocolates y no comid perro caliente.

» Tatiana recibié una gorra y no comid perro caliente ni hamburguesa.

(a) Balén y perro caliente.
(b) Camiseta y pizza.

)

)

(c) Gorra y ensalada.

(d) Chocolates y hamburguesa.

2. Una fabrica de muebles en crecimiento tenia cierto nimero de empleados
y decide despedir a uno de ellos. Si el niimero de empleados que contratara
es cinco veces los que le quedaron, y el cuadrado del niimero de empleados
que tenia es igual al doble de la cantidad de empleados que contratara

mas 21 empleados. j Cudntos empleados contratard la fabrica?

(a) 10
(b) 11
() 50
(d) 55
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3. En la siguiente figura el tridngulo AB,,C),, es rectdngulo en B,,, para cada

n € N. jCudl de las siguientes cantidades es mayor si AB; < B1C17?

A
Blhc’l

By B Co

B3 p U3

(a) ABp—2 X Bpy2Chio (¢) ABp—3 % Bpt2Cpyo
(b) AByy2 X ACy 12 (d) Bpt2Cnt2 x ACp 42

4. jCon cudntos ceros termina la expresién 33! ?
(a) 5 (b) 6 (c) 7 (d) 8

5. Jaime tiene una coleccién de 120 zapatos. Si uno de cada tres es depor-
tivo, cuatro de cada cinco tienen cordones negros y siete de cada diez
estdn nuevos. Entonces la mayor cantidad de zapatos que pueden ser

deportivos nuevos con cordones negros es

(a) 24 (b) 40 (c) 84 (d) 60
6. Sea ABC un tridngulo. Se construyen los puntos ) sobre AC, S sobre

_ B

BC de tal forma que CQ = = y SC = TC Entonces NO es correcto

afirmar que:

(a) AQSC es semejante a AABC con razén de 1 a 3.
(b) El drea de AABC es 9 veces el drea de AQSC.
(c) La altura del AABC con respecto a AC'y la altura de AQSC con

respecto a QC son paralelas.

(d) El perimetro de AABC es 9 veces el perimetro de AQSC.
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PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7.Sipx) =ar® +x+1yq(x) =2%+ar+ 1. Hallea # 1 tal que

p(z) y g(x) tienen una raiz comun.

8. Si O es el centro de la circunferencia, L DOE = 50°, L BAC = 60°
y LACD = 50°, jcudnto mide el angulo CFB?

9. Si n es un nimero formado por 9 nueves, es decir, n = 999999999.

Halle la suma de los digitos de n?.
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2.2.2. Solucion

1. Primero observe que Camilo no recibié el balén ni los chocolates, entonces
pudo recibir la gorra 6 la camiseta, pero Tatiana recibié la gorra; por tanto
el regalo que recibié Camilo fue la camiseta. Si Camilo recibid la camiseta,

Tatiana la gorra y Vanessa los chocolates; entonces Jesis recibié el balén.

Por otra parte, note que Tatiana no comié perro caliente ni hamburguesa,
entonces comié la ensalada 6 la pizza; pero Camilo comié pizza, luego
Tatiana comié ensalada. Como Vanessa no comié perro caliente, entonces

ella comié hamburguesa. Por consiguiente, Jesis comid perro caliente.

En conclusién, Jesus recibié el balén y comié perro caliente.

2. Sean y el nimero de empleados que tenia la empresa antes de despedir
a uno de ellos y x el nimero de empleados que contratard. Segtn las

condiciones dadas en el enunciado,
x=5(y—1), (2.1)
y? =2 + 21. (2.2)
Reemplazando (2.1]) en (2.2]) se obtiene:

10(y — 1) + 21 =3?
10y + 11 =y?
y? — 10y — 11 =0

(y —11)(y + 1) =0.

Por el contexto del problema y es un entero positivo, entonces y = 11y

por lo tanto x = 5(11 — 1) = 50.
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3. Por construccién AB,, 3 < AB,,_2y Bpi12Cy12 > 0, entonces

AB, _3 X Bn+20n+2 < AB,,_o9 % Bn+2Cn+2. (23)
Ademis,
0< AB,_5 < ABn+2 < Bn+2Cn+2 (2.4)
y
0 < Bpy2Chya < ACy42, (2.5)

pues AC,,12 es la hipotenusa del tridngulo AB,,12C, 2. De modo que
por las desigualdades (2.3), (24) y (23] se tiene que:
ABj_3 X Bpy2Cpya < ABp_2 X BygaCpyo
< ABn+2 X A0n+2

< Bpi2Cnya X ACy 0.

Por lo tanto B,,1+9C),12 X AC,, 12 es la cantidad mayor entre las opciones.

4. Sabiendo que 33! =33 x32x31x---x3x2x1, se puede reescribir esta
expresion, usando la descomposicién en factores primos, de la siguiente

manera:

331 =231 x 31 x 57 x 74 x 11% x 132 x 17 x 19 x 23 x 29 x 31
= (2x5)T x 22 x 35 x 7 x 113 x 132 x 17 x 19 x 23 x 29 x 31
=107 x 2% x 35 x 7 x 113 x 132 x 17 x 19 x 23 x 29 x 31.

Por lo tanto la expresion 33! termina en 7 ceros.

5. La informacién del enunciado permite deducir lo siguiente:

1
Cantidad de zapatos deportivos: 3 x 120 = 40.
4
Cantidad de zapatos que tienen cordones negros: R x 120 = 96.

Cantidad de zapatos nuevos: % X 120 = 84.

Luego la mayor cantidad de zapatos que pueden ser deportivos nuevos

con cordones negros es 40.
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6. La siguiente figura representa la situacion.

B

A

Note que los tridngulos ABC' y QSC' son semejantes, ademas AC =
3QC, BC =3SC y AB = 3(QS. De modo que, como el perimetro del
tridngulo QSC es QC + SC + QS y el perimetro del tridngulo ABC es
AB + BC + CA; se tiene que:
AC + BC + AB =3QC +35C +3QS
=3(QC + SC+@Q5S).

Esto muestra que el perimetro del tridngulo ABC es el triple del perime-
tro del tridngulo Q.SC, por lo tanto no es correcta la afirmacién de la
opcién (d).

Se deja como ejercicio al lector verificar la validez de las otras afirmacio-

nes.

7. Sea r la raiz comin de p(x) y q(z). Entonces p(r) = 0 = ¢(r), esto es:
ar’+r+1=0, (2.6)
r?+ar+1=0. (2.7)

Restando la ecuacién (2.7)) de la ecuacién (2.6) obtenemos:
(a—1)r2+r(l—a)=

r(r(a—1) = (a—1))
rla—1)(r—1)=

0
0
0.
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De esta ltima linea tenemos que r =0, a =107 = 1. Pero si r = 0,
las dos ecuaciones del primer sistema se reducen a 1 = 0, lo cual no tiene
sentido, y a = 1 se descarta por las condiciones del problema (a # 1).
Por lo tanto » = 1. Reemplazando el valor de r en las ecuaciones (2.0]) y
[27) se concluye que a = —2 es el valor de a que hace que p(z) y ¢(x)

tengan una raiz comun.

8. Note que AB es un didmetro de la circunferencia, luego el tridangulo ABC
es rectdngulo en C. Por lo tanto L AC'B = 90° y como L BAC' = 60°,
entonces LABC = AFBC = 30°, pues la suma de las medidas de los

angulos internos de un tridangulo es 180°.
Por otra parte, como L DOFE = 50°, por el teorema del angulo centra
se tiene que L DC'E = 25°. De modo que
LFCB = A{ACB — LACD — {DCFE
=90° — 50° — 25°
= 15°.
y por lo tanto

LCFB =180° — {FCB — {FBC
= 180° — 15° — 30°
= 135°.
9. Note que n + 1 = 1.000.000.000 = 109, luego
n? = (10° — 1)
=10"" —2(10°) +1
=10 (10 —2) +1
= 10%(999.999.998) + 1.

Por lo tanto la suma de las cifras de n? es 9(8) + 8 + 1 = 9(9) = 81.

2Teorema del angulo central: El d4ngulo central subtendido por dos puntos de una
circunferencia es el doble que cualquier angulo inscrito en la circunferencia subtendido

por los mismos dos puntos.
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2.3. Prueba Final

2.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la novena versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1354 participantes del certamen

en el nivel Medio, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro
GABRIEL JOSE ROMERO REYES
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

2° Puesto, medalla de plata

ALEJANDRO HERNANDEZ CALDERON

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

3¢" Puesto, medalla de bronce
KAROL YATZARI ORTEGA MONZALVE

Instituto Técnico Nacional de Comercio, Bucaramanga.

[D 4
. esto
JUAN DAVID SAAVEDRA LOZADA

Colegio Santa Cruz de La Nueva Baeza, San Gil.

DANIEL MORALES RANGEL
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.
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2.3.2. Prueba Final: 28 de octubre

1. Alicia escribe el siguiente texto:

NOS VEMOS EL DOMINGO.

Bernardo lo reescribe a tres renglones (filas) asi:

N E E M 0

S 0 D N

y César lee por renglones y en bloques de tres letras lo que escribe

Bernardo asi:
NEE MOO VMS LOI GSO DN.

Si Alicia escribié un segundo texto, el cual reescribié Bernardo y luego

leyé César asi:

EMO ULO IGN PEQ DNO D,

icudl fue el segundo texto escrito por Alicia?

2. Si en la siguiente figura las circunferencias son de radio 1 ¢m, con centros

en los puntos senalados, jcudnto mide el area de la regién sombreada?
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. En una pizarra infinita se escriben en fila y en orden ascendente los

ndmeros naturales (sin incluir el cero). Luego, se borran los nimeros
que son cuadrados perfectos. En esta nueva lista, jqué nimero ocupa la

posicién 10017

. Sean a, by c las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo. Si ¢

es la longitud de su hipotenusa, muestre que:

6 16 __ .6
wbe = 1] —a”
3

. Halle todos los primos p de dos cifras tales que la cifra de las unidades

2017

de p es 7.

. Sea ABC un tridngulo rectdngulo en A. Se construye D sobre la ex-

tensién de BC de tal manera que BC = CD, de la misma manera
se extiende C'A hasta F de manera tal que AE = 2AC. Muestre que
BE = AD.
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2.3.3. Solucion

1. Escribiendo el texto de la forma que lo hizo Bernardo tenemos lo siguiente:

E M 0 U

D N 0 D

Por lo tanto el texto escrito por Alicia fue:

EL DOMINGO NO PUEDO.

2. Considere las siguientes figuras:

LA (A
WV

Figura 2.

Figura 1.

Note que el tridngulo XY Z es equilatero con drea A = @cmz, pues

sus lados corresponden a radios de circunferencias con radio 1c¢m.
Por otra parte, el sector circular XZY senalado en la Figura 2. tiene
. , . . ™ . ‘
1c¢m de radio y su dangulo barrido mide 3 radianes, luego su drea es:
T2

1 m
S—§X§—Ecm.
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De modo que el drea sombreada en la Figura 2. estd dada por:

\/g 47T_6\/§ )
—Ccm .

S—A=

m
6 4 24
Observe que el drea sombreada en la Figura 1. equivale a 12 veces el drea

sombreada en la Figura 2. Por lo tanto el drea sombreada es:

At — 6v/3
Xi

_ _ 2
o = 2r — 3vV3em?.

12

. La lista de los nimeros cuadrados perfectos es la siguiente:

12=1, 22=4,32=9, ..., 322 =1024, 332 =1089, ..., n?, ...

Por otro lado, si listamos los ndmeros naturales en una pizarra y tachamos

los cuadrados perfectos se tiene lo siguiente:
I, 2 3, 4 5, 6,7 8 9 ..., 1024, ...

Note que hasta el 1025 se han quitado 32 ndmeros, entonces 1025 ocupa
la posicién 993 = 1025 — 32. Por lo tanto en la posicién 1001 queda el

numero 1033.

. Dado que a, by cson las longitudes de los lados de un tridngulo rectdngu-

lo y ¢ es la medida de la hipotenusa, el teorema de Pitdgoras establece

que ¢ = a® + b%. Luego,
&S = (a® +6%)° = a® + 3a%6? + 302" + 19,
& — b8 — ab = 3a%b*?.

C6—b6—a6

Por lo tanto abc = 3

. Note que dado un nidmero de dos cifras ab, donde b es la cifra de las

unidades y a la de las decenas; se tiene que la cifra de las unidades del

ndmero (ab)™ coincide con la cifra de las unidades de b™, para n un
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numero natural. Ademds los niimeros primos de dos cifras terminan en
1, 3, 7y 9. Descartamos los primos que terminan en 1 ya que segin lo
anterior sus potencias siempre terminan en 1. Asi que basta considerar
las potencias de los digitos: 3, 7y 9. En la siguiente tabla vemos que las

potencias de 9 nunca terminan en 7 y ademas la cifra de las unidades de

las potencias de 3 y 7 se repiten cada 4 potencias:

31 =0
=0
33 =207
3t =80
35 =24(3)

Como 2017 = 4 x 504 + 1, es decir deja residuo 1 al dividirse entre 4,

entonces los niimeros primos de dos cifras que nos interesa encontrar son

=0
72 = 4(9)

73 =340
7t =2.40D

75 =16.80(7)

9t = @
9% = 8D

93 = 17209
9* = 6.56(D)

9° = 59.04(9)

todos los que terminan en 7, a saber: 17,37,47,67 y 97.

to. Bastard demostrar que los tridangulos ABE y AF D son congruentes.

B

—

. Considere la siguiente construccién auxiliar, donde el angulo AF'D es rec-

Observe que por construccién los triangulos ABC'y F'BD son semejantes

ya que son rectdngulos y comparten un angulo interno menor que 90°.

—

D

F

Ademds, C' es punto medio de BD, de modo que:

BA AC BC 1

BF FD BD 2
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Por lo tanto, 2BA = BF = BA + AF, luego BA = AF y ademais
FD = 2AC = AE. De esta manera, por el criterio de congruencia
para tridngulos LAL (Lado—Angqu-Lado), se concluye que los tridngulos
ABE y AFD son congruentes, de ahi que BE = AD.
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3.1. Prueba Clasificatoria

3.1.1. Prueba Clasificatoria: 25 de agosto

1. La nota de la prueba clasificatoria es un elemento del conjunto {1, 2, 3,4, 5}.
i Cudl es el nimero minimo de estudiantes que deben presentar la prueba

para que por lo menos 10 de ellos obtengan la misma nota?

2. Sean py g enteros y x un nimero real distinto de cero. Podemos asegurar
p

que la expresién X' ¢ representa un nimero real cuando

(a) ¢ #0.

)
(b) q es par.
(c) pesimpary g par.
(d) pes pary q impar.

o1
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. Para cada nidmero entero positivo n; considere el tridngulo T;,, cuyos

vértices estdn en los puntos (0,0), (1,n) y (n,1). i Cudl de las siguientes

expresiones algebraicas representa el perimetro de 7},7

(a) 2(n+1) +v2(n —1)
(b) 3vn?+1

(¢) 3v2(n—1)

(d) 2vn? + 1+ (n—1)V2

. El término n—ésimo de una sucesién tiene n cifras y se construye alter-

nando las cifras 5 y 7 empezando en 5. Por ejemplo:

Tl = 5, Tro = 57, T3 = 575, T4 = 5757, Irs — 57575, PN
i Cudntos términos de la sucesién son primos?

(a) infinitos (b) ninguno (c) 2 (d)1

. La expresién h(x) = —22 + 8z + 10 modela la altura de un globo me-

teoroldgico en funcién del nimero de horas. Si el globo se suelta a las
8 : 00 a.m. desde la azotea de un edificio, ja qué hora alcanza su altura

maxima?

. iCudl es el residuo de dividir 30 + 300 + 3000 + - - - + 3 x 102°!7 entre

117

(a) 8 (b) 3 (c) 2 (d) 0
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7. En la siguiente figura se muestra un triangulo y un cuadrado con un lado

10.

en comun.

A C
Si se desea hallar el drea del cuadrado es suficiente conocer

(a) que el tridngulo es rectdngulo y la medida de uno de sus lados.

(b) la longitud de dos lados del tridngulo.

)
)
¢) la medida de los dngulos internos del tridngulo.
d)

(
(d) la medida de dos dngulos internos del tridngulo y la longitud de uno

de sus lados.

. Si a es la medida de una altura de un tridngulo y b es la medida de la

correspondiente base, es correcto afirmar que el drea del tridngulo siempre

es menor o igual que:

a a2 2 a
@ab g () Y8

. iCudl es el digito de las unidades del nimero 1! + 2! + 3! + - .- 4+ 2017!7

(a) 3 (b) 2 (0) 1 (d) 0

Gabriel compré manzanas y cocos y pagd $17.700. Si las manzanas costa-
ran $500 mds y los cocos $300 menos, tendria que pagar $2.000 mds que
antes. Entonces la menor cantidad de frutas que pudo comprar Gabriel

€s:

(a) 10 (b) 12 (c) 20 (d) 28
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11. En la siguiente figura el circulo tiene de didmetro DC' =4 c¢cm y E, F
son puntos de la circunferencia. Si el angulo DC'E mide 30° y el dngulo
CDF mide 45°, jcudl es el drea, en centimetros cuadrados, de la regién

sombreada?

E
D C
F

(a) 4+2V3 (b) 8 (c) 4+2V2 (d) 47 +2V/3
12. En lasiguiente figura D, G, E'y F son los puntos medios de los segmentos

AC, AD, AB y AFE respectivamente. Si el 4rea del tridngulo ABC es

36 cm?, jcudl es el drea de la regién sombreada?

(a) 3cm? (b) 9cm? (c) 6cm? (d) 4cm?
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3.1.2. Soluciéon

1. Luego de presentar la prueba Clasificatoria podemos agrupar a los estu-
diantes, segin la nota obtenida, en 5 grupos (uno por cada posible nota).
El “peor de los casos” para esta situacion es que en cada grupo hayan
9 estudiantes, 45 en total; en tal caso, con un estudiante mas podemos
asegurar que en un grupo hay por lo menos 10 estudiantes. De modo que
si 46 estudiantes presentan la prueba, podemos asegurar, por el Principio

del Paloma, que por lo menos 10 obtienen la misma nota.

2. Sean py ¢ nimeros enteros y x un nimero real diferente de cero. Veamos

los siguientes casos:

= Sipy gson ambos positivos 0 ambos negativos y p es par, entonces
xP es positivo y en tal caso la raiz g—ésima de x esta definida para

. . ., I
cualquier valor de ¢q, es decir la expresién x¢ = /xP representa un

numero real.

= Si p y ¢ tienen signo contrario, es decir b < 0. Entonces
q

1
Vel

donde '{ x/Pl, como en el caso anterior, representa un niimero real,

Qs

X

que ademas es diferente de cero pues = # 0.

0

= Sip=0y qimpar, entonces x¢« = z° = 1 es un nlimero real.

De los anteriores casos se concluye que si p es par y ¢ impar, entonces la
.z b s
expresion x ¢ representa un numero real. Por otra parte, tomando p = 1,
L 1 .
g =2y x=—1, notamos que la expresién (—1)2 = +/—1 no es niimero

real; este ejemplo permite descartar las demds opciones.

LEl Principio del Palomar establece que si se distribuyen n + 1 palomas en n palo-
mares, entonces al menos un palomar contiene dos o méas palomas. Una versién mas
general de este principio establece que si n(k — 1) + 1 objetos son colocados en n

casilleros, entonces al menos uno de los casilleros contiene al menos k£ objetos.
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3. El perimetro del tridngulo T, es la suma de las distancias del punto (0, 0)
a los puntos (1,n) y (n, 1) y la distancia entre los puntos (1,n) y (n,1).
La distancia entre (0,0) a (1,n) es

VLT =02+ [n— 02 = V1 +n

La distancia entre (0,0) a (n,1) es

VIin—=024+1-02=+vn2+1.

Por dltimo, la distancia entre (1,n) y (n,1) es

VIT=nP +n—1P = 2In— 1P = (n — V2.

Por lo tanto el perimetro del tridngulo T}, estd dado por

Vitn2+V1+4n2+ (- 1)V2=2V1+n2+ (n—1)V2.

4. Considere las siguientes dos observaciones:

a) Todos los términos en las posiciones impares de |a sucesién, es decir
los de la forma z9,_1, con n € N; son miltiplos de 5 y de ellos el

tinico término que es primo es 1 = 5.

b) Todos los términos en las posiciones pares de la sucesién , es decir
los de la forma x9,, con n € N; son divisibles por 3, pues la suma
de sus cifras es miultiplo de 12 y por lo tanto de 3. Al ser todos

mayores que 3 se concluye que ninguno de estos es primo.

De modo que solo hay un niimero primo en la sucesién.
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5. Observemos la grifica de la funcién h(z) = —22 + 8z + 10.

y . altura 1

20

15

10

-5 l 5 \10 15
5

Como la parabola abre hacia abajo, la altura maxima del globo se tiene

justo en el vértice de la misma, es decir, cuando = = = 4. Como

2(-1)
el globo se suelta a las 8 : 00 a.m., entonces su altura maxima se alcanza

4 horas después a las 12 : 00 m.

6. Sea N = 30+300+3000+---+3x 10%°17. Note que N es un niimero de
2018 cifras, donde cada una de ellas es 3 excepto la cifra de las unidades,
la cual es 0. Utilizando el criterio de divisibilidad por 11 que establece
que: un ndmero es divisible por 11 si y solo si la diferencia de la suma de
los digitos que ocupan las posiciones impares y la suma de los digitos que
ocupan las posiciones pares es un multiplo de 11; se deduce que N + 3
es divisible por 11. Lo anterior indica que el residuo al dividir N entre 11

es igual a 8.

7. Conociendo la medida de dos dngulos internos de un tridngulo, podemos
determinar la medida del tercer dngulo interno, pues en todo tridngulo la
suma de las medidas de sus tres angulos internos es 180°. Si ademds se

conoce la longitud de uno de sus lados es posible determinar la longitud
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de los otros dos, usando el teorema del seno . De esta manera, si del
tridangulo de la figura conocemos la informacidn de la opcién (d) es posible
conocer la longitud de sus tres lados y por lo tanto es suficiente esta
informacién para determinar el drea del cuadrado, ya que uno de sus
lados coincide con un lado del tridngulo. Por otra parte la informacién
dada en las opciones (a), (b) y (¢) no es suficiente para hallar el drea
del cuadrado de la figura, como ejercicio para el lector se deja buscar

ejemplos que sustenten esta ultima afirmacién.

8. Solucidén 1. Veamos que para cualesquiera niimeros reales a y b se tiene

que
a_'b < a? + b2‘
2 4
En efecto:

0< (a—0b)%=a®—2ab+ %

Multiplicando por 2 ambos lados de la desigualdad anterior se tiene:

0 < 2a2% — 4ab+ 202, o equivalentemente

Las demds opciones se descartan tomando, por ejemplo, a = 6, b = 8.

Solucién 2. Por la desigualdad de Youndg se tiene que

“ 4
2 2 2

2Si en un tridngulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los dngulos A, B y

2 2 2 12
ap< @ et

C' son respectivamente a, b, ¢, entonces:

a b ¢
sen A senB  senC

3Desigualdad de Young: sean z,y, p, ¢ nimeros reales tales que z,y > 0; p,q > 1,
1,1 1.

yyt+o= 1; entonces

P y_q

Ty< =+
p q
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a-b _ a®+b?
L — < .
uego, 5 =~

Como ejercicio para el lector se deja probar que dados a y b ndmeros

reales positivos, se tiene que

b
« &2 < 9Vab, siy solosi, a-b < 16.

- b b 1 1
. 2 §a+,siyso|osi,—+—21.

2 a b

b Vai+b% .1 1
Ia2 < CZ2+ ,SIySOlOSI,g—Fb—zZl.

9. Note que n! es divisible por 10 cuando n > 5. Esto es, su cifra de las
unidades es 0. En consecuencia basta considerar la cifra de las unidades
de 1!, 2!, 3!y 4!. Como 1! =1, 2! =2, 3! =6y 4! = 24. Sumando la
cifra de las unidades de estos cuatro nimeros se obtiene:

14+2+6+4=13.

Luego el digito de las unidades del nimero 1! + 2! + 3! 4 --- 4+ 2017! es
3.

10. Sean M el precio de cada manzana, C el precio de cada coco, z la
cantidad de manzanas e y la cantidad de cocos. De la informacién del

enunciado podemos establecer que:

Mz + Cy = 17700,
(M + 500)z + (C — 300)y = 17700 + 2000.

Al restar la primera ecuacién de la segunda encontramos que
500z — 300y = 2000.
Las soluciones enteras positivas de esta ecuacidén son
(z,y) € {(7,5),(10,10),(13,15),...}.

De aqui que la menor cantidad de frutas que pudo comprar Gabriel es:
7+5=12.
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11. Note que los triangulos DEC'y CF'D estdn inscritos en una semicircun-
ferencia y por tanto son rectdngulos en E y I’ respectivamente. Luego,

el area del tridngulo DEC' esta dada por:

DE >2< EC _ 4sin(30°) ;4008(30 ) — 9Fem?,

y el drea del tridngulo C'F'D estd dada por:

DF x FC  4sin(45°) x 4cos(45°)
2 B 2

= 4dem?.

Por lo tanto el drea sombreada es 4 + 2v/3 em?2.

12. Como E y D son puntos medios de AB y AC respectivamente, entonces
se tiene que el tridngulo AE D es semejante al tridngulo ABC' a razén de
1 a 2, luego el drea del tridngulo AED es un cuarto del drea del tridngulo
ABC, esto es:
i x 36 = 9cm?.
Observe que los segmentos FD y GE son medianas del tridngulo AED.
Teniendo en cuenta que las tres medianas de un triangulo dividen al
tridngulo en 6 partes de igual drea, se concluye que el drea de la regién
sombreada corresponde a la tercera parte del area del tridngulo AED,
esto es,

9
= =3cm?
3 cm
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3.2. Prueba Selectiva

3.2.1. Prueba Selectiva: 22 de septiembre

1. Vanesa, Leonel, Jesis, Tatiana y Camilo jugaron al amigo secreto y dieron
sus regalos en un restaurante. Ellos se regalaron entre si: una gorra, un
balén, una camiseta, unos audifonos y una caja de chocolates. De cenar
pidieron: una hamburguesa, un perro caliente, una porcién de pizza, una
ensalada y una carne asada. Si cada uno recibié un regalo diferente y
comi6 algo diferente, determine qué regalo recibié Jesiis y lo que comid

sabiendo que:
= Camilo recibié una gorra, no comid pizza ni hamburguesa y le regald
a una mujer una caja de chocolates.

= Jesis no comié perro y le regalé unos audifonos a una mujer que

comié ensalada.
= Vanesa no comid carne asada ni perro caliente.
= Tatiana comid carne asada y le regalé un balén a Leonel.

= Leonel comid pizza y le regalé una camiseta a Jess.

(a) Balén y pizza. (c) Camiseta y pizza.

(b) Camiseta y hamburguesa. (d) Balén y hamburguesa.

2. Considere las siguientes funciones f(z) = 3% + 5z y g(x) =/ + 3. Si

T es un nimero real, es correcto afirmar que

(a) si = < 0, entonces f(z) x g(z) < 0.
(b) f(z)+g(z) =0, si z = 0.

(¢) f(z) x g(z) = 822 + 8.

(d) g(f(0)) =2.
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. En la siguiente figura ABCD esun B C

rectangulo, BE = BC =5 cm y
BA =3 ¢m, jcudl es el drea de la

regién sombreada en ¢m??

(a) 6 () %5 A p D
29 60
CE @ @

. Considere el nimero N = 111...1, formado por 2016 unos. jCudles de

las siguientes afirmaciones son verdaderas?

I. N es divisible por 7. [1l. N es miltiplo de 11.
Il. N es divisible por 9. IV. N es miltiplo de 6.
(a) Iy V. (c) Solamente Il y III.

(&) 1, 1y 1. (d) Todas son verdaderas.

. iCuél es el residuo de dividir 125%77 entre 137

(a) 0 (b) 2 (€5 (d) 8

. En la siguiente figura el tridngulo C

sombreado esta inscrito en la cir-
cunferencia. Para hallar la medida «

del dngulo o NO es suficiente co- A

nocer

(a) la medida del dngulo A y la longitud de los lados AB y CB.
(b) la medida del dngulo A y que AB es didmetro de la circunferencia.

)
)

¢) la medida del dngulo Ay la longitud del radio de la circunferencia.
)

(
(d

la longitud de los lados del tridngulo.
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PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Sean p(z) = ax® —2? +bx+1yq(x) =bxd —22+ax+1.Halleay

b, con a # b de tal forma que p(x) y g(x) tengan dos raices comunes.

8. En la siguiente figura ABCD es un rectangulo donde AB = 2BC,
FC = 3cm, F es punto medio de DC, I es punto medio de AB y
GE es perpendicular a AC'. Halle el perimetro de ATHEFG.

D G F C
E
H
A I B

9. Una tienda de cosméticos tiene una nueva coleccién de esmaltes que
posee 3 colores diferentes de la gama de los rojos, 4 colores diferentes
de la gama de los verdes, 3 colores diferentes de la gama de los azules,
2 colores diferentes de la gama de los morados y 3 colores diferentes
de la gama de los amarillos. Si se quiere armar un kit de muestra que
contenga tres esmaltes de diferente color, jcudl es la probabilidad de

que los tres esmaltes sean de gamas distintas?
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3.2.2. Solucion

1. La dltima condicién del problema dice que Jesls recibié como regalo
una camiseta. Ahora, Jests no comié perro, ni comié ensalada pues este
alimento fue para una mujer. Ademds la carne asada fue para Tatiana y
Leonel comié pizza. Luego Jesiis comié hamburguesa, ya que esta no fue

consumida por Camilo.

2. Note que f(0) = 3° +5(0) = 1y g(1) = V14 13 = 2, entonces
g9(f(0)) = g(1) = 2. Las demds afirmaciones no son correctas, pues si
x < 0, entonces g(z) no es un nimero real; si x = 0, f(z) + g(x) = 1;
y f(z) x g(z) = (3% + 5z) (V& + 2%) # 82? + 8z*.

3. Consideremos la siguiente figura en la que PG es la altura del tridngulo
APE respecto a su base AE.

B C

A Y G4-y E D

Como BE = 5¢m y BA = 3c¢m, por el teorema de Pitdgoras tenemos
AE = 4cm. Sean z la longitud del segmento PG e y la longitud de
AG, entonces GE = 4 — y. Note que los triangulos ACD y APG son

semejantes, luego

¢b_3 _
AD 5 gy’
3
es decir z = Ey También los tridngulos ABE y PGFE son semejantes,
asi:
3 oz
4 44—y’
4 —
de donde x = 3 1 y)
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. . 20
Igualando los dos resultados anteriores para z se tiene que y = 9 y por

4
lo tanto = = 3 De modo que el area del tridngulo APE es

AE xx 8

AAPE=T=§-

Por dltimo, note que el drea sombreada S se puede determinar restando

el drea del tridngulo APFE del drea del triangulo ACD, es decir

5x%x3
2

29

_8_29
3 6

S =Aacp — Aape =

4. Teniendo en cuenta los criterios de divisibilidad se establece la veracidad

o falsedad de cada una de las afirmaciones:

I. N es divisible por 7, puesto que si N = aoy16- - agasaq, don-
de a; representa la cifra en la posicién i—ésima (contando de de-
recha a izquierda) del nimero N, entonces a; = 1, para todo
i€{1,2,...,2016} . Luego

a1+ 3as +2a3 — aq — 3as5 — 2a¢ + a7 + 3ag + 2a9 — - - - — 2a9916 = 0,
y asi, por un criterio de divisibilidaﬂ para 7 se concluye que N es

divisible entre 7.

Il. Aplicando el criterio de divisibilidad por 11 también se prueba que
N es divisible por 11, pues la suma de las cifras impares de NV es
igual a la suma de sus cifras pares y por lo tanto la diferencia de

estas sumas es 0.

I1l. N es un miltiplo de 9, pues la suma de sus cifras es 2016, que es

multiplo de 9.

IV. N no es divisible por 6, porque N es impar.

Por lo tanto las afirmaciones correctas son |, Il y IlI.

4Un ndmero anan_1 - - - asai es divisible por 7, si y solo si, a1 + 3a2 + 2a3 — aa —

3as — 2a6 + a7 + 3as + 2ag - - - es multiplo de 7.
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5. Observe que

125 =8 (méd 13),
1252 =12 (mdéd 13),
1253 =5 (mdd 13),
1257 =1 (méd 13).

Asi 1254149 =1 (méd 13), luego 125%77 = 8 (méd 13).

. Note que Lo = LA+ LC y Lo = 180° — £ B. Analicemos cada una de

las opciones:

Si se conoce la medida del dngulo A y la longitud de los lados AB y
CB, usando el teorema del seno se puede calcular £C; y por lo tanto
la informacién de la opcidn (a) es suficiente para conocer la medida del
angulo «. Si se sabe que AB es didmetro de la circunferencia, entonces
£C =90°, luego la informacién de (b) también es suficiente para hallar
la medida del angulo a. Con la informacién de (d), mediante el teorema
del coseno, se puede hallar la medida de todos los dngulos internos del
tridngulo ABC vy por lo tanto la medida del angulo «. Por dltimo, note
que la longitud del radio y la amplitud de los dngulos no tienen relacién;
para ver esto, el lector puede imaginarse una ampliaciéon de la figura
del ejercicio y observar que las medidas de los dngulos se mantienen
invariantes, pero el radio de la circunferencia varia; por ende los datos de

la opcién (c) son insuficientes para hallar la medida de .

. Si r es una raiz comin de p(x) y g(x), entonces p(r) = ¢(r) = 0y por

tanto ar® — 2 + br +1 = br® — 2 4 ar + 1. De lo anterior se deduce
que
0=ar®—br®+br—ar
= (a—b)r® — (a —b)r
a—Db)r (r2 — 1)

=
=(a=br(r—1)(r+1).
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Como a # b, se tienequer=0,r=10r = —1.

Ademids r = 0 no es raiz de p(z) ni de ¢(z), entonces las raices comunes

de los polinomios son r =1y r = —1. De modo que
0O=p(l)=a—-14+b+1=—-a—-1-b+1=p(-1).

De esto tltimo se concluye que a 4+ b = 0, o equivalentemente, a = —b.

8. Como ABCD es un rectdngulo, F es punto medio de DC'y FC = 3cm,
entonces DC = AB = 6¢m, ademds I es punto medio de AB y AB =
2BC, luego AI = 3em y BC = 3cm. Note que E es punto medio
de FIy FI = BC = 3c¢m, por lo tanto EF = gcm. Por otra parte,

observe que los tridngulos GFE y EFC son semejantes, asi podemos

EF
establecer la proporcién TF = FC’ de donde
(EF? § 9 3
F = = - = — = — .
C="Fe T3 1™
3 9
De aqui que DG = 3 — 1= Zcm.

Por el teorema de Pitdgoras, se tiene lo siguiente:

81 15
A=\/(DG)* + (DA)? =4/ = +9="—
G \/( G)” + (DA) 16+9 7 M
2
EB = 4[32+ <g> = %cm,

CI=+v9+9=23vV2cm.

Ahora, note que EB y C1T son medianas del triangulo ACB y H es su

baricentro, asi por teorema de medianady se tiene que:

1(3V5 V5
HE = - [2¥Y2) = X2
3(2) g M

IH = % (3\/5) —VZem.

5Dos tercios de la longitud de cada mediana estdn entre el vértice y el baricentro,
mientras que el tercio restante estd entre el baricentro y el punto medio del lado

opuesto.



Nivel Avanzado

Por lo tanto el perimetro P del poligono ATHEFG es

P=AI+IH+HE+EF+FG+GA

vV 3 3 15
_3+\/§+7+§+Z+Z
5)

:9+\/§+§cm.

9. Los esmaltes de la coleccién se encuentran distribuidos por gamas de la

siguiente manera:

Rojos | Verdes | Azules | Morados | Neones

3 4 3 2 3

El kit de muestra se puede armar de (135> = 3'1751'2' = 455 formas
diferentes. Para hallar cudntos de esos kits NO cumplen con la condicién
de que los tres esmaltes sean de gamas distintas, calculamos cudntos kits
tienen dos esmaltes de la misma gama y cudntos tienen tres esmaltes de

la misma gama. La siguiente tabla comprende todos los casos posibles:

Esmaltes Rojos Verdes Azules Morados Neones
3 4 3 3
i 11 1 1 1
2 misma gama | 12 x <2> X <2> 2 X <2> 3 2 X <2>
3 misma gama 1 4 1 0 1

En total hay 36 +66 +36 +13+36 +1+4+ 1+ 1 = 194 kits que
NO cumplen la condicién, luego los que Sl cumplen la condicién son

455 —194 = 261, de esta manera la probabilidad de que los tres esmaltes

. it 261
sean de gamas daistintas es ——
& 455,
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3.3. Prueba Final

3.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la novena versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1189 participantes del certamen

en el nivel Avanzado, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro

SERGIO ALEJANDRO ACELAS AVILA

Colegio Técnico Industrial José Elias Puyana, Floridablanca.

2° Puesto, medalla de plata ]

CRISTHIAN ALEJANDRO GONZALEZ DUARTE

Colegio Santa Isabel de Hungria, Floridablanca.

SiLviA JULIANA RUEDA GUERRERO

Aspaen Gimnasio Cantillana, Piedecuesta.

JOAQUIN PENUELA PARRA

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

. StO
SNEIDER ARBEY HERAZO PUENTES

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.
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3.3.2. Prueba Final: 28 de octubre

1. Se escriben los niimeros naturales impares de la siguiente forma:

Piso 5

Piso 4

Piso 3

Piso 2

Piso 1 1
Torre 1

3
)

9
11

13
15
17
19

21
23
25
27
29

Torre2 Torre3 Torre 4 Torre 5

De esta representacion decimos por ejemplo que 23 estd localizado en la

Torre 5 Piso 4.

a) Determine la Torre y el Piso en que se ubica el nimero 2017.

b) Halle la suma de los niimeros que se encuentran en la Torre 2017.

2. Encuentre todas las parejas de enteros no negativos (z,y) tales que:

v (x4 1) =70 + 22

3. Sean AB y AC segmentos de longitud 7cm y 6cm respectivamente.

Se traza una semirecta que parte de B y no corta a AC pero si a la

semirecta que parte de A y pasa por C, en un punto E, de forma que

AC = 2CE. Sea F el punto de interseccién del segmento BE con la

bisectriz del dngulo CAB. Si el angulo ABFE es recto, halle la longitud

de BF y FE.

primos?

i Cuantas ternas pitagdricas estdn compuestas tinicamente por nimeros
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5. Halle todos los pares de enteros m,n que son solucién de la ecuacién
n+1/n+vn=m.

6. Dado un tridngulo ABC. Sean D y E puntos de interseccién de la bi-
sectriz del angulo A con el segmento BC'y el circuncirculo del tridngulo
ABC respectivamente. Defina al punto F, como la interseccién del cir-
cuncirculo de ABD con el segmento AC. Muestre que los triangulos

BFE y BFC tienen la misma &rea.
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3.3.3.

1. (a)

Solucion

En la lista ordenada creciente de los enteros positivos impares el
nimero 2017 = 2(1009) — 1 ocupa el puesto 1009. Facilmente se
observa que en la n—ésima torre hay n enteros positivos impares,
luego en las primeras n torres estdn los primeros

n(n+1)

L24 e dn=——

enteros positivos impares. De modo que hasta la torre 44 se han es-
4 x 45

crito los primeros = 990 enteros positivos impares, mientras

45 x 46 1035

de estos nimeros y por lo tanto el ndmero 2017 = 2(1009) — 1 que

que hasta la torre 45 se han escrito los primeros

ocupa el puesto 1009 estd en la torre 45.

Por otra parte, el nimero que se encuentra en el primer piso de
la torre 45 es el que ocupa el puesto 1035 en la lista de enteros
positivos impares, es decir 2(1035) — 1 = 2069. Luego en el segundo
piso estd el entero 2067 = 2069 — 2(1), en el tercer piso esta el
ndmero 2065 = 2069 — 2(2) y continuando de esta forma se tiene
que 2017 = 2069 — 2(26) estd en el piso 27. Por lo anterior 2017

estd en la torre 45 piso 27.

De la primera parte se tiene que en las primeras 2016 torres estan los

2016x2017
2

primeros = 2033136 enteros positivos impares; siendo el

mayor a = 2(2033136)—1 = 4066271 y por lo tanto los 2017 escritos
en la torre 2017 son: a + 2(1),a + 2(2),a + 2(3),...,a + 2(2017)

cuya suma S es:
S=(@+2(1))+ (a+2(2)) + (a+2(3)) +--- + (a + 2(2017)),

= 2017a +2(1 +24 3+ - - - 4 2017),
= 2017a + 2017(2018) = 2017(a + 2018).

NOTA: La primera parte de este problema también se puede resolver

observando que:
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= Los nimeros impares del primer piso de las torres ordenadamente
son: 1,5,11,19,41,... de lo que se puede deducir son de la forma
nn+1)—1; paran=1,23,4,...

= O también, observando que en el piso superior de las torres orde-
nadamente estdn los nimeros 1,3,7,13,21,31,... que son de la

forma 1+n(n—1), paran=1,2,3,4,...

= La segunda parte también se puede resolver recordando que 1+ 3+

5—|—"'—|—(2TL—1):’I’L2, paran=1,2,3,4,...

2. Suponga que la pareja (x,y) de enteros no negativos satisface:
y x4+ 1) =70 + 22
Entonces,

Y (x4+1)=7142° -1,
(2 —x+1)(z+1) =71

Como 71 es primo, basta analizar los siguientes casos:

Caso1l: Siz+1=1yy>—x+1=7T1, entonces z =0y y = +/70.

Como /70 no es entero, entonces este caso no es posible.

Caso 2: Siz+1=T7lyy? —x+1=1, entonces z =70y y = +/70.

Nuevamente como /70 no es entero, este caso tampoco es posible.

Por tanto, no existen parejas (x,y) de enteros no negativos tales que

v (z +1) =70 + 22
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3. Considere la siguiente construccién

Como AC =6cm y AC = 2CFE, entonces AE = 9c¢m. Por el teorema

de la bisectrizH se tiene que:

BF BA 1

FE AE ¢
: 9 , . :
es decir FE = —BF. Ademas, por el teorema de Pitdgoras se tiene que:

BF + FE = BE = \/92 — 72 = 4V/2.

De modo que,

9
z = 2
BE+ZBF =4v2 —7;( +FE =4V2,
V2
_ 2
BF = 1 FE:ﬁ.

4

Nota: Las condiciones del problema 3 propuesto en la prueba final, generaban

contradicciones matemadticas, puesto que la figura descrita en el enunciado no

5Teorema de la bisectriz: Dado el tridngulo ABC, sea AD la bisectriz del d4ngulo
interno BAC, entonces se cumple la proporcién:

BA_BD
AC — DC’
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era construible. Presentamos disculpas por las molestias que esto pudo gene-
rar y aclaramos que los puntos de este problema fueron otorgados a quienes

evidenciaron por escrito tales contradicciones.

4. Sean p, ¢, y r niimeros primos tales que

Observe que p, ¢ y r no pueden ser todos impares, dado que el cuadrado
de un nlimero impar es impar y la suma de dos nliimeros impares es par.
De modo que alguno de estos debe ser 2. Si p = 2, entonces 2 — ¢% =
(r—q)(r+q) =4y esto es imposible si r y ¢ son primos (el lector debe
verificar esta afirmacién), andlogamente si ¢ = 2. Si r = 2, entonces
p? + ¢%> = 4 lo cual es imposible para p y ¢ primos, pues p,q > 2y por
lo tanto p? + g% > 4. Por lo tanto no existen ternas pitagéricas formadas

tinicamente por nimeros primos.

5. Haciendo n = 0 se ve que m = 0 y esto ya es una solucién de la ecuacién

n+1/n+vn=m.

Veamos esta es la tinica solucién en los enteros de la ecuacidn en cuestidn.
En efecto, si m,n € Z también solucionan la ecuacién, deben ser enteros
no negativos y tenemos, al elevar al cuadrado ambos miembros de la
igualdad, que \/n + /n = m? — n. Elevando nuevamente al cuadrado
ambos miembros de la igualdad anterior, se ve que /n = (m2 — n)2 -n
es un entero no negativo, es decir n debe ser un cuadrado perfecto,

2

digamos n = k2, con k un entero y asi k2 + k = (m? —n)2. O sea que

k? 4+ k es un cuadrado perfecto. Sin embargo, observe que
<k +k<k+2k+1=(k+1)>%

Esto es, k% + k estd estrictamente entre dos cuadrados perfectos conse-

cutivos, lo cual es absurdo.
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6. Consideremos la siguiente figura

Para probar que BFE y BE'C tienen la misma area, basta ver que tienen
la misma altura, respecto a la base BF que comparten, para esto veamos

que CE y BF son paralelos.

En efecto, como ABDF es un cuadrilatero ciclico, tenemos que £ F'BD =

£LFAD, por abrir el mismo arco F'D.

También, como ABFEC' es un cuadrildtero ciclico, tenemos que £ BCE

y L BAE son iguales por abrir el mismo arco BE.
Pero £ BAE = AFAD, pues AD es bisectriz. Asi, {FBD = £BCE,

lo cual implica que BF es paralela a C'E, como se queria ver.
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