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Introduccion

“

(...) nuestra educacién conformista y represiva parece concebida para que
los nifios se adapten por la fuerza a un pais que no fue pensado para ellos, en
lugar de poner el pais al alcance de ellos para que lo transformen y engrandez-
can. Semejante despropdsito restringe la creatividad y la intuicién congénitas,
y contraria la imaginacion, la clarividencia precoz y la sabiduria del corazdn,
hasta que los nifios olviden lo que sin duda saben de nacimiento: que la reali-
dad no termina donde dicen los textos, que su concepcion del mundo es mas
acorde con la naturaleza que la de los adultos, y que la vida seria mds larga
y feliz si cada quien pudiera trabajar en lo que le gusta, y sélo en eso”

Gabriel Garcia Marquez - Por un pais al alcance de los nifios.

La Universidad Industrial de Santander, como institucién de educacién su-
perior del ambito regional, forma ciudadanos como profesionales integrales,
éticos, con sentido politico e innovadores; apropia, utiliza, crea, transfiere y
divulga el conocimiento por medio de la investigacién, la innovacién cientifi-
ca, tecnoldgica y social, la creacién artistica y la promocién de la cultura,
buscando de este modo el fortalecimiento de una sociedad democratica,
participativa, deliberativa y pluralista, con justicia y equidad social, compro-

metida con la preservacién del medio ambiente y el buen vivir.

En el marco de esta misidn institucional, la Escuela de Matemdticas ofrece
a la sociedad santandereana y a la regién de influencia de la Universidad,
un escenario de alta calidad para el cultivo de las matemdticas, promovien-
do entre los integrantes de la comunidad académica una actitud creativa y
rigurosa, y construyendo un ambiente académico basado en la solidaridad,
la empatia y el reconocimiento de los otros en su dignidad humana. Es por
esta razdén que, desde sus inicios, la Escuela de Matematicas se ha compro-

metido con la educacién matemadtica, no solo por la calidad reconocida a
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nivel nacional e internacional de los egresados de sus programas académicos
de pregrado y posgrado, sino también por su participacién activa y crucial

en la formacién de los estudiantes de otros programas de la Universidad.

Como parte de su responsabilidad académica y su proyeccién social frente
a los diversos retos en los procesos de ensenanza-aprendizaje de las habili-
dades matemadticas en el nororiente colombiano, la Escuela de Matematicas
ha disefiado y ejecutado desde el 2009, el proyecto Olimpiadas Regionales
de Matemdticas de la Universidad Industrial de Santander (ORM-UIS), para
secundaria y primaria, a través del fortalecimiento de las competencias ma-
tematicas de los estudiantes y la capacitacidén simultdnea de los profesores

que orientan dichos procesos.

Las ORM-UIS abordan cinco (5) areas, a saber: i) teoria de nimeros; ii)
combinatoria; iii) algebra, iv) ldgica, y v) geometria; y se desarrollan en

cinco (5) fases, asi:

= Preparatoria: En esta fase el proyecto realiza tres talleres gratuitos
de capacitacién, previos a la fase de clasificacion y durante el periodo
de inscripciones. Estos talleres se llevan a cabo en el campus principal
de la UIS, Bucaramanga; las sedes regionales de la UIS (Barbosa,
Barrancabermeja, Mdlaga y Socorro) y en la Universidad Francisco de

Paula Santander, sede Ocafia, Norte de Santander.

= Clasificatoria: En esta etapa participan los estudiantes inscritos, quie-
nes presentan la prueba en su institucién educativa segtin el grado de
escolaridad. La prueba consta de problemas de seleccién mudltiple con

inica respuesta.

= Selectiva: En esta prueba participa el 10 % de los estudiantes inscritos
que corresponda a los mejores puntajes de la prueba clasificatoria,
quienes presentan la prueba en la sede regional correspondiente segtin
el grado de escolaridad. La prueba consta de problemas de seleccién

multiple con Unica respuesta, y problemas tipo ensayo (en donde deben
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justificarse las respuestas).

= Final: A esta instancia sélo clasifican los estudiantes que obtengan
en cada nivel los 20 mejores puntajes en la prueba selectiva. La prue-
ba consta de problemas tipo ensayo. Ademads de la presentacién de
la prueba final y la ceremonia de clausura del certamen, los finalistas
participan en actividades lidicas organizadas por el Grupo de Investi-

gacién en Educacién Matemdtica - EDUMAT.

= Entrenamiento a estudiantes finalistas: A estos estudiantes, se les
ofrece una preparacién especial con el dnimo que participen en otras

competencias de matemadticas, a nivel nacional e internacional.

Por otra parte, las ORM-UIS se desarrollan en tres (3) niveles, segtin el grado
de escolaridad de los participantes, tanto de la formacién en bésica primaria,

como la media vocacional, del modo como se muestra en la siguiente tabla:

Nivel Basico | Nivel Medio | Nivel Avanzado

Primaria 3 4 )
Secundaria 6yT7 8y9 10y 11

La cartilla que tiene en sus manos retine los problemas matemdaticos pro-
puestos por el equipo de trabajo de las ORM-UIS en las distintas fases de la
Undécima versidn del certamen, desarrollada durante el primer semestre de
2019, dirigido a estudiantes de educacién media vocacional. En esta opor-
tunidad se conté con la participacién de 104 colegios, para un total de 5032
estudiantes en competencia, provenientes de 37 municipios de los departa-

mentos de Santander, Norte de Santander y Cesar.

En esta versién las ORM-UIS, como siempre lo hace con alguien en especial,
destacé la trayectoria y el amor por las matemdticas del profesor colombiano
José Oswaldo Lezama Serrano, quien nos invita a reconocer en el rigor y la

exactitud del pensamiento matematico su belleza y utilidad para la vida
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cotidiana, maxime, en la sociedad tecnoldgica que habitamos, donde se re-
quieren habilidades para evaluar criticamente la informacién que producimos
y recibimos unos de otros, a través de los medios de comunicacién y las redes

sociales.

Este documento consta de tres (3) capitulos, cada uno correspondiente a un
nivel de la competencia: bdsico, medio y avanzado. En cada nivel, el lector
encontrara los problemas de las tres pruebas y una solucién para cada uno
de ellos, de las distintas que puede tener cada uno. Por esa razdn, el equipo
de trabajo de las ORM-UIS, recomienda e incentiva a quien desee enfrentar
nuevamente estos problemas, a descubrir y proponer, métodos alternativos
de solucién que se destaquen por su sencillez, ingenio y belleza matematica.
Ademais, la cartilla contiene (3) anexos. En el anexo A, se proponen algunos
ejercicios para quienes deseen potenciar sus habilidades matematicas. En el
anexo B, se exalta la meritoria participacion en el certamen, de los estudian-
tes que alcanzaron un excelente desempefio, y lograron ocupar los cinco (5)
primeros puestos en la prueba final de cada uno de los niveles. Finalmente,
en el anexo C, se adjuntan los cuadernillos de cada una de las pruebas, por

si es el deseo del lector reproducir este material.

La Escuela de Matemdticas, a través del Grupo de Investigaciéon en Edu-
cacién Matematica de la UIS (EDUMAT), reconoce la labor esencial del
maestro en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las competencias
matematicas de los estudiantes, y por ello elabora esta cartilla para su utili-
zacion en el aula de clase, que incluye, también, la preparaciéon y discusién
creativa entre pares en los espacios de formacién docente. Esperamos que
los participantes de la educacién bdsica secundaria y media vocacional, los
profesores, y cualquier persona interesada en el aprendizaje y ensefianza de
las matemadticas, disfrute tanto como nosotros lo hicimos, el hermoso y mi-

lenario ejercicio del pensamiento matematico.

Las ORM-UIS no son una mera competencia, implican una puesta en escena



colectiva para que los nifios, nifias y adolescentes desplieguen sus capaci-
dades, fortalezcan sus habilidades y se reconozcan como sujetos capaces de
enfrentar problemas y solucionarlos. Esto psicolégicamente fomenta la auto-
percepcién como sujetos con comprensién de su entorno, y esa es la exigencia
que hace hoy la humanidad. Creemos firmemente que alli debemos dirigir
todos nuestros esfuerzos, al fortalecimiento de ciudadanias que, gracias al
pensamiento critico que se desarrolla desde el ejercicio matemdtico, puedan
enfrentarse a la diversidad de problemdticas que enfrenta la sociedad actual
y que requieren de una mirada no solo critica, sino, ademads, creativa para

ser solucionadas.

El proyecto ORM- UIS agradece y destaca al grupo de casi 5,000 estudiantes
de Santander y Norte de Santander, que participaron de esta versidn, y que
han demostrado ser capaces de asumir el reto de pensar y sentir problemas

sencillos y bellos de matematicas, con pasién y con rigor.
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Capitulo 1

Nivel Basico

1.1. Prueba Clasificatoria

1. Sea z un ndmero natural tal que al resolver y simplificar la expresién

20+xz+15+8
4

se obtiene un nimero natural, jcudl es el residuo que se obtiene al dividir

T entre 47
(a) O (0) 1 (c) 2 (d) 3

Solucion: Note que

20+xz+15+8 x+43

4 4
Ademds, como al simplificar esta fraccion se obtiene un niumero natural,
entonces el numerador x + 43, debe ser multiplo del denominador 4; esto es

T + 43 = 4k; con k un numero natural, asi:
x=4k—-43=4k—-44+1=4(k—-11) + 1.

Luego = es un multiplo de 4 mds 1, de ahi que x deja residuo 1 cuando se

divide entre 4.

. En la siguiente figura los segmentos AC y BD se cortan en O. Si el

tridngulo BOC es isésceles en O, determine el valor de o® + 3°, consi-
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derando la informacién adicional dada en la gréfica.

(a) 90° (b) 100° (c) 110° (d) 80°
Solucion: Dado que el triangulo BOC' es isdsceles en O, entonces LOBC =
ABCO = 50°, esto es B° = 50°.

Por otra parte, sabemos que la suma de las medidas de los dngulos inter-
nos de un tridngulo es 180°, aplicando este resultado al tridngulo BOC, se
obtiene que LCOB = 80°.

Finalmente, observe que el angulo AOD es opuesto por el vértice al dngulo
COB, luego LAOD = 80°. De modo que la medida del tercer angulo interno
del tridngulo ADO estd dada por o° = 180° — 40° — 80° = 60°. Por lo tanto,
a® 4 ° =60° 4 50° = 110°.

. i Cudl es la cifra de las unidades del producto de los primeros 2019 niime-
ros primos?

(a) 0 (b) 5 (c) 2 (d) 3
Solucion: El producto de los primeros 2019 nimeros primos es multiplo de

10, puesto que 2 y 5 son factores de este producto. De modo que la cifra de

las unidades de este producto es 0.

. En la siguiente figura los puntos son los vértices de una cuadricula de

2 x 2. jCudntos cuadrados se pueden construir con vértices en estos

puntos?

(a) 6 ° ° °
(b) 4 ° ° °
(c) 7

(d) 5 [ ] [ ] [ ]
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Solucion: El nimero de cuadrados que se pueden construir con vértices en

los puntos senalados es 6, estos son:

* e e
@®-- -+- --Q ’ I- - + ;-_ . '
¢----8----0 ®---8----0

5. La cuarta parte del triple del doble del quintuple de la tercera parte de

un namero es 20. jCudl es el nimero?

5 1

(a) 8 ) 5 (c) 100 (@) 5

Solucion: Sea x el numero que se quiere hallar. Del enunciado se tiene que

3REE)) _y,

4
Asi que, despejando x en la expresion anterior, se encuentra que T = 8.

6. En el salén de clase de Lucia, las nifas se agrupan de a 3 y los nifos,
de a 4; sin que sobre alguno. Si en total hay 17 personas en el salén de

Lucia, jcuantas ninas hay?
(a) 3 (b) 6 (c) 8 (d) 9

Solucion: Sea y el niumero de grupos de ninas y x el numero de grupos
de ninos. Segun el enunciado se tiene que 3y + 4x = 17. Como x es un
nidmero natural entonces x € {0,1,2,3,4}, pero la inica posibilidad para
que y también sea un numero natural es que x = 2 y en tal caso y = 3. De

modo que el numero de ninas en el salon de Lucia es 3 X 3 = 9.

7. Sobre el plano cartesiano se marcan los puntos: A(—1,—1), B(—1,2),
C(2,2), D(2,—1)y E(z,1). Siel pentdggono ABCED tiene 12 unidades

cuadradas de drea y = es un nlimero natural, jcudl es el valor de z7

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4
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Solucion: Considere la siguiente ilustracion

Note que el drea del pentagono ABCED corresponde a la suma del drea del
cuadrado ABCD con el drea del tridngulo CED. Como el drea del cuadrado
ABCD es 9u® y del enunciado sabemos que el drea del pentdgono es 12 u?,
entonces el drea del tridngulo CED es 3u®. Ademds, la base CD de dicho
triangulo mide 3u, por lo tanto su altura respecto a esta base es 2u. Asi la

coordenada x del punto E es x =2+ 2 = 4.

. Javier tiene clase de lunes a viernes. El ve matematicas 3 dias de la
semana, ciencias 2 dias y ningtin dia tiene las dos materias. j De cudntas
maneras distintas puede ver Javier estas dos materias en la semana, si

siempre las ve en la primera hora de clase?
(a) 2 (b) 3 (c) 10 (d) 15

Solucion 1: En total son 10 posibilidades, como se muestra en la siguiente

tabla, en la que M denota matemdticas y C ciencias.

| Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes

M M M C C
M M C M C
M M C C M
M C M M C
M C M C M
M C C M M
C C M M M
C M C M M
C M M C M
C M M M C
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Solucion 2: Como Javier ve matemdaticas 3 dias a la semana y en los demds
ve ciencias, entonces el problema consiste en determinar de cudntas formas

se puede escoger 3, de entre los 5 dias en los que €l ve clases; estas formas

5 5!
(3) RETT

Nota: También se puede contar de cudntas formas puede ver ciencias 2 de

estan dadas por

los 5 dias de la semana, ya que en los demds ve matemdticas, esto es

5 5!
(2) = o 10

9. En la primera fila de un teatro hay 50 asientos. j Cial es el nimero minimo
de personas que se deben sentar en la primera fila, para asegurar que hay

6 asientos consecutivos ocupados?
(a) 43 (b) 44 (c) 45 (d) 46

Solucion: Considere el “caso extremo” en el que hay 1 asiento vacio en se-
guida de 5 asientos consecutivos ocupados. Como en la primera fila hay 50
asientos en total, entonces hay 42 asientos ocupados y 8 asientos vacios.
Note que si se sienta una persona mds, con sequridad habrd 6 asientos con-
secutivos ocupados, luego el nimero minimo de personas que se deben sentar

para asegurar que hay 6 asientos consecutivos ocupados es 43.
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1.2. Prueba Selectiva

1. Una hormiga se desplaza desde el punto A hasta el punto B, siguiendo
un camino de semicircunferencias cuyo radio se duplica cada vez, co-
mo se muestra en la figura. Si la semicircunferencia de menor longitud
tiene radio de 1 ¢m, jcudl es la distancia recorrida de la hormiga, en

centimetros?

(a) 157 (b) 31w (c) 32w (d) 627

. . . . . 2mr
Solucion: Como la longitud de una semicircunferencia de radio r es - =

7T, se tiene que la distancia recorrida por la hormiga estd dada por la si-
guiente suma:
T+ 27 + 4w + 87 + 167 = 317,

donde cada uno de los sumandos corresponde a la longitud de cada semicir-

cunferencia que conforma el camino que recorre la hormiga.

2. Jairo se reunidé con sus primos para competir entre ellos en un torneo de
ajedrez. Como requisito, cada uno debia traer un tablero de ajedrez junto
con sus respectivas fichas. Si se conté un total de 56 caballos, jcuantas

fichas hay, entre peones y reinas?

Nota: en cada tablero de ajedrez hay dos grupos de fichas (negras y

blancas), y en cada grupo de fichas hay 1 reina, 2 caballos y 8 peones.
(a) 126 (b) 238 (c) 252 (d) 476
Solucién: Dado que en cada tablero de ajedrez hay dos grupos de fichas (ne-

gras y blancas), y en cada grupo de fichas hay 1 reina, 2 caballos y 8 peones,
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entonces por cada tablero hay en total: 2 reinas, 4 caballos y 16 peones. Si
se conto un total de 56 caballos, entonces habian 56 + 4 = 14 tableros, por

lo tanto eran (14 x 2) 4+ (14 x 16) = 252 fichas entre reinas y peones.

3. Pedro quiere conocer las siguientes ciudades: Bogota, Madrid, Londres,
Paris y Miami. Si Pedro estd en Bucaramanga, jde cudntas formas se
pueden escoger el orden de visita a estas ciudades, teniendo en cuenta

que no hay manera de ir de Bucaramanga a Madrid, Londres o Paris?
(a) 5 (b) 24 (c) 48 (d) 120

Solucion: Estando en Bucaramanga Pedro solo tiene dos opciones para su
primer destino: Miami o Bogotd; para su sequndo destino, puede escoger
alguna de las cuatro ciudades restantes después de haber escogido el primer
destino; de esta manera, para su tercer destino tendrd tres opciones; para
su cuarto destino, dos opciones y finalmente, en su ultimo viaje tendrd que
visitar la ciudad restante. Asi que por el principio de multiplicidad, tenemos
que el numero de formas en que Pedro puede conocer las 5 ciudades es 2 X

4x3x2x1=48.

4. En la siguiente figura AB = 10 cm vy las circunferencias C; y Cs tiene sus
centros sobre AB y radio 2c¢m. Si OP es tangente a las circunferencias
C1yCyen Oy P respectivamente, jcudl es el valor del darea sombreada,

en centimetros cuadrados?

@) P
Cl C2
(a) 2(6 — ) (b) 4(3 —m) () 2(2—m) (d) 2(10 — )

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que Q1 y Q2 son los centros

de los circulos Cy y Co respectivamente.
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C 1 CQ

Note que Q1OPQ2 es un rectingulo en el que Q1Q2 y OP miden 6cm, y
Q10 y PQy miden 2cm, ast el drea de Q1OPQ3 es 6 x 2 = 12cm?.

Por otra parte, se observa que el drea sombreada corresponde al drea del
rectdngulo Q1OPQ2 menos el drea de dos cuartos de circulo de radio 2 cm,
es decir, medio circulo de radio 2cm. Por lo tanto, el drea sombreada, en

centimetros cuadrados, es

T x 22

12 — =12-27 =2(6—7).

. Sobre dos circunferencias concéntricas giratorias se han dibujado circulos

y rombos como se muestra en la siguiente figura:

La circunferencia de menor radio gira en el sentido de las manecillas
del reloj, mientras la circunferencia de mayor radio lo hace en sentido
contrario. Si cada vez que pasa un minuto cada figura ocupa el lugar de
su adyacente, desples de 1 hora, jcudntas veces ha sucedido que dentro

del rectangulo sombreado hay dos circulos?

(a) 14 (b) 15 (¢) 20 (d) 30
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Solucion: FEtiquetando los circulos con 1 y los rombos con 2, cada rueda
da una secuencia de numeros de acuerdo al cambio de figura cada minuto,

dentro del rectdngulo sombreado, asi:

rueda externa || 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
rueda interna |1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

Note que cada 4 nimeros ocurre que en las dos secuencias hay simultinea-
mente un 1, esto es, cada 4 minutos coinciden dentro del rectdngulo dos
circulos. De modo que en una hora (60 minutos), ha sucedido 15 veces que

dentro del rectangulo hay dos circulos.

6. El nimero de estudiantes en un colegio es 248. Si la cantidad de nifios
estd entre 40 y 150 y es miltiplo de 7, y la cantidad de nifias es mdiltiplo
de 13, jcudl es la diferencia entre el nimero de nifias y el nimero de

ninos?
(a) 220 (b) 144 (c) 53 (d) 38

Solucion: Dado que el total de estudiantes del colegio es 248, y la cantidad
de ninas es un multiplo de 13, se resta de 248 cada multiplo de 13 y de estos
resultados se observa cudl es un mailtiplo de 7 que se encuentre entre 40 y
150. Siguiendo este procedimiento se encuentra que el numero de ninas es
13 x 11 = 143 y el numero de ninos es 248 — 143 = 105 = 7 x 15. De modo

que la diferencia entre el nimero de ninas y el numero de nifios es 38.

PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. En la siguiente figura, los tridngulos ABC', BED y EFG son equildte-
ros. Ademds HA = AB = lcm, BE = 2cm, EF = 4cm y
HG 1 GF. jDetermine la medida del perimetro de la regién som-
breada?
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Solucidn: Note que el perimetro P de la region sombreada (en centime-

tros), estd dado por

P=HA+ AC +CB+ BD + DE + EG + HG,
=1+141+2+2+4+ HG,
=11+ HG.

Ademds, el triangulo HGFE' es rectangulo en G, ast, por el Teorema de

Pitdgoras se tiene que

HG = \/(HF)2 — (GF)? = /8 + 42 = 4\/3,

Por lo tanto P = 11 + 4v/3 cm.

. David, Santiago, Felipe y José salieron de su clase de atletismo y fueron
a una fruteria. Las peras y manzanas que pidieron los cuatro amigos
en la fruteria sumaban 15, pero el nimero de peras excedia en 5 al
nimero de manzanas. Ademds, el total de uvas pedidas por los cuatro
amigos era 13 y aunque David y Felipe no pidieron manzanas, cada
uno pidié el doble de uvas que Santiago. Si Felipe pidié 5 peras, José
pidié 2 manzanas, 1 pera y a uvas, David pidié 3 peras, Santiago pidié
b manzanas y c uvas, y dos personas pidieron la misma cantidad de

frutas, jcudl es el valor de a x b x ¢?

Solucion: En la siguiente tabla se resume la informacion dada en el enun-

ciado.
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11

Peras | Manzanas | Uvas | Total

Dawvid 3 0 2c 34 2c

Felipe 5 0 2c 5+ 2c

Santiago b c b+c

José 1 2 a 3+a
Total 10 5 13

De la tabla se puede deducir que b = 3 y que Santiago pidic 1 pera,

ademds que 5c + a = 13. Ahora, si ¢ =0, entonces a = 13 y en este caso

no tendriamos dos personas con el mismo numero de frutas. Si ¢ = 1,

tenemosa =8 yaxbxc=8x3x1=24. Sic=2, entoncesa =3 y

axXxbxe=3x3x2=18.

9. jCudntos nimeros naturales de 6 cifras son miultiplos de 15 y se leen

igual de izquierda a derecha que de derecha a izquierda?

Solucion: Note que un nimero con las condiciones del enunciado tiene la

forma abceeba, con a, b y c digitos; y es maltiplo de 15, esto es, multiplo

de 3 y de 5. Por ser multiplo de 5, se deduce que a = 5; ademds, por ser

maltiplo de 3, la suma de sus cifras 2(5 + b + ¢) es maltiplo de 3, esto
es 5+ b+ ¢ es maltiplo de 3. De modo que (b+ ¢) € {1,4,7,10,13,16}.
Veamos las posibilidades:

. b+c:1:>{ b=0, =
b=1, ¢=0
b=0, c=
b=4, ¢=0

mbtc=4=< b=1, c=3
b=3, c=1
b=2, c¢=2
b=0, ¢=7
b=7 ¢=0
b=1, c=

cbie—7q 070 =
b=2, c=
b=5 c¢c=
b=3, c=
b=4, c=

s bte=10=1{ b=3,

n b+c=13=

b=1,
b=9,
b=2,
b=8,
b=71,
b= 4,
b=6,
b=5,
b= 4,
b=9,
b=5,
b=8,
b=6,
b=71,
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b=7 c=
nb+c=16=< b=9, c=
b=8, c=

De modo que en total son 33 los numeros que cumplen las condiciones

del enunciado.
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1.3. Prueba Final

1. En la siguiente figura ABCD es un A B
cuadrado. Si M es el punto me-
dio del segmento BC, determine la
fraccién del drea del cuadrado que

representa el drea sombreada.

D C

Solucion 1: En la siguiente figura, P es la interseccion de los segmentos AM
y DB. Las alturas de los tridngulos BPM y APD con respecto a las bases
BM vy AD, se denotan por h y H respectivamente.

A B
H P/ h

M

D C

Sea L la longitud del lado del cuadrado, entonces H + h = L. Ademds, note

que los tridngulos APD y M PB son semejantes, entonces

H_AD _ L _,
h  BM L2 7

luego H = 2h. Asi, H =2(L — H) =2L — 2H, de donde 3H = 2L, esto es,
o 2L
=5

Por otro lado, note que la fraccion del drea del cuadrado que representa el

area sombreada estd dada por

LxH (L/2)xh L h
5 +(/2) §<H+§> L (2H+h\ 2H+h

12 - 12 T or2 2 AL
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Ahora, dado que H + h = L, se tiene que

4L 4L 4L 12

°9H+h H+L 2L/3+L 5

Solucion 2: Considere la siguiente figura

A B
A
\
\
\
P,
\
\ M
(0] \
\
\
\
\
D C

1
Note que el drea del tridngulo AOD es — del drea del cuadrado. Por otro
lado, dado que las tres medianas de un triangulo dividen al tridngulo en 6
tridngulos con igual dredd, se deduce que el drea del tridngulo APO y el drea

del triangulo BPM corresponden, cada una, a 5 del drea del tridngulo ABC,

1
es decir, 12 del darea del cuadrado ABCD. Por lo tanto, la fraccion del drea

del cuadrado que representa el drea sombreada es

2. El promedio de las edades de un grupo de personas es 15. Si llega un
nuevo miembro al grupo cuya edad es 20 y el promedio se eleva a 16,
icudntas personas habia inicialmente en dicho grupo?

Solucion 1: Sea n el numero de personas que habia inicialmente en dicho

grupo. Del enunciado, si llega un nuevo miembro cuya edad es 20 anos el

promedio se eleva a 16, esto es

15
n+20 _ 6
n+1

1Ver el ejercicio Pl del Nivel Avanzado en el Apéndice A.
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Despejando n de la ecuacion anterior, se tiene que 15n + 20 = 16(n + 1),
luego n = 4, por lo que 4 era el nimero de personas que habia inicialmente

en el grupo.

Solucion 2: Al llegar el nuevo miembro con 20 anos el promedio de edad au-
menta en 1, entonces los 4 anos que tiene esta persona por encima del nuevo
promedio, deben distribuirse sumando un ano a cada uno de los miembros

iniciales, es decir, inicialmente habia 4 personas.

. Maria y Paula juegan a los bolos en su casa, con una pelota y 6 pi-
nos. Cada una realiza 7 lanzamientos, de tal forma que después de cada

lanzamiento se vuelven a levantar los pinos.

Si el nimero total de pinos tumbados por Paula es un nimero primo tal
que el producto de sus cifras coincide con el nimero de pinos tumbados
por Maria, y el nimero de pinos tumbados por Maria tiene 6 divisores

positivos, jcudntos pinos en total tumbaron las dos nifias?

Solucion: Note que el nimero mdzimo de pinos que pudo tumbar Paula es

7 x 6 =42 y los numeros primos menores que 42 son:
2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41.

Sabiendo que el numero de pinos tumbados por Paula es un numero primo tal
que el producto de sus cifras coincide con el nimero de pinos tumbados por
Maria, y el nimero de pinos tumbados por Maria tiene 6 divisores positivos;
de la lista anterior se descartan los nimeros del 2 al 19 y el 31, pues el

producto de sus cifras es un nimero primo (tiene solo dos divisores) o es 1
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(solo tiene un divisor). De los restantes nimeros en lista, se observa que solo
el 29 cumple las condiciones para el nimero de pinos tumbados por Paula.

Ast, el nimero de pinos tumbados por las dos ninas es 29 + 18 = 47.

. La siguiente figura muestra el disefio de una baldosa, que se ha construido

a partir de un cuadrado de lado [ y dos cuartos de circunferencia, cada
uno con centro en un vértice del cuadrado y radio [. Determine el drea
del circulo sombreado en la figura, sabiendo que este es tangente a los

dos cuartos de circunferencia.

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que B y C son los puntos de
tangencia del circulo sombreado y los cuartos de circunferencia. FEl lector
debe probar que los puntos A, B, C, D, y el centro del circulo sombreado son

colineales.

D

A E

Como el tridngulo ADE es rectangulo en E, del Teorema de Pitdgoras, se

stgue que

AD = \/(AE)? + (DE)? = /12 + 12 = V212 = I/2.
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Ademds, observe que

AB=CD=AD - AC =1V/2 -1,
BC:AC—AB:Z—(Z\@—Z)=1(2—\/§).

Finalmente, como BC es el didmetro del circulo sombreado, entonces su

drea, en unidades cuadradas, estd dada por m ( 5

5. El siguiente gréfico ilustra los resultados de las elecciones de alcalde en

un pueblo con 10.000 habitantes.

Votos
en blanco

90°

Candidato A
130°

No validos

Candidato B

Si el 54% de los habitantes participaron de las elecciones, determine el
nimero de personas que votaron por el candidato ganador.

Solucion: Del grafico se deduce que el dngulo barrido por el sector circular
correspondiente al candidato B, mide 360° — 130° — 90° — 20° = 120°. Por
lo que el candidato ganador es A. Ademds, el 54 % de los 10.000 habitantes

corresponde a 5.400 personas, que es la cantidad de electores para alcalde.

De ahi que el nimero de votos que obtuvo A es

130
A — = 1.950.
5.400 x 360 950

6. Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, y 5, jcudntos nimeros de 5 cifras diferentes

se pueden formar que sean miiltiplos de 37
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Solucion: Un nimero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es un multiplo
de 3; por lo tanto, las cifras de los numeros que cumplen las condiciones del
enunciado deben pertenecer al conjunto {1, 2, 3,4, 5}; o bien al conjunto
{0, 1, 2, 4, 5}. Por el principio multiplicativo, con los digitos 1, 2, 3, 4, 5
podemos formar 5x4x3x2x1 = 120 numeros que satisfacen las condiciones
del problema; mientras que con los digitos 0, 1, 2, 4, 5; podemos formar
4x4x3x2x1=096, puesto que el digito 0 no puede estar en la cifra de
las decenas de mil. De modo que, en total hay 120 + 96 = 216 numeros con

las condiciones dadas.
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2.1. Prueba Clasificatoria

1. Dos equipos de fitbol se han enfrentado 45 veces. El 20 % de los partidos
jugados han terminado en empate. Si el total de victorias de uno de los
equipos triplica las victorias del otro , j cudntas victorias de diferencia hay

entre los dos equipos?
(@) 9 (b) 18 (c) 27 (d) 36
Solucion: El 20% de 45 es 45 x 0.2 = 9, luego 9 partidos han terminado

en empate. Sea x el numero total de victorias del equipo A y y el nimero
total de victorias del equipo B. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

el equipo A es quien ha tenido mds victorias, entonces

r4+y=45—-9=36, vy ademds,
r = 3y.

De modo que y =9 y x = 27, luego las victorias de diferencia entre los dos

equipos son 27 — 9 = 18.

2. Una rueda de 0,25 metros de radio se desplaza sin deslizarse por un
camino recto. Si la rueda ha dado 8 vueltas, jcudl es la distancia que ha

recorrido?

(a) 2m metros (b) 47 metros (¢) 87 metros (d) 16w metros

19
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Solucion: Longitud de la circunferencia de la rueda, en metros, estd dada por
21 x 0.25 = 0.57. Como la rueda ha dado 8 vueltas, entonces la distancia

que ha recorrido la rueda, en metros, es 8 x 0.5m = 4.

. Si z = 2 es una raiz del polinomio

P(z) = 323 — 2az — 4,

es decir P(2) = 0; jcudl es el valor de P(1)?
(a) =11 (b) —4 (¢) 0 (d) 5

Solucién: Sea P(x) = 3z° — 2ax — 4. Sabemos que P(2) = 0, es decir que,
P(2) = 3(2)% — 2a(2) — 4 = 0. Lo cual implica que a = 5. De esta manera,
P(1) =3(1) —10(1) — 4 = —11.

. Pepe quiere descubrir la contrasena del internet de su vecino, él sabe de

la clave que:

= tiene 5 caracteres (letras o niimeros).
= inicia y termina en vocal
= los tres caracteres centrales son ndmeros cuya suma es par.

= se lee igual tanto de derecha a izquierda, como de izquierda a de-

recha.

i Cuantas contrasefias cumplen con estas condiciones?
(a) 5° (b) 5* () 250 (d) 125

Solucion: La clave tiene 5 caracteres e inicia en vocal, esto es, para el primer
caracter hay 5 posibilidades, pero como se lee igual de derecha a izquierda
que izquierda a derecha, entonces una vez se elige el primer caracter queda

determinado el ultimo, puesto que es el mismo.

Por otra parte, como los tres digitos centrales suman un nimero par, enton-
ces estos deben ser tres digitos pares o bien dos impares y uno par. Veamos

los dos casos:
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» Si los tres digitos centrales son pares, por lo anterior y teniendo en
cuenta que el sequndo digito debe coincidir con el peniltimo, del prin-
cipio multiplicativo se tienen 5 x5 x5 x1x 1= 125 claves que cumplen

las condiciones.

5 X 5 X 5 X 1 X 1 = 125
—— —— N—— ~—— —— ~—~
a,e,i,o,u 0,2,4,6,8 0,2,4,6,8 ITgual al 2° ITgual al 1° claves
» Andlogamente, si dos de los digitos centrales son impares y uno par,
por el principio multiplicativo se tienen 5 X 5 x5 x 1 x 1 =125 claves

que cumplen las condiciones.

) X ) X ) X 1 X 1 = 125
—_—— ——  N—— —— ——
a,e,t,0,u 1,3,5,7,9 0,2,4,6,8 Igual al 2° Igual al 1° claves

De modo que en total son 250 contrasenas que cumplen las condiciones.

5. En la siguiente figura los tridngulos ABC' y BCD son isésceles en Ay
en C respectivamente. Si el dngulo AC'D mide 30°, jcudl es la medida
del angulo BDC?

B C

(a) 70° (b) 50° (c) 30° (d) 40°
Solucion: Puesto que los tridngulos ABC y BC'D son isésceles en A y en C
respectivamente, entonces LCBA = LACB y LCBD = {BDC. Ademds,
observe que LACB = £DCB + 30° y LCBA = £CBD. Luego, sumando

los angulos internos del triangulo BCD, se tiene que

£LCBD + £BDC + £DCB = 180°.
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Pero por las igualdades anteriores,

4BDC + £BDC + ({BDC — 30°) = 180°.

De esta manera, 3(£BDC) = 210° y asi LBDC = 70°.

. Tristdn escribié en su cuaderno tres nimeros diferentes menores que 50 y

de dos cifras. Luego notd que su maximo comun divisor es 6 y su minimo
comin mdltiplo es 120. j Cudl es la diferencia positiva entre el mayor de

los niimeros y el menor de los niimeros?
(a) 30 (b) 18 (c) 12 (d) 6

Solucion: Los tres nimeros deben ser multiplos de 6, de dos cifras y menores
que 50. Con estas condiciones encontramos los numeros 12, 18, 24, 30, 36,
42 y 48. Como el minimo comun maultiplo de los tres niumeros es 120, se
concluye que los numeros deben ser divisores de 120, por tanto los numeros
que escribio Tristan en su cuaderno son 12, 24 y 30. De esta manera la

diferencia positiva entre el mayor y el menor de los nimeros es 30 —12 = 18.

. Pedro suma 10 nimeros enteros y al dividir el resultado entre 5 encuentra

que el residuo es 3. Si ahora suma los inversos aditivos de dichos niimeros,

icudl es el residuo de dividir este resultado entre 57
(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3

Solucion: Sea S la suma de los diez nimeros enteros. Como S deja residuo
3 cuando se divide entre 5, entonces S = bk + 3, con k un nidmero entero.

Note que la suma de los inversos aditivos de estos nimeros es —S, y ademds,
-S=-5k—-3-2+2=5(—k—-1)+2.

Por lo tanto, el residuo que deja ol dividirse —S entre 5 es 2.

. Bob el constructor colocd una escalera daiiada apoyada a un muro, de tal

forma que el punto donde se toca con el muro estd a 12 metros del suelo
y el punto donde toca el suelo estd a 5 metros de la base del muro. Cada

50 centimetros la escalera tiene un peldafio, pero cada dos peldaiios el
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siguiente esta roto. Si los dos primeros peldafios no estan rotos, j cudntos

peldafios no estan rotos?

Nota: Tenga en cuenta que el primer peldafio de la escalera estd a 50 cm
del punto de apoyo en el suelo y el iltimo peldafio, a 50 ¢m del punto

de apoyo en el muro.
(a) 8 (b) 13 (c) 16 (d) 17

Solucion: Del Teorema de Pitagoras se tiene que la longitud de la escalera es
V52 + 122 = 13 metros. Como cada 50 cm hay un peldano, si no estuviese
danada, la escalera tendria 25 peldanos, pero como cada dos hay uno roto,

solo 17 estan en buen estado.

. Las edades del papa, la mamd y tres hijos suman 135 anos. Si todos
tienen edades diferentes, multiplos de 5 y la diferencia de edades entre
el menor de los padres y el mayor de los hijos no es menor que 20, jcudl

es la mayor edad que puede tener el menor de los hijos?
(a) 5 afios (b) 10 afios (c) 15 afios (d) 20 afios

Solucion: El menor de los hijos podria tener O o 5 anos y las edades de los
demds miembros de la familia podrian establecerse cumpliendo las condicio-
nes del enunciado. El menor de los hijos también podria tener 10 anos, sus
hermanos 15 y 20 y los padres podrian tener 40 y 50. Sin embargo, note que
st el menor de los hijos tuviese 15 anos, los hermanos como minimo podrian
tener 20 y 25 anos haciendo que las edades de los padres sumen exactamente
75 anos, lo cual no es posible de acuerdo a las condiciones del enunciado,
pues el menor de los padres deberia tener 45 anos. Por lo tanto, la mayor

edad que puede tener el menor de los hijos es 10 anos.
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2.2. Prueba Selectiva

1. En la siguiente figura ABCDEF es un hexagono regular. Si GH es la
mediatriz del segmento AF y BI es la bisectriz del dngulo DBE, jcudl
es la amplitud del angulo THG?

(a) 115° (b) 110° (c) 105° (d) 75°

Solucion 1: Considere la siguiente figura, en la que se ha punteado la pro-

longacion del segmento AB.

B A J__
60° 60°
90 ¢
C K F
D I E

Dado que el hexdagono ABCDEF es reqular, sus dngulos internos miden
120° cada uno, de modo que { BAG = LCBA = 120°; luego LGAJ =
LKBA = 60°; esto muestra que los segmentos BE y AF son paralelos.
Ademds, la transversal GH, de los segmentos BE y AF, es la mediatriz del
segmento AF, entonces L AGH = £ BKH = 90°.
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Por otro lado, el tridngulo DCB es isdsceles en C' y LDCB = 120°, luego
£LCBD = 30°, de ahi que {DBE = 120° — 30° — 60° = 30°, y como BI es
la bisectriz del dngulo DBE, entonces LIBFE = 15°.

Finalmente, como las medidas de los dngulos internos de todo tridngulo su-
man 180°, se tiene que LK HB = 180° — 90° — 15° = 75° y por lo tanto la
amplitud del dngulo THG es 180° — 75° = 105°.

Solucion 2: Sabiendo que la suma de las medidas de los dngulos internos de

un pentdgono es 540°, se deduce que

LIHG+ AHGF + AGFE + {FFEI + LETH = 540°.

Ademds, como el hexdagono ABCDEF es regular se tiene que {GFE =
LFEI =120°, ADBE = 30°, /ZBED = 60°; y como GH es la mediatriz de
AF, {HGF = 90°.

Por otro lado, dado que BI biseca el dngulo DBE, entonces £{IBE = 15°.
de ahi que L EIB = 180° — 60° — 15° = 105°.

Finalmente, de la primera igualdad se obtiene

LTHG +90° +120° +120° +105° = LITHG + 435° = 540°,
esto es LITHG = 105°.

. El 31 de agosto de 2019 es un sabado. ;Cudntos anos deben pasar para

que el 31 de agosto sea nuevamente un sabado?
Nota: el afio bisiesto mds cercano es el 2020.
(a) 4 (0) 5 (c) 6 (d) 7

Solucion: Puesto que el ano 2020 es bisiesto, 366 dias después del 31 de
agosto de 2019, vuelve a ser 31 de agosto, pero del ano 2020. Ademds, como
cada semana tiene 7 dias, entonces 366 = 52 X 7 + 2 dias, equivalen a 52
semanas y 2 dias, es decir, el 31 de agosto del ario 2020 serd un lunes (dos

dias después del sabado).

El ano 2021 tiene 365 = 52 x 7+ 1 dias. Luego el 31 de agosto del 2021 serd

un martes (un dia después del lunes). Andlogamente, se deduce que el 31 de
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agosto del 2022, serd un miércoles; del 2023 serd un jueves, y del 2024, un

sabado, pues el ano 2024 serd bisiesto.

Por lo tanto deben pasar 5 anos, para que el 31 de agosto sea nuevamente

un sabado.

. Si el doble de la edad de Laura menos la edad de Juan es divisible por 3,

es correcto afirmar que

(a) la edad de Laura y la edad de Juan son miiltiplos de 3.
(b) la edad de Laura y la edad de Juan son niimeros impares.

)

)

(c) la edad de Juan es un nimero impar.
(d) la suma de sus edades es miiltiplo de 3.

Solucion: Supongamos que la edad de Juan es un niumero n, y que la edad de
Laura, m. Del enunciado se tiene que 2m — n = 3k, donde k es un nimero
entero. Equivalentemente 2m = 3k + n, sumando m en ambos miembros de
la igualdad se obtiene 3m = 3k + n + m, por lo tanto m +n = 3(m — k),
esto es, la suma de las edades de Juan y Laura es multiplo de 3. Es fdcil,
mostrar que las demds afirmaciones son falsas, tomando, por ejemplo, m = 4

yn=2.

. i Cudntos nimeros naturales de tres cifras son miltiplos de 5 y la suma

del digito de las decenas con el digito de las centenas también es miltiplo
de 57

(a) 14 (b) 28 (c) 18 (d) 36

Solucion: Los multiplos de 5 terminan en 0 o 5; luego los niumeros que cum-
plen las condiciones del enunciado tienen la forma abb o ab0, con a + b
multiplo de 5. Contemos los niumeros de la forma abb con a + b mailtiplo de

5, a y b digitos.
s Sia=1, entonces b € {4,9} s Sia =4, entonces b € {1,6}
» Sia=2, entonces b € {3,8} s Sia=25, entonces b € {0,5}

» Sia=3, entonces b € {2,7} s Sia =06, entonces b € {4,9}
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= Sia="7, entonces b € {3,8} = Sia=29, entonces b € {1,6}
» Sia=38, entonces b€ {2,7}

De modo que los niumeros de la forma abb que cumplen las condiciones del
enunciado son 18. Andlogamente se cuentan los 18 numeros de la forma ab0.

Ast, en total son 36 nimeros los que cumplen las condiciones del enunciado.

. iCudl es el residuo que deja al dividir entre 5 la suma de los multiplos

positivos de 7 menores que 20197
(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3

Solucion: Para que un nimero sea divisible en 5 debe terminar en 0 o en 5,
por otro lado al sumar dos o mds numeros de varias cifras, la cifra de las
unidades del resultado es el residuo de dividir entre 10 la suma de las cifras
de las unidades de los sumandos. Con esta idea en mente, escribimos las

cifras de las unidades de los primeros 20 multiplos positivos de 7, estas son:
7,4,1,8,5,2,9,6,3,0,7,4,1,8,5,2,9,6, 3, 0.

Observe que los primeros diez niumeros son todos diferentes y luego estos
mismos 10 se repiten en el mismo orden, también se puede establecer que la
suma de los primeros 10 maltiplos positivos de 7, tiene a 5 por cifra de las
unidades, pasa lo mismo con los sequndos 10 maultiplos positivos de 7 y los
siguientes bloques de 10 multiplos. Se concluye que la suma de los mailtiplos
de 7 desde 7 hasta 1960 = 7 x 280 deja residuo 0 al dividirse entre 5. Note
que la cifra de las unidades de la suma 1967 + 1974 + 1981 4 1988 + 1995 +
2002 4 2009 + 2016, es 2. Por lo tanto, la suma de los mailtiplos positivos de

7 menores que 2019 deja como residuo 2 al dividirse entre 5.

. En la siguiente figura la estrella inscrita en el rectingulo estd formada
por un hexdagono regular de lado 4 ¢m vy seis tridngulos equilateros. ; Cudl

es el valor, en centimetros cuadrados, del drea sombreada?
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(a) 723 (b) 24v/3 (c) 96v/3 (d) 48v/3

Solucion: Considere la siguiente figura, en la que se han punteado las dia-
gonales del hexdgono reqular y se ha marcado una altura, h, de uno de los

tridngulos equildteros.

Note que el drea sombreada corresponde al drea del rectangulo menos el drea
del hexdgono reqular. Ademds, las dimensiones, en centimetros, del rectdngu-

lo son 12 y 4h, mientras que el perimetro del hexdgono reqular es 24 y su
apotema, h.

Con el Teorema de Pitdgoras, se deduce que h = /42 — 22 = 2\/3cm.

De modo que el drea sombreada estd dada por:

24 x 24/3
12 ><4(2\/§) _ %f = 72v/3 em?.
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PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Sea C una circunferencia, AB y EF dos didmetros perpendiculares de
C,y JD un segmento perpedicular a AB tal que J estd en ABy D
estdenC.Si JD =4cemy AB = 10c¢m, jcudl es el drea del tridngulo
DEF?

Solucion 1: En la siguiente figura se ilustra la situacion planteada en el

enunciado, tenga en cuenta que O es el centro de la circunferencia.

Dado que un didmetro de la circunferencia mide 10 cm, entonces DO =
5cm, por ser uno de sus radios. Ademdas, JD = 4cm, de modo que, por
el Teorema de Pitdgoras se tiene que JO = /52 — 42 = 3 em. Note que la
altura, h, del tridngulo DEF, correspondiente a la base EF, es congruente
con el segmento JO, por lo tanto el drea del tridngulo DEF estd dada

por:
10em x 3em

5 =15cm>.

Solucion 2: Por el teorema de la media geométrica en triangulos rectangu-
los, aplicado al tridngulo ADB, se tiene que JAXJB = 4% = 16, y ademds
JA+ JB = 10. Reemplazando JB = 10 — JA en la primera ecuacion se
obtiene la ecuacion cuadrdtica (JA)? — 10(JA) + 16 = 0, cuyas tnicas

soluciones son JA =8 o JA = 2, pero de acuerdo con la ilustracion la
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dnica solucion que tiene sentido es JA = 2cm, por lo tanto JO = 3cem.

Ast, el area del triangulo DEF es

FEF x JO _ 10em x 3em

5 = 5 = 15cm?.

. Determine los valores de a y b, enteros positivos, tales que

med (a, b) = 2019,
135 x a =28 x b.

Solucion: Dado que 135 x a = 28 x b, esto es 5 x 33 x a = 22 x 7 x b,

entonces por el Teorema Fundamental de la Aritmética, se tiene que

a=22x7xk,
b=>5x33xk,

para algin numero entero positivo k.

De modo que, med(a,b) = k = 2019. Asi, a = 28 x 2019 = 56532 y
b =135 x 2019 = 272565.

. Si las raices del polinomio P(x) = 22% —bx? — 3z —d, son r, —r y 3,

jcudl es el valor numérico de b + d?

Solucion: Por el Teorema Fundamental del Algebm tenemos que

22% —br? — 3z —d =2(x —r)(x +7)(z — 3)
=2(2*—1%) (z - 3)

= 22% — 622 — 2%z + 6r2.

Ast, igualando los coeficientes de ambos miembros de la igualdad anterior,

tenemos que b = 6, r? = g yd= —67r2. Porlo tantob+d=6—9 = —3.
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2.3. Prueba Final

1. En la siguiente figura ABCD, DGFFEy HIJA son cuadrados. Si E'y H
trisecan al segmento AD, encuentre la razén entre los radios de los dos
circulos que se pueden construir de tal manera que toquen a cada uno
de los cuadrados ABCD, DGFE y HIJA, en exactamente un punto.

D G C
E i
H 1
A J B

Solucion: De las condiciones del problema, se deduce que el centro de cada
uno de los dos circulos debe estar dentro del cuadrado ABCD vy sobre la

mediatriz del segmento AD, como se muestra en la siguiente figura.

D L3 @ 2L/3 C
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Sea Cy el circulo de radio v y Co el circulo de radio R. Entonces, si L es la

L
longitud del lado del cuadrado ABCD, la longitud r es s

Por otro lado, sea P el punto medio de FI, Q el punto medio de BC, O
el centro del circulo Co y x la longitud de OP. Como E y H trisecan al
segmento AD, entonces PI = L6, DE = DG = L/3, y GC = 2L/3, de
modo que cada radio del circulo Co mide R = 0Q = Ol = 5~ x.

Ast, por el Teorema de Pitdgoras, aplicado al tridngulo OPI se tiene que

%+ £2— %—xQ
6) \ 3 ’
2L 5L  17L

L
kel lo tanto R = — — 22 — 2%
16 Y por to tanto 3 16 48

de ahi que la razdn entre los radios de los dos circulos estd dada por % =
L/6 8 . R 17
= —, 0 bien, — = —.

170/48 17 r 8

de donde se deduce que x =

. Sean a y b dos ntimeros reales tales que ab™! +ba~! = 2. Determinar el

valor numérico de la expresion

2019 2019
a
— + —
b a

2 b2

b
Solucion: Dado que 4 + — =2, entonces a4 =2, esto es a® +b? = 2ab.

b a ab
Luego

a® 4+ b* —2ab = (a — b)* =0,
de lo que se deduce que a =b y asi

2019 2019 2019 2019

S|
S|
S|

_ 12019 4 12019 _ o

o
Q| o
IS

Q|

. Muestre que no existe un conjunto con 5 enteros positivos menores o

iguales que 10 tales que las sumas de los elementos de cada uno de sus

subconjuntos sean todas diferentes.

Solucion: Dado un conjunto de n elementos, se puede establecer que €l po-
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see 2™ subconjuntos. Por lo tanto de un conjunto con b enteros escogidos
entre 1 y 10, podemos extraer 2° = 32 subconjuntos. Escogiendo el conjunto
{1,7,8,9,10} conseguimos el mayor rango en los posibles resultados de las
sumas de los elementos de los subconjuntos (desde 1 hasta 35), sin embar-
go este conjunto no cumple las condiciones del problema pues las sumas de
los elementos de cada uno de sus subconjuntos {1,9} y {10} son iguales.
El siguiente conjunto que da el mayor rango en los posibles resultados de
las sumas de los elementos de cada uno de sus subconjuntos es {1,6,7,8,9},
pero observe que el subconjunto con menor suma es {1} y el que tiene mayor
suma es {1,6,7,8,9}, cuya suma es 31, pero al tener 32 subconjuntos, por
el Principio de las Casillas, no es posible que los resultados de las sumas de

sus elementos sean todas distintas.

. Un cuadrado y un hexdgono regular tienen ambos la propiedad que el
drea de cada uno, en centimetros cuadrados, coincide con el perimetro del

otro, en centimetros. Encuentre el valor numérico del drea del cuadrado.

Solucion: Considere la siguiente ilustracion

Sea x la longitud del lado del cuadrado y y la longitud del lado del hexdgono

2
, el

reqular. De este modo, tenemos que el drea del cuadrado estd dada por x
perimetro del cuadrado, por 4z y el perimetro del hexdgono, por 6y. Ahora,
para calcular el drea del hexdgono regular debemos conocer la longitud de

su apotema a, la cual corresponde a la altura de un tridngulo equildtero de

yV3
lado y como se muestra en la figura, esto es, — De ahi que el drea del

hexdgono regular estd dada por
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Ahora, dado que el drea de cada poligono, coincide con el perimetro del otro,

tenemos que

z? = 6y, (2.1)
8z = 3y°V/3. (2.2)

Despejando y de la igualdad @) y reemplazando este valor en la igualdad

2\? 96
@2) se obtiene que 8z = 3v/3 <%) de donde x = | 7

(™)

96
Por lo tanto el valor del drea del cuadrado es (3 %) .

5. Sia, by cson las raices del polinomio P(z) = 23 — 222 — 9,y Q(x) =
2?2 — 1, hallar el valor numérico de Q(a)Q(b)Q(c).

Solucion: Por el Teorema Fundamental del Algebm se tiene que
P(z) = (x — a)(x — b)(x — ¢).

Ademds, Q(x) = 2% — 1= (x — 1)(x + 1), luego

= (W =200 = 9) x ((-1)” = 2(-1)* - 9),
= 120.

6. ; Cudntos miiltiplos positivos de 33, menores que 1019 hay tales que sus

cifras son solo unos?

Solucion: Dado que los niumeros deben ser multiplos de 33, estos deben ser
multiplos de 3 y de 11, esto es, la suma de sus cifras debe ser un miltiplo

de 3, y como sus cifras son solo unos, por criterio de divisiblida del 11,

!Criterio de Divisibilidad del 11 : Un nimero es divisible por 11 si y solo si la
diferencia de la suma de las cifras que ocupan las posiciones impares y la suma de las
cifras que ocupan las posiciones pares es un multiplo de 11; esto es, si la suma y resta
alternada de sus cifras es multiplo de 11.
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deben tener un numero par de unos, es decir, la suma de sus cifras es par.

Por lo tanto la suma de sus cifras debe ser un maltiplo de 6.

Finalmente, como los nimeros deben ser menores que 101990 entonces la
mayor cantidad de cifras, es decir, de unos, que pueden tener es 1000, asi la
mayor suma de sus cifras es 1000. De modo que la cantidad de nimeros que
cumplen las condiciones del enunciado coincide con la cantidad de miltiplos

1
positivos de 6 menores que 1000, estos son {%J = 166.
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Capitulo 3

Nivel Avanzado

3.1. Prueba Clasificatoria

1. En el colegio de Juanito hay tres selecciones: fitbol, voleibol y baloncesto.
Juanito preguntd a cada uno de sus compaieros de salén a qué seleccién
pertenecia y escribié sus nombres en un diagrama de Venn como el que
se muestra a continuacién. Al finalizar Juanito observé que el nimero de
personas escritas en cada region, era un namero diferente del 1 al 7, y

que en cada seleccién hay 13 personas.

Futbol Voleibol

Baloncesto

i Cuantas personas estdn en exactamente dos selecciones?
(a) 9 (b) 1 (c) 8 (d) 5

Solucion: Sean a, b, ¢, d, e, f y g el numero de personas escritas en cada

region como se muestra a continuacion:

37
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Ftbol Voleibol

Baloncesto

Dado que el nimero de personas escritas en cada region es un numero dife-

rente del 1 al 7 y en cada seleccion hay 13 personas, entonces

a+b+ct+d+e+ f+g=28,
a+btdte=13,
b+c+d+ f=13,
d+e+f+g=13.

Sumando las tres ultimas ecuaciones se tiene
(@a+bt+ct+dt+et+ f+g)+ (b+e+ f)+2d=39.

De aqui que b+e+ f = 11—2d. Claramente d € {1,2,3,4,5}. Pero si d = 2,
entonces b+ e+ f = 7, y no existen tres nimeros naturales entre 1 y 7,
diferentes entre si y diferentes de 2, que sumados den 7. Andlogamente, se
descartan las opciones 3, 4 y 5 para d. Por lo tanto, d=1yb+e+ f =9,

corresponde al niumero de personas que estdn en exactamente dos selecciones.

. Considere una semicircunferencia con didmetro AB = 10cm. Sea T el
conjunto de todos los segmentos de recta perpendiculares al didmetro
AB, que pasan por él y su longitud es menor o igual que la mitad del
radio de la semicircunferencia. j Cual es el drea formada por el conjunto
T?

25m

(a) —om (b) 100 cm? (c) 25 cm? (d) 50 cm?

Solucion: Note que el conjunto T corresponde a un rectdngulo cuyas dimen-

siones son 10cm y 5 cm como se muestra en la siguiente figura:
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RN

2,5ecm
A I 1 B
2,5ecm

10em

Por lo tanto su drea es 10 cm x 5 em = 50 em?.

3. Si ay b son las raices del polinomio 222 4 3z + 2, jcudl es el valor de
(2—a)(2-10)7
(a) —16 (b) 16 (c) 8 (d) —8

Solucion: Por el Teorema Fundamental del Algebm,
222 + 32 +2 = 2(x — a)(z — b).
FEvaluando en x = 2 la expresion anterior se obtiene
2(2)2 +3(2) +2=2(2—a)(2 - b),

de donde (2 —a)(2 —b) = 8.

61000

4. ;Cudl es el residuo que deja al dividirse entre 77

(a) 6 (b) 1 (©) 5 (d) 4

Solucion 1: Estudiando el residuo que dejan al dividirse entre 7 las primeras
potencias de 6 se observa que las potencias impares de 6 dejan residuo 6 al
dividirse entre 7, mientras que las potencias pares dejan residuo 1, como se
muestra a continuacion,

Potencia de 6 Residuo
6l=7x0+6 6
62=7Tx5+1 1
63=(Tx5+1)x6=7x30+6 6
6 =(7x30+6)x6=Tx180+36="7x 185 +1 1

Por lo tanto 6'°°0 deja residuo 1 al dividirse entre 7.
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Solucién 2: Dado que 62 = 7 x 5+ 1, entonces por propiedad del binomi
se tiene que (62)500 =(Tx5+1)°Y =7x5xk~+150 =7 xp+1, donde
p = 5k es un entero positivo. Esto deja en evidencia que 6'°°° deja residuo

1 al dividirse entre 7.

Solucion 3: Usando la notacion de congruencias modulares y sus propiedades,

se tiene que 6 = 36 =1 (méd 7), por lo tanto

(6)°* = 1°°° = 1 (méd 7).

5. Sobre un segmento de longitud L se construyen 100 semicircunferencias
de radios desconocidos, una en seguida de la otra, de tal forma que sus
didmetros estdn todos sobre el segmento inicial, como se muestra en la
figura. Determine la longitud del camino que se forma al unir los arcos

de dichas circunferencias.

4
1
L
1007w L L

(a) 7L (b) (¢) 1007 L (d)

2 2
Solucion: Sean r; y L; el radio y la longitud de la i-ésima semicircunferencia,
respectivamente, de manera que L; = ©r;. Note que la suma los diadmetros

de todas las semicirfunferencias es L, esto es,
100
Z 2Ti = L.
i=1
Puesto que 2 no depende del indice de la sumatoria se tiene que

100

L
;T‘i = 5

'Si a, b y n son enteros positivos, entonces (a 4+ b)™ = a x k + b", donde k es un
entero positivo.
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Ahora, como la longitud S del camino que se forma con los arcos de las

semicircunferencias corresponde con Su Suma, Sigue que

100 100 100

S:ZLiZZTFT‘i:TFZT‘i:%.
i=1 i=1 i=1

L Sia?2—y2=2y y % _ —3, jcudl es el valor de x2 + y2?
r+y x—yY
2 3
(a) 3 (b) D) (c) 6 (d) —6

Solucion: Note que

y @ _ye-y -ty  —@+y)
Tty Ty (z+y)(@—y) z? —y? ’

y dado que 2% — y? = 2, entonces 2% + y? = 6.

. Sea p > 3 un nimero primo. ;Cual es la probabilidad que un nimero
entero positivo menor que 15p no divida a 12p?

(@ T ® 57 © 12 (@ 3
Solucion: Dado que p es un nimero primo y 12p = 22 x 3 X p, entonces 12p
tiene (2+ 1)(1 + 1)(1 + 1) = 12 divisores positivosH. Ademds, hay 15p — 1
enteros positivos menores que 15p, de modo que la probabilidad de que un

numero entero positivo menor que 15p divida a 12p estd dada por

Numero de casos favorables 12

Niimero de casos posibles ~— 15p —1°

Ast, la probabilidad que un entero positivo menor que 15p NO divida a 12p

es
12 15p—13

S 15p—1  15p—1°

. Un recipiente con forma de cilindro circular recto, tiene 30 ¢cm de altura

1

y su base tiene 3 ¢m de radio. Si el recipiente tiene agua hasta una altura
de 15¢m y en él se sumerge un cubo macizo de 3 c¢m de arista, el nivel

de agua se desplaza hacia arriba

(a) 3m em (b) 3 cm (c) 27Tem (d) 9 cm

T 2T

2Ver el ejercicio [ del Nivel Avanzado en el Apéndice A.
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Solucion: La siguiente figura ilustra la situacion planteada en el problema.

Y
e ]
............................... h =27
30cm | [
15¢cm 15¢ecm
1l | A—
N~ N~
3cem 3cem

Al introducir un cubo macizo de 3cm de arista, el cual tiene un volumen de
27 cm3, el nivel del agua aumenta h cm como se muestra en la figura. Observe
que el volumen aumentado dentro del cilindro estd dado por 7 x (3)? x h =

3
27 em?®, de donde h = = em.
T

. En una competencia participan 10 personas. jDe cudntas formas se pue-
den dar las medallas de oro, plata y bronce, sabiendo que solo se permiten

empates de hasta dos personas en el tercer puesto?

(a) 22 x32x5x7
(b) 23 x 3t x5
() 22 x32x5x7
(d) 2 x32x5

Solucion 1: Utilizando el principio multiplicativo se tiene que:

10 opciones x 9 opciones X n opciones =10 x 9xn=2x5x 3% xn

1° Puesto 2° Puesto 3° Puesto formasde entregar las medallas

Para determinar el valor de n, debemos tener en cuenta que en el tercer
puesto se admite un solo empate, es decir, de las 8 personas que quedan, el

tercer puesto puede ocuparlo o bien 1 persona, o bien 2 personas, esto es:
8 8

n = (1 + 5) = 8 4+ 28 = 32 x 22. As7, el nimero de formas en que se

pueden dar las medallas estd dado por:

2x5x3Zxn=2x5x32x32%x22=23x3*x5.
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Solucion 2: Se hard el conteo en dos partes:

Caso 1. Sin empates en el tercer puesto, se tiene que:

10 opciones x 9 opciones X 8 opciones = 10x9 x8

1° Puesto 2° Puesto 3° Puesto formas de entregar
las medallas

Caso 2. Con empate en el tercer puesto, no importa el orden en que se

escoga a los dos participantes, pues ambos ocupan el mismo puesto:

8
10 opciones x 9 opciones X (2) opciones = 10 x 9 x 28

formas de entregar
3° Puesto las medallas

1° Puesto 2° Puesto

Por lo tanto, el nimero de formas en que se pueden dar las medallas estd

dado por

(1I0x 9 x8)+ (10 x9x28) =10 x 9 x (84 28),
=10 x 9 x 36,

=23 x3*x5.
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3.2. Prueba Selectiva

1. Para los nimeros reales a y b definimos la siguiente operacién:

2 —1

Ab= .
@ a?+1

Encuentre el valor de la siguiente expresion:

(...(((20 0 19) A18) A 17)... A 1)

197 — 1
202 +1
Solucion: Sea m = (... (((20 A 19) A 18) A 17)... A 2). Entonces, de la de-

finicion de la operacion A se tiene que

(a) 1 (b) 0 (c) 210 (d)

(...(((20019) A 18) A1T)...A)=mAl=———=0.

2. Federico extrae 3 balotas al azar de una bolsa que tiene 10 balotas enu-
meradas del 1 al 10. ; Cudl es la probabilidad de que el producto de los

numeros de las balotas extraidas sea miltiplo de 37

7 7 17 21
- b) — ik d) ==
@ % Oy ) 52 @
Solucion: Note que hay 10Cs = 5 )= 120 formas de extraer tres balotas de

la bolsa que tiene 10. Por otra parte, del 1 al 10, hay 7 nimeros naturales que
no tienen a 3 entre sus factores primos, de modo que hay 7Cs5 = (;) =35
formas de extraer tres balotas cuyo producto de los nmimeros marcados en
ellas NO sea mailtiplo de 3. Asi, los casos favorables, esto es, las formas
de extraer tres balotas cuyo producto de los numeros marcados en ellas sea
maltiplo de 3, son 120 — 35 = 85. Por lo tanto, la probabilidad de que al
extraer las tres balotas de la bolsa, el producto de los nimeros marcados en

ellas sea maltiplo de 3, es

Numero de casos favorables 8 17

Numero de casos posibles 120 24°
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3. Sea ABC un tridngulo rectangulo isésceles, recto en B. Sea (4 la cir-
cunferencia con centro en el punto D de interseccidén de las mediatrices
de los lados de ABC'y radio DB y sea Cs la circunferencia con centro
en el punto F de interseccién de las medianas de los lados de ABC'y
radio EB. ;Cudl es la razén entre las dreas de C; y Cy?

(@) 5 (b) 5 (c) 2 (d)

Solucion: La siguiente figura ilustra la situacion planteada:

=~ ©

1
1
T C1 ad
1 /7
A | ’
1 ,
1 /’
1
Co /’
| 7/
(2
DNy ”
1
E |
1
1
1
B, ¥ C
, 1
4 1
7
e

Dado que el triangulo ABC' es rectangulo e isésceles en B, se puede deducir
por el teorema de segmento medio que D es punto medio de AC. Note que
la recta que pasa por B y por D es bisectriz del dngulo CBA, ademds es
mediatriz de AC y por tanto LDBA = LCBD = 45°. Esto muestra que los
tridngulos BDA y BDC' son isdsceles y rectdngulos. Ast, por el teorema de
Pitagoras se establece que

V2BC

BD =DC = 5

Por otro lado, usando teoremas de medianas se tiene que

BE = ;BD = ﬁBO.
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De modo que, la razon entre el drea de Cy y el drea de Cy es

wBD? 9

7BE2 4

. En una mesa redonda hay 2019 personas entre caballeros y mentirosos.

Un mentiroso siempre miente y un caballero siempre dice la verdad. Si
cada persona dijo que estaba entre dos mentirosos, jcudl es la mayor
cantidad de mentirosos que puede haber?

(a) 673 (b) 1009 (c) 1010 (d) 1346
Solucion: Puesto que los caballeros siempre dicen la verdad, entonces ca-
da caballero estd entre dos mentirosos. Por otro lado, como los mentirosos
stempre mienten, entonces cada mentiroso o bien estd entre dos caballeros,
o bien estd entre un caballero y un mentiroso. Este ultimo caso es el que
conviene a la hora de garantizar la mayor cantidad de mentirosos que puede
haber, pues si demotamos por M y C a mentirosos y caballeros, respecti-
vamente, tenemos que, escribiendo sobre una circunferencia la secuencia
MCMMCMMCMMCMMC ... MCM, la cual tiene 2019 letras, enton-
ces cada C' estd entre dos M, y esta es la secuencia que mds mentirosos

contiene, con un total de 673 x 2 = 1346.

s . . 7
. iCudl es la cifra de las unidades de 3°'?

(a) 1 (b) 3 ()7 (d)9

Solucion: Note que las primeras nueve potencias de 3 son:

. 31 =3, . 34 =281, . 37 = 2187,
. 32=0, . 35 =243, . 38 = 6561,
. 33 =27, . 36 =729, = 39 = 19683.

Ast, las cifras de las unidades de las potencias de 3 entran en un ciclo cada
cuatro potencias: 3,9,7,1,3,9,7,1,3,9,7,1,3, ...

Ahora bien, puesto que 57 = 78125 deja residuo 1 al dividirse por 4, se tiene
que la cifra de las unidades de 35" corresponde con el primer término del

ciclo, esto es, con 3.
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6. En la siguiente figura el tridngu- A
lo ABC' es rectangulo en B; D'y
E son los puntos medios de AC vy
BC respectivamente y el drea de D
la regién sombreada es 8cm?. Si

BC = 8cm, jcuanto mide el seg-

mento AB? B - C

(a) 3em (b) 6¢cm (c) 8cm (d) % cm

Solucion: Sabiendo que las tres medianas de un triangulo dividen al tridngulo
en 6 tridngulos con igual drea, se deduce que el drea sombreada corresponde
a % del drea del tridngulo ABC. Asi, el drea del tridngulo ABC' es 24 cm?.
Por otro lado, como el triangulo ABC' es recto en C, se tiene que su drea

estd dada por
BC x AB  8x AB

2 2

=24 cem?,

de donde AB = 6 cm.

PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. En la siguiente figura las dos cir-
cunferencias tienen el centro en O
y sus radios guardan proporcidn
2 a 1. Si el radio de la circun-
ferencia mas pequefia mide 3 cm,
FC = 211 ¢m, y los puntos A,

O y C son colineales; determine el

area del tridngulo ACF.

Solucion 1: Considere la siguiente figura, en la que D es la interseccion

de la prolongacion del segmento AC y la circunferencia mds grande, y h
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es la altura de los tridngulos DFC y AFC respecto a los lados DC y AC,

respectivamente.

Note que el tridngulo DFC' es recto en F, pues estd inscrito en una cir-
cunferencia tal que DC es uno de sus didmetros. Ademds, como el radio
de la circunferencia pequena mide 3 cm, y la proporcion entre el radio de la
circunferencia grande y el radio de la circunferencia pequena es de 2 a 1,
entonces el radio de la circunferencia grande es 6 cm, luego DC' = 12 cm.

Ast, por el Teorema de Pitdgoras se tiene que

DF = /122 — (2V11)2 = 10 em.

En consecuencia, el darea del tridngulo DFC' estd dada por

DF x FC _ DC x h

2 2
10x2V11  12xh

2 o2

10v/11 = 6h.

5v/11

De ahi que h = cm, y por lo tanto el drea del tridngulo AFC es

5v/11
AC xh 9em X 3 m 15V/11
— = cme.

2 2 2
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Solucion 2: En la figura anterior, observe que FO es mediana del tridngu-
lo DFC y AF es mediana del tridngulo DFO. Sabiendo que cada mediana
de un triangulo divide al tridngulo en dos tridngulos con igual drea, te-
nemos que el drea del tridngulo AFC es 1 del area del triangulo DFC,
esto es

cm2 .

1511
g x 10V/11 = 5

Solucion 3: Considere la siguiente figura, en la que P es el punto medio
del segmento FC, y h es la altura de los tridngulos OFC y AFC respecto
a los lados OC y AC, respectivamente. Observe que el tridngulo FOC' es

isosceles en O, con FO = OC = 6cm.

Ast, por el teorema de Pitdgoras se tiene que

Por lo tanto, el drea del triangulo OFC' estd dada por

OP x FC OCxh

2 o2 7
5><2\/1176><h
2 2

5v11 = 3h.

11 1
Luego, h = 5\2— 5VIL 2

11
cm, y el drea del tridngulo AFC es 5 oM
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8. Hallar el valor de x que satisface la siguiente ecuacién

1+2\/1+3\/1+4\/1+~'+2019\/1+x:3.

Solucion: Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y despe-

jando se tiene que:

2\/1+3\/1+4\/l+---+2019\/1+x232—1

\/1+3\/1+4\/1+-~-+2019\/1+x—4.

Repitiendo este proceso 2018 veces, se tiene:

\/1+4\/1+-~-+2019\/1+:17—5,
\/1+---+2019\/1+:1::6,

V1+2=2021.

De este razonamiento se sigue que x = 20212 — 1.

9. Determinar todas las parejas de enteros positivos (a, b) tales que existe

un nimero primo p para el cual se cumple que

a+ab+b=p*—1.

Solucion: Si p es un numero primo que satisface la condicion dada, en-
tonces
pPP=a+ab+b+1=(a+1)(b+1).

Ademds, por el Teorema Fundamental de la Aritmética, debe ocurrir que

p=a+1=b+1, de donde a =p—1=0>. Asi, las parejas de enteros
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positivos (a,b) que satisfacen las condiciones dadas son de la forma (p —

1,p — 1), donde p recorre todos los nimeros primos.
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3.3. Prueba Final

1. En la siguiente figura el tridngulo C
ABC es rectingulo en B y AE
es la bisectriz del dngulo BAC. Si
AB =6cmy BE = 3cm, hallar el

perimetro del triangulo ABC. E

A =y

Solucion: Consideremos la siguiente figura en la cual se ha trazado el seg-

mento DE, perpendicular a AC.

Observe que los tridngulos ADE y ABE son congruentes, luego DE = BE =

3cem y AD = AB = 6 cm. Por otro lado, usando el teorema de la bisectriz en

., CA CFE , _
el tridngulo ABC' se e;tgblece que o= = o5 Y de aqui que 2CE = 6+ DC,
esto es, CE = 3 + 5 Ademds, usando el teorema de Pitagoras en el

tridngulo EDC' se establece que CE? = 9+ DC?. Reemplazando el valor de
DC?
CE en la dltima ecuacion encontramos que DC? +9 =9 +3DC +

Y
de aqui que DC = 4cm. Luego CE = 5cem. Finalmente, el perimetro del

tridngulo ABC es6+3+5+4+6=24cm.

2. Sea f una funcidn definida en todos los niimeros reales diferentes de cero,

tal que 2f(—z) + f <%> = z. Encuentre f(z).
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1
Solucion: Sustituyendo y = —— en la ecuacion

x

1
2f(—x)+ f ~)=® (3.1)
‘ 1 1 ‘
se tiene que 2f | — | + f(—y) = ——, o equivalentemente,
Y Y

2 (1) +f(-2) = 1. (32)

Restando el doble de la ecuacion B2) a la ecuacion BI) se obtiene

1 2
()5

1
Finalmente, sustituyendo z = — en [B3)), se concluye que
x

wl g

1 1
o lo que es lo mismo, f(x) = -3 (217—1— —) .
x

3. Encuentre el nimero de divisores positivos del resultado de sumar los
primeros 100 mdltiplos de 4 con los primeros 100 multiplos de 5.

Solucion: Observe que

100 100 100

100 x 101
§4' §5'=9§ i =9x — " =32 x5%x%x2x101.
- H—l_l 7 l_lz X 5 X X 2 X

Por lo tanto, el nimero de divisores positivos de esta cantidad es
24+1)x(24+1)x(14+1)x(14+1)=36.
(Ver el ejercicio I del Nivel Avanzado en el Apéndice A.)

4. Sean C1 una circunferencia de radio r y centro en O, [ una recta tangente
a Cy en el punto B y D un punto sobre C; de tal manera que OBy OD
son perpendiculares. Si Cy es la circunferencia con centro en D y radio

DB, hallar el drea de la regidn interseccién de los circulos C; y Co, y de
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la regién delimitada por la recta [ y la circunferencia Co que no contiene

al punto D.

Solucion: Considere la siguiente ilustracion.

Note que el drea de interés corresponde a la mitad del drea del circulo Cy

mds la diferencia entre la mitad del drea del circulo Co y el drea del triangulo

EBF.

)

Por otro lado, observe que el tridngulo EBF' es rectdngulo en B, con BF =
BE = 2r; por lo tanto su drea es 2r?. Ademds, por el Teorema de Pitdgoras

se tiene que el radio del circulo Co mide BD = rv/2, asi que su drea es

™ (r\/§)2 = 2772,
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Por lo mencionado anteriormente, concluimos que el drea de interés estd

dada por la expresion

2019

. i Cuadl es el coeficiente de x en la expansién del polinomio

(I+z+a®+-- 422 (1+:E+a:2+---+3:1009)2?

Solucién: Si p(z) = (1+z+a*+-- + :61009)2, entonces p(x) se escribe
de manera general como p(x) = a9 + a1x + a2x2 + -4 a2018x2018, para
algunos mimeros reales a;, i € {0,1,2,...,2018}. Asi, el coeficiente de x2°*°

en la expansion de (1 +r+xi4+-+ x2018) (1 +r+ai4+---+ x1009)2 es
2?2118 a;. Pero note que Zfﬂ}f a; = p(1) = 10102, Ademds, ag = 1, luego
S 6, =1010% - 1.

. iDe cuantas formas se pueden comprar 10 caramelos en una tienda donde

venden caramelos de 3 sabores?

Solucion: Representamos los 10 caramelos de la siguiente manera:

y usaremos dos barras para separar los caramelos de diferentes sabores, por
ejemplo, el siguiente arreglo indica que se compraron 5 caramelos del sabor

A, 3 del sabor B y 2 del sabor C'.
o000 0O | ...|..
También estdn permitidos casos como los que se ilustran a continuacion:
|eee e |0eeeee: sabor A:0, sabor B: 4, sabor C : 6.

eeee|eeeeee: sabor A:4, sabor B:0, sabor C : 6.

Note que en total hay 12 objetos (10 puntos y 2 barras) y cada caso diferente

estd determinado por la posicion de las barras, luego se trata de contar de
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cudntas formas podemos ubicar las 2 barras en las 12 posiciones que deter-

minan los objetos y esto se puede hacer de

()

formas diferentesH Por lo tanto el nimero de formas en que se pueden com-

prar 10 caramelos en una tienda que ofrece 3 sabores diferentes es 66.

3En general, el nimero de formas en que se pueden separar n objetos en k categorias

estd dado por:
objetos + categorfas — 1) [n+k—1
categorias — 1 B k—1

a este método se le conoce como Técnica de separadores.



Apéndice A
Ejercicios propuestos

Nivel Basico

1. Camila compré una camisa con el 20% de descuento y un pantalén
que valia lo mismo que la camisa pero sin el descuento. Si en total

pagé $36.000, jcudnto valié el pantalén?

2. Javier tiene 15 chocolates y no los quiere compartir con su hermana.
Su papd le propuso que si le regalaba algunos de sus chocolates a
su hermana, él le compraria tantos chocolates como la suma de los
divisores de la cantidad que le de. Si Javier queria la mayor cantidad de

chocolates posibles, j cuantos chocolates debia regalarle a su hermana?

3. iDe cudntas formas 5 personas pueden reaccionar a una publicacidn
de Facebook con las opciones: me gusta, me encanta, me divierte, me

asombra, me entristece o me enfada?

4. Sofia se tomé una foto y quiere compartirla en sus tres redes sociales:
Instagram, Facebook y Twitter; pero antes quiere aplicarle un filtro de
su celular. Si el celular tiene 9 filtros y quiere que en cada red social
la foto tenga un filtro diferente, jde cudntas maneras puede compartir

la foto Sofia?

o7
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5. En la siguiente figura se muestran
dos circulos con centro en O. Se
sabe que la longitud de cada radio
del circulo grande es el doble de la
longitud de cada radio del circulo
pequefio. Si el angulo POQ mide
60 y el drea de la regiéon sombrea-

da es 1cm?, jcudl es el drea de la

region punteada?

6. En cada uno de los siguientes casos determine el valor de a de tal

forma el que nimero dado tenga la propiedad que se indica.

= 561a es miiltiplo de 6.
= 5a6la es mdltiplo de 9.

= 63a es primo.

7. Juan juega a formar nimeros con las siguientes cuatro tarjetas:

FARANY

De los nimeros que Juan puede formar con sus tarjetas,

» jcuantos son divisibles por 47
= jcuantos son divisibles por 157
= jcudntos son divisibles por 77

= jcuantos son miltiplos de 117

8. En una urna se encuentran 1.000 balotas numeradas de 1 a 1.000.
i Cudl es la probabilidad de que al extraer una balota de forma aleatoria,

su nimero sea miltiplo de 3, 5y 77
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9. jCudntos nimeros entre 1 y 1000 son miultiplos de 3 y 5, pero no son

miultiplos de 27
10. ;Cuéntas cifras tiene el nimero 46-522 x 256:5207

11. En un cuadrado se marcan sus vértices y los puntos medios de sus
lados. jCudntos tridngulos se pueden formar con sus tres vértices en

los puntos marcados?

12. En la siguiente figura NM es un
didmetro de la circunferencia C; y
Co, C3 son semicircunferencias cu-
yos centros estan sobre NM. Si
MP = 4ANP, jqué fraccién del

circulo C; estd sombreada?

13. Halle la medida del dngulo som-

breado en la siguiente figura, sa-

biendo que los demds &angulos

marcados miden cada uno 25.

14. En cada caso hallar la suma de las medidas de los dngulos marcados.

15. Las medidas (en grados) de los dngulos interiores de un tridngulo son
a, a y 2a. Clasifique el tridngulo segiin la medida de sus angulos y de

sus lados.
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16. Anay Carlos dibujan, cada uno, un poligono regular cuyos lados miden
1cm. La maestra observa que el perimetro del poligono de Carlos es
% del perimetro del poligono de Ana, y que la suma de las medidas
de los angulos internos del poligono de Ana es 12 veces la suma de las

medidas de los angulos internos del poligono de Carlos.

(a) Segun el nimero de lados, jqué nombre reciben los poligonos de

Ana y Carlos?

(b) Determine el perimetro, el drea y el nimero de diagonales de cada

uno de estos poligonos.

17. En la siguiente figura la circunferencia de mayor tamafo tiene centro
en O y es tangente a las demds circunferencias. Las circunferencias
con centro en A y B son tangentes entre si en el punto O. Las cir-
cunferencias con centro en C'y D son tangentes a las circunferencias
con centro en Ay B. Si el radio de la circunferencia con centro en A

mide 6 cm, halle el valor del darea sombreada.

18. Un cuadrado estd inscrito en una circunferencia de radio r. Halle el

drea y el perimetro del cuadrado en términos de r.

19. ;Cudl es el drea de un tridngulo equilatero cuyo lado mide [ cm?
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1. En la siguiente figura el tridngulo ABC' tiene sus vértices sobre la
circunferencia cuyo centro es O y el punto D es tal que LOBD = 40,
DB = OB vy los puntos A, O y D son colineales. Si las letras 3y
0 representan las medidas de los correspondientes dngulos sefialados,

icudl es el valor de 5+ 607

2. Determine el valor de a # 0, de tal forma que la suma de todos
los nimeros de cuatro cifras diferentes que se pueden formar con los

digitos a, 1, 2, 3, y 4 sea divisible entre 27.

3. iCudl es el residuo de dividir 30 + 300 + 3000 + - - - + 3 x 10218 entre
77

4. Sean Ay B dos puntos en el plano. Se realiza la siguiente construccién:

s Sea (Q el punto medio de AB.

= Se define P como el punto de interseccién entre la mediatriz de
AB vy la semicircunferencia C; cuyo didmetro es AB.

= (5 es la circunferencia con centro en P que pasa por ().

» Se construyen las rectas tangentes a C5 que pasan por Ay B
definiendo a F'y H como los puntos de tangencia entre la circun-

ferencia Cy y las rectas que pasan por A y B respectivamente.

Si la longitud del segmento AB es 2, jcudl es la razén entre el area

de la semicircunferencia C y la del cuadrildtero AFHB?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Considere un tridngulo con drea 1 ¢m?, tal que dos de sus lados miden

4y 5 centimetros. Halle la magnitud del tercer lado.

. Decimos que dos niimeros primos p y q son ntimeros primos gemelos si

|p — q| = 2. Sean p y g dos nimeros primos gemelos tales que p < g,

demuestre que la suma de los divisores positivos de p x ¢ es p>+4p+3.

. Determine el menor valor de n tal que 12 X n es un cuadrado perfecto

y 18 X n es un cubo perfecto.

. Encuentre todos los niimeros primos de la forma n? — 1.

. Encuentre todos los ntimeros primos de la forma n3 — 1.

Encuentre todos los nimeros n de dos cifras tales que n2°' deja

residuo 3, cuando se divide entre 10.

2018)2019 deja

Encuentre todos los niimeros n de dos cifras tales que (n
residuo 9, cuando se divide entre 10. jCudles de estos nimeros son

primos?

Encuentre todos los enteros positivos n de tres cifras tales que si a
n se le suma el nimero formado al escribir las cifras de n en orden

inverso, el resultado es 1372.

Encuentre todos los niimeros de maximo cuatro cifras que son divisibles
por 8, tales que la suma de sus digitos es 7 y el producto de sus digitos

es 6.

i Cudntos nimeros palindromos de seis cifras son mdltiplos de 37

w2+y2

Si z* 4+ y* = 122%y?, determine el valor de 5 5
5=y

En el rectangulo ABCD, los segmentos ED y BC trisecan al angiilo
ADC. Halle el drea del tridngulo DC B, dado que AD =2y DC = 4.

Pruebe que al trazar todas la diagonales desde un vértice de un poligono
regular con n lados, el dngulo interno del poligono correspondiente a

este vértice queda dividido en n — 2 angulos congruentes.
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18.

19.

20.

Sean A, E'y C tres puntos no colineales exteriores a una circunferencia,
de modo que los segmentos AE, EC'y AC son tangentes a la circun-
ferencia en los puntos F', D y B respectivamente. Si AC + DC = 10,
AE+AB =10y FE + EC + BC = 20, determine el valor de AB,
BCvy FD.

De un tetraedo regular se extrae su esquina superior, en forma de
. . _ 1

tetraedro regular. Si el volumen de la pieza retirada representa — del

volumen del tetraedo original, jcudl es la razén entre la altura del

tetraedro original y el tetraedro extraido?

Determine la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyo

perimetro es 20 cm y su area es 25 cm?.

Nivel Avanzado

1.

Sea n un ndmero natural tal que su factorizacién prima es n = p|* x
Py X --- X pp*, esto es, los p; son nldmeros primos distintos y los n;

son nldmeros enteros positivos.

(a) Pruebe que la cantidad de divisores positivos de n estd dada por
(ni+1)(ne+1)--- (ng+1).

(b) Determine el nimero de divisores positivos de cada uno de los

siguientes ndmeros:

= 20 = 831.600 » 20202019
= 432 = 101000 x 20!

(¢) Si py g son nimeros primos distintos, jcudntos nimeros de la
forma p? x ¢P, tienen exactamente 48 divisores positivos? j Cudles

son?

. Una mediana de un tridngulo es un segmento que une el punto medio

de un lado con el vértice opuesto a dicho lado. Es conocido que las tres

medianas de un tridngulo concurren en un punto Ilamando baricentro.
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(a) Pruebe que al trazar una de las medianas de un tridngulo, éste

queda dividido en dos tridngulos de igual area.

(b) Demuestre que al trazar las medianas de un tridngulo, éste queda

dividido en seis tridngulos que tienen la misma drea.

(c) Demuestre que el baricentro divide a cada mediana en dos seg-
mentos; el segmento que une el baricentro con el vértice mide el
doble que el segmento que une baricentro con el punto medio del

lado opuesto.

. ABCD es un cuadrado de lado [. D c

Si A, B', C', D’ son puntos me- D
dios de A0, BO, CO, DO res-

pectivamente, calcule el area de la

Cl

O
regién sombreada. " .
A B
. En la siguiente figura, O es E D
el centro del hexdgono regular
ABCDEF, P es el punto medio
_ C
del segmento OD y DC = 2¢cm. r
Calcule el drea del cuadrildtero
ABPF.
A B

. Sean a, by c las longitudes de los lados del tridngulo ABC, y mg, my,

m. las longitudes de sus tres medianas. Demuestre que

3
O o Ma T My +Me
4 a+b+c

. Sean a, by c las raices del polinomio 2® — 522 + 3z — 8. Determine el

valor de la expresion a x b x ¢ X (a+ b+ ¢).
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7.

10.

En la siguiente figura las medidas,
en unidades de longitud [u], de los
tres lados del tridngulo ABC son
tres enteros consecutivos tales que
AB < AC < BC'y BD es altura
de este tridngulo. Si a y b son las

medidas (en unidades de longitud

[u]) de los segmentos AD y DC,

icudl es el valor de |a — b|?

En la siguiente figura, ABCD es
un cuadrado, P es el punto me-
dio del segmento F'G y los dngu-
los sombreados son congruentes.
SiEP=xy FP =y, jcudl es el

valor de tan 67

En la siguiente grafica el cua-
drildtero ABC'D tiene sus vértices
sobre la circunferencia de didme-
tro AC. Si la altura BE del
tridngulo ABC mide 1 ¢m, jcudl
es la longitud, en c¢m, del segmen-
to DC?

(a) 2 (b) 2v/2

Si f es una funcién tal que 2f(z) — f(1 —2) = 2% —

suma de las raices de f?

(c) 2csc(20)

A G B

(d) sin(20)

1, jcudl es la
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11. Suponga que

00

50
) =agtaxr+ agx2 +---+ aggwgg + CL100w1 .

(x2+2w+1

Calcule

(a) la suma de los coeficientes que estdn en las posiciones pares en la

expresion del lado derecho de la igualdad
ag + az + a4 + -+ - + agg + aipo-

(b) la suma de los coeficientes que estdn en las posiciones impares en

la expresidn del lado derecho de la igualdad
ay +ag +as + -+ agy + agy.

12. El ndmero ¢, conocido como razon durea, es definido por

1445

v 2

Demuestre que para todo nimero natural n se tiene que

(pn + (pn+1 — (‘Dn+2.

13. Pruebe que 1+ n? +n* es compuesto para cualquier n en los enteros

mayores que 1

14. Decimos que un nimero natural n es un nimero de Edding si la suma
de sus divisores positivos es divisible entre 6. Dado cualquier nimero
natural N, jcuantas potencias de 6 menores que N son nidmeros de
Edding?

15. Sean x1,x9,- - , X918 reales positivos. Demuestre que

1
(m% + 1’% +---+ ‘T%OIS) > 2018 (1 - xo - - - x2018) 09 .
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16.

17.

18.

19.

La sucesion 1, 1, 2, 3, 5, ... es conocida como la sucesién de Fi-
bonacci, la cual puede construirse recursivamente, asi: fi = fo =1y
fn = fan_1+ fu_2, para n > 2. Se construye una sucesién de hexdgo-
nos regulares, tal que la longitud del lado del n—ésimo hexdagono H,, es

fn. Demuestre que la sucesién cuyo n—ésimo término a,, es la medida
3V3
Y

del drea del hexdgono H,, estd dada por: a; = ay = 5

ap = Gp—1 + an—2 + 2 /an_1a,—2, paran > 2.

[PIERRE VARIGNON, 1731.] Sea ABCD un cuadrildtero. Construya
el cuadrilditero FFGH cuyos vértices son los puntos medios de los
lados de ABCD. Demuestre que:

(a) EFGH es un paralelogramo.
(b) El drea de EFGH es la mitad de ABCD.

[VINCENZO VI1VIANI, 1659.] Sea ABC un tridngulo equildtero. Prue-
be que cualquiera que sea P un punto en el interior de ABC, la suma
de las distancias desde P hasta los lados de ABC' es siempre la misma,

esto es, no depende de la manera en que sea escogido P.

En los siguientes numerales use el principio de induccién matemdtica
para demostrar que la férmula o afirmacién dada se cumple para todo

n € N.

n
1
. Zi:1+2+3+---+n:%.

i=1

n
1)(2 1

=1 6
51303 a3 5 n*(n+1)?

) P =124 =0
i=1

" 24+446+8+---+2n=n(n+1).

» 1434+5+-+(2n—1)=n’

1_an+1
s l+a+a?+a*+---+a"="—-——, conal.

1—a
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2" > 2n.

n! > 372 paran > 3.

2n 4 n? es divisible entre 3.

32" 4 7 es divisible entre 8.

Férmula de Moivre (cos(6) + isin(#))™ = cos(nf) + i sin(nb).
Pruebe que el nlimero total de diagonales de un poligono convexo

de n (n > 3) lados es w



Apéndice B

Cuadro de Honor

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacién y excelente desempefio a lo largo de la Undécima versién
de las Olimpiadas Regionales de Matematicas UIS - Secundaria, a los si-
guientes estudiantes, quienes se destacaron entre los 5032 participantes del

certamen, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

NIVEL BASICO

PUESTO MEDALLA PARTICIPANTE

1.° Oro Diego Alejandro Lozano Duarte
Colegio Campestre Celestin Freinet, Piedecuesta.
2.° Prata Isabella Rodriguez Barrera
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.
3.° BRONCE  Juan Esteban Mantilla Nihez
Colegio Bilingtie Divino Nifio, Bucaramanga.
4.° Luisa Fernanda Caballero Poveda
ASPAEN Gimnasio Cantillana, Piedecuesta.
5.0 Ivan David Gémez Silva

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.
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Cuadro de Honor

PuEsTO MEDALLA PARTICIPANTE
1.° OroO Joseph Yacid Pino Villan
Colegio José Eusebio Caro, Ocania.
2.° PrAaTA Valentina Gomez Aguirre
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.
3.2 BRONCE  Brandon Alexander Jaimes Ortiz
Escuela Normal Superior Sady Tobdn Calle, Cerrito.
4.° Juan José Parra Viviescas
Col. Técnico Nuestra Sefiora de La Presentacién, San Gil.
5.9 Juan Felipe Hoyos Mufoz
Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.
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PUESTO MEDALLA PARTICIPANTE
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2.0
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BRONCE

Juan Felipe Prieto Mateus
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Dayana Valentina Mojica Ballesteros
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Juan Andrés Guarin Rojas
Colegio Técnico Vicente Azuero, Floridablanca.

Juanita Robles Ariza
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Juan Esteban Flérez Garcia
Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.




Apéndice C

Cuadernillos

71



72

Cuadernillos




Bibliografia

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

BoLANOS W. Problemas y Soluciones Olimpiadas Iberoamericanas de
Matemadticas Universitaria 1998-2019. Universidad Antonio Narifio y
Colombianas de Matemdticas. Bogotd, Colombia, 2006.

BROCHERO F. Y RESTREPO J. Un recorrido por la Teoria de Nimeros.
Universidad Antonio Narifio y Olimpiadas Colombianas de Matemati-

cas. Bogotd, Colombia, 2006.

GOMEz J., VALDEZ R. Y VAzQUEZ R. Principio de las Casillas.
Universidad Nacional Auténoma de México, Olimpiada Mexicana de

Matemdticas y Sociedad Matemdtica Mexicana. México, 2011.

HEMMERLING E. Geometria Elemental. Bakersfield College. Limusa,
México, 2009.

JIMENEZ L., GORDILLO J. Y RUBIANO G. Teoria de niimeros para

principiantes. Universidad Nacional de Colombia. Bogotda, 2004.

MADRONERO J Y CONTRERAS 1. Un recorrido por el Algebra. Uni-
versidad Antonio Narifio y Olimpiadas Colombianas de Matematicas.
Bogota, Colombia, 2006.

SOBERON P. Combinatoria para olimpiadas Universidad Nacional
Auténoma de México, Olimpiada Mexicana de Matematicas y Sociedad

Matemdtica Mexicana. México, 2010.

73



74

BIBLIOGRAFIA

[8]

[9]

[10]

RESTREPO P. Un recorrido por la Combinatoria I. Universidad Antonio
Narifio y Olimpiadas Colombianas de Matemadticas. Bogotd, Colombia,
2010.

VALDERRAMA A. Y GONZALEZ E. Olimpiadas Colombianas de Ma-

temdticas Problemas y Soluciones Nivel Intermedio 2010 Universidad
Antonio Narifio, 2010

VALDERRAMA A. Y GONZALEZ E. Olimpiadas Colombianas de Ma-
temdticas Problemas y Soluciones Primer Nivel 2010 Universidad An-

tonio Narino, 2010.



o
= y

Lo v e e T _J‘%h_ Eeoas
Inscripciones: Prueba selectiva: 8
del 17 de febrero al 3 de abril  jueves 14 de mayo %
Prueba clasificatoria: Prueba final: =

miércoles 22 de abril 6y 7 de junio =

e AT

Informes %
elimpiadas. matematicas@uis.sdu.co E
Tela.: 634000, exts.: 1281, 2316; 6450301 ':5_
o (Himptar: R e Matpmties (1S g
a

— RSO e Fe— E !

-~ Vicerrectorfa Administrativa
Vicerrectoria de Investigacion y Extension

Sameno deageipn a ke
EDUMAT e n‘?:”n\ll'

A i o

Ciseho el

Draunct s o Mmieis



	Nivel Básico
	Prueba Clasificatoria
	Prueba Selectiva
	Prueba Final 

	Nivel Medio
	Prueba Clasificatoria
	Prueba Selectiva
	Prueba Final 

	Nivel Avanzado
	Prueba Clasificatoria
	Prueba Selectiva
	Prueba Final 

	Ejercicios propuestos
	Cuadro de Honor
	Cuadernillos

