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Presentacion

Las Olimpiadas en Matemdticas son conocidas a nivel internacional por la
influencia en la transformacién del pensamiento matematico, y el crecimiento
de las expectativas y el interés en aprender matematicas por parte de los
estudiantes. Generalmente, las situaciones problematicas expuestas en las
pruebas exponen al estudiante a temas que no se estudian en la escuela, y
estos incluyen matematica que puede ser motivadora y sorprendente. Asi las
competencias no solamente prueban de manera directa el conocimiento o
las destrezas matematicas sino también la habilidad que tiene el estudiante

de manejar situaciones mds alld de experiencias reales.

Las Olimpiadas Regionales de Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander para secundaria buscan recrear el pensamiento matemadtico de tal
forma que todos los jévenes atraidos por el deseo de enfrentar nuevos retos
descubran caminos alternos y flexibilicen la exploracién de ideas matematicas
de tal manera que su participaciéon permita que tanto el estudiante como el
docente puedan apreciar sus logros y juzgar su practica desde una perspectiva

nacional e internacional.

Con el objetivo de recopilar, compartir, difundir y divulgar los problemas tra-
bajados en cada versiéon de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander para secundaria se ha elaborado el pre-
sente material dirigido a estudiantes de bdsica secundaria, media vocacional,
docentes de matemdticas y cualquier persona interesada en el aprendizaje
y ensefanza de las matemdticas a través del enfoque de planteamiento y

resolucién de problemas.
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Introduccion

La Universidad Industrial de Santander como institucién de educacién su-
perior en el dmbito regional tiene como misién esencial educar mediante la
generacion y difusién de las ciencias, la tecnologia, las humanidades y el arte
como una clara vocacién de servicio a la sociedad, posibilitando la formacién
integral del ser humano dentro de un espiritu creativo que permita el mejo-
ramiento personal y el desarrollo de una sociedad democratica, tolerante y

comprometida con los deberes civiles y los derechos humanos.

Siguiendo este orden de ideas, la Escuela de Matemdticas de la Universidad
Industrial de Santander tiene como misién ofrecer a la sociedad y a la comu-
nidad universitaria posibilidades para el cultivo de las matematicas, donde se
promueva una actitud creativa, rigurosa y formal, construyendo un ambien-
te académico basado en la sana competencia y la solidaridad. Es por esta
razén que, desde sus inicios, la Escuela de Matematicas se ha comprometi-
do con la educacién matemdtica en el entorno natural de la UIS, liderando
en forma positiva la actividad matemdtica del nororiente del pais, no solo
por la calidad reconocida a nivel nacional e internacional de los egresados
de sus programas académicos de pregrado y posgrado sino también por su

participacién en la formacién de los estudiantes de la universidad.

Como parte de su responsabilidad académica y su proyeccién social frente a
las diversas dificultades en los procesos de ensefianza-aprendizaje y desarrollo
de las habilidades matematicas en la regidn, la Escuela de Matematicas ha

definido un proyecto macro de fortalecimiento de las habilidades matematicas
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de la comunidad estudiantil de la regién, utilizando para este fin, diferentes
actividades académicas entre las que se encuentran el proyecto de semille-
ros, la creacién de diplomados y especializaciones para actualizacién y/o
formacién docente y el proyecto de Olimpiadas Regionales de Matematicas
de la Universidad Industrial de Santander (ORM-UIS) para secundaria que
busca contribuir al mejoramiento de la calidad de la educacién secundaria
en la regién de incidencia de la UIS, a través del desarrollo de las habilidades

matematicas de los estudiantes y la capacitacién docente.

Este proyecto es pieza clave para mejorar el nivel matematico de los estu-
diantes de la regidn, fortalecer la formacién académica de los docentes de
secundaria y muy posiblemente aumentar el nimero de licenciados en ma-
temadticas y matematicos en la region, a partir del conocimiento y puesta en
practica de estrategias que mejoren la efectividad del proceso de plantea-

miento y resolucién de problemas.

Las ORM-UIS para secundaria tienen como ejes tematicos: teoria de nime-
ros y combinatoria, adlgebra y Iégica, y geometria. Se realizan en cinco fases,
a saber, Preparatoria, Clasificatoria, Selectiva, Final y Entrenamientos, en
cada uno de los tres niveles de acuerdo al grado de escolaridad de los es-
tudiantes. Los niveles son: Bésico, para los estudiantes de los grados sexto
y séptimo; Medio, para los estudiantes de los grados octavo y noveno, y

Avanzado, para los estudiantes de los grados décimo y undécimo.

La Escuela de Matemdticas a través del grupo de Educacién Matematica
de la UIS, Edumat, reconoce la labor esencial del maestro en el proceso de
formacién de ciudadanos competentes; por ello brinda tanto a los docentes
como a los estudiantes una forma de vincularse a este mundo y en esta

oportunidad lo hace presentando esta cartilla.

Este documento consta de tres capitulos; en cada uno de estos se presentan

los problemas correspondientes a la décima versién del proyecto ORM-UIS



para secundaria en las fases Clasificatoria, Selectiva y Final con su respectiva
solucién y los nombres de los estudiantes con los mejores cinco puntajes en
la prueba final, para cada uno de los tres niveles: Nivel Basico (Capitulo 1),

Nivel Medio (Capitulo 2) y Nivel Avanzado (Capitulo 3).

Se espera que este material sea del agrado de estudiantes, docentes y cual-
quier persona interesada en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas a
través del enfoque de planteamiento y resolucién de problemas y permita in-
troducir, desarrollar y reflexionar algunas tematicas especificas de cada area
en los diferentes sistemas como lo son el numérico-variacional, el geométrico-

métrico y el aleatorio.
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Capitulo 1

Nivel Basico

1.1. Prueba Clasificatoria

1.1.1. Prueba Clasificatoria: 13 de abril

1. En la siguiente figura el tridngulo ABC' es equildtero, las rectas l; y ls
son las prolongaciones de dos de sus lados y la recta I3 también pasa por
el vértice A. jCudl es la medida del dangulo sombreado, si la medida del

otro angulo marcado es 40°?

I la

40°

(a) 50° (b) 80° (c) 90° (d) 120°



Nivel Basico

2. Willy, Jorge, Gerson y Camilo compiten en una carrera de motos. Si Willy
llegd antes que Gerson y Jorge, y Camilo llegd después de Jorge y antes

que Gerson, jcudl fue el orden de llegada?

(a) Willy, Gerson, Jorge, Camilo.
(b) Willy, Jorge, Gerson, Camilo.
(c) Camilo, Willy, Gerson, Jorge.
(d) Willy, Jorge, Camilo, Gerson.

3. Si m y n son enteros positivos tales que 61 = m? 4+ n?, jcudl es el valor

de la diferencia positiva entre m y n?
(a) 1 b) 5 (c) 6 (d) 11

4. La siguiente figura estd construida con semicircunferencias sobre una
cuadricula, en la que el lado de cada cuadrado mide 1 ¢m. ;Cudl es el

perimetro de la figura en cm?

(a) 127 (b) 24w (c) 48w (d) 967

5. En la eleccién del representante de un grupo de sexto, cada uno de los
5 candidatos obtuvo diferente votacién. Si el ganador obtuvo 10 votos y
cada candidato obtuvo al menos un voto, jcudl es el minimo nimero de

estudiantes que puede tener este grupo?

(a) 16 (b) 20 (c) 35 (d) 40



1.1 Prueba Clasificatoria

6. jCudntos nimeros naturales mayores que 1 y menores que 100.000 son

multiplos de 6, y sus cifras son solo digitos 0 o 17

(a) 3 (b) 4 (©) 5 (d) 6

7. El rectdngulo ABCD se divide en 4 subrectdngulos. En algunos de estos

2

subrectangulos se escribe su drea en ¢m®, como se muestra en la figura.

;i Cudl es el drea del rectdngulo sombreado, en cm??

A B
6
20 10
D C
(a) 12 (b) 15 (¢) 16 (d) 24

8. En una clase de salsa con 20 personas, hay 3 mujeres por cada hombre.
Si para montar una coreografia el profesor invité 18 bailarines mds, que-
dando la misma cantidad de hombres que de mujeres, jcudntas mujeres

invitd el profesor?

(a) 4 (b) 5 (c) 14 (d) 15

9. ;Cudntos nimeros naturales menores o iguales que 100 tienen exacta-

mente tres divisores positivos?

(a) 10 (b) 9 (©) 5 (d) 4



Nivel Basico

1.1.2. Solucién

1. Sean « el dngulo sombreado y S el dngulo opuesto por el vértice A del
angulo Z/BAC' Entonces

a+ B +40° = 180°, (1.1)

Ademds, como el tridngulo ABC es equilatero, L BAC = 60°, por lo
cual, 8 = 60°.

Reemplazando el valor 3 en la ecuacién ([LL1]) tenemos que o = 80°.

2. Observe que Willy llegé primero, ya que llegd antes que Gerson y Jorge,
y Camilo llegd después de Jorge. Jorge fue el segundo, ya que llegd antes
que Camilo y a su vez Camilo antes que Gerson. Esto ultimo indica que
Camilo fue el tercero y por consiguiente Gerson fue el cuarto. De modo

que el orden de llegada fue: Willy, Jorge, Camilo, Gerson.

3. Sean m y n enteros positivos tales que 61 = m?+n?2. Entonces los valores

posibles para m?

valores de n? serfan: 60, 57, 52, 45, 36, 25, 12. Pero de esta Gltima lista,

son: 1, 4,9, 16, 25, 36, 49. Para estos, los respectivos

los tnicos que son cuadrados son 36 y 25. Luego, m =5y n = 6, o

m =6y n = 5. Por tanto, la diferencia positiva entre m y n es 1.

4. Observe que el perimetro de la figura en cuestién es cuatro veces el

perimetro de la siguiente figura:

,,,,,,,,,,,,,

Calculemos el perimetro de esta figura. En efecto, teniendo en cuenta

que el lado de cada cuadradito mide 1 c¢m, tenemos que los radios de las



1.1 Prueba Clasificatoria

semicircunferencias son 1 c¢m, 2¢m y 3 e¢m. Por lo cual el perimetro de la

figura anterior es:

I1xnm+2XxX7+3X7T=06T.

Asi, el perimetro pedido en c¢m de la figura en cuestion es: 4 X 67 = 24.

5. Para hallar la menor cantidad de estudiantes que puede tener este grupo,
se pensarad en la menor cantidad de votos que pudo obtener cada candi-
dato. El ganador obtuvo 10 votos y los demds candidatos como minimo
pudieron obtener 1, 2, 3 y 4 votos, ya que todos obtuvieron diferente
votacién con al menos un voto. En total la votacién minima pudo ser
20 votos, esto es, el nimero minimo de estudiantes que puede tener el

grupo es 20.

6. Digamos que n es un nimero mayor que 1 y menor que 100.000, que es
miltiplo de 6 y sus cifras son solo los digitos 0 o 1. Como n es miiltiplo
de 6, entonces es miiltiplo de 2 y de 3. Por ser mdiltiplo de 2, el digito de
las unidades debe ser 0 y por ser miltiplo de 3, la suma de sus cifras es
multiplo de 3.; ya que el nimero es menor que 100.000 y sus cifras son
solo ceros o unos, dicha suma debe ser 3, es decir tres de sus cifras son
el digito 1. Luego los niimeros que cumplen tales condiciones son: 1110,
10110, 11010 y 11100. Por lo tanto, hay cuatro nimeros que cumplen

las condiciones.

7. Consideremos la siguiente figura:

A ! B
6

B - G
20 10

D C



Nivel Basico

Como el drea de FFHD es 20 = FF x FFH y el drea de FGCH es
10 = FG x FH, tenemos que EF = 2F(G.

Finalmente, como el drea de IBGF es 6 = F'G x F1I, se tiene que el
drea de AIFFE es

EF x FI =2FG x FI =2 x (FG x FI) =2 x 6 = 12.

. En la clase de salsa hay 3 mujeres por cada hombre y se sabe que en total
hay 20 personas, luego hay 15 mujeres y 5 hombres. El profesor invita 18
personas mas de tal forma que quede la misma cantidad de mujeres que
de hombres. Como ahora son en total 38 personas, deben ser 19 hombres
y 19 mujeres, entonces los nuevos integrantes deben ser 14 hombres y 4

mujeres.

. Los nimeros naturales que tienen exactamente tres divisores positivos son
los cuadrados de los niimeros primos, es decir niimeros que se obtienen al
multiplicar un ndmero primo por si mismo, ya que estos niimeros tienen

la forma p?, con p primo y en tal caso sus divisores son: 1, p y p.

Los cuadrados de niimeros primos menores o iguales que 100 son: 22 = 4,
32 =09, 52 =25, 72 = 49. Por lo tanto hay 4 ndmeros que cumplen las

condiciones del enunciado.



1.2 Prueba Selectiva

1.2. Prueba Selectiva

1.2.1. Prueba Selectiva: 11 de mayo

201
1. La suma de los divisores primos del nimero 018 es:
0,2018
(a) 7 (b) 8 () 10 (d) 25

2. ;jCuél es el drea de la regién sombreada en la siguiente figura, si la circun-

ferencia esta inscrita en el cuadrado mas grande, cuyo lado mide 1¢m?

32

3. Para un proyecto de ingenieria un estudiante desea instalar 3 bombillos en
linea recta. Si tiene disponibles 3 bombillos rojos, 2 verdes y 1 amarillo;

ide cudntas maneras puede instalar los tres bombillos?
(a) 20 (b) 19 (c) 18 (d) 6

4. Carlos organizé una rifa con 100 boletas, numeradas del 1 al 100. El costo
de cada boleta es igual al menor miltiplo de 50 mayor o igual al nimero
de la boleta. Por ejemplo, la boleta 78 paga $100. Si Carlos ha vendido
hasta el momento todas las boletas que tienen al menos un 5, jcuanto

dinero ha recibido?

(a) 1650 (b) 950 (¢) 1900 (d) 1600



Nivel Basico

5. En la siguiente figura ABC es un tridngulo equildtero y las longitudes
de los segmentos DE, BF y BG son un tercio de las longitudes de los
segmentos AC,CB y BA respectivamente. Si AB = 9 cm, jcudl es la

razén entre el drea sombreada y el drea del tridngulo ABC' 7

B

O b~

(a) (d)

NoN =

6. Javier escribié un nimero de tres cifras tal que la suma de sus cifras es
7 y la cifra de las centenas es el triple de la cifra de las unidades. ;j Cual

es el producto de las cifras del nimero que escribié Javier?

(a) 6 b) 7 (€) 9 (d) 10



1.2 Prueba Selectiva

PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Un viejo mago matemdtico predice el nimero ganador de una loteria
del pais. El mago afirma que el ganador es el mayor niimero de cuatro

cifras que cumple las siguientes condiciones:
» el digito de las centenas es igual al producto del digito de las
unidades con el digito de las decenas,
= es un miltiplo de 4 menor que 2018 y

= no tiene cifras repetidas.

i Cual es el niimero ganador segtin el mago?

8. El Tangram es un juego chino muy antiguo, que consiste en formar
siluetas de figuras con las siete piezas dadas sin solaparlas. Las siete
piezas o “tans” se obtienen cortando un cuadrado como se muestra
en la Figura 1. Si la Figura 2 se obtiene con las 7 fichas del Tangram

de la Figura 1, halle el area del tridngulo ABC.

Tangram A
Il cm
\, 7\
\\ // \\
N2 N
Y
N\, *\
N, /’I \
N1
\x/ RS
[}
/ \\\ [ B C
/// \IL
4 AN
// \\
Figura 1 Figura 2

9. En un cuadrado se marcan sus vértices y los puntos medios de sus
lados. jCudntos tridngulos se pueden formar con sus tres vértices en

los puntos marcados?



Nivel Basico

1.2.2. Solucién

1. Observe que

2018
2018 1 2018 x 10.000
0,2018 2018 2018 0000
10.000

Asi la descomposicién en factores primos es 10.000 = 2* x 5%. Luego los

tinicos divisores primos de

es2+5=".

18
son 2 y 5, entonces la suma de ellos
0,2018

2. De la figura se deduce que el area de la circunferencia menos el drea del
cuadrado inscrito en la circunferencia, da como resultado dos veces el

drea de la regién sombreada.

Como la circunferencia se encuentra inscrita en el cuadrado de lado 1 cm,

cada uno de sus didmetros mide 1 cm, luego su area es:

Por otro lado, el cuadrado inscrito en la circunferencia estd formado
por dos tridangulos que comparten una de sus bases (lados) y la altura
correspondiente a dicha base mide lo mismo en cada uno de ellos. Dicha
base mide 1¢m y la altura mide %cm. Entonces el drea del cuadrado

inscrito en la circunferencia es:

1x1 1
2 2 | = Zem?
2 2

Finalmente el drea sombreada estd dada por:

1 1 -2
= (E em? — - cm2> _ em?.

Nota: Otra forma de encontrar el drea del cuadrado inscrito en la circun-

ferencia es calculando la longitud de uno de sus lados. Para ello observe



1.2 Prueba Selectiva

11

que el lado del cuadrado es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, cu-

yos lados son radios de la circunferencia. Asi, por el Teorema de Pitagoras,

1\* /1\? 2
el lado del cuadrado mide: <§> + <§> = g cm, y por lo tanto

2
SuU area es: 7 cm = 5 cm-.

. En la siguiente tabla se muestra las formas en que el estudiante puede
elegir los tres colores de sus bombillos y las formas en que los puede

instalar en linea recta para cada una de las posibles elecciones de colores.

Combinacién de colores Formas de alinearlos

3 rojos RRR

2 rojos - 1 verde RRV, RVR, VRR.

2 rojos - 1 amarillo RRA, RAR, ARR.

1 rojo - 2 verdes RVV, VRV, VVR.

1 rojo - 1 verde - 1 amarillo | RVA, RAV, VRA, VAR, ARV, AVR.
2 verdes - 1 amarillo VVA, VAV, AVV.

Asi, el estudiante tiene 19 maneras distintas de instalar los 3 bombillos.

. Las boletas que Carlos ya vendié son: 5, 15, 25, 35, 45, 50, 51, 52,
53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 65, 75, 85, 95. Es claro que, para los 6
primeros nameros el menor multiplo de 50 mayor o igual que el nimero
es precisamente 50, mientras que para los demds nimeros es 100. De

manera que Carlos ha recibido 6 x 50 + 13 x 100 = $1600.

. Note que el cuadrilatero sombreado DEF'G es un paralelogramo; consi-
derando el segmento DE como base de este paralelogramo, por el teore-
ma de Pitdgoras se puede deducir que su altura es 31v/3 em. Por lo tanto
el drea sombreada es: 3 x 3v/3 = 9v/3 cm2.

em?2. Asi

Por otro lado, el drea del tridngulo equildtero ABC' es

la razén entre el drea sombreada y el drea del tridngulo ABC' estd dada

o8 _4
P 81v/3 9
4
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Nivel Basico

6. Sea abc el nimero de tres cifras que escribié Javier. La primera condicién

indica que la suma de sus cifras es 7, esto es, a + b+ ¢ = 7. La otra
condicidén dice que la cifra de las centenas es el triple de la cifra de las
unidades, es decir, a = 3c. Reemplazando a en la primera ecuacién se
tiene que

de+b=T.

Note que los posibles valores para ¢ son 1,2 o 3, ya que a es un digito;
pero si ¢ toma los valores 2 0 3, entonces 4c+b > 7. Luegoc=1,a =3
y b = 3; concluyendo que el ndmero escrito fue 331 y asi el producto de

sus cifras es 9.

. Sea abcd el nlimero ganador de la loteria. Como el niimero no tiene cifras

repetidas, entonces a, b, c y d son digitos diferentes. Ademds, b = d X ¢,
pues el digito de las centenas debe ser igual al producto del digito de las
unidades con el digito de las decenas. Claramente b, ¢ y d son digitos
diferentes de 1 y 0, ya que si alguno lo fuera se repetiria digito. Entonces

las posibilidades para esos digitos son las siguientes

d|l2 3 2 4
cl|l3 2 4 2
b6 6 8 8

Como el nimero ganador es menor que 2018 entonces a =1 0 a = 2,
pero ya se tiene que una de las cifras b, ¢ o d es 2, por tal motivo a = 1.
Conociendo el valor de a, existen 4 posibles nimeros: 1623, 1842, 1632
y 1824.; de los cuales los dos dltimos son miltiplos de 4 y el mayor de
ellos es 1824. Por lo tanto el nimero ganador de la loteria seglin el mago
es 1824.

. Una manera de obtener la Figura 2 con las 7 fichas del Tangram es la

que se muestra a continuacion
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Observe que la base BC del tridngulo ABC'y su respectiva altura miden

8 cm. Luego el drea del tridngulo es = 32cm?.

9. El total de los puntos marcados sobre el cuadrado son 8 (4 vértices y 4

puntos medios), como se muestra en la siguiente figura:

A H G
¢ °® ®
Be oF
® ® ®
C D E

Observe que hay

8 8!
= — = 5
<3> 3! x 5! 0

formas de escoger 3 de los 8 puntos marcados (sin importar el orden), sin
embargo en este conteo se consideran algunas combinaciones de puntos
que no pueden ser los vértices de un tridngulo (pues los puntos son
colineales), estas son: {A,B,C}, {C,D,E}, {E,F,G} y {F,G,H}.
Por lo tanto se pueden formar 52 tridngulos con sus vértices en los puntos

marcados.
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1.3. Prueba Final

1.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la décima versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1582 participantes del certamen

en el nivel Avanzado, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro

MARIA ALEJANDRA AMAYA NINO

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

| r

2° Puesto, medalla de plata

SANTIAGO MENDEZ MESA
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

3°" Puesto, medalla de|bronce

IVAN DAVID GOMEZ SILVA

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

ANDRES JAVIER SEPULVEDA VESGA
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

[0, /bc
510

DAVID FERNANDO HERRAN FONSECA
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.




1.3 Prueba Final

1.3.2. Prueba Final: 9 de junio

1. En cierto momento un auditorio con asientos enumerados desde 1 tiene
los primeros 1770 puestos ocupados. A partir de ese momento no sale
ninguna persona, en el siguiente minuto entra una persona y en cada
uno de los siguientes minutos entra una persona mas que en el minuto
anterior. Si pasada una hora se ocupan todos los puestos y salen las
personas que estan en un puesto enumerado con un cuadrado perfecto,

icuantos puestos quedan libres?

2. Un tablero cuadrado del famoso juego de astucia naval cuenta con 100
casillas (ver la figura), cada una representada por una pareja de ndmeros
(a,b), donde a representa el nimero de la columna, desde 1 hasta 10
y b representa el nimero de la fila, desde 1 hasta 10. Si Juanito quiere
acomodar uno de sus barcos que ocupa 2 casillas adyacentes (con un lado
en comun) de tal forma que la suma de los 4 nimeros que representan
las 2 casillas que el barco ocuparia sea divisible por 3, jde cudntas formas

Juanito podria acomodar su barco?

Columnas |
123 45 6 7 8 910

Filas

© 00 N & T = W N

—_
o
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3. iCuantos nimeros de cuatro cifras satisfacen las siguientes condiciones?

= La suma de las cifras del nimero es igual a 14.

= El ndmero sin las centenas ni las unidades de mil es un nidmero
primo menor que 50, de dos cifras y deja residuo 1 cuando se divide

entre 4.

4. Se forma el nimero n de la siguiente manera: se escribe 2018 una vez,
después dos veces, después tres veces y asi sucesivamente hasta 2018

veces seguidas, es decir

n = 2018 20182018 201820182018 ...2018...2018.
—_—

2 veces 3 veces 2018 veces

Determine si n es divisible entre 11.

5. Sea ABCD un rectangulo y P la interseccién entre AC'y BD. Construya
E sobre AB y defina a F' como la interseccién entre la extensién de EP
y C'D. Demuestre que los cuadrildteros AEFD y CFEB tienen igual

drea.

6. En la siguiente figura la circunferencia de mayor tamaiio tiene centro
en O y es tangente a las demds circunferencias. Las circunferencias con
centro en Ay B son tangentes entre si en el punto O. Las circunferencias
con centro en C'y D son tangentes a las circunferencias con centro en
A'y B. Si el radio de la circunferencia con centro en A mide 6 cm, halle

el valor del area sombreada.
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1.3.3. Solucién

1. Se sabe que hay 1.770 puestos ocupados en cierto momento, que en el
siguiente minuto entra una persona y que en cada uno de los siguientes
minutos entra una persona mas que en el minuto anterior. Por lo tanto,
si en una hora se ocupan todos los asientos, entonces la capacidad del
auditorio es:

1770 + (1 4+ 2+ - - + 60) = 3600,

donde la cantidad en el paréntesis corresponde a las personas que entraron

en una hora.

Por otra parte, como 3600 = 602, se establece que hay 60 cuadrados
perfectos desde 1 hasta 3600, por lo tanto si salen las personas que estdn
en un puesto enumerado con un cuadrado perfecto quedan 60 puestos

libres en el auditorio.

Propuesta por: Jose Daniel Vinazco Diaz;

Colegio Bilingiie Divino Nifio, Bucaramanga.

Consideremos el siguiente cuadro en el cual en cada casilla aparece la

suma del nimero de la fila con el ndmero de la columna.

[t ]2]sfafs]ef7]s]o9]mw]
1 23] a]s]6] 7 9o [ 10] 11
2 [ 3] al 5|6 | 7| 8|9 0] 11]12
3 al 5|6 | 7] 8o 0] 1] 12] 13
sl s|6| 789 w01 |12]13] 14
567 8olwo|lun|l2]13]ulis
6 [ 7] 8 ofw[ufi2l3]1a]1]16
7 8]olwoluu]i2][B]ua]]ie]|ir
s ool i2]13]wali5]16] 1718
o w2l i6] 17 ] 18] 19
w25 16] 1718192

En este arreglo aparecen sombreadas las casillas consecutivas (vertical
u horizontalmente) que suman un midltiplo de 3, al contarlas todas se

establece que en total hay 60 maneras posibles para acomodar el barco.
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Propuesta por: Maria Alejandra Amaya Nifio;

Colegio San Pedro Claver, Bucaramanga.

Los ndmeros primos de dos cifras menores que 50 que dejan residuo 1
cuando se dividen entre 4; son: 13, 17, 29, 37 y 41. Ahora consideramos

los siguientes casos:

Caso 1. Los nimeros que terminan en 13. Como las dos tltimas cifras
suman 4, entonces las dos primeras cifras deben sumar 10. Por tanto
las nueve parejas de digitos que conforman las primeras dos cifras
son: (9,1),(8,2),(7,3),(6,4),(5,5),(4,6),(3,7),(2,8),(1,9).

Caso 2. Los nimeros que terminan en 17. Como las dos dltimas cifras
suman 8, entonces las dos primeras cifras deben sumar 6. Por tanto
las seis parejas de digitos que conforman las primeras dos cifras son:
(6,0),(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5).

Caso 3. Los nimeros que terminan en 29. Como las dos ultimas cifras
suman 11, entonces las dos primeras cifras deben sumar 3. Por tanto
las tres parejas de digitos que conforman las primeras dos cifras son:
(3,0),(2,1),(1,2).

Caso 4. Los nimeros que terminan en 37. Como las tltimas dos cifras
suman 10, entonces las dos primeras cifras deben sumar 4. Por tanto

las cuatro parejas de digitos que conforman las primeras dos cifras
son: (4,0),(3,1),(2,2),(1,3).

Caso 5. Los niimeros que terminan en 41. Como las tltimas dos cifras
suman 5, entonces las dos primeras cifras deben sumar 9. Por tanto
las nueve parejas de digitos que conforman las primeras dos cifras
son: (9,0),(8,1),(7,2),(6,3),(5,4),(4,5),(3,6),(2,7),(1,8).

Por lo tanto hay 31 nimeros que cumplen las condiciones del enunciado.
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4. Observe que los digitos 2, 0, 1 y 8 aparecen en el nimero n cada uno

tantas veces como
2018

Z k = 1009 x 2019.
k=1

Ahora bien, recuerde el criterio de divisibilidad por 11 que permite concluir
que un numero es divisible por 11 siempre que la diferencia entre la suma
de los digitos que ocupan las posiciones impares y la suma de los digitos
que ocupan las posiciones pares sea un miiltiplo de 11. Con esto en mente,
los digitos en las posiciones impares del nimero n son 0 y 8, cuya suma,

segiin la cantidad de veces que aparecen, es 8 x 1009 x 2019.

Por otro lado, los digitos que ocupan las posiciones impares de nimero

nson 2y 1, ysusuma es
(2+1) x 1009 x 2019 = 3 x 1009 x 2019.

Con esto, la diferencia entre la suma de los digitos que ocupan las posi-
ciones impares y la suma de los digitos que ocupan las posiciones pares

€s
D = (8 x 1009 x 2019) — (3 x 1009 x 2019) =5 x 1009 x 2019;

cuya descomposicién en factores primos es: D =3 x 5 x 673 x 1009.

Como 11 no aparece en la descomposicién en factores primos de D,

entonces 11 no puede dividir a D y por lo tanto no divide a n.
5. A partir de la descripcién del enunciado se construye la siguiente figura.

D F C
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Teniendo en cuenta la figura basta probar que los cuadrilateros AEF D
y CFEB son congruentes. Se establecen las siguientes igualdades en las

medidas de los dngulos por el hecho de ser opuestos por el vértice:

» {APE = {CPF
» {EPB=<KFPD

Como P es la interseccidn entre las diagonales del rectdngulo se tiene que
AP = PC = DP = PB. Ademds, dado que AB y DC son paralelas
y AC es una transversal a ellas, se tiene que LK FAP = LFCP. De
modo que, por las igualdades entre dngulos mostradas anteriormente y
el criterio de congruencia dngulo-lado-dangulo (ALA) se deduce que los

tridngulos FPC y EPA son congruentes.

Por dngulos suplementarios se tiene que L DF P = A BEP, nuevamente
usando el criterio de congruencia ALA se deduce que los tridngulos DPF

y BEP son congruentes.

Finalmente, de las congruencias de tridngulos anteriores se establece que
AE = CF, BE = DF, {DFE = {BEF y {AEF = {CFE,y
como ABCD es rectangulo se tiene que AD = BC, £ DAE = {BCF
y LADF = {CBE; de esta forma se concluye que los cuadrildteros
AEFD y CFEB son congruentes.

. Considere la siguiente figura, en la que C1, C2 y C3 son las circunferencias

de centros en O, Ay B, respectivamente; y E es el punto de interseccién

entre el segmento OD vy la circunferencia de centro D.

33 N

e— 6 —>
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Dado que C; es tangente a Co y C3, y estas son tangentes entre si, se
deduce que el radio de Cy es igual al radio de C3 y el radio de C; es el
doble del radio de Cs.

Como el radio de Cy es 6 cm, entonces el radio de C; es 12cm. Por lo

tanto, el drea de C; es 1447 cm? y el drea de Cy y Cs es 36w cm?.

Es claro que DE es radio de la circunferencia de centro D. Suponga
que DE = x, entonces AD = 6+ y x+ DO = 12cm, de ahi que
DO = 12—z. Ahora, como el tridngulo AOD es rectangulo en O, usando

el teorema de Pitdgoras tenemos que:

(6 +z)% =36+ (12 —z)2,
36 + 122 + 22 = 36 + 144 — 24z + 22,
36z = 144,

xr = 4.

Asi, los radios de las circunferencias con centros en C'y D miden 4 cm.

Luego el drea de cada una de estas circunferencias es 16w cm?

De lo anterior se concluye que el drea sombreada es:

1447 — (2 x 367 + 2 x 167) = 407 em?.
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1.4.

1.

Ejercicios propuestos

Halle la medida del angulo sombreado en la siguiente figura, sabiendo

que los demas dngulos marcados miden cada uno 25°.

. ;Cudl es el residuo de dividir 30 + 300 + 3000 + - - - + 3 x 10%01® entre

77

. Javier tiene 15 chocolates y no los quiere compartir con su hermana.

Su papd le propuso que si le regalaba algunos de sus chocolates a
su hermana, él le compraria tantos chocolates como la suma de los
divisores de la cantidad que le de. Si Javier queria la mayor cantidad de

chocolates posibles, j cudntos chocolates debia regalarle a su hermana?

. iDe cudntas formas 5 personas pueden reaccionar a una publicacién

de Facebook con las opciones: me gusta, me encanta, me divierte, me

asombra, me entristece o me enfada?

. Sofia se tomé una foto y quiere compartirla en sus tres redes sociales:

Instagram, Facebook y Twitter; pero antes quiere aplicarle un filtro de
su celular. Si el celular tiene 9 filtros y quiere que en cada red social
la foto tenga un filtro diferente, jde cudntas maneras puede compartir

la foto Sofia?

Un cuadrado esta inscrito en una circunferencia de radio r. Halle el

drea y el perimetro del cuadrado en términos de r.
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7. En la siguiente figura se muestran dos circulos con centro en O. Se

10.

11.

sabe que la longitud de cada radio del circulo grande es el doble de la
longitud de cada radio del circulo pequefo. Si el dngulo POQ mide
60° y el drea de la regién sombreada es 1 cm?, jcudl es el drea de la

regiéon punteada?

o o o 0 0 0 o [TJ

i Cuantos nameros de tres cifras son multiplos de 11 y dos de sus cifras

son iguales?

Camila compré una camisa con el 20 % de descuento y un pantalén
que valia lo mismo que la camisa pero sin el descuento. Si en total

pagd $36.000, ;cudnto valié el pantalén?

Las medidas (en grados) de los dngulos interiores de un tridngulo son
«, a 'y 2a. Clasifique el tridngulo segin la medida de sus dngulos y de

sus lados.

En cada uno de los siguientes casos determine el valor de a de tal

forma el que nimero dado tenga la propiedad que se indica.

= 63a es primo.
= 561a es mdltiplo de 6.

= 5a6la es miltiplo de 9.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Juan juega a formar nimeros con las siguientes cuatro tarjetas:

1%

De los nimeros que Juan puede formar con sus tarjetas,

= jcuantos son divisibles por 47

= jcuantos son divisibles por 37

icuantos son divisibles por 157

icuantos son divisibles por 77

® jcuantos son multiplos de 117

Se forma el nimero n de la siguiente manera: se escribe 2018 una vez,
después dos veces, después tres veces y asi sucesivamente hasta 2018

veces seguidas, es decir

n = 2018 20182018 201820182018 ...2018...2018.
—

2 veces 3 veces 2018 veces

Determine si n es divisible por 42.
i Cudntas cifras tiene el ndmero 46522 x 256:5207

En una urna se encuentran 1.000 balotas numeradas de 1 a 1.000.
i Cual es la probabilidad de que al extraer una balota de forma aleatoria,

su nimero sea miltiplo de 3, 5y 77

Determine el menor valor de n tal que 12 x n es un cuadrado perfecto

y 18 X n es un cubo perfecto.

En la siguiente figura NM es un didmetro de la circunferencia C;
y Ca, C3 son semicircunferencias cuyos centros estdn sobre NAM. Si

MP = 4N P, jqué fraccién del circulo C; estd sombreada?
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C1

18. jCudntos ndmeros entre 1 y 1000 son multiplos de 3 y 5, pero no son

miultiplos de 27
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Capitulo 2

Nivel Medio

2.1. Prueba Clasificatoria

2.1.1. Prueba Clasificatoria: 13 de abril

1. Si el tridngulo ABC es isésceles en B, jcudl debe ser la medida de AC
para que LABC = 90°7?

(a) 2v/BC (b) ABV2 (¢) BC (d) 2V/AB? + AC?

2. Danilo envié una cadena en WhatsApp a un grupo de amigos, la cual
decia: Elije un niumero entero, multiplicalo por 3, al resultado simale
3, y finalmente multiplica este resultado otra vez por 3. jCudl de los
siguientes procedimientos le permite a Danilo adivinar el nimero elegido
por alguno de sus amigos a partir del resultado obtenido luego de hacer
las operaciones indicadas en el mensaje?
(a) dividir entre 9 el resultado final y luego restar 1.
(b) dividir entre 9 el resultado final y luego restar 3.

(c) sumar las cifras del resultado final y ver si es miltiplo de 9.

(d) restar 3 al resultado final y luego dividir entre 9.

27



28

Nivel Medio

i Cudntos divisores positivos tiene el resultado de la siguiente operacién?

36 % 43 x 64
184 x 42

(a) 2 (b) 4 (c) 6 (d) 9

. En la siguiente figura el tridngulo ABC tiene sus vértices sobre la cir-

cunferencia cuyo centro es O y el punto D es tal que LOBD = 40°,
DB = OB y los puntos A, O y D son colineales. Si las letras 3y 6
representan las medidas de los correspondientes dngulos sefialados, jcudl
es el valor de 8 + 67

(a) 180° (b) 105° (c) 90° (d) 75°

. Sean a y b digitos. j Cudntos niimeros n de la forma

n =10%a + 10?0 + 10a + b,
son multiplos de 337

(a) 0 (b) 2 (¢) 3 (d) 4

. Un cajero debe entregar $10.000 de vueltos a un cliente, pero sélo dispone

de billetes de $1.000, $2.000 y $5.000. ; De cudntas formas el cajero puede

entregarle los $10.000 a este cliente?

(a) 8 (b) 10 (c) 15 (d) 20
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7. En la siguiente figura ABCDEF es un hexdgono regular de lado 2 em

y drea 6v/3 ¢m?. Determine el drea sombreada.

E D

(a) 2 cm? (b) 2v/3 em? (¢) 3v/3 em? (d) 4v/3 em?

8. ;Cudntos enteros positivos menores o iguales que 100 tienen exactamente

cuatro divisores positivos?

(a) 15 (b) 30 (c) 32 (d) 33

9. Sean a y b niimeros reales tales que
a8y =2-V5 y ab®® =245

Determine el valor numérico de la siguiente expresion:

42019 (52019 + 1) 42019 (a2019 + 1)
22019 _ | 2019 _ |

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 4
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2.1.2. Solucion

1. Sabiendo que el tridngulo ABC es isésceles en B y suponiendo que
£LABC = 90°, tenemos que el tridngulo ABC' es un tridngulo rectangulo
con hipotenusa AC y sus catetos de igual longitud, esto es AB = BC,

de modo que por el teorema de Pitdgoras, se tiene que:

AC =/ AB? + B(C?,
=V AB? + AB?,
=12 x AB?,

= ABV?2.

2. Sea n el nimero que eligié el amigo de Danilo. Luego de hacer las opera-
ciones que se indican en la cadena de WhatsApp el resultado que debid

obtener el amigo de Danilo es el siguiente:
3% (3n+3).
Aprovechando el factor comin 3 dentro del paréntesis, se tiene:
3x (B3n+3)=3x3(n+1),
o equivalentemente
9x (n+1).

De la dltima expresidn se observa que para obtener el nimero n que eligié
el amigo de Danilo, basta dividir entre 9 el resultado final y luego restar
1.

9x (n+1)
9
n+1)—1=n.

=n+4+1,
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3. Utilizando propiedades de la potenciacién se puede reescribir la expresidn

de la siguiente forma:

36X43X64_36X(22)3X(2X3)4_310X210

= = =2% x 32
184 x 42 (2 x 32)1 x (22)2 38 x 28 .

Ahora, observe que los divisores de 22 % 32 son todos los nimeros de
la forma 2™ x 3™, donde m y n pertenecen al conjunto {0,1,2}. Por lo

tanto la cantidad de divisores de 22 x 32 eslf 3 x 3 = 9, tales divisores

son:
20 x 30 =1, 20 x 31 =3, 20 x 32 =09,
21 % 30 =2, 21 x 31 =6, 2! x 32 =18,
22 x 30 = 4, 22 x 31 =12, 22 x 32 = 36.

4. Como DB = OB, el tridngulo OBD es isésceles en B, luego L BOD =
£BDO = 70°, de ahi que LAOB = £CDO = 110° por ser angulos
suplementarios de angulos de 70°. Por otra parte, sabemos que la suma
de las medidas de los dngulos internos de un tridngulo es 180°, luego
B+ £LABO = 70°; ademds note que el tridngulo AOB es isésceles en
O, por lo tanto 8 = 35°. Finalmente por el teorema del angulo centra

BOA 110°
£ 20 = 20 = 50°. Por lo tanto 0 + 8 = 90°.

5. Sean a y b digitos tales que n = 10%a + 10%b 4 10a + b = abab es un

tenemos que 6 =

multiplo de 33, entonces n es divisible por 3 y por 11. Por criterios de

divisibilidad del 3 y del 11 se tiene que:
a+b+a+b=2a+0b)=3xk, (2.1)

a—b+a—b=2(a—0b)=11 xm, (2.2)

donde k y m son nimeros enteros. Note que m # 1y m # —1, pues

2(a — b) es un nimero par.

Wer Ejercicio Propuesto [l

2Teorema del dngulo central: El dngulo central subtendido por dos puntos de una
circunferencia es el doble que cualquier angulo inscrito en la circunferencia subtendido
por los mismos dos puntos.
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Ademds si m > 1 entonces a — b > 11, pero esto es imposible ya que a
y b son digitos, luego m < 1. Andlogamente se deduce que m > —1. De

modo que en la ecuacién ([Z2]) m =0y por lo tanto a = b.

Reemplazando a = b en la ecuacién (2.]) se obtiene 4 x a = 3 x k. Luego
a es un digito tal que 4 x a es mdltiplo de 3, es decir, a € {0,3,6,9}.
Por tanto, los miiltiplos de 33 de la forma n = 103a + 10%b + 10a + b,
con a y b digitos, son en total 4, a saber: 0, 3333, 6666 y 9999.

. En la siguiente tabla se muestran las formas en que se puede sumar

$10.000, con billetes de $1.000, $2.000 y $5.000:

$5.000 $2.000 $1.000 | Total
1 2 1 $10.000
1 1 3 $10.000
1 0 ) $10.000
2 0 0 $10.000
0 0 10 $10.000
0 1 8 $10.000
0 2 6 $10.000
0 3 4 $10.000
0 4 2 $10.000
0 5 0 $10.000

Asi que el cajero puede entregar los vueltos de 10 maneras diferentes.

. El drea sombreada Ag es la diferencia entre el drea del hexdgono Ay y el

area del tridngulo EAD que llamaremos Ar. Note que EA es la altura
del tridngulo AED respecto a la base ED y EA = 2a, donde a es el

apotema del hexagono.

Ademds el perimetro del hexdgono es 6 x 2cm = 12cm y su drea es
12 %
6v/3 em? por lo tantoH ¢_ 61/3, de ahi que a = v/3.

por

3Recuerde que la férmula para calcular el drea de un poligono regular estd dada
Pxa

, donde P es el perimetro y a el apotema.
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2 x 2v/3
2

De modo que el drea del tridngulo AED es = 2v/3em? y por

lo tanto el area sombreada es:
Ay = Ay — Ar = 6V3 — 23 = 43 em?.

8. Se deja al lector justificar porque los (inicos nimeros enteros positivos
que tienen exactamente cuatro divisores positivos son cubos perfectos de
primos 6 el producto de dos primos distintos. Ahora, los cubos perfectos
de primos menores o iguales que 100 son: 8 y 27. Por otro lado, los
nimeros menores o iguales que 100 que se obtienen como el producto de

dos primos distintos son:

6=2x3 10=2x5 |14=2x7 |22=2x11
26=2x13 |34 =2x17 | 38=2x19 | 46 =2 x 23
58 =2x29|62=2x31 | 74=2x%x37|82=2x41
86=2x43 | 94=2x47 | 15=3 x5 |21=3x7
33=3x11|39=3x13|51=3x17|H7=3x19
69=3x23 | 87T=3x29|93=3x%x31|35=06x%7
95 =5x11 | 80=5x13 |8 =5x17|95=5x19
TT=7x11191=7x13

En total existen 32 nimeros naturales que cumplen con las condiciones.

9. Note que
201932019 _ (a2018b) (ab2018) _ (2 _ \/5) (2 + \/5) -1

Luego,

2019 p2019 4 | Lo a19 {1\ 14 219
2019 _ | p2019 _ 1 ) T 42019 _q

. b2019
p2019 _ 1’

=1+1=2
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2.2. Prueba Selectiva

2.2.1. Prueba Selectiva: 11 de mayo

1. La siguiente grafica muestra los resultados de n estudiantes de un colegio
que presentaron las pruebas Saber. Si 78 < n < 82y n tiene 10 divisores.

i Cudntos estudiantes se ubicaron en los niveles Satisfactorio y Avanzado?

Satisfactorio 30 %

Avanzado 15 %

Insuficiente 20
Minimo 35 % nsuficiente 20%

(a) 36 (b) 40 (c) 45 (d) 80

2. Sean ABCDF un pentagono regular y F' el punto de interseccién entre
las diagonales AD y CE. jCuéles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas?

I. Los triagngulos ADE y CDE son isésceles.
Il. LAED = LAFC.
1. Los tridngulos AFC y EDC son congruentes.

IV. El tridgngulo ABC' es equilatero.

(@) 1, 1y I () 1y IV (c) Solamente | y Il (d) Solamente |
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35

3. Los cédigos para los estudiantes de la Universidad Industrial de Santander
tienen 7 digitos y empiezan por 218. jCudl es la probabilidad de que a

un estudiante le corresponda un cédigo con todos sus digitos diferentes?

1 84 504 360

il b) — o= d) ==

(@) Tg1 ORTE ©) 109 (@) 751

4. En una alcancia solo hay monedas de $500 y $1.000. Laura observa que
la razén entre la cantidad de monedas de $500 y monedas de $1.000

1
es de 3; luego incluye 20 monedas de $500 y 20 monedas de $1.000 y

. . 3 , . .
observa que la razén cambia a 5 i Cudnto dinero queda finalmente en

la alcancia?

(a) $14.000 (b) $22.000 (c) $44.000 (d) $52.000

5. La conjetura de Goldbach dice que todo nimero par mayor que 2 puede
escribirse como suma de dos nimeros primos. Por ejemplo: 24 = 19+5y
24 = 174 7. Segln esto 128 se podria expresar de la forma 128 = p+ ¢;
con py q primos. ; Cudntas parejas ordenadas de primos (p, q) satisfacen

que 128 = p+ ¢?

(a) 3 (b) 4 (c) 6 (d) infinitos

6. En la siguiente figura el tridngulo ABC' es equilatero de lado 12 cm.
Si D, F y E son los puntos medios de los segmentos AC, AB y CB

respectivamente, jcudl es el drea de la regiéon sombreada?

C

(a) 12v/3 cm? (b)
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PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Juliana, Silvia y Milena tienen cierto nimero de caramelos cada una.
Si se cuentan los caramelos que tienen cada dos de ellas se obtienen
las siguientes cantidades: 69, 60 y 85. j Cudntos caramelos tienen entre

las tres?

8. Sean ABCDE un pentagono regular y P un punto tal que el tridngulo
APD es equilatero y contiene al vértice E. jCudl es la medida del
angulo APC?

9. ;Cudntos divisores positivos tiene el resultado de la siguiente expre-
sion?
2018 2018
0,02018  0,2018
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2.2.2.

1. Considere la siguiente tabla, en la que se ha calculado el ndmero de

Solucion

divisoreSH para cada uno de los posibles valores de n.

n

Factorizacién prima

Nimero de divisores

78
79
80
81
82

2x3x13
79
24 x 5
34

2 x 41

2x2x2=6
2
5x2=10
5
2x2=4

Seglin las condiciones del problema el nimero de estudiantes que presen-

taron las pruebas Saber en dicho colegio es n = 80.

Ademds, el 30 % de 80 es

Y el 15% de 80 es 80 x 0,15 = 12. De lo anterior concluimos que 36

estudiantes se ubicaron en los niveles Satisfactorio y Avanzado.

80 x 30
100

A

=80 x 0,3 = 24.

La siguiente figura ilustra la situacién del enunciado:

L\

C

D

Analicemos cada una de las afirmaciones I. a V.

4Ver Ejercicio Propuesto Bl
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I. Los tridngulos ADE y CDE son isésceles, pues los segmentos AE,
DE y DC son lados del pentdgono regular.

Il. El angulo L AED = 108°, pues es un dngulo interno del pentdgono
regularH, luego LADE + {DAFE = 180° — 108° = 72°, pues la
suma de la medida de los dngulos internos de todo triangulo (en
particular del tridngulo AED) es 180°, ademds como el tridngulo
AED es isésceles en E, entonces LADE = ADAFE = 750 =
36°. Andlogamente se deduce que £LDEC = 36°. De modo que
£LEFD = 180° — 36° — 36° = 108° y como los angulos EFD vy
AFC son opuestos por el vértice se concluye que LAFC' = 108° =

LAED.

I1l. Observe que las medidas de las diagonales del pentagono son igua-
les, por tanto AC = CE. Por otro lado, tenemos que las diago-
nales de un pentdgono trisecan a sus dngulos internos, por tanto
LACF = LFAC = LECD = L{DEC = 36°. Asi, usando el cri-
terio de congruencia de tridngulos dngulo - lado - dngulo ALA, se

concluye que los tridngulos AF'C'y EDC son congruentes.

IV. Sabemos que los dngulos internos de un tridngulo equildtero miden
60° cada uno. Pero LABC = 108°, por lo tanto el tridngulo ABC

no puede ser equilatero.

En conclusién, las afirmaciones verdaderas son: I, 11y I11.

3. Observe que el total de cédigos que se pueden hacer de 7 digitos que

empiecen por 218 son:

@© O &

10 x 10 x 10 x 10 = 10*

5En un poligono regular de n lados, la medida en grados de cada uno de sus dngulos

internos es
180°(n — 2)

n
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Ahora, los cédigos de 7 digitos que se pueden hacer con todos sus digitos

diferentes y que empiecen por 218 son:

@ O 6

7T X 6 X 5 X 4 =840

Luego la probabilidad de que a un estudiante le corresponda un cédigo

con todos sus digitos diferentes es

840 84

107 ~ 108
. Sean g y m el nimero de monedas de $500 y de $1.000 respectivamente

que hay inicialmente en la alcancia. Entonces

q

1
m 5
Cuando Laura adiciona 20 monedas de cada valor observa que

q+20
m+20

3
3
Esto genera el siguiente sistema de ecuaciones:

5g =m (2.3)
5¢ + 100 = 3m + 60 (2.4)

Reemplazando en la ecuacién (2,4) el valor de m dado en la ecuacién

([2.3) se tiene que

5¢ + 100 = 3(5q) + 60,

q=4.

y por lo tanto m = 20. Como se adicionan 20 monedas de cada valor,
finalmente en la alcancia quedan 24 monedas de $500 y 40 monedas de
$1.000, lo que equivale a $52.000.
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5. Los nldmeros primos menores que 128 son:

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127.

El nimero 128 puede escribirse como la suma de dos nimeros primos de

la siguiente forma: 128 = 19 + 109 = 31 + 97 = 61 + 67.

Se deja al lector verificar que no existen mds formas de escribir a 128
como suma de dos niimeros primos. Luego las parejas ordenadas (p, q)
que satisfacen que 128 = p + ¢ son 6, a saber: (19,109), (109,19),
(31,97), (97,31), (61,67) y (67,61).

6. Considere la siguiente figura:

N7

A F B

Como D, F'y E son los puntos medios de los segmentos AC, ABy CB,
se concluye que el tridngulo DFE es equilatero y su adrea es la cuarta

parte del area del tridngulo ABC, esto es:

1 /(12
Z (XTG\/E> = 9\/§CTTLZ.

Ademis, note que los segmentos DB y AE y FC dividen el tridngulo
DFFE en seis tridngulos de igual érezH, dos de los cuales forman la figura

sombreada.

2
Por lo tanto, el drea de la regién sombreada es 6 (9\/3) = 3v3em?2.

Al trazar las tres medianas de un tridngulo, este queda dividido en seis trigngulos
de igual area.
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7. Dadas las condiciones del enunciado se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones
T +y =69
y+2=60 ,
r+2z=28b

donde las variables x, y, y z representan, en algin orden, la cantidad de
caramelos de Juliana, Silvia y Milena. Sumando las tres ecuaciones se
obtiene

2@ +y+z) =214

Puesto que el nimero de caramelos que poseen entre las tres es equiva-

lente al valor de « + y + z; entonces las tres tienen 107 caramelos.

8. A partir del enunciado se construye la siguiente figura.

D
P
c
A B
Se deja al lector mostrar que AD = AC, y que los segmentos AD y AC
trisecan el dngulo EAB. Entonces el tridngulo PAC' es isésceles en A
y el dngulo DAC mide 36°. Asi el dngulo PAC mide 60° + 36° = 96°.

Como el tridngulo PAC' es isésceles en A, se concluye que el angulo
APC mide 42°.

9. Observe lo siguiente

2018 2018

0,02018 ~ 0,2018 _ +00-000 = 10.000 = 90.000

Descomponiendo en factores primos 90.000 = 2* x 32 x 5%, se tiene que

el nimero de divisores positivos es 5 x 3 x 5 = 75.
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2.3. Prueba Final

2.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la décima versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1325 participantes del certamen

en el nivel Avanzado, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro
DAYANA VALENTINA MOJICA BALLESTEROS
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

2° Puesto, medalla de plata

ANDRES MAURICIO REYES MANTILLA
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

de bronce

MANUEL JOSE GOMEZ SEQUEDA

Instituto San José de La Salle, Bucaramanga.

MARIA DANIELA DURAN JULIO
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

NICOLE DANIELA VEGA MARQUEZ

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.
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2.3.2. Prueba Final: 9 de junio

1. Jaime quiere llegar al piso 10 del apartamento donde viven sus abuelos.
Para ello debe subir por las escaleras, pues el ascensor se encuentra en
mantenimiento. El tiempo que tarda en subir el primer piso es ¢ segundos.
Si cada vez que sube un piso, demora el mismo tiempo mas la quinta
parte empleada para llegar al piso anterior. j Cudntos segundos demoré

en llegar al piso 10?

2. Determine el valor de a # 0, de tal forma que la suma de todos los
nimeros de cuatro cifras diferentes que se pueden formar con los digitos

a, 1,2, 3,y 4 sea divisible entre 27.

3. En la siguiente figura ABC es un tridngulo rectangulo con hipotenusa
BC; Dy E son los puntos medios de AC'y BD respectivamente, y F
es la interseccién de la prolongacién del segmento AE con el lado BC.
Si AD =6cm y BF = 5cm, halle el perimetro del tridngulo ABC.

A

4. Dados dos nimeros reales a y b, determine dos nimeros complejos (en

términos de a y b) tales que su producto es a y su suma es b.

5. Sean py g primos impares con p > ¢. Muestre que (p — ¢)%” — (p + ¢q)*”
es divisible por p y por q.
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6. En la siguiente figura la circunferencia con centro en A tiene radio 5cm,
BE = 2cm, E es el punto medio de C'D vy el tridngulo CDF es equilate-

ro.

(a) Halle el perimetro del tridngulo CDF'.

(b) Demuestre que la prolongacién del segmento F'D no es tangente a

la circunferencia.



2.3 Prueba Final 45

2.3.3. Solucion

Propuesta por: Dayana Valentina Mojica Ballesteros;

Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Si Jaime se demora t,, segundos en subir el piso n, entonces se demora
tn 6t, . . . .
ty + =5 segundos en subir el piso n+ 1. Por lo anterior, el tiempo

que se demora en subir cada piso en términos de t es:

_ 6t 6%t 6% 6% 6%t
t1 =1, tz—g, ts—?, t4—§, t5—¥, tﬁ—g,
6%t 67t 65t

t7=¥, t8=?, tgzﬁ-

Ahora debemos sumar ¢ + t2 + - - - + tg, porque al subir el noveno piso

Jaime llega al décimo. De esta manera tenemos que Jaime se demord

t(58+57-6+56-62+55-63—1—54-64—1—53-65+52-66+5-67-68>
58

segundos en llegar al décimo piso.

2. Solucidén 1. Para un ndmero de cuatro cifras abed se tiene que
abed = a x 103 + b x 10> + ¢ x 10 + d,

donde a, b, ¢, y d representan los digitos de las unidades de mil, centenas,

decenas y unidades respectivamente.

Teniendo en cuenta lo anterior, para calcular la suma S de todos los
numeros de cuatro cifras diferentes que se pueden formar con los digitos
a, 1,2, 3y 4, basta ver cudntas veces aparece cada uno de estos digitos
en cada posicién, multiplicar por la respectiva potencia de 10 y sumar

estos productos.
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En consecuencia, al listar los sumandos de S en una columna, se nota que
el ndmero 1 aparece 4 x 3 x 2 = 24 veces en cada una de las posiciones
(unidades de mil, centenas, decenas y unidades). Por lo tanto, el nimero
1 aporta a S

24 x 1 x (10° +10* + 10+ 1) .

Andlogamente, cada uno de los digitos 2, 3, 4 y a aporta respectivamente
as:

24 x 2 x (10 + 102 + 10+ 1),
24 x 3 x (103 +10% 410 + 1

9

( )
( )
24 x 4 x (10° +10* + 10+ 1),
24 x ax (10°+10*+10+1).

Es decir,

S=24x(1+2+3+4+a)x (10° + 10>+ 10+ 1)
=24 x (10 + a) x 1.111
=23 %3 x (10 +a) x 11 x 101.

De esta manera, para que S sea divisible entre 27, el factor 10 + a debe
tener 24 = 16 en su descomposicién en factores primos. Pero a es un

digito, entonces 10 + a = 16.; de ahi que a = 6.

Solucion 2.

Propuesta por: Dayana Valentina Mojica Ballesteros;

Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Con los digitos a, 1,2, 3,4 se pueden formar 5! nimeros de cuatro cifras
diferentes. Cada digito estard en el digito de las unidades 4! veces; en

el digito de las decenas, 4! veces, y lo mismo en los otros dos puestos.
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Entonces, cada digito se debe multiplicar por
41(1.000) + 4!(100) + 41(10) + 4! = 4!(1.111) = 26.664.
Como queremos encontrar un a talque 27 divida a
1(26.664)+2(26.664)+3(26.664)+4(26.664)+a(26.664) = (10+a)(26.664),
miremos factorizacién prima de 26.664.
26.664 = 2% x 3 x 11 x 101,

luego 23 divide a 26.664; por lo cual, también divide a (10 + a)(26.664).
Entonces, para que (10 + a)(26.664) sea divisible entre 27 necesitamos

que 2* = 16 divida a 10 + a. De esta manera se concluye que a = 6.

3. Considere la siguiente construccién auxiliar en la cual se construye el
rectdngulo ACIB donde AC = BI.

Sea H el punto medio BI, note que ADHDB es un rectangulo y AH es
una de sus diagonales. Adicionalmente E es el punto de interseccién de
AH y BD, puesto que E es el punto medio de BD. Por lo anterior, A,
E, F'y H son colineales.

Ahora, defina a J como la interseccién de las diagonales del rectdngulo

ACIB, considerando el tridngulo ABI se tiene que F' es su baricentro,
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ya que es interseccién de las medianas B.J y AH. De aqui, por las pro-
piedades de las medianasH puede concluirse que la longitud de FC es

10 cm porque BF =5 cm.

Por ultimo, usando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo ABC, se
tiene que BC? = AC? + BA?, es decir, 15% = 122 + BA?. Haciendo los

calculos, BA = 9 ¢m; por lo tanto, el perimetro del tridngulo ABC' es

36 cm.
4. . .
Propuesta por: Dayana Valentina Mojica Ballesteros;
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.
Sean a y b dos nimeros reales. Suponga que x y y son dos nimeros
complejos tales que zy = ay x +y = b. Entonces y = b — x, lo que
implica que 22 — bz + a = 0. Asi,
. b+ Vb? — 4a
= 5 .
Andlogamente, para y se tiene que
bF Vb2 —4a
Yy = ) .
Otra manera de verlo es considerar que x, ¥y son las raices del polinomio
p(n)=n?>—bn+a=(n—x)(n—y).
5.

Propuesta por: Dayana Valentina Mojica Ballesteros;

Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.

Usando el Teorema del binomio expandamos (p—¢q)? y (p+q)?P, teniendo

en cuenta que p —q > 0y 2p es par:

"Dos tercios de la longitud de cada mediana estdn entre el vértice y el baricentro,
mientras que el tercio restante estd entre el baricentro y el punto medio del lado
opuesto.
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0 1 2
_ )2 — 2p _ 2p—1 2p=2,9 _
w-a) <2p>p <2p>p " <2p>p ¢
2p — 2 2p —1 2
+ (PR e (P g (D) g,
2p 2p 2p

0 1 2
2p _ 2p 2p—1 2p=2,9 4 ...
(pta) <2p>p " <2p>p @ <2p>p “r
2 — 2 2 —1 2
i p p2q2p—2 + p pqu_l + p q2p;
2p 2p 2p

luego

1 3
— )% — ) 2p—1, _ 9 20303 _ ...
p—q@)?—(p+q) <2p>p q <2p>p q
2 — 3 2 —1
_9 P PR3 9 P pg?P~!
2p 2p
1 _ 3 _
= —2pg PP — PP -
2p 2p
2p — 3 _ 2p —1 _
(4P P2t — p 2| .
2p 2p

Observe que pq es factor de (p — q)% — (p + q)?P, con esto se concluye

la prueba.

6. (a) Sea G el punto de interseccién entre la prolongacién del segmento
AB y la circunferencia de centro A. Usando potencia de un punto
con respecto al punto E se tiene que GEX EB = CE X ED. Luego,
como E es el punto medio de CD se sigue que CE? =8 x 2 = 16,
de modo que CE = 4c¢m y asi se concluye que el perimetro del

tridngulo CDF es 24 cm.

(b) Para demostrar que la prolongacién del segmento F'D no es tangente

a la circunferencia se razonard por absurdo. Suponga que F'D si es
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tangente. Usando potencia de un punto con respecto al punto F' debe
ocurrir que FD? = FBx FG. Por un lado se obtiene que FD? = 64.
Por otro lado como F'E es la altura del tridngulo equildtero de lado

8 ¢m, se tiene que F'E = 41/3. De esta forma FB = 4y/3 — 2, luego

FB x FG = (4v/3 — 2)(8 + 4V/3) = 32 + 24V/3.

De aqui se concluye que F'D no es tangente a la circunferencia.



2.4 Ejercicios propuestos

51

2.4.

1.

Ejercicios propuestos
Sean Ay B dos puntos en el plano. Se realiza la siguiente construccién:

» Sea Q el punto medio de AB.

= Se define P como el punto de interseccién entre la mediatriz de

AB y la semicircunferencia C cuyo didmetro es AB.
= (5 es la circunferencia con centro en P que pasa por ().

» Se construyen las rectas tangentes a C5 que pasan por Ay B
definiendo a F'y H como los puntos de tangencia entre la circun-

ferencia Cy y las rectas que pasan por A y B respectivamente.

Si la longitud del segmento AB es 2, jcudl es la razén entre el area

de la semicircunferencia C; y la del cuadrildtero AFHB?

. Considere un tridngulo con area 1 em?, tal que dos de sus lados miden

4y 5 centimetros. Halle la magnitud del tercer lado.

Demuestre que en un poligono simple de n lados la suma de las medi-
das en grados de sus dngulos internos es 180°(n — 2) y use este hecho
para concluir que en un poligono regular de n lados la medida, en
grados, de cada uno de sus dngulos internos es

180°(n — 2)

n

. Demuestre que en un pentagono regular las dos diagonales que con-

curren en un vértice trisecan al dangulo interno correspondiente a dicho

vértice.

. Sea n un ndmero natural tal que su factorizacién prima es n = pj* x

Py? X -+ X pp*, esto es los p; son niimeros primos distintos y los n;
son nimeros enteros positivos. Pruebe que la cantidad de divisores de

n estd dada por (nq + 1)(ng +1)--- (ng + 1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Decimos que dos nimeros primos p y ¢ son nimeros primos gemelos si

|[p — q| = 2. Sean p y g dos nimeros primos gemelos tales que p < g,

demuestre que la suma de los divisores positivos de p x ¢ es p®>+4p—+3.

. Encuentre todos los nimeros primos de la forma n? — 1.
. Encuentre todos los ntimeros primos de la forma n3 — 1.

. Pruebe que 1+ n? + n* es compuesto para cualquier n en los enteros

mayores que 1

Encuentre todos los nimeros n de dos cifras tales que n2°™ deja

residuo 3, cuando se divide entre 10.

. . 2019 |, .
Encuentre todos los nimeros n de dos cifras tales que (n2018) deja
residuo 9, cuando se divide entre 10. ;Cudles de estos nimeros son

primos?

Encuentre todos los enteros positivos n de tres cifras tales que si a
n se le suma el nimero formado al escribir las cifras de n en orden

inverso, el resultado es 1372.

Encuentre todos los niimeros de maximo cuatro cifras que son divisibles
por 8, tales que la suma de sus digitos es 7 y el producto de sus digitos

es 6.

i Cuantos nimeros palindromos de seis cifras son miltiplos de 37

:E2+y2

Si z* 4 y* = 122%y?, determine el valor de pR—

x

Demuestre que al trazar una de las medianas de un tridngulo, éste

queda dividido en dos tridngulos de igual area.

Pruebe que al trazar las tres medianas de un tridngulo, éste queda

dividido en seis tridngulos de igual drea.

En el rectdngulo ABCD, los segmentos ED y BC trisecan al angtilo
ADC. Halle el area del tridngulo DC B, dado que AD =2y DC = 4.
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19. De la siguiente figura se conoce que

. BiCy =2.
Il. El tridngulo AB,C,, es rectingulo en B,,, para cada n € N.
M. ABy =1y AB, = AB,,_1 +n, paracadan > 1.

A

B, H Ch

Ty

Bsp &)

15

Bsp Cs

B, i C,

Bn—H ul Cn+1

Determine una férmula para hallar el drea y el perimetro del trapecio
T, = B,CpCri1Bni1, paran € N.

20. En la siguiente figura el tridngulo es equildtero, la circunferencia gran-
de esta inscrita en el tridngulo y es tangente a las tres circunferencias
medianas; cada circunferencia mediana y pequefia son tangentes en-
tre si y son tangentes a dos lados del tridngulo. Halle el area de la
regiéon sombreada en la figura, en términos de la longitud [ del lado

del tridngulo.




54

Nivel Medio

21.

22.

Sean A, E'y C tres puntos no colineales exteriores a una circunferencia,
de modo que los segmentos AE, EC'y AC son tangentes a la circun-
ferencia en los puntos F', D y B respectivamente. Si AC + DC = 10,
AE+AB =10y FE + EC + BC = 20, determine el valor de AB,
BC vy FD.

De un tetraedo regular se extrae su esquina superior, en forma de
. . . 1

tetraedro regular. Si el volumen de la pieza retirada representa 3 del

volumen del tetraedo original, jcudl es la razén entre la altura del

tetraedro original y el tetraedro extraido?
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3.1. Prueba Clasificatoria

3.1.1. Prueba Clasificatoria: 13 de abril

1. jCuantos nimeros racionales hay entre 0,1 y 0, 37

(a) 1 (b) 0,2 (¢) ninguno (d) infinitos

2. El conjunto de puntos en el plano que equidistan de los puntos (1,3) y

(5,1) corresponde a la recta con ecuacién

(a) y=2x—4 () y=2z+1
1 7 1 1

3. Se desea construir una caja rectangular cuyas aristas pueden medir 2 ¢m,
3cem, 5 em, 7Tem u 1l em. Si el largo, ancho y alto de la caja son

diferentes, jcuantos son los posibles valores del volumen de la caja?

(a) 5 (b) 8 (c) 10 (d) 28

95
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4. Suponga que f(z) = «® + 1. Si g(Vz —1) = f(f(f(z—1)+1)),

entonces g corta al eje y en el punto

(a) (0,26) (b) (0,101) (¢) (0,1) (d) (~1,101)

. Dado un ndmero primo p, jcudl es la probabilidad de que el nimero

entero positivo a sea divisible por p?

(b) *

a a—+p

(d)

K|

. Si a y b son enteros positivos tales que

20 x a = 18 x b,

NO es correcto afirmar que

(a) a4+ b es divisible entre 19.

(b) a x b es un miltiplo de 90.

)
)
(¢) a+ b es impar.
(d) es un cuadrado perfecto.

. Sean a, by c las raices del polinomio z3 — 522 + 3z — 8. Determine el

valor de la expresion a x b x ¢ x (a + b+ ¢).

(a) 0 (b) 40 (c) 13 (d) 120

. Sea AB un didmetro de la circunferencia S, cuyo radio mide 5 cm; D

y C puntos colineales con A tales que D estd sobre Sy AD = DC. Si

AD =8 cm, jcual es el perimetro del tridngulo ABC' en centimetros?

(a) 26 (b) 28 (c) 32 (d) 36
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9. En la siguiente figura las medidas, en unidades de longitud [u], de los
tres lados del tridngulo ABC son tres enteros consecutivos tales que
AB < AC < BC'y BD es altura de este trigngulo. Si a y b son las
medidas (en unidades de longitud [u]) de los segmentos AD y DC, ;cual

es el valor de |a — b|?
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3.1.2. Solucion

1. La cantidad de nimeros racionales que hay entre 0,1 y 0, 3 son infinitos.
Una manera de ilustrar esa afirmacién consiste en construir la siguiente
sucesién cuyo primer término es 0,1 y los demds se construyen agregando

un 1 a la parte decimal del término anterior, asi:

0,1
0,11
0,111
0,1111
0,1111...

Note que cada uno de los infinitos términos de esta sucesidn es un ndmero

racional mayor que 0,1 y menor que 0, 3.

2. Note que el conjunto de puntos en el plano que equidistan de los puntos
A = (1,3) y B = (5,1) corresponde precisamente a la recta mediatriz
del segmento ADB, esto es, la recta perpendicular a dicho segmento que

se traza por su punto medio. Como la pendiente del segmento AB es

. . 1 .
entonces la pendiente de la recta en cuestiéon es —— = 2. Ademas el
m

punto medio de AB es

1+5 341
— — | =(3,2).
(225 ) -6

Con esta informacién podemos construir la ecuacién de la recta que pasa
por (3,2) cuya pendiente es 2, a saber, y — 2 =2 (x — 3) o equivalente-

mente y = 2x — 4.
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3. Solucidn 1. Los posibles valores de volimenes de la caja son los siguien-

tes:

2x3x5=30 2x3xT7T=142
2x3x11=66 |2x5x7=170
2x5x11 =110 | 2x7x 11 =154
3xoxT7=105 |3 x5x11=165
3xT7Tx11=231 | 5x7x11 =385

Por lo tanto, hay 10 valores de voliimenes de la caja.

Solucién 2. Calcular la cantidad de los posibles volimenes de la caja es
equivalente a calcular el nimero de subconjuntos conteniendo 3 elemen-

tos de un conjunto con 5 elementos, esto es

4. Note que g corta al eje y en el punto (0, g(0)), es decir cuando

\/5_1207

z=1.
Por tanto,
9(0) = g(V1=1) = f(f(f(0)41)) = F(f(1+1)) = f(f(2)) = f(5) = 26.

Luego g corta al eje y en el punto (0,26).

5. Basta ver que los posibles residuos al dividir a entre p son:
0,1,2, 3, ..., p—1,

es decir p posibilidades, y tnicamente cuando el residuo es 0 se tiene que

1
a es divisible por p. Por lo tanto la probabilidad en cuestién es —.
p



60

Nivel Avanzado

6. Se puede escribir la ecuacién en la forma

2X2xbhxa=2x%x3x3xb.

Dado que los factores primos que aparecen en la igualdad deben ser los
mismos tanto a derecha como a izquierda, los valores que cumplen la

igualdad son a = 9k y b = 10k, para algin entero k. Note que

a x b=9k x 10k = 90k>,

axb — 9k = (3k)? es un cuadrado

luego a x b es muiltiplo de 90 y
perfecto. Ahora,
a+b=9k+ 10k = 19k,

en consecuencia a + b es divisible por 19. Finalmente, observe que si k
es par, entonces 19k es par, de ahi que no es correcto asegurar que a + b

sea impar en todos los casos.

. Las condiciones del problema establecen que a, by ¢ son raices del poli-

nomio ctibico % — 522 4+ 3z — 8 cuyo coeficiente lider es 1, entonces por

el teorema fundamental del algebra se tiene que
23— 522 43z — 8= (x —a)(z —b)(z —¢).

Al resolver el producto del lado derecho de la igualdad o usando directa-

mente las férmulas de Vieta, se obtiene que
2 — 527 + 32 — 8 =12® — (a+ b+ c)z® + (ab + be + ac)x — abe.
Asi, a+b+c=5yaxbxc=8, por tanto

axbxex(a+b+c)=8x5=40.
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8. Considere la siguiente figura:

Por hipétesis D es el punto medio del segmento AC'y por construccién el
tridngulo AD B esta inscrito en una semicircunferencia, luego el dngulo
ZADB es recto. En consecuencia el punto B estd sobre la mediatriz
del segmento AC vy asi el tridngulo ABC es isésceles en B. Dado que
AB = BC =10cm y AC = 16 cm, el perimetro del tridngulo ABC' es
36 cm.

9. Sean x = AB y h = BD. Note que por las condiciones del enunciado se
tienen las relaciones AC =x+1=a+by BC = x + 2. Por el teorema

de Pitdgoras, se tienen las ecuaciones

Restando la ecuacién (2) de la ecuacién (1) se tiene que

22— (z+2)% =a® — 1%
—4(z+1) = (a—b)(a+D).

Puesto que AC = x + 1 = a + b, de la igualdad de arriba se concluye
que a —b = —4. Luego, |a — b| = 4.
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3.2. Prueba Selectiva

3.2.1. Prueba Selectiva: 11 de mayo

1. Se escriben los niimeros primos menores que 100 cada uno en una balota
y se ponen las balotas en una urna. jCudl es la probabilidad de que al
sacar 3 balotas de la urna, el producto de los niimeros escritos en las 3

balotas sea miiltiplo de 107

(@) 55 0) o ©) 105 (@) 5

2. ;Cuél es la suma de las cifras del resultado de la siguiente suma?

2018 n 2018 n 2018 n n 2018
0,2018  0,02018 = 0,002018 0, 000---02018
N—_——
2018 ceros
(a) 2018 (b) 2019 (c) 2022 (d) 2023

3. José escribié dos nimeros y Camilo observé que al dividir el mayor entre
el menor se obtiene 13 de cociente y 12 de residuo y al dividir 45 veces
el menor entre el mayor se obtiene 3 de cociente y 6 de residuo. j Cual

es el producto de los dos nimeros que escribié José?

(a) 110 (b) 721 (c) 791 (d) 103

4. ;Cudntos divisores positivos tiene el mayor entero tal que su cubo divide
a 2017

(a) 42 (b) 30 (c) 64 (d) 12

5. Sea ABC' un tridngulo isésceles y rectdngulo en B, con AB = 2c¢m. Si
O es el punto de interseccién de las medianas del triangulo, jcudl es la

longitud del segmento OB?

(a) V2em (b) 3 cm (c) 2v/2cm (d) %ﬁ cm
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6. En la siguiente figura, ABCD es un cuadrado, P es el punto medio del
segmento F'G y los dngulos sombreados son congruentes. Si EP =z y

FP =y, jcudl es el valor de tan 67

A

< |8
<R
<
<
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PROBLEMAS TIPO ENSAYO

7. Si f es una funcién tal que

2f(z) — f1—z) =2 -1,

icudl es la suma de las raices de f 7

. En la siguiente figura las 3 circunferencias tienen radio r, son tangentes

entre si y al tridngulo equilditero ABC. Determine el perimetro del

tridngulo en funcién de r.

. Se han ocultado 3 digitos de una clave con 6 digitos como se muestra

a continuacion:
42x%1 %%

Halle la suma de las cifras del nimero que forma la clave, sabiendo
que este nimero:

= deja residuo 1 al dividirse por 5,

= es divisible entre 6 y

= deja residuo 8 al dividirse por 11.
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3.2.2. Solucion

1. Los nimeros primos entre 1 y 100 en total son 25. Como todos los
nimeros escritos en las balotas son primos, para que el producto de
los nimeros escritos en las tres balotas extraidas sea mudltiplo de 10,
necesariamente deben haberse extraido las balotas con los niimeros @
y @ Dicho esto, observe que el nimero de casos posibles, es decir, el
nimero de formas de extraer 3 balotas de un conjunto con 25 balotas,

sin importar el orden (el orden de los factores no altera el producto), esta

25 25!
== — 92300
< 3 > 31(25 — 3)!

Y los casos favorables son 23, ya que estos son los casos en los cuales se

dado por:

tienen fijas las balotas con los nimeros @ y @ asi que la escogencia
de la tercera balota puede ser cualquiera de las restantes 23. Por tanto,

la probabilidad es

23 1
2300  100°
2. Observe que:
2018 n 2018 n 2018 n n 2018
0,2018 ~ 0,02018  0,002018 0, 000---02018
——
2018 ceros
B 2018 + 2018 + 2018 + + 2018
© 2018 x 10~% 2018 x 10—3 © 2018 x 10— 2018 x 102022

_ + 1 + + o+ 1
104 10-5 106 10—2022

=10*+10° + 106 + - - - + 102922

=1---1110000.
—_——
2019 wnos

Por tanto, la suma de sus digitos es 2019.
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3. Sea X el nimero menor y Z el nimero mayor, de la observacién de

Camilo, por el algoritmo de la divisién se establece el siguiente sistema

de ecuaciones:

13X +12=Z,
37 +6 = 45X;

cuya solucién es X = 7y Z = 103. Luego el producto de los nimeros

que escribidé José es 7 x 103 = 721.

. Note que

200 =1x28 x 3B x5 x?x11x13x 17 x 19
— (25 32 % 5)° x 32 x 5 x 7% x 11 x 13 x 17 x 19.

Por lo tanto 26 x 3% x 5 es el mayor entero tal que su cubo divide a 20!,

que tiene 7 x 3 x 2 = 42 divisore

. Consideremos la siguiente figura:

A

X

B F C

Como ABC es rectangulo e isésceles en By AB = 2c¢m, entonces por
el teorema de Pitdgoras AC' = 2v/2cm. Note que como el tridngulo
ABC es isésceles en B, entonces AD = DC = v/2¢em y £BDC = 90°,

Ver Ejercicio Propuesto de Nivel Medio
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de modo que por el teorema de Pitagoras aplicado al tridngulo BDC,
tenemos que BD = /2 cm.

2
Asi, por propiedad de las medianasH tenemos que BO = gBD, por lo

2v/2

cual BO = 3 cm.

6. Considere la siguiente figura auxiliar, en la por construccién los segmentos
punteados R(Q) y ZH contienen a P y son perpendiculares a los lados

AD y DC respectivamente.

A

Sea « la medida de los dngulos sombreados. Como P es el punto medio
de FG, de la figura se establece que PZ = HP = ysena, luego HZ =

RQ = 2y sen . Ademds, RP = x sen «, entonces

PQ =2ysena — xrsena.

Por lo tanto,

PQ 2ysena — xrsena
tan § = =

x
=2—-—.
HP ysen o Y

2Dos tercios de la longitud de cada mediana estdn entre el vértice y el baricentro,

mientras que el tercio restante estd entre el baricentro y el punto medio del lado
opuesto.
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7. Considere el cambio de variable t =1 —x, de modoque z =1—-tyt
recorre los nimeros reales a medida que x lo hace, y viceversa. Entonces,
en términos de la nueva variable, f es una funcién tal que para todo

nimero real t,
2f (1 —t) — f(t) = (t —1)> =1 =t*> — 2t.

En consecuencia, f es una funcién que para cada nimero real y satisface

las ecuaciones
2f(y) — fl—y)=y*—1 (3.1)

2f(L—y)— fly) =" — 2y (3.2)

Multiplicando por 2 la ecuacién (3.I]) y sumando con la ecuacién (3.2)),
resulta 3f(y) = 3y? — 2y — 2. Por tanto,

_ 22y
fly) =y 3

[V )

Las raices de este polinomio son:

y1=1<1—\/7>, Y2 =

; <1+\f7),

Wl

2
SuU suma es —.
y 3

8. Solucidn 1. Considere la siguiente figura en la que D y E son los puntos

de tangencia de las respectivas circunferencias con el tridngulo ABC.

o}
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Sean y = AD y z la longitud del segmento cuyos extremos son Ay el
punto de interseccién del segmento AF' con la circunferencia de centro
en F. Note que, como el tridngulo ABC' es equildtero, su perimetro esta

dado por 6(r + y). Hallemos y en términos de 7.

Observe que el tridngulo ADF es rectanguloen D, DF = r, AF = x+7r
y LFAD = 30°; luego

o 1 r
sen (30 ):§:aj+r’
x+r =2
x=r.

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo ADF se tiene que
y=+(2r)2 —r2 =rV3.
Por lo tanto el perimetro del tridngulo ABC' esta dado por:

6(r+7‘\/§) :6r(1+\/§).

Solucién 2. Considere la siguiente grafica en la que las regiones som-
breadas de la figura de la izquierda se han juntado para formar la figura

de la derecha.
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Note que el tridngulo que se forma a la derecha es equildtero con lado
2y, FG es una de sus medianas y O es su baricentro. De modo que por
el teorema de medianas citado en la solucién del ejercicio 6. se tiene que
FO = 20G = 2r, luego FG = 3r Asi, por el teorema de Pitdgoras se

tiene que
(2y)” —y* = (3r)?,

Por lo tanto el perimetro del tridngulo ABC' estd dado por

6(r+7‘\/§>:6r(1+\/§).

. Sea 42albc el nimero de la clave, donde a, b y ¢ son digitos. Como este

nimero deja residuo 1 al dividirse por 5, entonces c es 1 o 6; pero como

es par, por ser divisible entre 6, entonces ¢ = 6.

Por otra parte, como el nimero que forma la clave deja residuo 8 al
dividirse por 11, entonces al sumar 3 a este nimero el resultado sera
divisible por 11, esto es, el nimero 42a1b9 es divisible por 11, luego
Ad+a+b)—(2+1+9) =a+b— 8 es miltiplo de 11, pero como a
y b son digitos, se tiene que a + b = 8. En consecuencia, la suma de las
cifrasde laclaveesa+b+4+2+1+6=21.
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3.3. Prueba Final

3.3.1. Resultados

El Comité Organizador de las Olimpiadas Regionales de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, se enorgullece de felicitar por su meri-
toria participacidn y excelente desempeno a lo largo de la décima versién de
las Olimpiadas Regionales de Matemadticas UIS - Secundaria, a los siguientes
estudiantes, quienes se destacaron entre los 1351 participantes del certamen

en el nivel Avanzado, alcanzando los mejores puntajes en la prueba final, asi:

CUADRO DE HONOR

1¢" Puesto, medalla de oro

CRISTHIAN ALEJANDRO GONZALEZ DUARTE

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

| r

2° Puesto, medalla de plata

GABRIEL JOSE ROMERO REYES
Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

3¢" Puesto, medalla de bronce
JUAN DAVID RUEDA CENTENO

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

JHOAN SEBASTIAN NINO VELASCO

Escuela Normal Superior Francisco de Paula Santander, Malaga.

P1ec1
510

JOSE MARIO ROMERO RINCON
Colegio La Quinta del Puente, Floridablanca.
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3.3.2. Prueba Final: 9 de junio

1. Dado que

50 100

(:172 + 2x + 1) = ag —|—a1x+a2x2 +---—|—a99:1799 + a1goz 7,

calcule el valor de la suma

ap+ajp+az+ -+ agg + aipo-

2. En la siguiente figura la circunferencia C; es tangente a todos los lados
del cuadrado ABCD vy las semicircunferencias Co y C3 son tangentes
entre si y tienen un didmetro en AB y DC respectivamente. Si un lado

del cuadrado ABCD mide [, halle el valor del area sombreada.

3. Encuentre el residuo que deja al dividirse entre 7 la suma de todos los

divisores positivos del nimero
912 (213 —1).

Nota: Tenga en cuenta que 2'3 — 1 es un niimero primo.
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4. Para cada entero positivo n considere la suma
Sp=12+22 43 +... 40’

Pruebe que:

(@) VS =1+24+3+---+n.
n

2
(b) Sin es par entonces S,, es divisible por (n +1)%y (—) .

5. Sean C una circunferencia de radio 7, con centro O y P un punto fuera
de C tal que OP = 2r. Construya las tangentes a C que pasan por P
y defina a N y M como los puntos de tangencia. Defina a Q como el
punto de interseccién entre la extensién de OP y C tal que O pertenece

al segmento P(Q. Demuestre que el tridngulo M QN es equilatero.

6. Muestre que si p y g son primos impares, entonces 2 (¢” — p?) — (¢ — p)

deja el mismo residuo que ¢ al dividirse entre p.
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3.3.3. Solucion

1. Solucién 1.

Propuesta por: Cristhian Alejandro Gonzdlez Duarte;

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

Observe que la suma pedida se puede calcular reemplazado x = 1 en la

expansion polinomial de la derecha en la igualdad dada

100

50
) =ap+aix+ CL2(£2 + -+ aggwgg + aj100 s

(ac2 +2z+1
lo que equivale a reemplazar = 1 en la expresion de la izquierda de la

igualdad, esto es

ap+ay+ag+ -+ agg + ajpo = ((1)2 +2(1) + 1)50 = 49,

Solucion 2.

Propuesta por: Jhoan Sebastidn Nifio Velasco;
Escuela Normal Superior Francisco de Paula Santander, Mdlaga; y
Gabriel José Romero Reyes;

Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

Dado que el polinomio se puede factorizar de la forma

el problema se reduce a resolver este binomio y sumar todos los coefi-
cientes de cada uno de sus monomios. Esto se hace mediante el tridngulo
de Pascal. Puesto que los coeficientes del binomio son ambos iguales a
1, hay que hallar la suma de todos los niimeros que se encuentran en el

escalén del tridangulo correspondiente a (x + 1)1,
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Note la siguiente relacién de la suma de los coeficientes de cada escalén:

Escalén 1: 1 =2V,

Escalén 2: 1+1=2=2%

Escalén 3: 1+2+41=4 =22

Escalén 4: 1+3+3+1=8=2%

Escalén 5: 14+44+6+4+1=16 = 2%
Escalén 6: 14+5+10+104+5+1 =32 = 2°.

Entonces, dado que los coeficientes de (z + 1)!%0 se encuentran en el
escalén 101, se ve que su suma segln esta caracteristica del tridngulo es

igual que 2100 = 450

2. Considere la siguiente figura en la que O es el punto de tangencia de
las semicircunferencias Co y C3; G y E son los puntos de tangencia de
la circunferencia C; con los segmentos CB y AB respectivamente, y
F, H son los puntos de interseccién de la semicircunferencia Cy vy la

circunferencia C;
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Solucién 1. Observe que por la simetria de la figura se tiene que el
drea sombreada es la diferencia entre el drea de la circunferencia C;
y dos veces el drea de la regién encerrada por la circunferencia C; y

la semicircunferencia Co. Note que HF' mide el doble de la altura del

V3

l 3
tridngulo equildtero OHFE, cuyo lado mide 5 luego HF = 71. De

modo que el drea del tridngulo HOF estad dada por

\/él l
21 BB
2 16

l
Ademads, el drea del sector circular OH F’ cuyo radio es 3 y angulo barrido

2 2
es T es X : ml Asi, se concluye que el drea de la region
— — — = —. i u u I
3' 37 \2 12 ¥e q &

encerrada por la circunferencia C; y la semicircunferencia estd dada por

Co
xl?> 123 12

Por lo tanto el area de la regién sombreada es:

12 12 3 12 3
Solucion 2: Note que O es el centro de la circunferencia Cy; el tridngulo

23
y OEBG es un

o ! )
OFF es equilatero de lado 3 luego su drea es
l .
cuadrado de lado 3 Por otro lado se tiene que cada uno de los sectores

l
circulares BEF y FOG cuyo radio es 3 y dngulo barrido es % tienen

™ Ve , . R
£l2 de drea; luego el area de la figura encerrada entre BG vy las curvas

EF, IFE; estd dada por

(5) 5 () = s (25 )
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Por lo tanto el area de la regién sombreada es:

2 4(58 (12—3\f )>—2<g<é>2>:%(3\/§—ﬂ>.

3. Solucién 1. Observe que la suma de todos los divisores positivos de 2!2

es
142422 4. 4212 =913 _1,

Dado que 2' — 1 es un ndmero primo, entonces la suma de todos sus

divisores positivos es
213 141 =21

Luego la suma de todos los divisores positivos de 212 (213 — 1) es

213 (2'% — 1) = 67.100.672.

Asi que el residuo de dividir 67.100.672 entre 7 es 2.
Solucién 2.
Propuesta por: Cristhian Alejandro Gonzdlez Duarte;

Colegio Cooperativo Comfenalco, Bucaramanga.

Sea N = 2'2(213—1) y denote por S(IN) la suma de los divisores positivos
de N. Como p = 2!3 — 1 es primo, N es de la forma N = 2'%p y asi
N tiene (12 + 1)(1 + 1) = 26 divisores. Estos divisores son de la forma

2k(213 —1)7, con 0 < k < 12y 0 < j < 1. Sabiendo esto, se tiene que
12
SNy =Y (2’“(1 4218 ) 21322’f 213(213 _ 1),
k=0

Ahora, como med(2,7) = 1, mediante el Pequefio Teorema de FermaTH

se tiene que 26 =1 (mdd 7).

3Si p es un niimero primo y a es un niimero entero positivo tal que med(p,a) =1,
entonces a’ ™! =1 (méd p)
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Luego, 2!2 = (26)> = 1 (méd 7) y también 2!3 = 2. 212 = 2 (méd 7).

De esto sigue que
S(N)=2B12B -1)=2.-1=2 (méd 7).

Es decir, el residuo de la divisién de S(N) por 7 es 2.

4. Solucion 1. Sea S la suma de los primeros n nimeros naturales. Entonces

podemos escribir S de dos formas:

S=14243+-+n—-2)+(n—-1)+n.
S=n+n-1)+n—-2)+---+3+2+1.

Sumando término a término ambas igualdades tenemos:

28=mn+1)+n+)+-+(n+1)+(n+1)=n(n+1).

n sumandos

1
1+2+3+---+n:%.

Por otra parte, note que:

1*=1+0)*=1,

=1+ =1"+4-13-1+6-12-12+4-1-13 + 1%,
=1+t =1"+4-13-2+6-1%2-22 +4-1-23 + 2%,
r=1+3)'=1"+4-1-3+6-1-32+4-1-3+ 3%,

n+1)*=004+n)t=1"4+4-13n+6-12.n24+4-1-n>+nt.

Sumando cada columna tanto del primer miembro como del dltimo de

cada una de las igualdades anteriores se tiene:
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P2t 3ttt (n+ D)=+ 1) 41+ 2+ 34 +n)
+6(11 +22 432+ +n?)
+ 413+ 22433+ 4 nd)
+14 424434+ 4t

Como ejercicio para el lector se deja probar que

1)(2 1
11+22+32+...+n2:n(n+ )6(n+ )‘

Asi, simplificando y sustituyendo algunos términos en la ecuacién anterior

se obtiene:

(n+ 1)t = (n+1)+4<w> +6 <"(”+1)6(2"+1)> + 48,

siendo S, = 12 + 23+ 33 + ... +n3. De modo que,

g = n2(n4+ 1)? _ <n(n2+ 1)>2‘

Por lo tanto,

1
\/snzin(n;r L

Finalmente, si n es par, entonces n = 2k, para algin nimero natural k.

En este caso se tiene reemplazando en la férmula encontrada arriba que:

(2k)2(2k + 1)?
4 9
= K24k 4 4k + 1),

- 5

Sn :S2k =

2
De esto se sigue que (n+1)%y <g> dividen a .S,,.
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Solucién 2.
Propuesta por: Gabriel José Romero Reyes;

Fundacién Colegio UIS, Floridablanca.

Observe que los términos pueden reescribirse del siguiente modo:

Sy =13

Sy =23+ (2-1)>%
S3=3%4+(3-1)°% 4 (3-2)>
Sp=4+4-1°+4-2)>%+(4-3)5

Continuando asi, en general se tiene que

n

4 3 2 2 2
_ N3N +2n° +n _(n"+n
J:

2
1
Por tanto, /S, = n ;—n = n(n2+ )

Note que esta Ultima expresién es igual a la suma de todos los primeros

n numeros naturales, es decir, v/S, =1+2+---+n.

Solucién 3. Observe la siguiente figura

52 52 52

2 2
4 4 =

42

42 52
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En ella se ve que

B2 4383+ 4+ 1nP=1+2+3+-+n).

5. Considere la siguiente figura

Para probar que el tridngulo M NQ es equildtero veamos que sus tres

angulos internos miden 60°.
Por construccién note que los tridngulos NOP y M OP son rectangulos

en N y M respectivamente. Ademds OP = 2r y ON = OM = r,

entonces

1
AMOP = cos™* <L) =cos ! (=) =60°,

2r 2
y andlogamente K NOP = 60°; de ahi que LNOM = 120° y por el

teorema del angulo central se tiene que A NQM = 60°.

Por otro lado, como los angulos ZMOQ y ZNOQ son suplementarios
respecto a los dngulos ZMOP y ZNOP respectivamente, entonces su
medida es 180° —60° = 120°, y usando el mismo argumento del teorema
del angulo central se tiene que LM NQ = ANMEQ = 60° con lo que se

obtiene el resultado buscado.
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6. Solucién 1. En notacién de congruenciaﬂ, se debe probar que
2(¢" —p?) —(¢—p)=q (méd p).
En efecto, por el Pequefio Teorema de FermatH se tiene que:
¢’ =q (mdd p)
de ahi que

2¢P =2q (mdd p)

2¢" —q=q (mdd p).

Pero —2p? =0 (méd p) y p =0 (mdéd p) de modo que por propiedades

de las congruencias se tiene que:
2¢" —q+2p? +p=q (mdd p).
Agrupando convenientemente, se llega a:
2(¢" —p") — (¢—p) =q (mdd p),

lo que se queria probar.

Solucioén 2. Por el algoritmo de la divisidn se establece que existen nime-
ros enteros no negativos n y r tales que ¢ = np+r, donde r es el residuo

al dividir g entre p.

Por otro lado,

2(¢" —p?) = (q—p) =2¢" —q+p(1—2p7").

“Recuerde que si a,b,n € Z, con n # 0, entonces a = b (méd n) significa que a
deja el mismo residuo que b cuando se dividen entre n.

5Si p es un nimero primo, entonces, para cada nimero natural a, con a > 0, a? = a
(méd p)
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Dado que p(l — qu—l) es miultiplo de p, este sumando deja residuo
cero al dividirse por p, de ahi que 2¢P — ¢ deja el mismo residuo que

2(q? — p?) — (¢ — p) al dividirse por p. Ahora,

2¢P —q=2(np+r)? — (np+r)
=2 <(np)p + (?) (np)P~tr4+ ... + (pf 1>nprp_1 —|—T‘p> —np—r

Se eliminan los miltiplos de p de la expresién anterior, ya que estos dejan
residuo O al dividirse entre p, obteniendo que 2r? —r deja el mismo residuo
que 2(¢g? —p?) — (¢—p) al dividirse por p. Usando el Pequefio Teorema de
Fermat se establece que 27(rP~1 —1) es divisible en p, pero 2r(rP~!1 —1)
se obtiene al restar r a 2r? —r, es decir, 2r? — r deja residuo r al dividirse

por p.
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3.4.

1.

Ejercicios propuestos

Encuentre la suma de las cifras del resultado de la siguiente expresién

que tiene 100 sumandos

2018 L9 2018 L3 2018 4 100 X 2018
0,2018 0,02018 0,002018 0,000---02018
—

99 ceros

. Suponga que

100

50
) =ap+aixr+ (121’2 +- Cng:L'gg + aigoxr .

(3:2—1—2:E+1

Calcule

(a) la suma de los coeficientes que estdn en las posiciones pares en la

expresion del lado derecho de la igualdad
ag + az + a4 + -+ - + agg + aipo-

(b) la suma de los coeficientes que estdn en las posiciones impares en

la expresién del lado derecho de la igualdad

ay +ag +as + - -+ agy + agy.

. El ndmero ¢, conocido como razén durea, es definido por

1+5
R

Demuestre que para todo niimero natural n se tiene que

. Pruebe que 1+ n? + n* es compuesto para cualquier n en los enteros

mayores que 1
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5. En la siguiente grafica el cuadrilaitero ABC D tiene sus vértices sobre
la circunferencia de didmetro AC'. Si la altura BE del tridngulo ABC

mide 1 ¢m, jcudl es la longitud, en ¢m, del segmento DC?

20 E

(a) 2 (b) 2v/2 (c) 2csc(20) (d) sin(260)

6. Decimos que un ndmero natural n es un nimero de Edding si la suma
de sus divisores positivos es divisible entre 6. Dado cualquier nimero
natural N, jcudntas potencias de 6 menores que N son ndmeros de
Edding?

7. Demuestre que la suma de los cuadrados de los primeros n niumeros

naturales es:
n(n+1)2n+1)

6

Sugerencia: Use la identidad (a+b)® = a®+3a?b+3ab® +b° y el método empleado
en la solucion del ejercicio 4 de prueba final para hallar la suma de los cubos de los

primeros n. niimeros naturales.

8. Sean x1,x9, -+ ,Xo01g reales positivos. Demuestre que

1
(x% + 1‘% +---+ x%mg) > 2018 (1‘1 - T - - Top1g) 1009 .
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10.

11.

12.

. La sucesién 1, 1, 2, 3, 5, ... es conocida como la sucesién de Fi-

bonacci, la cual puede construirse recursivamente, asi: fi = fo =1y
fn = fa_1+ fu_2, para n > 2. Se construye una sucesidén de hexdgo-
nos regulares, tal que la longitud del lado del n—ésimo hexagono H,, es

fn. Demuestre que la sucesién cuyo n—ésimo término a,, es la medida
3v3
Y

del drea del hexdagono H,, estd dada por: a3 = as = 5

ap = Gp—1 + an_o+ 2\/an_1a,—2, paramn > 2.

[PIERRE VARIGNON, 1731.] Sea ABCD un cuadrildtero. Construya
el cuadrilditero FFGH cuyos vértices son los puntos medios de los
lados de ABCD. Demuestre que:

(a) EFGH es un paralelogramo.
(b) El drea de EFGH es la mitad de ABCD.

[VINCENZO VI1VIANI, 1659.] Sea ABC un tridngulo equilatero. Prue-
be que cualquiera que sea P un punto en el interior de ABC, la suma
de las distancias desde P hasta los lados de ABC' es siempre la misma,

esto es, no depende de la manera en que sea escogido P.

En los siguientes numerales use el principio de induccién matemdtica
para demostrar que la férmula o afirmacién dada se cumple para todo

n € N.

n
1
. Zi:1+2+3+---+n:%.

i=1

n
1)(2 1

i=1 6
313, 03, a3 5 _ n*(n+1)°

) P =1P 4243 =——F
i=1

" 24446+8+--+2n=n(n+1).

» 1+3+54--+(2n—1)=n%

1_an+1
s l+a+a®>+a*+---+a"="—-——, conal.

1—a
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n 2" > 9n.

= n!>3""2 paran>3.

= 2n + n? es divisible entre 3.

= 32" 4+ 7 es divisible entre 8.

» Férmula de Moivre (cos() +isin(f))™ = cos(n#) + i sin(nf).
= Pruebe que el nimero total de diagonales de un poligono convexo

(n—3)
2

de n (n > 3) lados es z
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