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El primer Seminario Taller en Educacion Matemdtica se realizé en 2006 gracias a la iniciativa
de la profesora Diana Jaramillo. Este Seminario buscaba generar un espacio para que los estudiantes
del programa de Especializacion en Educacion Matemdtica presentaran sus proyectos de grado. El
4to Seminario Taller tuvo una intension similar, en cuanto buscamos generar espacios de reflexion
entre especialistas de la disciplina y los estudiantes de la primera cohorte de nuestro programa de
Maestria en Educacion Matemdtica.

En esta direccién contamos con diferentes espacios de interaccién entre los asistentes y los es-
pecialistas: Conferencias, Talleres, Ponencias Cortas y Mesas Teméticas, que giraron entorno a los
ejes centrales del evento: el cdlculo y las componentes de investigacion en Educacidn Matemdtica.
FEn este documento hemos recopilado los articulos en donde cada ponente expone los principales
aspectos de su presentacion.

Este documento lo concebimos como una herramienta de consulta y un recordatorio sobre los
alcances del evento que desarrollamos y los retos que supone su continuidad. La consolidacién del
Grupo de Investigacién en Educacion Matematica EDUMAT-UIS, el espacio para publicar articulos
en la revista INTEGRACION de la Escuela de Matematicas y la formacién de nuestro programa de
Maestria en Educaciéon Matematica son senales claras sobre el momento histérico que vivimos: La
consolidacién de una comunidad que busca contribuir de manera contundente en el desarrollo de la
educacion matematica como disciplina cientifica.

Solange Roa Fuentes
Bucaramanga, febrero 18 de 2013
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EXPERIMENTANDO LA ENSENANZA DEL CALCULO CON EL USO DE LAS
TECNICAS DE INFORMACION Y COMUNICACION

Francois Pluvinage
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, México
IREM, Université de Strasbourg, Francia
pluvin@math.unistra.fr

Resumen: En este articulo sostenemos primero que el calculo se sittia en un estrato de
competencia especifico con respecto al algebra: el estrato funcional. Apoyédndonos en la
observacion de deficiencias en el manejo de funciones y conceptos relacionados, edificamos
y experimentamos una propuesta didictica que produjo resultados alentadores. Una
caracterfstica esencial de la propuesta es el uso de proyectos de accién practicos, como
por ejemplo el proyecto de “las poleas”. Otra es el disenio de actividades controlables
que solicitan los diferentes registros en los que se pueden expresar las funciones. FEn
muchas actividades se utiliza el recurso de la computaciéon, que en si mismo es también
un objetivo de formacion.

Palabras clave: céilculo, estratos de competencia, proyectos, registros, software.

1. Antecedentes

En la historia, el estudio de funciones tiene un lugar de suma importancia no sélo en matematicas,
sino en todas las ramas cientificas. Asi algunas funciones, como el logaritmo y la exponencial, se
impusieron en calidad de recursos imprescindibles en matemaética, fisica, economia, etc. Y la historia
de los siglos XVIII y XIX nos ensena que el estudio de los nimeros reales se formaliz6 y completo6,
cuando se relacioné de manera estrecha con la resolucién de problemas generados por el estudio de
funciones, en particular la aproximacion por series (p. ej. Fourier).

En contraste con el uso social extendido del célculo diferencial e integral, los resultados de
aprobacién que se obtienen tradicionalmente en el curso de Célculo, cuya ensenanza se imparte en
los primeros semestres del nivel superior, son muy bajos. Por eso, de forma repetida en muchos
paises, la instituciéon intenta introducir cambios que generen su mejora. Por ejemplo, se llevé a cabo
durante los afios noventa en los Estados Unidos una reforma del curso llamado Calculus 101, pero
el analisis de los efectos no revel6 resultados convincentes (Darken, Wynegar & Kuhn, 2000).

Un intento de soluciéon que se implementa en diferentes lugares del mundo es la organizacion
de cursos remediales. Resulta sin embargo de poco éxito esta forma de ensefianza, por parte en
nuestra opinién porque se presenta nuevamente a los estudiantes conceptos y métodos que antes
no entendieron; no hay razén que la repeticién genere mejor entendimiento, si no se han producido
cambios la mente de los estudiantes desde entonces. Mas adelante veremos la aplicacién de otra
postura didactica frente a deficiencias que se observan en el pablico estudiantil.

Nuestra hipotesis sobre estas deficiencias es que se relacionan con una adquisicién limitada del
pensamiento funcional. En efecto, un importante factor de fracaso, que observamos en los resultados
obtenidos por los estudiantes en pruebas diagnésticas, consiste en deficiencias en el conocimiento del
concepto general de funcion y conceptos relacionados (variable independiente, variable dependiente,
parametro, formula).



2. El estrato funcional

Las matematicas dan lugar en las evaluaciones internacionales PISA a la consideraciéon de una
competencia que seria el equivalente de la competencia lingiiistica y que se conoce como “mathe-
matical literacy'”. Tal postura se opone a una visiéon fragmentada, atomista de las competencias
matematicas que se expresa frecuentemente en planes y programas de estudio. Pero sostenemos que
ni la primera, ni la segunda postura representan la realidad de manera correcta (Adjiage & Pluvi-
nage, 2008; 2012). Al contrario, nos parece que las competencias se agrupan en bloques, bastante
estables en el tiempo, que se caracterizan por la resoluciéon de un campo de problemas, matematicos
y del mundo fisico, y el uso de formas de expresion especificas. Llamamos estos bloques “estratos”.
Sin entrar en el caso de la geometria, que corresponde a otras consideraciones (por ejemplo los
espacios de trabajo geométrico definidos por Houdement y Kuzniak), distinguimos cuatro estratos
escalonados: el aritmético, el racional, el algebraico y el funcional.

Un individuo que domina un estrato, pero no el siguiente, viene impotente frente a una situacion
cuya resolucion exige tratamientos del segundo. Es clasico por ejemplo escuchar a una persona que
se declara incapaz de encontrar el precio de 18 objetos si se sabe que 15 de los mismos cuestan $ 48.
Este caso es de dificultad con el estrato racional. Aqui, lo que nos interesa es la diferencia entre el
saber manejar dlgebra y la habilidad en resolver problemas que exigen un buen manejo de funciones.

Un ejemplo de problema de este tipo es el siguiente:

Encontrar una funcion f tal que, para todo x real,
1) 3f(x)—f(1—2)=2?

Aun cuando un estudiante conoce algebra, por ejemplo si sabe resolver ecuaciones de grado dos,
podréa declarase impotente frente a este problema. No tiene a su disposicién métodos que le permitan
avanzar en la resoluciéon.

Hace falta observar que problemas de enunciado de apariencia vecina, tal como:
fla+l)—f(z)=2

Conducen a funciones bien diferentes: Se puede verificar que la funcion f (z)+ Entero (x), donde
Entero (z) es la parte entera de x, o la funcion f (x) = 2x + sen (2mz), son soluciones, la segunda
siendo continua.

Estudiemos ahora la ecuacion (1). Una primera idea funcional es plantearse la pregunta de la
naturaleza de la transformacién de la recta numérica que a x asocia 1 — x. Es facil representar la
situacion sobre la recta con un software de geometria dinamica (Figura 1). Al mover A, uno se da
cuenta de que cuando A se encuentra en el punto I de abscisa 1/2, el punto A’ se confunde con A.
Entonces es obvio que la transformacién es la simetria de centro I. Esta transformacion es involutiva:
la imagen de A’ es A.

O A
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Figura 1. Punto A de abscisa z y punto A’ de abscisa 1 — x.

Y The notion of mathematical literacy is “the counterpart in mathematics” of mastering a language. (Niss, 2003,
.6)



De donde la segunda idea funcional de hacer la substitucion £ — 1 — x en (1). De esta manera,
obtenemos:

(2) 3f(1—z)— f(z)=2(1—-2)

Lo que sigue es édlgebra usual: Se elimina f(1 — z) al multiplicar (1) por 3 y sumarla a (2), y asi
llegamos a la tinica soluciéon que es 8f (x) = 812 —4x +2, o sea f (z) =22 —x/2 +1/4

Caracteristicas del estrato funcional

Con respecto al algebra, el célculo introduce a la vez nuevos modos de pensamiento y nuevas
escrituras. Estas son las causas que precisamente hacen del calculo un estrato distinto del algebra,
y que aclaran que estudiantes que saben algebra pueden sentirse perdidos frente al manejo de los
conceptos del célculo.

iPor qué se introducen en el calculo estas novedades con respecto al algebra? Se deben a trata-
mientos especificos. La interpolacion y la extrapolacion, fundamentales en modelizaciéon, condujeron
a aproximaciones de funciones por otras, mas sencillas (por ejemplo funciones lineales). Y de las
combinaciones surgieron ideas de dotar de estructuras conjuntos de funciones. De donde,

- nuevas nociones: véase la palabra “procept” (Gray & Tall, 1994), que expresa que una funcion
es por un lado un proceso, una herramienta, y por otro lado un concepto, un objeto matematico;

- nuevas escrituras: go f (z), f~! ()

Tratamientos especificos del estrato funcional provienen de dos tipos de consideraciones sobre
funciones: las variaciones, que dan lugar a la derivada y la diferencial, y la acumulacién o el promedio,
que dan lugar a la integral.

3. Una propuesta didactica

Nuestra propuesta didactica (Cuevas & Pluvinage, 2003; Cuevas, Martinez & Pluvinage, 2012)
combina la préctica de una ensenanza basada en proyectos (Project based learning o PjBL en inglés)
con el recurso de la computacién y un uso sistematizado de los registros de expresioén en los problemas
propuestos a los estudiantes.

Los proyectos de accién concretos son actividades didacticas que permitan a los alumnos que
no cuentan con los prerrequisitos de un curso de célculo solventar sus deficiencias, sin necesidad de
un curso remedial. La referencia teérica subyacente la constituyen los principios que fundamentan
la practica de ensefianza presentada con el calificativo “exemplarisch” por Wagenschein (1968). Los
proyectos se escogen con el propésito de introducir los fundamentos necesarios para el estudio del
tépico considerado.

Después se trata de promover la actividad matemética relacionada con el tema, y con este
objetivo, organizar una progresiéon en el estudio de problemas, para que los estudiantes siempre
estén desarrollando una accién. Esta accién debe dar lugar a un posible control por los estudiantes
de los resultados obtenidos. En fases de confrontaciones colectivas y de sintesis, una perspectiva
importante es la consideracién de resoluciones alternativas.

En el disefio de las actividades se pone énfasis en el uso sistematizado de los registros de expresion:
tratamientos en cada uno de los registros, conversiones en ambos sentidos entre registros. Por otro
lado, el uso de la computadora es hoy en dia imprescindible. Es interesante que con los aprendizajes



matematicos se considere el aprendizaje del trabajo con los computadores, esto a la vez como
herramienta local y como instrumento para usar los recursos de la red Internet.

Un proyecto de accién concreto:poleas

Para la primer parte del curso experimental de calculo se disefié un proyecto de accién concreta,
llamado proyecto “poleas”. Los estudiantes pueden manipular material concreto (pequena polea y
cuerda) y encontrar figuras de poleas en la enciclopedia multilingiie Wikipedia <http://es.wikipedia
.org/wiki/Polea>. Luego se les proporciona la pagina interactiva representada, acompanada de una
hoja de trabajo.

Figura 1. Poleas representadas en la encyclopedia Wikipedia

Pagina interactiva Poleas.

Un extremo de un cable es un 4
punto M de abscisa x. Pasa 1
encima de una polea P y soporta

una carga en su otro extremo N
de ordenada y.

Desplaza M para elevar o bajar N.

¢ Cual es el lugar del punto (X,y) 7 |

£Qué objeto?
M4 772 0.00) ,,’['I 1.00; 0.00)

al®

1,00 cm

Para cambiar la longitud del
cable, desplaza L.

Tambien se puede modificar la
altura de P.

N rn,u 0; -6,23)




4. Uso de registros de expresion

Las funciones se representan mediante cuatro registros usuales:

e el registro verbal (e. g. “una funcién cuadrdtica”, “la funcion parte entera”).
e cl registro simbolico (e. g. f (x) = X2, f (z) = sen(x), ...).
e ¢l registro tabular, que en particular se usa en software tipo Excel o hoja de calculo de

Open Office.
o ¢l registro grafico.

Al usar la didéactica que presentamos (Cuevas &Pluvinage, 2003) se disefiaran cuatro tipos de
ejercicios de tratamiento (uno en cada registro) y doce tipos de ejercicios de conversion (uno por
pareja ordenada de registros).

A continuacion damos algunos ejemplos para ilustrar este proposito.

Ejemplos de tareas de tratamiento:

s Tratamiento en el registro verbal.
Simplificar la descripcién siguiente de una funcién: “la raiz cuadrada del cuadrado de x”.
Misma cosa con “el cuadrado del valor absoluto de x” v “el cuadrado de la raiz cuadrada
de x”. En cada caso, determinar el dominio correspondiente.

= Tratamiento en el registro simbdlico.
Entrar una féormula en Derive o GeoGebra.

s Tratamiento en el registro tabular.

Completar la tabla siguiente.

= Tratamiento en el registro grdfico.

Por un punto A de una curva, trazar secantes con un incremento que se reduce
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Ejemplos de tarea de conversion (escasamente solicitada): del registro grifico al simbdlico.

R
-
\

Intenta indroducir una funcién racional cuya grafica se superponga con la curva trazada.

5. Consideraciones sobre un experimento

En un experimento global que llevamos a cabo Cuevas, Martinez y Pluvinage (2012) el material
de trabajo con modelos se compone de:

- Instrucciones dirigidas a los docentes, con la descripcién de los objetivos del estudio, la previ-
si6n del tiempo necesario e indicaciones de organizacion.

- Instrucciones de trabajo para los estudiantes.
- Cuestionarios, para dirigir la actividad de los estudiantes.

- Programas interactivos (laboratorio matemético), con inserciéon de programas que corren con
el motor Java, en cualquier navegador.

Los cuestionarios de preguntas-respuestas sirven tanto al profesor, para controlar las actividades
de sus alumnos, como a los estudiantes que ven las direcciones a donde orientar sus experimentos



con los archivos interactivos. Por ejemplo, la actividad que hemos ilustrado en la figura anterior
conduce a los estudiantes a considerar las ideas fundamentales de variable independiente, variable
dependiente y pardmetro, asi como los conceptos de dominio y rango de una funcion.

Cuevas y Mejia (2003) proponen una nueva clase de ambiente de aprendizaje CalcVisual. Cuatro
grandes componentes integran su arquitectura basica:

1. El médulo experto: contiene el dominio de conocimiento de los problemas a resolver;

2. La componente tutorial, que se nutre del médulo experto, y basicamente contiene una estruc-
tura didactica, con la cual regula prepositivamente la dosificacién y presentacién de los temas
y problemas en cuestion;

3. El médulo modelo estadistico de error: Banco estratificado de errores frecuentes;

4. El ambiente instruccional, que cuenta con una interface inteligente y un editor amigable.
El uso de este sistema permite el disenio de actividades sin la presencia del profesor.

Resultados observados

Experimentamos en la Universidad Auténoma del Estado de México. Antes del uso de la tecno-
logia, los indices de reprobacion eran del 80 %, gradualmente a lo largo de los afios ha disminuido
hasta el 25%. A partir de los resultados obtenidos, el simple hecho de mantener con CalcVisual un
nivel de aprovechamiento similar al de un curso desarrollado en forma tradicional, representa un
importante logro, dado que se redujo la clase presencial al 50 % y se modifico el contrato didactico,
al incluir la tecnologia con los participantes naturales, profesor y alumno. Sin embargo, el hecho de
que los porcentajes de aciertos muestren avances resulta muy alentador. Las lecciones adicionales
propuestas mediante Applets (como poleas) y el uso de CalcVisual en clase motivo el interés de los
alumnos por una matemaética experimental y facilité las actividades en parejas y en grupo.

Sin embargo existe cierta resistencia a modificar la forma de trabajo ya que se alteran los roles
del profesor y del alumno, no se evalaa el curso de la misma forma, y se requieren “habilidades
de trabajo personal” que en su mayoria los alumnos no poseen. Ademads esta forma de ensenanza
contrasta con el resto de las materias correspondientes al drea de matematicas que se imparten de
manera tradicional en el primer semestre de la carrera.

No pretendemos proponer una ensenanza acabada, sino sugerir ideas que introducir en programas
de experimentaciéon en matematica educativa.

6. Modelizacién y magnitudes

Unas corrientes, como es el caso de la RME (Real Mathematics Education), presentan la mode-
lacién o modelizacién como la puerta de acceso a los aprendizajes mateméticos. Si la modelizacién
es eficiente cuando se toman precauciones, sin embargo hace falta cuidar posibles dificultades. Los
objetos geométricos que surgen de graficas: dngulos, pendientes, areas, introducen magnitudes que
pueden generar conflictos con las magnitudes que aparecen en las representaciones. Por ejemplo, en
las figuras que siguen, tomadas de un capitulo de Flores (2013), la distancia recorrida se representa
por un drea. Y ver una longitud como un area puede generar dificultades conceptuales.
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distancia como area (d = vt)

Una situacién de dificultades frecuentes se
observa con la integral, usualmente considera-
da como &rea. Por ejemplo, la figura corres- A
ponde a una presentacion usual de la funcién
logaritmo. La dificultad es doble: Por un la-
do se plantea el problema de magnitudes se-
nalado. Por otro lado la estimaciéon de area —
no es una habilidad frecuentemente solicita-
da, excepto en unas profesiones especializa-
das. En este caso, la introduccién de la idea | 2 3
de promediar puede cambiar mucho la visién.

-

x(B)-1] y(M) | y(M) = (x(B)-1) | In(x(B))
172|058 |1 1

v\‘()\y:‘”x

0 2 3 4 5

En la figura arriba, la altura de la recta horizontal es el promedio de la funcion ( y = 1/z en
nuestro caso). Es decir que las areas encima y debajo de la recta son iguales. Es mucho mas facil
tener una idea intuitiva de este promedio que del area, y con este no surge problema con magnitudes.
Luego el producto y (M) * (z (B) — 1)(ver la tabla en la figura) del promedio por la longitud del
segmento proyectado de AB sobre el eje de las x nos da la integral (el logaritmo de x (B) ) en nuestro
caso). Otro interés de la consideracion del promedio es que abarca las situaciones de funciones con
valores posiblemente negativos.

7. Calculo y computacién

En este parrafo nos limitamos en presentar brevemente algunos aspectos del uso de la compu-
tacion, dado que en los apartados anteriores presentamos ejemplos de este uso.
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1. La computacion y la socio-epistemologia se unen para conducir a la idea de construir el cilculo
a considerar los ntimeros decimales més bien que los reales. Estos tiltimos van a ser necesarios
cuando se deberan introducir nociones de topologia.

2. Es importante la introduccién y el uso de las funciones definidas a trozos, en particular el valor
absoluto y la parte entera de las funciones probabilisticas.

3. El trabajo con las funciones en la computacién se apoya sobre una visién euleriana: funciones
obtenidas a partir de un catalogo de funciones elementales, més bien que sobre una definiciéon
general de “funcion real de variable real”.

4. Tres tipos de software a-didéacticos (y sus implementaciones sobre calculadoras) conducen al
usuario a aproximaciones conceptuales diferentes:

e La hoja de calculo (e. g. Excel o la hoja de célculo de Open Office),
e El calculo formal (e. g. Derive o Maple),

e La geometria dindmica analitica (e. g. GeoGebra o Cabri)

El aprendizaje del uso de los tres tipos de software en la ensenanza merecerfa ser considerado
como un objetivo esencial de la formacion.
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SOBRE LOS ROLES DE LA TEORIA EN UNA INVESTIGACION EN
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Mario Sanchez Aguilar
Instituto Politécnico Nacional, México
mosanchez@ipn.mx

1. Introduccion

El tema de la teoria y sus funciones en la investigacién en didactica de las matematicas me
parece sumamente interesante, sin embargo mi relaciéon personal con ese tépico no siempre ha sido
armoniosa.

Cuando era estudiante de maestria tuve mis primeros encuentros con ese componente fundamental
de la investigacion educativa. Nadie me lo dijo explicitamente, pero atin asi, yo me formé la idea
de que una investigacién en didéctica de las mateméticas deberia contener teoria, de lo contrario el
trabajo no podria considerarse como una investigaciéon. Es probable que esta concepcién me la haya
formado después de haber escuchado a mis profesores hablar de “aproximaciones teéricas” o incluso
al hojear tesis de maestria y doctorado que invariablemente inclufan secciones con nombres como
“marco tedrico”, “elementos tedricos”’, o “marco conceptual”. Para mi era claro: cuando escribiera
mi propia tesis, ésta deberia incluir una seccién sobre teoria.

Pero habia otros aspectos relacionados con el uso de la teoria que no eran nada claros para mi. Por
ejemplo: jcoémo deberia llamar a esa secciéon de mi tesis donde se habla de la teoria? jmarco teorico?
jmarco conceptual? ; aproximacion teérica? Mas aun, jcémo seleccionar la teoria que deberia utilizar
en mi investigacién? ;serfa valido tomar elementos de una teoria y mezclarla con elementos de otra?
Y como si esas dudas no fueran suficientes, adicionalmente me preguntaba: ;y cémo usar la teoria?
ipara qué puede servir dentro de mi investigacién?

Logré graduarme de mis estudios de maestria e incluso comencé a trabajar como profesor de
didactica de las matematicas, pero muchas de esas dudas no desaparecieron. Tiempo después me di
cuenta de que ese tipo de dudas acerca de la naturaleza y el rol de la teorfa no eran exclusivas de
mi persona. Descubri que habia estudiantes de didéactica de las mateméaticas de otras regiones del
mundo que experimentaban dudas similares. Noté incluso cé6mo investigadores més experimentados
debatian —y siguen debatiendo— sobre el tipo de teorias que debemos construir como comunidad;
o sobre las limitaciones, similitudes y alcances de las teorias que utilizamos. Estas son dos de las
principales razones que me motivan a realizar este tipo de escritos sobre el rol y la naturaleza de la
teoria en didactica de las matematicas!: Primero, la certeza de que muchos estudiantes pueden tener
dificultades para clarificar qué es la teoria en didactica de las matemaéticas y para qué sirve dentro de
una investigacién; y segundo, la conviccién de que la comunidad internacional de investigadores en
educaciéon matemética se encuentra en un momento en el que se estd analizando y discutiendo sobre
la diversidad teérica que como disciplina poseemos, v que la comunidad Latinoamericana deberia

estar atenta, informada y participativa en el desarrollo de dicha discusién?.

!Otras reflexiones personales sobre este tema pueden encontrarse en Aguilar y Castafieda (2011), y Aguilar (2011)

2Ver por ejemplo el libro Sriraman y English (2010) que retne a investigadores de distintas regiones del mundo
para discutir sobre la naturaleza, rol y estado de desarrollo de la teoria en didactica de las matematicas. Asimismo,
los grupos de discusion y de trabajo organizados en congresos como el CERME y el ICME y cuyo foco de estudio es
la teoria misma, dan evidencia del momento que esta viviendo nuestra disciplina.
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Asi, un propésito de este escrito es motivar a los estudiantes a reflexionar sobre la naturaleza
y los roles que la teoria puede tomar en sus propias investigaciones, pero también fomentar la
discusién sobre este tipo de topicos en la comunidad Latinoamericana de investigadores en educacion
matematica.

Fl foco principal de este manuscrito son los roles que la teoria puede jugar en una investigacion
en didactica de las matematicas. La estructura del escrito tiene dos secciones principales: En la
primera retomo algunas definiciones que se encuentran en la literatura especializada, asociadas a lo
que es teorfa en didéactica de las matematicas y lo que es un marco de investigacion. En la segunda
seccién menciono e ilustro algunos de los roles que la teoria puede jugar en la investigacién. Para
ilustrar esos roles hago uso de dos articulos de investigacién recientemente publicados.

2. ;Qué es teoria en didactica de las matematicas?

No es comin encontrar en la literatura especializada definiciones explicitas sobre lo que es teoria
en didactica de las matematicas; esto quizas se deba a que, como afirman Prediger, Bikner-Ahsbahs
y Arzarello (2008), no existe todavia una tnica definicion que sea compartida por los educadores
matematicos. Una de las definiciones explicitas sobre lo que es teoria, es la siguiente enunciada por
Mogens Niss: “The theory consists of an organised network of concepts (including ideas, notions,
distinctions, terms etc.) and claims about some extensive domain, or a class of domains, of objects
situations and phenomena.” (Niss, 2007, p. 98)

En lo personal, esta postura sobre lo que es teoria me ha resultado muy clarificadora, ya que
sefiala que la teorfa puede estar integrada no solo de “conceptos” en el sentido clasico —como
podrian ser el contrato diddctico o la imagen del concepto—, sino que también puede contener
afirmaciones sobre un dominio. Un ejemplo de este tipo de afirmaciones sobre un dominio pueden
ser los conocimientos o resultados que se han generado con base en observaciones empiricas, por
ejemplo: “cuando se trabaja con el concepto de funcion, los estudiantes tienen mas dificultades para
transitar de un modo de representacién grafico a un algebraico, que de un algebraico a un grafico”.
Asi, la teorfa no debe imaginarse inicamente como un conjunto de conceptos o definiciones; también
puede ser concebida como un conjunto de ideas, distinciones o afirmaciones asociadas a una situacion
o fenémeno didactico.

3. ;Qué forma puede tomar la teoria dentro de una investigacion?

Creo que es importante tener una visién flexible y abierta sobre las formas que la teoria pue-
de tomar dentro de una investigacién. La teoria no es siempre un gran aparato conformado por
varios conceptos y definiciones. Podemos encontrar investigaciones que solo utilizan un concepto o
dos, o incluso investigaciones donde pareciera no haber teoria. En otras palabras, dentro de una
investigacion la teoria puede tomar distintas formas.

Un articulo que ha sido clave en mi formacion es el de Lester (2005). Este articulo me ensené dos
cosas: por un lado, me introdujo a la idea de marco de investigacion, que puede entenderse como la
estructura teérica que utilizas en una investigacion®; y por otro lado me mostré que pueden existir
al menos tres diferentes tipo de marcos de investigacion.

Lester (2005) define un marco de investigacion como: “a basic structure of the ideas (i.e., abs-
tractions and relationships) that serve as the basis for a phenomenon that is to be investigated.” (p.
458). En su articulo, Frank Lester (2005) retoma el trabajo de Margaret A. Eisenhart (1991) para

3Es importante notar que cuando me refiero a “la teoria dentro de una investigacion” y al “marco de investigacion”,
me estoy refiriendo a la misma idea.
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referirse a tres distintos tipos de marcos de investigacion: marco tedrico, marco préactico y marco
conceptual. Enseguida se proporciona una breve caracterizacién de cada uno de ellos, la cual esta
basada en el trabajo de Eisenhart (1991):

Marco tedrico: Es una estructura que gufa la investigacién y que se basa en teoria formal;
esto es, el marco es construido mediante el uso de explicaciones establecidas y coherentes de ciertos
fenémenos y relaciones.

Eisenhart (1991) propone como ejemplos de marcos tedricos a la teoria de la conservacion de
Piaget y a la teoria de constructivismo socio-histérico de Vigotsky. Dos ejemplos adicionales de
marcos tedricos son la teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau y la teoria de los
campos conceptuales de Gérard Vergnaud.

Marco practico: Un marco practico guia la investigaciéon mediante el uso de “lo que funciona”
de acuerdo a la experiencia de aquellos que estan directamente involucrados en la practica. Este tipo
de marco no estd informado por una teoria formal, sino por el conocimiento practico acumulado por
los profesores y administrativos, los hallazgos de investigaciones previas, y frecuentemente los puntos
de vista de politicos y de la opinién piblica.

Para ilustrar lo que es un marco practico consideremos como ejemplo el caso de un profesor que
durante veinte anos a dictado la misma asignatura de matematicas. Este profesor, sin hacer uso
de teoria formal, podria detectar errores comunes de los estudiantes e incluso predecir el tipo de
problemas matematicos que mas confusion o errores generan entre los estudiantes. También podria
formular preguntas de investigacion estrechamente ligadas a su curiosidad practica. Este tipo de
conocimiento es el que sustenta a los marcos practicos.

Marco conceptual: De acuerdo a Fisehart (1991), un marco conceptual es una estructura de
justificacion més que una estructura de explicacion basada en logica formal (i.e. teoria formal)
o experiencia acumulada (i.e. conocimiento practico). Un marco conceptual es un argumento que
incluye diferentes puntos de vista y culmina en una serie de razones para adoptar algunos puntos (i.
e. algunas ideas o conceptos) y no otros. Un marco conceptual es un argumento de que los conceptos
seleccionados para la investigacién o la interpretacion, y cualquier relacién anticipada entre ellos
son apropiados y utiles dado el problema que se estéd investigando. Como los marcos tedricos, los
marcos comceptuales estan basados en la literatura y en investigaciones previas, pero los marcos
conceptuales estan construidos a partir de diferentes fuentes que pueden variar desde diferentes
teorias, hasta diferentes aspectos del conocimientos practico.

Después de enunciar las distintas formas que la teorfa —o marco de investigacién— puede tomar
dentro de una investigacién, en la siguiente secciéon me enfocaré en mencionar e ilustrar algunos de
los roles que la teoria puede jugar en la investigacién en didactica de las matemaéticas.

4. Algunos roles de la teoria en la didactica de las matematicas

Una de las metaforas més antiguas y diseminadas para referirse al rol de la teoria es aquella de
los “lentes” enunciada por Alan Bishop (1977):

Theories and constructs are a bit like spectacles—some help you to see more clearly
the object you are concerned with, while others merely give you a foggy, blurred
image. Change the object of your concern, however, and the second pair of spectacles
might be more useful. (p. 4)

La metafora de la teoria como lentes la interpreto como una manera de decir que, cuando estés
observando un fenémeno complejo en el que intervienen muchas variables, la teorfa puede servir
para enfocarte solo en algunos aspectos del fenémeno, ignorando intencionalmente otros aspectos.
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Para ilustrar el rol de la teoria que acabo de mencionar y otros aspectos mas sobre la naturaleza
y rol de la teoria en una investigacién, me referiré a dos articulos de investigacion recientemente
publicados: van de Sande (2011) y McCulloch (2011). Comenzaré discutiendo la investigacion de
Carla van de Sande (2011).

En ese trabajo, la investigadora se dedica a estudiar un foro de ayuda basado en Internet y que es
de libre acceso para cualquier persona. Un foro de ayuda es un foro de discusién donde los estudiantes
pueden plantear preguntas sobre matematicas escolares, y recibir comentarios y respuestas de los
miembros de la comunidad que participa en dicho foro.

Hace algun tiempo, le pedi a una estudiante que esta investigando sobre el uso del Internet entre
estudiantes de matemaéticas que leyera ese articulo; cuando nos reunimos a discutir el manuscrito ella
destaco sorprendida dos aspectos de él: (1) que el articulo no contiene una pregunta de investigacion,
y (2) que el articulo no usa un marco teoérico (o al menos no lo hace explicito).

En efecto, el articulo no contiene una pregunta de investigacién explicita, sin embargo tiene un
objetivo doble bien definido: primero, introducir este tipo de foros a la comunidad internacional de
investigadores, ya que es un espacio importante de estudiar debido a la cantidad de estudiantes de
todo el mundo que recurren a ellos en busca de ayuda matematica; segundo, describir y caracterizar
el tipo de actividades que los estudiantes desarrollan en el foro. Algo que de debe notar aqui es
que no todos los articulos de investigacién en didactica de las mateméticas tienen una pregunta de
investigacién clara y explicita; algunos en su lugar tienen un propésito o un objetivo.

Sobre el marco teorico, efectivamente el trabajo de van de Sande (2011) no utiliza algin marco
teodrico particular, pero si utiliza un marco conceptual —un conjunto de definiciones y conceptos—.
Sin embargo el trabajo no incluye una seccién donde explicitamente se enuncie dicho marco concep-
tual; las definiciones y conceptos utilizados en el trabajo se distribuyen a lo largo del manuscrito.
Enseguida menciono cudles son esas definiciones y conceptos, a la vez que indico el rol que juegan
en la investigacion.

Rol 1. Servir de vocabulario que facilite la comunicacién

Al inicio del articulo, la autora comienza a hablar de los foros basados en Internet dedicados a
proporcionar ayuda académica a estudiantes. Ahi introduce un conjunto de definiciones, por ejemplo
lo que es un foro, un post, o una discusion (ver figura 1).

Term Definition
Forum (sub-forum) Web application for holding discussions and posting user-generated content
Post(ing) Contribution or message that is published on the site, either to initiate a

discussion or in response to another’s contribution

Topic, thread, exchange, The set of contributions pertaining to a single request for help
or discussion

Figura 1. Definiciones de términos asociados a los foros de discusién en linea. Tomadas de van de
Sande (2011, p. 54)

Estas definiciones son un componente del marco conceptual. Su rol es establecer un vocabulario
comun que facilite la comunicacion de las ideas y objetos abordados en la investigacion. Esta es una
de las funciones basicas de los conceptos y definiciones en didactica de las matematicas.
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Rol 2. Servir como una herramienta para caracterizar los datos u observaciones
En una siguiente seccién de articulo, la autora comienza a discutir tres distintos modelos de foros
ayuda; los denomina AOH, SOH y BOH (ver figura 2).
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Figura 2. Tres modelos de foros de ayuda: AOH (izquierda), SOH (centro) y BOH (derecha).
Tomados de van de Sande (2011, p. 55)

En un foro AOH, cada solicitud de ayuda es asignada a un ayudante especifico. Esta asignaciéon
puede ser hecha por el administrador del sitio con base en la especialidad o disponibilidad del
ayudante. Este tipo de foros favorecen las interacciones uno a uno entre estudiantes y ayudantes.

Los foros SOH permiten que cualquier miembro del foro, sin importar su pericia, responda a
cualquier solicitud de ayuda. Debido a que cualquier miembro de estos foros puede participar en
cualquier discusion, este tipo de foros favorecen las interacciones donde todos pueden interactuar
con todos.

Finalmente los BOH son foros que mezclan caracteristicas de los dos foros anteriormente descritos;
esto es, el conjunto de ayudantes que responderd a determinadas solicitudes de ayuda es seleccionado,
pero se permite que varios ayudantes contribuyan a una sola solicitud.

Estos tres modelos de foros también forman parte del marco conceptual de la investigacion,
sin embargo su rol es el de funcionar como una herramienta que va a permitir a la investigadora
caracterizar el tipo de foro que ella estd estudiando. La caracterizacién de datos u observaciones es
otro de los roles de la teoria.

Rol 3. Dar orden a las observaciones o datos recolectados

Como se mencioné anteriormente, uno de los objetivos de la investigacién de van de Sande
(2011) es describir y caracterizar el tipo de actividades que los estudiantes desarrollan en el foro
de ayuda. Para lograr esto, la autora introduce una serie de categorias que se refieren al tipo de
comportamientos que los estudiantes pueden manifestar en los foros; estos comportamientos son:
coasting, slacking, sustaining y ramping (figura 3).

Se denomina coasting cuando el estudiante tiene actividad en el post inicial de una discusioén,
pero no vuelve a aparecer en el foro después de que el ayudante interviene. A la ausencia absoluta
de actividad del estudiante en un foro se le llama slacking. Cuando el estudiante participa tanto en
el post inicial como después de que el ayudante haya intervenido, se le llama sustaining. Finalmente,
ramping es utilizado para referirse a la ausencia de actividad del estudiante en el post inicial, pero
presencia de actividad después de que el ayudante ha intervenido.

La funcién de estos términos en la investigacién no es sblo caracterizar la actividad de los estu-
diantes en el foro, también ayudan a dar orden a los datos que se estan analizando. Si uno entra
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Characterization Activity in initial post Activity following help
Coasting Yes No
Slacking No No
Sustaining Yes Yes
Ramping No Yes

Figura 3. Tipos de comportamientos que los estudiantes pueden manifestar en un foro de ayuda.
Tomados de van de Sande (2011, p. 61)

a un foro de discusiéon como el estudiado por Carla van de Sande, a simple vista se puede percibir
como un montén de comentarios y respuestas sin orden aparente; al aplicar las categorias de posibles
comportamientos de los estudiantes, pueden comenzar a surgir caracterizaciones ordenadas de entre
ese aparente caos. Asi, la teoria también puede ser muy util para dar orden a las observaciones
empiricas que recolectamos en una investigacion.

Para ilustrar otros de los posibles roles que la teoria puede desempenar en una investigacion,
hablaré ahora del trabajo de Allison W. McCulloch (2011) sobre afecto y uso de calculadoras. Este
es un estudio que me parece muy interesante, no sélo por el tépico que aborda, sino también por
las herramientas teéricas y metodolégicas que emplea. El articulo plantea de manera explicita dos
preguntas que se busca contestar:

i. ;De qué manera el afecto impacta el uso que uno hace de la calculadora graficadora?

ii. ;jDe qué manera el uso de la calculadora graficadora impacta nuestro afecto?

Aqui es importante notar como las preguntas contienen un término que es muy general y que requiere
de mayor precisién. Me refiero al término “afecto”. ;Qué se quiere decir con el término afecto? ;qué
aspecto(s) del afecto se desea investigar?

En el manuscrito de McCulloch (2011) se declara de manera explicita el uso de un marco teérico.
De manera particular se usan dos conceptos teoricos: ruta afectiva (DeBellis y Goldin, 2006) y
génesis instrumental (ver por ejemplo Artigue, 2002). Si se utilizara la terminologia de Fisenhart
(1991) veremos que lo que se estd empleando es un marco conceptual, el cual estd constituido
por conceptos tedricos provenientes de aproximaciones tedricas distintas; una dirigida a estudiar los
aspectos afectivos del estudio de las matemaéticas, y otra enfocada en estudiar el uso de tecnologia en
el aprendizaje de las matemaéticas. En lo que sigue me enfocaré en definir el concepto de ruta afectiva,
para posteriormente ilustrar dos de los roles que este concepto tedrico juega en la investigacion.

Rol 4. Ayudar a formular de manera mas precisa las preguntas de investigacion

El concepto de ruta afectiva se refiere a los estados de 4nimo y sentimientos que experimentamos
al intentar resolver un problema de matematicas; desde la frustracién que podemos sentir al no saber
cémo iniciar a abordarlo, hasta el jubilo que se experimenta cuando logramos resolverlo.

Después de introducir el concepto de ruta afectiva, la investigadora aclara que su interés se
centrard en mirar cémo el uso de la calculadora afecta las rutas afectivas de los estudiantes, pero
también en cémo las rutas afectivas influyen en el uso que los estudiantes hacen de sus calculadoras.
Notese como ahora el foco de la investigacién es mucho mas preciso; ahora no se habla sélo de afecto,
sino que se especifica qué elementos afectivos se quieren estudiar. Justo ese es otro de los roles que
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la teoria puede tomar dentro de una investigacion: puede ayudar a formular de manera maés precisa
las inquietudes o preguntas que uno quiere investigar.

Rol 5. Ayuda a simplificar el estudio de fenémenos complejos

Un reto metodolégico que plantea la investigacion de McCulloch (2011) es el de identificar las
rutas afectivas de los estudiantes, ;como determinar los estados de dnimo por los que transitan
los estudiantes al resolver un problema con ayuda de su calculadora? La metodologia aplicada
para superar este reto es muy interesante. Primero, se pide a seis estudiantes que resuelvan algunos
problemas mateméticos en los que tienen la libertad de usar su calculadora si asi lo desean; el proceso
de solucion de los estudiantes es grabado en video. Después, el investigador analiza las grabaciones
tratando de identificar los momentos en los que se puedan estar manifestando emociones o estados
afectivos, por ejemplo: si el estudiante aparenta preocupacién y comienza a mover su pie, si empieza
a morderse las unas, si se queda pensativo mirando el problema, etc. Posteriormente, el investigador
vuelve a mirar uno a uno los videos, pero ahora en compaiiia del estudiante que fue video grabado.
Ahi le hace preguntas como: jcoémo te sentias ahi cuando mirabas el problema pensativo? jpor qué
comenzaste a mover tu pie? De esta manera el investigador comienza a trazar las rutas afectivas
por las que transitan los estudiantes. La figura 4 ilustra una ruta afectiva identificada en uno de los
estudiantes que participa en el estudio.

Activity SR-Associated Affect

immediately wrote down Comfort

[ Read task and
a solution

Prompted to find

L “ Curious and nervous
more solutions

h
("Tried to use abs function |

on GC but did not know Discouraged
" h'I: W _J >

F3
h 4

h 4

rF 3
h A

Drew 30-60-90 triangle Helpless and annoyed

r ™
Tested function for single | N
value on GC < > Uncomfortable
N S W S
h 4
'S ™) ~
Said, “I give up.” + > Embarrassed

L. - >

Figura 4. Ruta afectiva identificada en uno de los estudiantes que participa en el estudio sobre
afecto y uso de calculadoras graficadoras. Tomada de McCulloch (2011, p. 175)
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El punto que quiero senalar aqui es que en este caso la teorfa estd sirviendo de “lentes” como
menciona Bishop (1977). Si observaramos al estudiante resolver el problema pero sin usar algin
marco teérico, lo Gnico que verfamos es justo eso: un estudiante resolviendo un problema de mate-
maticas. En cambio, al tener en mente el concepto de ruta afectiva, lo que hacemos es enfocarnos en
s6lo un aspecto del fendémeno observado, esto es, en los sentimientos que experimenta, el estudiante
al resolver el problema.

Supongamos que usamos otro tipo de “lentes”, por ejemplo el concepto de método de trabajo
introducido por Guin y Trouche (1998). Estos investigadores han identificado cinco distintos modos
de trabajo que los estudiantes manifiestan cuando tratan de resolver tareas mateméticas usando
calculadoras; por ejemplo, el método de trabajo aleatorio que sucede cuando el estudiante utiliza
su calculadora con base en procedimientos de prueba y error; también existe el método de trabajo
racional donde el estudiante usa poco la calculadora en la resoluciéon del problema, y se apoya méas
en técnicas tradicionales de lapiz y papel de donde obtiene inferencias. Si miraramos al estudiante
resolver el problema con estos lentes tedricos, ya no centrariamos nuestra atencién en las emociones
del estudiante, ahora observariamos el mismo fenémeno, pero enfocandonos en las maneras en que
el estudiante usa la calculadora para resolver el problema. Asi, la teoria nos ayuda a simplificar el
estudio de fenémenos que son complejos por todas las variables que intervienen en él. Lo simplifica
al enfocar nuestra atenciéon en sélo alguna(s) de las variables que intervienen en el fen6meno.

5. Conclusion

Los roles que la teorfa puede jugar en una investigacion en didactica de las matematicas son muy
variados. En este escrito s6lo he abordado algunos de ellos, sin embargo mi intencién no ha sido ser
exhaustivo. Mi contribucién a esta discusién sobre los roles de la teorfa en la investigacion, ha sido la
de ilustrar qué formas toma y qué roles juega la teoria en investigaciones publicadas recientemente.
Para aquellos lectores interesados en profundizar en el tema de los roles que la teoria puede jugar
en una investigacion en didéactica de las mateméticas, recomiendo estudiar los escritos de Silver y
Herbst (2007) y Niss (2007).
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LA DIDACTICA DEL INFINITO MATEMATICO

Bruno D’Amore
Mescud — Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Colombia
NRD - Unmwersita di Bologna, Italia

1. Prefacio

Este texto resume una extensa investigacion realizada con estudiantes y maestros sobre la cons-
truccion del conocimiento en relacion con el infinito matemaético; el trabajo lleva a este punto més
de 20 anos. El titulo general de la linea de investigacion es: Lo wveo, pero no lo creo. La bibliografia
siguiente enumera algunos textos producidos en esta direccién; después de 5-6 anos de investigacion,
en el julio 1996 el ICME dio a mi mismo la responsabilidad de chief organizer de un grupo tematico,
el XIV: El infinito, en el VIII ICME de Sevilla, con Raymond Duval como colaborador.

Dada la brevedad del tiempo y del espacio disponible, en esta ocasién voy a presentar s6lo unos
pocos puntos de la investigacion, que sigue ain.

Por lo general, las investigaciones al interno del NRD de Italia, activo en el Departamento de
Matematica de la Universidad de Bologna (NRD: www.dm.unibo.it/rsddm) se organizan segtin un
esquema, clasico y fijo:

1.Referencias historias y epistemoldgicas.
2.Descripcion del cuadro teodrico de referencia.
3.Descripcion de los problemas de investigacion
4 Hipétesis de la investigacion.

5.Metodologia.

6.Resultados de la investigacion.

7.Discusiéon de los resultados.

8.Verificacion de las hipotesis.

9.Respuestas a las preguntas formuladas en 4.
10.Referencias bibliograficas.

Fn esta ocasion me limitaré sélo a algunos de estos puntos.

2. Origen histoérico del titulo de la investigacion

Cuando nos acercamos a la historia de la matemética, una de las cuestiones que més sorprende, es
el contenido de una célebre y extraordinaria carta de Georg Cantor (1845-1918) a Richard Dedekind
(1831-1916), enviada desde Halle el 29 de junio de 1877. Dado que Dedekind se retrasaba (!) en dar
respuesta a un problema que le habia propuesto el 25 de junio, Cantor, después de solo 4 dias, y
pidiendo disculpas por el proprio celo, propone con fuerza, en la carta del 29 de junio, una nueva
interrogacién, declarando tener necesidad de recibir el parecer de Dedekind.

Casi al inicio de esta nueva carta (en aleman), Cantor escribe (en francés) la famosa fra-
se:“ Mientras que usted no lo apruebe, yo no puedo mds que decir: lo veo pero no lo creo ™. Es-
pontaneamente surge la siguiente pregunta, ;cudl seria el argumento sobre el que Cantor solicitaba,

!Sobre este punto véase Arrigo y D’Amore (1993) y Arrigo, D’Amore y Sbaragli (2011). Para conocer los textos
completos de las cartas intercambiadas entre los dos formidables mateméaticos alemanes, se puede ver (Noether,
Cavailles, 1937) y (Cavaillés, 1962).
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decidido, una rapida respuesta de Dedekind? Nos lo dice el mismo Cantor en su carta del 25 de
junio:

Una variedad contintia de p dimensiones, con p > 1, jse puede poner en relacién univoca
con una variedad continua de una dimensién, de manera tal que a un punto de una
corresponda uno y sé6lo un punto de la otra?

Debemos decir inmediatamente que, en aquella época, se entendia por “relacién univoca” lo
que hoy llamamos “correspondencia biunivoca”. Para favorecer a un eventual lector no experto en
matematica, nos podemos concretar al siguiente caso, particular, pero igualmente significativo: jes
posible hallar una correspondencia biunivoca entre los puntos de un cuadrado® y los puntos de un
segmento3?

Se puede intuir la importancia de la pregunta a partir del siguiente comentario del mismo Cantor:

La mayor parte de aquéllos a los que les he puesto esta pregunta se han sorprendido mucho del
hecho mismo de que yo la planteara, ya que es evidente que, para la determinacién de un punto
sobre una extensiéon de p dimensiones, se necesitan siempre p coordenadas independientes.

Después, Cantor confesé que habia intentado demostrar este hecho, suponiendo que era verdadero,
pero sblo porque ya no estaba satisfecho de la supuesta y tan difundida evidencia! Confiesa por lo
tanto haber formado parte siempre de aquéllos que no ponian en duda tal hecho; siempre, hasta que
demostré que las cosas no eran asi...

La demostracion hallada por Cantor es de una simplicidad genial; para verla, basta consultar un
buen libro de texto de Analisis de nivel universitario, por ejemplo Bourbaki 1970, p. 47-49. Nosotros
aqui nos inspiramos en una célebre vulgarizacién de la demostracién de Cantor que se halla en
Courant y Robbins (1941) relativa solo al ejemplo visto arriba, propuesto a nuestro hipotético lector
no matematico.*

Pongamos el cuadrado en un sistema de ejes cartesianos ortogonales de origen O, de manera
tal que dos lados consecutivos se “apoyen” sobre los ejes (obviamente uno de los vértices coincide
entonces con el origen). Considerando el lado del cuadrado como unidad de medida, se tiene inme-
diatamente que cada punto P interno a la superficie cuadrada tiene coordenadas reales xp y yp del
tipo, 0 < zP < 1,0 < yP < 1 por lo tanto, explicitamente:x P = 0.ala2...an..., y yP = 0.b162...bn...
. A cada pareja ordenada de nimeros reales (xP,yP) hacemos corresponder el nimero real xP’
definido de la siguiente manera: x P’ = 0.albla2b2...anbn..., obtenido anteponiendo 0 y el punto de-
cimal, y alternando después las cifras decimales singulares de cada coordenada. Se puede facilmente
constatar que 0 < zP’ < 1y, como tal, xP’ se define de manera univoca a partir de xP y yP; como
xP se puede considerar como abscisa de un punto P’; en el eje z[P’ (xP’,0)], se puede pensar, por
lo tanto P’, como el correspondiente de P en la correspondencia definida.

Viceversa: se puede partir de P’y de su abscisa y, con el método inverso de distribucion de las
cifras, llegar univocamente a P. Por lo tanto, hemos probado este teorema de Cantor, al menos en
el caso en el que la dimensién p de la variedad vale 2: a los puntos internos del cuadrado unitario
corresponden de manera biunivoca los puntos internos del segmento unitario.

Dado que esta demostracion se basa en la escritura decimal de los nimeros, es obvio que se debe
dar por descontado una unicidad de tal escritura como, por otra parte, objeté el mismo Dedekind a

2Por “cuadrado” entendemos de ahora en adelante una superficie plana con forma cuadrada abierta, es decir sin
borde.

3De ahora en adelante, hablaremos de segmento abierto, es decir sin extremos.

4En realidad, en lo que sigue de nuestro trabajo, es sélo a este ejemplo al que haremos referencia.



25

Cantor en una carta posterior (no obstante aceptando la demostracion y admitiendo que su objecion
no la descalificaba en lo mas minimo). Se trata por lo tanto de eliminar por convencion, antes del
enunciado del teorema, la inica ambigiiedad posible, que se halla sélo en el caso en el que aparece un
9 periddico en la expansion decimal. Por ejemplo, es bien conocido que 0,359 = 0,36 basta entonces
prohibir las escrituras del primer tipo y, en el momento en que aparezca, se sustituye con escrituras
del segundo tipo®.

Nuestra investigacién tiene motivaciones puramente didacticas y los parrafos precedentes tienen
s6lo el objetivo de situarla en el ambito histérico. Quisimos recordar lo anterior, sélo para justificar
nuestro titulo: «Lo veo, pero no lo creoy, la célebre frase de Cantor, que vuelve tan humana y
fatigosa toda la historia de esta demostracion; para nosotros serd emblematica de aquello que podria
decir también un joven estudiante de la escuela secundaria superior que tuviera que ver con la
demostracion tratada por Courant y Robbins (1941), e ilustrada por nosotros.

Pero todo esto nos lleva también a poner en evidencia, aunque sea brevemente, los obstéculos
que se han tenido en el desarrollo histérico de este dificil y controvertido argumento, hasta la
demostraciéon de Cantor que, por cuanto genial y simple, no fue acogida de manera inmediata.
Aunque ya no lo diremos més de manera explicita, es obvio que cuando hablemos de obstaculos
epistemoldgicos al respecto, la misma historia rdpidamente delineada aqui debe considerarse como
un apoyo poderoso a su evidencia.

3. Cuadro teoérico de referencia

En ocasion del VIIT ICME (Sevilla 1996), redacté una bibliografia de mas de 300 titulos, con
la contribucién de muchos investigadores de todo el mundo; tal bibliografia se escribié en italiano,
espanol e inglés y se puso a consideracion (precisamente en Sevilla) de los participantes en el GT
XIV y redacté también un panorama razonado de tales investigaciones (D’Amore, 1996).

Partiendo de estos antecedentes, delineamos brevemente el cuadro tedrico de referencia, en el que
nos queremos insertar.

3.1. Entre las tantas investigaciones presentes sobre el panorama mundial, muchas se dedican
a la falta de aceptacion, por parte del estudiante, de las diversas cardinalidades transfinitas [entre
los muchos ejemplos, véanse los trabajos clasicos de Tsamir y Tirosh (1994), de Waldegg (1993),
de Fischbein, Jehiam y Cohen (1994,1995), para tener una primera idea|. Normalmente, para los
estudiantes, la cardinalidad de Z es, en un primer momento, superior a la de N (hay quien incluso
dice que es el doble). Pero, una vez que se acepta la demostracion de que estos dos conjuntos tienen
la misma cardinalidad, muchos estudiantes creen que pueden concluir que esto depende del hecho de
que ambos son conjuntos infinitos vy que por lo tanto “todos los conjuntos infinitos tienen la misma
cardinalidad”: infinita. Por lo que, por ejemplo,N, Z, Q y R deberian simplemente de tener la misma
cardinalidad.

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconcepcion bastante difundida) la llamaremos
de ahora en adelante: aplastamiento de los cardinales transfinitos.

3.2. Ponemos en evidencia otra conviccién estudiada muchas veces en las investigaciones; por
ejemplo, en Tall (1980)% se muestra como los procesos mentales y las convicciones intuitivas llevan

SEn realidad, existen otros detalles que hay que cuidar, asi como precauciones que se deben tomar; pero, dado
que nuestro objetivo aqui no es el de entrar en cuestiones finas sobre este argumento (por lo deméas bien conocidas)
si no exponer una de nuestras investigaciones, eludimos la cuestién. Se puede ver al respecto Carruccio (1964).

Pero sobre este argumento la literatura es vasta en todo el panorama internacional; véase D’Amore (1996).
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a los estudiantes a pensar que en un segmento largo existan més puntos que en un segmento méas
7
corto’.

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconcepcion bastante difundida) la llamaremos
de ahora en adelante: dependencia de los cardinales transfinitos de hechos relativos a medidas.

3.3. Las aceptaciones intuitivas (misconcepciones) de aplastamiento y de dependencia se hallan
en contradicciéon entre ellas; pero parece que los estudiantes no se sienten interesados por volver
coherentes sus creencias, como muestran, en modos y ambitos diferentes, Stavy y Berkovitz (1980),
Hart (1981), Schoenfeld (1985), Tirosh (1990), Tsamir y Tirosh (1997) y D’Amore y Martini (1997,
1999).

3.4. Duval (1983) analiza la dificultad que tienen los estudiantes para aceptar la correspondencia
biunivoca llamada “de Galileo” entre N y el subconjunto de los niimeros cuadrados. El la explica
(incluso) gracias a un obstaculo que llama de deslizamiento: en su caso se trata del deslizamiento
del verbo Tener al verbo Ser en el curso de la demostracion (es decir: en el curso de la demostracion,
se pasa de propiedades de ciertos niimeros recurriendo al verbo Tener, a la descripcion de una pecu-
liaridad de estos mismos numeros expresada mediante el verbo Ser). Pero nosotros podemos tomar
esto como prototipo y hablar de deslizamiento mas en general; en el curso de una demostracién:
nuestra acepcion de deslizamiento (un poco mas amplia que la de Duval) se tiene cuando se esté
hablando de alguna cosa (o en un cierto modo, o en el &mbito de un cierto lenguaje) y, de improvi-
0, nos hallamos hablando de otra cosa (o en otro modo o en otro lenguaje). Es evidente que este
pasaje del contexto geométrico al aritmético y viceversa se inserta en el “jeu de cadres”de Douady
(1984-86). Caracteristica de nuestro caso especifico es el doble pasaje y el hecho de que es relativo
a una demostracién. Se debe también hacer referencia a la dificultad de parte de los estudiantes en
el pasaje entre diversos sistemas de representacion Duval (1995).

3.5. Fl cléasico debate filosofico de origen aristotélico sobre el infinito en sentido actual y en sen-
tido potencial (Arrigo, D’Amore, 1993; Arrigo, D’Amore, Sbaragli, 2011) ha inspirado diferentes
investigaciones, por ejemplo las de Moreno y Waldegg (1991), de Tsamir y Tirosh (1992), de Shama
y Movshovitz Badar (1994) y de Bagni (1998). Se han hallado, en verdad, resultados a veces contra-
dictorios; pero esta probado que la evolucién de la concepcién actual del infinito matematico es méas
lenta y se da en modo contradictorio a lo largo del curso del curriculo escolar y gracias a un proceso
de maduracién y sistematizacioén cognitiva de los aprendizajes. Ahora, la demostracion descrita por
nosotros en el apartado 1. es claramente de tipo actual por el modo mismo en el que se manipulan
algunos conjuntos infinitos (los puntos del cuadrado y del segmento, las cifras después del punto).
Este hecho podria constituir uno de los puntos de dificultad para la aceptacion de la demostracion
misma.

[Naturalmente tuvimos en cuenta los numerosos estudios sobre la demostracién matemética en
clase. Pero, en realidad, aqui no se trataba de “dar una demostracién” sino de “seguir una demos-
traciéon dada por otros” y después discutir el grado de aceptaciéon para estudiar los motivos de un
eventual rechazo: nos parece que la especificidad de la demostracién y el hecho de que ella involucre
al infinito cobran mayor relevancia con respecto a la actividad del demostrar en si].

4. Resultados

La demostracion del teorema de Cantor se revela por encima de las capacidades normales de

"Esta creencia de caracter monddico (y por lo tanto de factura pitagdrica), no obstante variados pero esporadicos
antecedentes, fue definitivamente descubierta solo en el siglo XX, es decir, mas bien recientemente. Véase Arrigo
y D’Amore (1993). Ella, como sea, forma parte de la mentalidad comtin, mas alla4 del mundo matematico. Se halla
incluso entre los profesores
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aprendizaje de los estudiantes de las escuelas superiores que no han atun seguido un curso del
Aniélisis. Esto se debe sobre todo a obstaculos de naturaleza epistemoldgica y didéctica, como hemos
mostrado, y a dos pasajes en la demostracion (deslizamiento y manipulacion de las cifras). El éxito
obtenido por el 19,2 % cae en los valores normales del estrato de alto rendimiento de una poblacion
escolar y por lo tanto no parece significativo para nuestra investigacion.

Las demostraciones de los otros dos teoremas (“segmentito-segmentote” y “formas periodicas”)
resultaron mas accesibles, pero también pusieron en evidencia la existencia de obstaculos de diversa
naturaleza, por ejemplo de tipo curricular y cognitivo general.

El examen de los cuestionarios nos lleva a intuir que los obstaculos se podrian superar en al menos
dos modos: mediante una especie de eludir (véanse las demostraciones de “segmentito-segmentote”
y de “formas periodicas”); la operacién puede lograrse también plenamente, pero no tiene efecto
duradero: a la fase “lo veo”, es decir a la comprension técnica de la demostracion, puede seguir una
reaccion del tipo “pero no lo creo” causada por el regreso en superficie de los obstaculos; mediante
remociéon y superaciéon de los mismos.

Para superar un obstaculo epistemolégico se necesita hacer atravesar al estudiante la frontera
de sus conocimientos, aumentandolos de manera directa y oportuna. Por ejemplo, en el caso de
“segmentito-segmentote” se necesita ayudar al estudiante a separarse del modelo del segmento como
“collar” cuyas “perlas” se hallan estrechamente ordenadas. Se necesita hacerle tornar conciencia, por
ejemplo, del hecho que, en un segmento, dado un punto, no tiene ya sentido pensar ni en el punto
anterior ni en el sucesivo, buscando imagenes oportunas.
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EL ESTUDIO DE LA TASA DE VARIACION COMO UNA APROXIMACION AL
CONCEPTO DE DERIVADA

Jhony Alexander Villa Ochoa
Universidad de Antioquia, Colombia.
javo@une.net.co

Resumen: En este articulo describo un estudio de casos en el cual un conjunto de cuatro
estudiantes se aproximaron al concepto de derivada a partir de la comprensién de la tasa
de variacion. Particularmente presento algunos episodios en los cuales a través del uso
de los software dinamicos GeoGebra y Modellus las estudiantes observaron la tasa de
variacion media y produjeron algunas ideas asociadas a la derivada como una tasa de
instantanea. Los resultados de este investigacién resaltan la importancia del estudio de
las derivada a través de contextos en los cuales observen la necesidad de correlacionar
variables y la manera como ellas covarfan. Finalmente presento una valoracién sobre la
pertinencia de abordar dicho estudio a través de la interaccién de diferentes contextos
y medios, y exhibo algunas reflexiones relativas algunos aspectos que intervienen en
comprension de la derivada desde una aproximacién variacional.

Palabras clave: Tasa de variacion, derivada, tecnologia.

1. La variacién para el estudio de la derivada

Desde la literatura internacional puede observarse un llamado para abordar el estudio de la tasa de
variacion como una componente trascendental en la interpretacion de la derivada (Dall’anese, 2006;
Tall, 2009; Dolores, 2007). De la misma manera, a pesar de existir una amplia gama de investigaciones
y perspectivas en torno a la ensenanza y aprendizaje de conceptos del cédlculo; también se muestra
que todos estos esfuerzos son insuficientes para dar cuenta de la complejidad del fenémeno de
comprension de tales conceptos (Sanchez-Matamorros, Garcia y Llinares, 2008).

Artigue (1995, citada por Sanchez-Matamoros et al., 2008) afirma que aunque se puede ensenar
a los alumnos a realizar de manera mas o menos mecanica algunos cédlculos de la derivada y a
resolver algunos problemas estandar, hay dificultades para que los jévenes de estas edades logren
una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que conforman el centro
de analisis matematico. Dichas dificultades se manifiestan en el significado de la nocién de derivada

como limite de un cociente incremental (representacion analitica; lim W 6 lim M)

Az—a T—a r—a
0 en su interpretaciéon geométrica como pendiente de la recta tangente.

Para Sanchez-Matamoros et al. (2008), la construccion de un significado parcial de la derivada
puede conducir a dificultades para su desempeno en los cursos de célculo. Ello genera la necesidad
de conocer los procesos mediante los cuales, los estudiantes dotan de significado al concepto de
derivada; por tanto, la investigacién en este campo se hace bastante pertinente.

Otras de las dificultades, en lo relativo a la comprensiéon de la derivada, estan asociadas con la
representacién de algunos de los aspectos variacionales que emergen en situaciones, en las cuales,
conceptos como la velocidad o la rapidez tienen lugar. En este aspecto, Dolores, Chi, Canul, Can-
ta y Pastor (2009) presentan los resultados de una investigacion que explora las representaciones
graficas que hacen los estudiantes sobre la rapidez. Estos autores afirman que, convencionalmente,
la rapidez estd asociada a la razén de dos magnitudes y vinculada, graficamente, a la pendiente de
la recta tangente a una curva que representa la funcién de dichas magnitudes; sin embargo, estos
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investigadores pudieron encontrar otro tipo de representaciones que son usadas por los estudiantes,
en las cuales se presentaron caracteristicas de cinco tipos: rectas, columnas, puntos, pictéricas y
curvas.

De otro modo, Sanchez-Matamorros y colaboradores. (2008) puntualiza uno de los enfoques
relativos al estudio de la derivada, es la comprensién de la tasa de variaciéon, en ese sentido senala
que:

Si se considera que la derivada en un punto indica la velocidad de cambio, la
comprension de tal idea se apoya en el saber previo de la nocién de la razén
entre el incremento de x en relacion al de y (p.272).

Sanchez-Matamoros y sus colaboradores observaron en los trabajos de Orton (1983) y Hart (1981)
como la comprension de la razén de cambio dependia del tipo de funcion utilizada. Asi mismo,
senalan que Orton indicé que las dificultades con la idea de razén de cambio y su vinculaciéon al
tipo de funcién, sea ésta lineal o cuadratica, podian tener su origen en una comprensién débil del
concepto de funcion.

FEn este articulo presento algunos resultados de una investigacién mas amplia que abordé la
pregunta ;Como se desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacion como una manera
de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada en estudiantes participantes de un curso
de pre-cdlculo? La investigacion se desarrolld en el programa de Doctorado en Educacion de la
Universidad de Antioquia en Colombia.

2. El estudio de casos como método de investigacion

Abordar una investigacién que dé cuenta de “cémo se desarrolla un proceso...” demand6 por
parte del investigador una inmersién detallada y profunda en el estudio del fenémeno de comprensién.
De ese modo, seleccioné el estudio de casos como método de investigacion, ya que en palabras de
Goldenberd, a través de una inmersién profunda y exhaustiva de un objeto delimitado, el estudio
de caso posibilita la penetracién en la realidad social no necesariamente lograda con un anélisis
estadistico.

De otro modo, Yin puntualiza que aunque no existe una férmula que permita elegir el estudio
de casos como método de investigacion; dicha eleccion esta en coherencia con la(s) pregunta(s) de
investigaciéon. Este investigador agrega que las preguntas que se enfocan en el “como” o el “por
qué” de un fenémeno social son especialmente un indicador para optar por el estudio de casos como
método de investigacion.

2.1 El contexto
En un estudio de casos las unidades de andlisis son una componente que esta estrechamente imbricada
con el problema fundamental de establecer el caso a estudiar (Yin, 2009). Con base en estas ideas
se selecciond como unidades de andlisis las comprensiones de cuatro estudiantes de primer ano
de un programa de ingenieria quienes estaban cursando una asignatura de pre calculo. Las cuatro
estudiantes fueron designadas con los seudénimos de Cristina, Marcela, Estefania y Alexandra las
cuales decidieron participar voluntariamente del estudio. Las estudiantes se implicaron, durante ocho
sesiones de dos horas cada una, en el estudio de algunas situaciones que involucraron fenémenos
de covariacién entre algunas cantidades; tales situaciones les exigia observar la funcién mateméatica
abordada en el contexto, pero también la manera en cémo se describia la tasa de variaciéon y el
cambio de esta misma. Las situaciones usadas en este estudio se describen en el siguiente apartado.
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2.2 Las situaciones
A continuacion presento una descripcidon general de cada una de las cuatro situaciones disenadas
para este estudio.

Situacion 1. Rectangulo inscrito: En esta situacién usé el software GeoGebra para presentar una
nueva version del trabajo: “Rectangulo Inscrito” presentado en Villa-Ochoa (2012). Para analizar
la tasa de variacién de las cantidades que se inclufan en la situacién, usé la opcién “herramienta”
para construir una que permitiera la visualizaciéon dindmica de la tasa de variacién media, y en la
que simultdneamente intervinieran sus registros graficos, numeéricos y algebraicos. La “herramienta”
construida, permitié una aproximaciéon desde la tasa de variacién media a la tasa de variacién
instantanea mediante la determinacién de intervalos de variaciéon cada vez mas pequernos. En la
figura 1, se recrea el ambiente en el que se desarrollé la situacion “rectangulo inscrito”.
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Figura 1. Ambiente de la situacion 1.

Situacion 2. La velocidad y la aceleracion: Fueron un conjunto de actividades que surgieron des-
de la necesidad que se hizo explicita en la situacién 1, en la cual las estudiantes se aproximaron
a la nocién de tasa de variacién instantinea como el limite de la tasa de variacién media, pero
consideraban dicho valor como una “suposiciéon” o inferencia y no aceptaban su existencia. Las acti-
vidades disefiadas para esta situacién estuvieron basadas en la simulacién de movimiento uniforme
y acelerado a través del software “Modellus” versiéon 4.01. En la situacién usé las opciones grafico,
tabla y modelo, para establecer relaciones entre la simulacién del movimiento y las representaciones
matematicas de la misma. Otras graficas se construyeron en el desarrollo la situacién para validar
las inferencias de las estudiantes con respecto a la aceleracién. En la figura 2, se muestra el ambiente
de la simulacién.
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Figura 2. Simulacién de un movimiento con el software Modellus.

Situacion 8. Andlisis de la funcion tasa de variacion: En esta situaciéon desarrollé una “herra-
mienta” en el software GeoGebra; con dicha herramienta es posible observar miltiples tridngulos
que permiten dar la idea de la tasa de variaciéon como una funcién. La herramienta fue usada para
analizar el comportamiento de la tasa de variaciéon de varias funciones. En la figura 3, se muestra
una de ellas.
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Figura 3. Ambiente de la herramienta para estudiar la funciéon tasa de variacion.

La figura 3, presenta una funciéon definida en dos tramos y los tridngulos que se muestran se
forman en el intervalo definido por los puntos A y B de acuerdo al valor del deslizador n. Los puntos
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que se muestran en dicha ilustracién representan los valores de la tasa de variacién de cada uno de
los tridngulos.

Situacion 4. Descarga de un archivo: En esta situacion se usa la grabacién de la manera en que
se descarga un archivo, para indagar por la forma como las estudiantes comprenden las tasas de
variacion que se involucran en ella. La grabacion se hizo con el software Camtasia cuando se estaba
descargando un archivo de internet con el software VDownloader cuyo fin fue identificar y estudiar
la “tasa de transferencia” o velocidad con la cual se descarga el archivo, asi como los cambios de
ésta misma (aceleracion). En la figura 4, se presenta el ambiente de la situacion.
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Figura 4. Ambiente de la situacion: descarga de un archivo.

3. La tasa de variaciéon como producto de la interaccion entre diversos contextos y
medios

Es este articulo me centraré en algunos resultados relativos a la aproximacion a la derivada a
través del estudio de la tasa de variacién. Las ideas que produjeron las estudiantes estuvieron en
relacién con las situaciones 1 y 2 descritas en el apartado anterior.

En el primer contacto que las estudiantes tuvieron con la situacién 1 se comprometieron con el
reconocimiento de las cantidades que intervenfa en ese contexto (ie. Area del rectangulo, 4rea del
cuadrado, longitudes de los lados, etc.) y cudles de ellas eran variables y cudles no. Seguidamente
se propone hacer una descripcién de las variables que covarian y la manera como lo estan haciendo.
Las descripciones que las estudiantes hacian de esta tarea evidencian el reconocimiento de algunas
caracteristicas de la covariacion de manera cualitativa, (i.e. él area aumenta y luego disminuye).

El trabajo posterior se centr6 no sélo en la manera en que covarfan las cantidades sino en la
manera como podrian cuantificarse tal cambio. Para ello, se construy6 una herramienta de Geogebra
que permitiera simplificar algunos célculos aritméticos para dar cuenta de la tasa de variacién segin
el intervalo deseado (ver figura 5).
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Figura 5.Herramienta construida para dar cuenta de la tasa de variacion aritmética y graficamente.

Con el apoyo del texto dinamico del GeoGebra, el investigador cuestiona a las estudiantes frente
a los valores de la tasa de variacién que se presenta entre el area del rectangulo inscrito y la longitud
del segmento AE (ver figura 1). Algunos de los intervalos que propusieron fueron [1.5, 2], [1.7, 2],
[1.9, 2], [1.99, 2], de alli surgi6 el siguiente didlogo entre Marcela y Cristina quienes expresaron que
la tasa de variacién en cada intervalo decrecia:

Investigador : ;Como se estd comportando ese resultado?
Cristina : Baja
Marcela : Decrece, ;no? [Simultaneamente|
Investigador : ;Hasta donde decrece?
Estefania : Hasta uno
Investigador : ;Sequras?
(7 GeoGebra - Situacion Lggh e
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Figura 6. Tasa de variacién media en la situaciéon N.1.

Las estudiantes contintian usando la herramienta “tasa de variacion en intervalo” para calcular
los valores de la tasa en intervalos cada vez més pequenios (con el valor = 2 en el extremo derecho



37

del intervalo). El investigador pregunté de nuevo: jseguras que decrece hasta uno? A lo que las
Cristina y Estefania respondieron con gestos que indicaban su respuesta negativa. Seguidamente el
profesor pregunté: ; Entonces, cudl es el valor al que nos acercamos cuando el punto se acerca a 27
Simultaneamente las cuatro estudiantes respondieron “cuatro”. Este hecho se convierte en evidencia
de la presencia de una imagen del concepto de limite, el cual fue observado como “tendencia’. Hasta

este punto las estudiantes habian conjeturado el valor del limite apoyandose en los valores que el
software presentaba; sin embargo, continuando con el movimiento del punto en el software ocurrié
el caso en el cual los dos puntos se superpusieron generando que la expresiéon en el texto dindmico
generara % = % =7 (ver figura 7). Este hecho propici6 en Marcela la creacién de una idea de
limite como “wuna tendencia”, de ese modo el limite adquirié un estatus de “supuesto” pero no de

“existencia”. Para ilustrar este hecho, transcribo el siguiente dialogo:

Investigador Entones, ;cudl es la tasa de tasa de variacion en 27

Marcela No existe!
Investigador s Por qué no existe?

Marcela Porque cero sobre cero no existe!

Estefania Es indeterminado!
Investigador Y entonces, jqué significa ese cualro que encontraron? |refiriéndose al
valor del limite inferido por medio de la aproximacion|.
Marcela Pero dijimos que daba cuatro porque mos aproximdbamos, pero no es

cuatro, porque en dos se anula.
Las demés companeras se limitaron a escuchar y observar la pantalla del

computador evidenciado una actitud de extraneza.
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Figura 7. Estrategia para el calculo de la tasa de variacion instantanea realizada por Marcela.

Del didlogo se observa que la idea de limite parece haber sido producto de la interaccién de las
estudiantes con el software y del hecho que ellas estaban “descansando su razonamiento” en los
resultados que se mostraba el texto dinamico, por tanto, al software no indicar un resultado de la
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expresion en x = 2, las estudiantes asumieron el valor del limite como “supuesto” pero no como un
valor a alcanzar.

Para profundizar en esta observacién, me propuse realizar una entrevista individual con cada una
de las participantes. En dicha entrevista, el investigador retoma la experiencia de célculo del limite
de la situacién “rectdngulo inscrito”; en el caso de Marcela se presenta el siguiente didlogo:

Investigador : FEntonces vamos nuevamente a mirar aqui la pregunta que de la situacion
de la clase pasada. ;Cudnto fue que nos dio en 27¢
Marcela : ;En dos?. ..
Investigador : La variable en 2, exactamente en 2
[*|[Marcela : De 2 a...|evoco nuevamente la imagen de la tasa de variacién media]
Investigador : No, en 2!
Marcela Ahhhhh, en 2!
Investigador :  Esa fue la prequnta que... [Marcela de inmediato respondié dejando el

comentario del investigador inconcluso]
Marcela :  Ahh, en 2 daba infinito, daba indeterminado

Investigador : ;Daba indeterminado?
Marcela : Pues, cuando yo lo pongo directo,... Los dos puntos en 2.
Investigador :  wjum. .. Daba indeterminado ; por qué era que te daba indeterminado?
[**] Marcela : Porque. ... Porque por estas restas daba 0 sobre 0. Porque cuando el drea
estd,. .., el drea es,. .., porque cuando el segmento estd en 2, el drea es

16 y si lo vamos a comparar, pues, si...no me acuerdo! [silencio] Daba
indeterminada, porque este segmento. .. [sefialando el segmento variable
del cuadrado. Hay un momento de silencio|
Se observa en la linea marcada con [*] en el didlogo anterior como Marcela, a pesar de haber usado
la nocién de limite como tendencia, evoca nuevamente la idea de la tasa de variacién en intervalo
tal y como fue usada en el software. En la linea marcada con [**| Marcela evidencia a través de sus
dos momentos de silencio, que no alcanza a determinar argumentos para justificar, desde el contexto
del rectangulo inscrito, por qué la tasa de variacién en dicho punto es “indeterminada’.

Continuando con el didlogo, el investigador le dice a la estudiante “O sea que yo no puedo decir
scomo cambid el drea cuando cambid el segmento?”, a lo cual la estudiante responde: “Noooo pues
el drea es 16, puede decir eso, pero no lo puedo comparar con otro punto”

Las respuestas de Marcela crean la necesidad generar experiencias en las estudiantes que posibilite
una transicién de la tasa de variacién media a la tasa de variacién instantanea y para ello, se hace
necesario superar la imagen de asociada a los extremos de un intervalo asi como avanzar en las ideas
de limite como “tendencia”, “valor supuesto” o “tendencia sin llegar”. Ante la necesidad de generar

otras experiencias para trascender en las ideas construidas, se disefi¢ y aplicé la situacion 2 haciendo
uso del software Modellus. Al igual que en la situacion 1, el estudio comenzé con el reconocimiento
de las cantidades que intervenian en el movimiento del vehiculo, a través de un didlogo se promueve
el reconocimiento de la velocidad y hacer la descripcién grafica de la misma. En trabajo posterior el

investigador promovié una comparaciéon de los elementos de las situaciones: “rectdngulo inscrito” y
“movimiento de un vehiculo”. Los hallazgos en este aspecto muestran que, a pesar de que en ambos
casos se abordd la misma funciéon matematica y se hizo un andlisis de la tasa de variacién de forma
semejantes, las estudiantes no hicieron una “correspondencia automaética” de las caracteristicas de
una situacion a otra; asi por ejemplo, al preguntarles por lo que significaba la cantidad A (4rea del
rectangulo inscrito) en la situacion N° 1 y X en la simulaciéon del movimiento del vehiculo, ellas
no conseguian identificar la misma variables para ambos contextos. Intentando hacer una analogia
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entre ambos contexto, Estefania afirma que: “en el problema, mientras crece el segmento el drea
crecia o disminuia” y estuvo de acuerdo cuando el investigador senald que el comportamiento de las
cantidades era semejante en ambos casos.

Investigador : Lo que alld era el segmento |refiriéndose a la situacion N91| jqué es aqui?
Estefania : La distancia
Alexandra : ElL ..[interrumpe Marcela y dice que el movimiento del carro] movimien-
to
del carro
Cristina : Bl movimiento del carro
Investigador :  El movimiento del carro... ;Sequras?
Estefania y : Si/
Alexandra
Investigador : Y lo que alld era el drea, ;qué es aqui?
Estefanfa y : La velocidad
Alexandra
Investigador : Seguras
Cristina : La distancia
Investigador : wujum. .. Daba indeterminado ; por qué era que te daba indeterminado?
Alexandra : A mi me parece que es la velocidad, sno?

En vista que la respuesta de Cristina estaba en coherencia con los dos valores, se le cuestiond
sobre el porqué de su respuesta; pero no dio justificacion alguna. Ante este panorama, el investigador
escribié en el tablero las ecuaciones:

A=2x(6—1x) X =2t(6—1t)

para la situacion para la situacion de

N°1. Rectangulo movimiento del
vehiculo

Fl investigador cuestioné de nuevo, ;jSon iguales estas ecuaciones? A lo que simultdneamente
las estudiantes respondieron: “s7”. Y partiendo de la comparacion entre A y X; x y t, ellas, con
excepcion de Cristina, lograron concluir que:

El incremento de A sobre incremento de =z, |en la situacion “rectangulo inscrito”| es
andloga a “triangulito |incremento| de z sobre incremento de t”. Simultaneamente el
. . . A

investigador escribi6 en el tablero la ecuacion 77 .

Ante esta respuesta, mientras el investigador senalaba el cociente incremental escrito en el ta-
blero, pregunté: jqué seria el cambio de la distancia con respecto al cambio del tiempo? A lo que
simultaneamente, Alexandra y Marcela respondieron: “la wvelocidad”. Nuevamente el investigador
replica ;Qué es la velocidad? Y Marcela responde: “la relacién entre la velocidad y el tiempo”;
Alexandra complementa diciendo “la variacion de la distancia con respecto a la variacion del tiem-
po”. Las evidencias presentadas en este apartado muestran que tanto Estefania, como Alexandra

y Marcela establecieron conexiones entre las imdgenes construidas en las dos situaciones. Asi mis-
mo, tal y como habia mencionado en los apartados anteriores, aunque en la situaciéon: “rectangulo
inscrito” las estudiantes reconocieron la nocién de limite como una tendencia, ellas no consiguieron
aceptar su existencia, en parte, por el valor de 0/0 que se presenta en el momento. En este aspec-
to, la simulacion del movimiento de un vehiculo, a través del software Modellus, se mostré como
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un elemento fundamental para la que las estudiantes consiguieran aceptar la existencia de dicho
limite. Para iniciar en el reconocimiento de la tasa variacion instantanea, el investigador formula la

pregunta: ;Cudl es la velocidad en dos? Y, aunque se esperaba que las estudiantes respondiera de
inmediato “cuatro”, fueron diversas las aproximaciones en cada una de ellas, por ejemplo: Estefania
se mostrd pensativa y respondié “16” mostrando asi que estaba focalizada en la posicién y no en la
velocidad. Por su parte, Alexandra senald que era necesario hacer los calculos nuevamente con los
triangulitos o sacar el limite; después de unos segundos, la estudiante dice con sorpresa, “ey, no seria
también cuatro”; ante esto el investigador pregunta: ;Porqué cuatro? Y de inmediato, Estefania y
Marcela argumentaron que porque era la misma ecuacién y la misma tendencia. Esto se convierte
en evidencia de un movimiento en las ideas construidas en el cual las estudiantes establecen ciertas
conclusiones como:

En la situacion N° 1, cuando x (el segmento) se acercaba o dos, cociente incremental
del drea con respecto al segmento se acercaba a cuatro. Es andlogo a que, en la situacion
actual, cuando el tiempo se acerca a dos, la velocidad se acerca a cuatro.

En este momento, el profesor les record6 a las estudiantes que en una sesién anterior, ellas
afirmaban que la tasa de variacién cerca de dos era cuatro, pero que exactamente en dos, ellas
decian que no exist{a porque les daba cero sobre cero. En este momento, el investigador retoma la
analogia del problema del movimiento del vehiculo y genera el siguiente didlogo:

Investigador : Yo puedo prequntar: ;cudl es la velocidad que lleva el carro en dos?
Alexandra : S

Ante el silencio de las otras tres companeras, el investigador simula con su cuerpo el movimiento del
vehiculo, cuenta el tiempo y para cuando dice “dos”. Luego pregunta:

Investigador : Fzactamente en dos, ;Cudl es la velocidad?
Simultaneamente
Marcelay : Ocho [mientras sus companeras responden, Estefania se muestra preo-
Alexandra cupada, y pensando]
responde
Investigador : ;Por qué ocho?
Marcela : Porque son 16 centimetros digamos, en 2 sequndos! [Estefania sigue en
la actitud pensatival
Investigador : jPero ahi no tendriamos un supuesto?
Marcela :  Pero, susted no nos lo estd prequntando en ese punto?
Investigador : 57, les estoy preguntando por la velocidad exactamente en
dos!
Estefania : ;Cuatro! |La estudiante rompi6 su silencio y ofrecio esta
respuesta con ahinco |
Alexandra : 557 seria cuatro?
Investigador : ;Por qué cuatro?
Estefania : No sé.

Se observa que tanto en Marcela como en Alexandra evocaron imégenes de la relaciéon de pro-
porcionalidad directa entre la posicién y el tiempo, la cual fue revisada una vez que el investigador
afirmé que eso implicaba un supuesto. Unos segundos después de didlogo anterior, Alexandra tuvo

ciertos insightque fueron evidenciados en el tono enérgico con el que verbalizé “si, es que es la ten-
dencia”. Y argument6 en el acercamiento por medio de intervalos.Sin embargo, Marcela no alcanzé
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a entender lo que Alexandra afirmé y replico: ;0 sea que es cuatro? ;Siempre va a ser cuatro? A lo
que Alexandra le contestd: “Cuando se acerca a dos, es cuatro; ya en otro punto seria otro valor”.

Para apoyar las conclusiones de Alexandra, el investigador propuso que analizar la el cociente
incremental a través del software y registrar su comportamiento en la tabla (ver figura 6).

Tabla Grafico Objetos.
~| [t ~||¥ ~ = [ T~ T-IT T~

Anotar cada | 1 |pasas! X
W WA e [ ma [ maa Mme o ma [ mes

Copiar ‘
Dot [|Dcmt  |o|[mcen  |o|memt  |o|Dcmt |o|mes:  |o|@css  |omest M| Tabls

# Bam=s. tasa de variacion

Tabla Transferencia

tasa de variacion

Figura 8. Tasa de variaciéon en el software Modellus.

Esta experiencia con el software, fue determinante para que las estudiantes, en particular Marcela
y Cristina, pudieran visualizar nuevamente la tendencia de la velocidad en el tiempo: 2 segundos
(ver figura 7).

Tabla -

o | o or
1462 170 g .40~
5.2 1.80 00
1558 1.30 460
16.00 2.00 420
16,38 2,10 580
16,72 220 5,40
17.02 2.30 3o0f
17.28 240 260
17.50 250 220
17.68 2560 180
17.82 270 140
17.92 2.0 1.00
17.98 2.0 0,60
18,00 3.00 0.20] v

Figura 9. Tabla de la tasa de variacién en el software Modellus.

En el trabajo a seguir, se verifican algunos valores cercanos a t = 2 y cémo la tasa de variacion
estd cada vez mas cerca de cuatro, confirmando asi lo que se presenta en la tabla de valores.

Nuevamente, la imagen del limite como una tendencia aparecié cuando las estudiantes verbaliza-
ron: “mientras mds me acerco a dos, la velocidad estd mds cerca de cuatro”. Pero en esta oportunidad,
la pregunta por la velocidad en dos, ofrecia como respuesta cuatro, contrario a lo que acontecia en
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el mismo caso, en la situacion “rectangulo inscrito” cuando ante la misma pregunta, las estudiantes
respondia: “no existe”. Fl siguiente didlogo se convierte en evidencia de este hecho:

Investigador

Estudiantes
Investigador
Alexandra,
Marcela, y
Estefania
Investigador
Estefania y

Alexandra
Investigador

Estefania
Alexandra
Estefania

Alexandra
Estefania
Estefania

Cuando el tiempo estd cerquita de dos, la velocidad va estar
cerquita de:

Cuatro.

Y exactamente en dos, ;Cudl va a ser la velocidad?

Cuatro.

¢ Tiene sentido hablar de cuatro?
ST

Hay algin problema si yo, con GeoGebra montara
[superpusiera| el punto y me diera cero sobre cero?

No!

No, porque se puede calcular por limites!

jCuatro! [La estudiante rompi6 su silencio y ofrecié esta
respuesta con ahinco |

494 seria cuatro?

Se pueda hallar por limites.

No sé.

En este punto, el investigador hace la reflexion con las estudiantes sobre “su resistencia a aceptar
la existencia del limite, y que para ellas solo era una suposicion”. Ante lo cual las estudiantes
sefialaron que “seria como decir que en dos, el carro no tendria velocidad” y es claro que si la tiene.

Es evidente en estos episodios que las estudiantes Alexandra, Estefania y Marcela consiguieron
abstraer la existencia del limite, a partir de la abstracciéon de diferentes imégenes de la tasa de
variacién media. Este tipo de abstracciones les permiti6 a las estudiantes reconocer la propiedad:

Tvinstantdnea = Ahm

4. Discusion y conclusiones

En la evolucién de la idea de limite como “supuesto” por parte de algunas de las estudiantes hubo
al menos dos aspectos que vale la pena reconocer y discutir, a saber:

- El uso de una cantidad de magnitud como la velocidad para interpretar la tasa de variaciéon
(desde el contexto de la fisica) mostré un factor que potencié la existencia del limite. Verba-
lizaciones como “seria como decir que en dos, el carro no tendria velocidad” se convierten en
evidencia de la necesidad de involucrar ciertos contextos en el estudio de conceptos matemé-
ticos. La tasa de variacién instantdnea en la situaciéon del rectangulo inscrito, no se mostrd
natural, ni facil de entender para los estudiantes, quizds porque la cantidad que se obtenia

por medio de la tasa de variacién

“ 2°-" no es una magnitud fisicamente tangible, ni cotidia-

namente perceptible, contrario a ello, es un poco artificiosa, mas aun, cuando en la muchos
casos, los contextos de area y perimetro, son usados para determinar méaximos y minimos,

pero pocas veces, para determinar tasas de variacion.
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- El papel del software Modellus fue fundamental, no sélo para recrear el ambiente de un movi-
miento uniforme y acelerado, sino también porque mediante su manipulacién, las estudiantes
pudieron observar diferentes registros de representaciéon de manera simultanea y asi poder
aproximarse a una comprension de la tasa de variaciéon instanténea.

Durante toda la investigacién pudo observarse diferentes momentos conceptuales por los cuales
atravesé la tasa de variacién, a saber:

- Momento 1. La tasa de variacion y tasa de variacion media. En este momento otros conceptos
como los de proporcionalidad, variable, funcién estuvieron presente, de igual manera, la nocién
de tasa de variaciéon se observd como la “comparacion de dos estados” en cuya representaciéon
bajo el mecanismo de tridngulo jogo un papel fundamental en su compresion. Asi mismo, pudo
observarse que el uso de descripciones cualitativas, comparacién aritmética de dos estados,
cantidad magnitud que describe el cambio promedio de una cantidad por unidad de cambio
de la otra unidad.

- Momento 2. La tasa de variacion instantdnea. Para desarrollar la idea de tasa de variacién
instantanea se observéd que la situacion 1 no fue suficiente; sin embargo, en la comparacion de
los contextos, el estudio de un “fenémeno cotidiano” como el movimiento se hizo que las ideas
sobre el concepto no se produjeran solo desde las acciones del software sino también que se
lograra hacer ciertas abstraciones sobre tales acciones. Desde este estudio puede observarse la
comprension de la tasa de variacién instantanea demanda por parte del estudiante:

e Superar la idea de limite como supuesto.
e “Comparacion o “transferencia” entre contextos.

e Tasa de variacién como una cantidad asociada a una magnitud en “contexto”.

Hubo un tercer momento denominado de la funcion tasa de variacion a la funcidn derivada, sin
embargo su analisis escapa al proposito de este documento. El lector interesado puede remitirse al
documento Villa-Ochoa (2011b) para ampliar en este aspecto.
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MULTIPLES ASPECTOS DEL APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

Martha Isabel Fandiio Pinilla
Universidad de Bologna y de Bolzano, Italia.

1. Unicidad y multiplicidad de factores

El aprendizaje de la matematica, tal vez, el mas estudiado entre los aprendizajes disciplinares, se
presenta como un factor multiple, rico de miles de aspectos: salta a la vista de todos los docentes el
hecho que un aprendizaje concluso con éxito en matemaética es de considerarse una 6ptima combi-
naciéon de aprendizajes especificos y diferentes. En matematica, de hecho, no basta haber construido
un concepto, sino que es necesario saberlo usar para efectuar calculos o dar respuesta a ejercicios;
combinarlo con otros o con estrategias oportunas para resolver problemas; es necesario saber explicar
a si mismo y a los otros el concepto construido o la estrategia seguida; se requiere un uso sapiente
de las transformaciones semidticas que permiten pasar de una representacion a otra.

Incluso estas primeras palabras, confirmadas por la practica sea en la didactica como en el proceso
de evaluacion, muestran tanto la absoluta complejidad como la especificidad del tema. Para evitar
equivocos, lo hemos dicho y volveremos a decirlo, estas “componentes” del aprendizaje no son ni
independientes, ni separables, ni con interseccién vacia: el resultado positivo en el aprendizaje se
logra sélo gracias a una serie de concausas, a un conjunto holistico de componentes.

Sin embargo, en este escrito, gracias a la practica concreta que se encuentra a la base de la accion
didactica de los docentes, y respaldada por la experiencia ya sea como docente, como investigadora
y como formadora (inicial y en servicio) de docentes, propondré un andlisis detallado y especifico
de estos aprendizajes, como si fueran independientes, conciente de que no lo son del todo.

i, Cudl es el objetivo? Sucede, en mas de una ocasién, que un estudiante manifiesta no haber
logrado el aprendizaje en matematica, en forma confusa y no muy bien delineada. Es més, el mismo
error, de dos estudiantes diversos, no dice cudl fue la causa que indujo dicho error, cual fue el
malestar cognitivo, qué no funcioné en el proceso de ensenanza - aprendizaje. Lo que parece ser “el
mismo error”, puede tener causas diversas; un docente, no debe intervenir sobre el error, si desea
poner remedio a una situacién negativa, debe intervenir sobre la causa que lo generé.

Si el alumno no alcanza el éxito en una prueba de matemaética, serfa oportuno entender a cual
de las precedentes componentes se debe adscribir el fracaso; jel estudiante no entendi6 el concepto
que habria debido usar?, jno entendié el proceso algoritmico que se auspiciaba de él7, etcétera. Por
tanto, consideramos que un analisis detallado de las componentes del aprendizaje en matematica
puede ser de gran ayuda para encontrar las causas del error y remediar en forma especifica.

Pero no nos limitaremos a esto Gnicamente. ;Coémo se puede evaluar en matematica?, ;Tiene
sentido hacerlo en forma burda y no especifica?, ;Qué significa: «Bruno no entiende la matemati-
ca»?, jHa fracasado en matematica, no tiene conocimiento matematico? Imposible que Bruno sea
absolutamente... privo de todo aspecto del aprendizaje matematico.

Si entendié el concepto y no lo sabe usar, es inutil insistir en el aprendizaje del concepto: si no
lo entendié, pero de cualquier forma logra manejar las férmulas, en la primera ocasion, diferente de
aquella rutinaria, cederd; se vuelve entonces necesario ayudarle en la construccién del concepto; y
asi sucesivamente.

Por tanto, para cada uno de los cinco apartados de esta conferencia, no sélo se presentaran cada
una de las componentes del aprendizaje de la matematica, sino que se propondran, ademas, algunas
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actividades centradas en esta componente y en su evaluacién de forma especifica, separandola de la
evaluacién de las otras componentes.

No obstante los limites de esta divisiéon, consideramos que dicha propuesta podré ayudar a los
docentes en su accién cotidiana de formacioén de futuros ciudadanos en matematica.

2. Diversas componentes en el aprendizaje de la matematica

El aprendizaje de la matemética comprende como minimo 5 tipologias de aprendizajes diferentes,
aunque no libre de superposiciones:

Aprendizaje conceptual (noética);

Aprendizaje algoritmico (calcular, operar, efectuar, solucionar,...)

Aprendizaje de estrategias (resolver, conjeturar, deducir, inducir,...)
Aprendizaje comunicativo (definir, argumentar, demostrar, validar, enunciar,...)
Aprendizaje y gestion de las representaciones semioticas (tratar, conver-

tir, traducir, representar, interpretar,...)

Fsta divisiéon no debe ser tomada literalmente, dado que, como ya lo hemos dicho, estas compo-
nentes se entrelazan reforzandose la una con la otra; sin embargo, dicha divisién ofrece una indudable
comodidad de analisis y de lectura interpretativa de los errores, es decir, de aquellas manifestaciones
de malestar cognitivo a las cuales seria bueno remediar positivamente, de forma eficaz. No es ni
menos garantizado que su unién logre abarcar todas las componentes del aprendizaje matemético y
que, por lo tanto, un analisis mucho mas profundo no evidencie otras componente necesarias.

S6lo como ejemplo; junto a docentes de la escuela primaria hicimos una lectura especifica de cada
una de las componentes de la matemaética de dicho nivel escolar, dado que se usaba identificar, hace
algunos anos, la matemaética con el conjunto de componentes disciplinarios como niimeros, figuras,
medidas, datos y pensamiento racional (transversal). Entonces cada una de dichas componentes
disciplinarias puede ser analizada a través de las cinco componentes enunciadas lineas arriba y de
proporcionar ttiles indicaciones sobre como actuar didacticamente y cé6mo remediar a situaciones
de fracaso en el aprendizaje.

numeros figuras datos medida
v
q L - ‘
» Mmatematica |
conceptos ‘ algoritmos prob!emas‘ comunicacion representacion

! | | | !

comprender realizar interpretar usar el lenguaje representacién formal
relacionar efectuar analizar oral, escrito, grafica
calcular resolver grafico y disefio de
validar definir esguemas
no verbal
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3. Saber y saber hacer: unicidad y diferencias

Iniciamos haciendo una distincién terminolégica, muy discutida, sobre la cual es necesario atn
reflexionar.

Saber. Hoy todos concordamos, por lo menos genéricamente, en el cardcter “constructivo” del
aprendizaje: aprender un concepto matemaético, aprender a hacer uso de un algoritmo, a comportarse
en modo estratégico, a comunicar la matemaética y con la matemaética,... son todos comportamientos
a través de los cuales se construye un objeto mateméatico. El primer interprete de la construcciéon de
un aprendizaje es quien lo construye; por tanto, una de las primeras acciones didacticas consiste en
ensenar, en promover, en reflexionar sobre las propias estrategias personales, para percibirlas como
propias, para evaluarlas. Quien esta aprendiendo es el autor principal de su (propia) construccion
de aprendizaje.

Saber hacer. Pero, consideramos que el saber por si sélo, extrapolado de su contexto de uso,
no llega a ser considerado saber, y esto vale no s6lo para la matematica. Parece absolutamente
necesario saber usar en contextos oportunos el concepto construido. El saber hacer sin el saber no es
un saber, dado que carece del componente fundamental del saber, que es aplicativo y constructivo.
Asi, viceversa, el saber sin el saber hacer es vacio y estéril.

Para mayor claridad recurrimos a un ejemplo. Atn admitiendo que existan sutiles diferencias
entre un objeto como “recta” y uno como “demostracién” y uno como “operaciéon de divisién”,
consideramos que en la fase de aprendizaje no haya, o no requiera, demasiadas distinciones; creemos
que la operatividad (el llamado “saber hacer”) exija tanto del uso de conceptos, como de estrategias
(el “saber resolver”,...) como de actividades algoritmicas (el “saber calcular”,; el “saber operar”,...)
etc.

Por tanto, el “saber” se mezcla con el “saber hacer” y sélo una sabia mezcla de estos tiene el
derecho de ser llamado: aprendizaje consciente, saber. Una antigua distincién que separaba el “saber”

del “saber hacer” tiene el sabor de cosa superada, al menos en el campo especifico del aprendizaje
matematico en el cual el concepto no es nunca el concepto tinicamente sino que incluye el uso que de
este se hace a cualquier nivel. A partir de este momento no se hardn mas distinciones entre “saber”
y “saber hacer” pues estos dos aspectos se engloban en el saber mismo sin hacer diferencias.

4. Evaluar: un proceso

Una de las funciones que caracterizan con mayor fuerza la accién del docente en el aula es la
constante “evaluacion”; para decirlo brevemente, este proceso consta de por lo menos tres compo-
nentes distintas pero, ain una vez mas, estrechamente relacionadas entre ellas (Fandino Pinilla,
2002) evaluacion:

e De la propia accion didactica,
e Del segmento curricular elegido y
e Del proceso de aprendizaje de sus propios estudiantes.

Con relacién con este tultimo aspecto, el término “evaluacién” se entiende aqui como el conjunto
de las acciones mediante las cuales se reconocen las caracteristicas del aprendizaje de los estudiantes
y se determinan los aspectos en los cuales se debe centrar la ayuda que permite garantizar mejor
este aprendizaje.

Obviamente dichas “acciones” conllevan un juicio sobre la eficacia de la propia accién didactica
y sobre el segmento curricular sobre el cual se est4 construyendo el aprendizaje. En este marco de
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accion, el docente debe prestar atencién a los instrumentos a través de los cuales mide el juicio de
cada uno de los estudiantes, en relacién con el aprendizaje de la matematica. No se puede y no
se debe pensar en un unico instrumento para esta evaluacion; la investigacién ha evidenciado la
necesidad de hacer uso de varios y diversificados instrumentos.

Entrando con profundidad, analizamos adjetivos que, generalmente, se asocian al sustantivo “eva-
luaci6n”. Una distincién pedagégica que tuvo fortuna es aquella que concierne a la distincién en-
tre evaluacion “formativa”, “sumativa” y “evaluativa”; y que internacionalmente estan definidas asi

(DES, 1987):

= La “evaluacion formativa” toma en examen el desempeno de un estudiante en relacién con
sus objetivos cognitivos, en modo de favorecerla sobre la base de los resultados; se incluye
en esta, por lo general, la “evaluacion diagnoéstica” en la cual se identifican las dificultades
del estudiante, sea en lo relacionado con el aprendizaje, sea por lo que respecta la falta de
comprension.

= La“evaluacién sumativa” mide y sintetiza las realizaciones del estudiante de forma sistematica;
esta se reduce generalmente a un adjetivo, un niimero, una letra, y esta destinada no sélo al
estudiante y al docente, sino también al externo, a la familia, a la institucién escolar.

» La “evaluacion evaluativa” (que en espanol parece una repeticion, pero que en inglés es llamada
“evaluative assessment”) comprende una evaluacion en relacion con el trabajo del docente,
sobre la escuela, sobre el curriculo o sobre un parte de este,..., histéricamente esta tltima tiene
como minimo las siguientes cuatro funciones (Cardinet, 1983):

o Efectuar un balance sobre aquello que el estudiante estd en grado de realizar en un
determinado momento del proceso de ensenanza y aprendizaje.

o Guiar la sucesiva fase del aprendizaje sobre la base del balance precedente (sea en relacion
con los contenidos, sea en relacion con las metodologias).

o Descubrir las causas de las dificultades del estudiante.

o Estimular el éxito del estudiante, con el objetivo de encontrar la forma de favorecer el
aprendizaje.

Una terna con significados deferentes del término “evaluacion” aparece también en Frabboni (1999)
quien distingue entre “predictiva”’, “formativa” y “sumativa’; pero, a estas tres acepciones, que se
refieren al estudiante, él agrega explicitamente una «evaluacion de la escuela como sistemas.

Respecto a estas tendencias “clasicas” de interpretar la idea misma de evaluacién, el momento
actual exige, cada vez con mayor fuerza, tener presente la didactica de la matematica en la formacién
docente dado que ya son muchos los jéovenes docentes que entran en el mundo de la educacién y
docentes en servicio que han frecuentado cursos especificos de esta disciplina.

La disciplina “didactica de la matemaética” tiene por lo menos tres decenios de historia, un gran
nimero de investigadores activos en el mundo, un lenguaje compartido, revista propias (tanto de
investigacion, como de divulgacion, como “mixtas”), seminarios de investigacion y de divulgacion
propios, congresos,..., lo cual hace que su difusiéon real sea cada vez més amplia.

., Qué sucede, desde un punto de vista profesional, al docente que hace investigacion o al docente
que, simplemente, viene a saber de los resultados de la investigacion? Gracias a la llamada difu-
sién, la comunidad de estudiosos de didactica de la matematica tiene finalmente la posibilidad de
responder a esta pregunta; aqui lo presentaremos de la forma menos complicada posible: el docente
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y/o investigador, una vez conocidos los resultados de la investigacion, cambian (D’Amore, Fandino
Pinilla, 2004; Campolucci, Fandino Pinilla, Maori y Sbaragli, 2006). Cambian radicalmente su com-
portamiento, el cual se hace mucho més atento, mas critico, menos disponible a dar por descontado
que ciertas actividades garantizan el aprendizaje solo por que fueron sugeridas por alguien de alto
nivel (o asf considerado) o porque dicha actividad es ya una préactica consolidada por la tradicion.

Por ejemplo, veamos cémo la “teoria ingenua de conjuntos”, fuertemente cuestionada por serios
estudios en el ambito de la investigacion en epistemologia del aprendizaje (Pellerey, 1989), fue
lentamente abandonada de la practica didactica, posicién sostenida incluso por algunos de sus més
aguerridos sostenedores; o, por lo menos, fue redimensionada la fe ciega de la cual gozaba en los
anos 70 y ’80: de disciplina - panacea se transformé en un lenguaje que se usa sblo cuando es
estrictamente necesario; como el uso de instrumentos didacticos pre-confeccionados, cuya utilidad
didactica era incondicionalmente aceptada por muchos docentes; hoy, este uso es menos a-critico
(D’Amore, 2002); como se han modificado las expectativas de los docentes de la escuela secundaria
después de los estudios sobre el aprendizaje de la demostracién: mientras que hasta hace algunos
anos se daba por descontada la competencia lingiiistica - 16gica de los estudiantes de 14 afios y como
consecuencia la idea de demostracién, por lo menos para la geometria; hoy se considera que dicha
idea necesita de una practica didactica explicita (y no es a los 14 anos precisamente, sino mucho
méas tarde) (Duval, 1991, 1992-93; Hoyles, 1997).

Cambian, deciamos, la actitud: fatalmente, el docente que entra en contacto con ciertos resultados
de investigacion no los puede ignorar después; ve, reconoce en el comportamiento de sus estudiantes
en aula y en el propio actuar profesional, la confirmaciéon de aquellos resultados y de consecuencia
la propia interpretacién de las conductas debe ser modificada:

competencia adquirida, por el docente, de los
resultados de investigacion en didactica de la

matematica.
consecuente influencia en el analisis
del comportamiento de los estudiantes
(Qué cambia?
curriculo tareas exigencias expectativas evaluacion

Examinaremos en detalle estos “cambios” de actitud.

Este cambio afecta el curriculo.El docente se vuelve mas atento a la congruencia de las propias
elecciones didacticas; consciente que existen, por ejemplo, obstidculos didécticos y epistemolégicos,
o reconoce la influencia del contrato didactico; no acepta la aparente congruencia, en el sentido de
consecutividad de los argumentos, que antes lo satisfacia y lo tranquilizaba, sino que comienza a
ponerse el problema del anélisis del curriculo sobre la base de los resultados cognitivos de sus estu-
diantes, de su propia accién didactica, aceptando de consecuencia una revisién critica y metodolédgica
simultaneamente (Fandino Pinilla, 2002).

Este cambio afecta la definicion de las tareas del docente y del estudiante.
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El docente que entra en contacto con los resultados de la investigacién, pone en discusion, eficaz y
significativamente:

= Sus tareas, sus expectativas;

= Las tareas del estudiante, sus expectativas, las imagenes que se hace de la disciplina y de su
ensenanza.

Se vuelve por lo tanto, més en general y en todo momento, atento a lo que sucede en el frente de
quien podriamos definir el actor empeniado en la accién de construir conocimiento, su estudiante
(muchas veces, en precedencia, ignorado como actor).

Este cambio afecta las nuevas exigencias que el docente pide a su preparacion profesional.
Tenemos la prueba en los siguientes hechos:

= El docente en servicio pide a la universidad siempre menos actividades de actualizacién y
formacién cuyo foco sea el contenido mateméatico y se dirige siempre més a especialistas de
la didactica, conciente del hecho que entre mas conozca los resultados de la investigaciéon
did4ctica mayor serd, en primer lugar su capacidad critica de andlisis de la situaciéon de aula,
y en segundo lugar su propia profesionalidad;

= El docente en formacién inicial no lo sabe, precisamente porque estd en formacion inicial, pero
la eleccién ganadora de la sociedad contemporanea de todos los paises es centrar la formacién
de los docentes de matematica en la didactica de la matemaética, obviamente después de una
salda preparacién disciplinar la cual resta de todas formas la base de toda la preparacion
cultural y profesional.

Este cambio afecta las expectativas que la prdctica docente tiene de la sociedad y viceversa.
Parece inttil que la sociedad exprese sus expectativas generales con respecto a la escuela, si estas ex-
pectativas no estan en relacién con los resultados de la investigacién en didactica. La profesionalidad
nueva y atenta del docente informado lo lleva a redefinir esta relacion y, en particular, a redisenar su
papel como eficiente ejecutor de los planes educativos que la sociedad le ha asignado. Este cambio
afecta la evaluacion (y es sobre este aspecto que pretendemos hacer una mayor reflexion):

= La evaluacién del trabajo realizado por el estudiante:el docente, informado de los resultados
de la investigacion en didéactica mira con diferente optica, més analitico, critico, observador,
el trabajo de construccién del conocimiento de cada uno de sus estudiantes; incluso, la méas
banal de las evaluaciones, entendida como medida del conocimiento, como “nota” de asignar
al estudiante sobre la base del resultado de su empeifio, cambia notablemente.

= La evaluacién del propio trabajo hecho en aula:de acuerdo con los resultados de aprendizaje
obtenidos por sus estudiantes, el docente informado de los resultados de la investigacién en
didéctica estd en grado de analizar criticamente su actuar al interno del aula, redisenando sus
estrategias metodolégicas y sus elecciones.

= La evaluacion del curriculo:el docente informado de la investigacién en didactica esté en grado
de re-pensar al desarrollo curricular en cada uno de sus aspectos, asumiéndose en primera
persona la critica a dicho desarrollo y creando condiciones constructivas oportuna para una
seria y en ocasiones profunda transformacion.
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Evaluacion del trabajo
realizado por los
estudiantes

Evaluacidn del trabajo
realizado en el aula por el Evaluacion del
docente curriculo

Debemos hacernos preguntas de base: ;Por qué se evalia y qué se evalda?, no obstante las
respuestas parezcan obvias; dicha obviedad es muchas veces el resultado de una forma ingenua de
afrontar el problema.

Se evaliia para tomar decisiones sobre el contenido (transposicion didactica) y sobre la metodologia
de trabajo en aula (ingenieria didéactica). A partir de los datos recogidos gracias a observaciones en
el aula (hechos que describen los alumnos durante el trabajo matemético) y gracias al andlisis de los
resultados de las tareas (entendidas en general: tanto las “clasicas” escritas u orales, como las menos
tradicionales), se pueden identificar puntos fuertes y puntos débiles de cada uno de los estudiantes
(esto depende en gran parte del tipo de instrumento de evaluacion que se adopta) y asi decidir
de consecuencia por las elecciones relativas a la transposicién didactica y por una determinada
ingenierfa didactica, adecuadas a las necesidades de cada uno de los componentes del grupo clase.

Se evalia para tomar decisiones sobre el ambiente clase. En una hipétesis constructivista, es dado
por cierto que la implicacién personal es el primer paso hacia la construccién de un conocimiento,
hacia el aprendizaje; por tanto, evaluar si esta fue alcanzada es un paso de extraordinaria impor-
tancia. De esto deriva, como consecuencia, que el ambiente dominante en aula es fundamental. Esto
significa que es de vital importancia que haya, por asi decirlo, en una primera instancia, confianza
en la acciéon del docente. Preguntas como: ;Los alumnos se dan cuenta si al docente le gusta ensefiar
matematica?, ;La resolucion de los problemas y el descubrimiento son aspectos habituales en la
hora de matematica?, ; Los alumnos tienen la oportunidad de explorar y de experimentar sin sentir
la presion de estar bajo juicio? ;En el momento de dar una nota, se tiene en cuenta algo mas que la
respuesta correcta a un ejercicio?,... asumen importancia estratégica en la formacion del ambiente
de clase adecuado.

Se evalia para comunicar a los alumnos lo que es importante. Los alumnos son capaces (es
més, son habilisimos) de reconocer aquello que implicitamente el docente considera importante; por
ejemplo, si frente a un trabajo escrito el docente revisa el proceso seguido por el estudiante, sélo
cuando la respuesta final no es la correcta, con el fin de encontrar el error, implicitamente esté
enseniando que el proceso no es importante, que es secundario respecto al resultado (es decir al
producto).

Se evalia para dar una calificacion. En esta enumeracion, es la ultima de las razonas por las
cuales se debe evaluar, pero ciertamente la de mayor difusién. Los alumnos deben por el contrario
tener bien claro que evaluar no es sinénimo de dar una nota. Cuando se da una nota, se debe tener
presente que:es necesario el uso de diversos instrumentos y técnicas, como lo veremos més adelante;
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es posible que el trabajo del estudiante sea diferente del trabajo usual cuando sabe que su trabajo
serd objeto de una calificacidn; y sin embargo los estudiantes deben saber con anticipaciéon cuando
un determinado trabajo que estan por realizar serd sometido a juicio;se requiere usar siempre un
sistema de evaluacién que tenga en cuenta tanto el proceso como el producto.

Las discusiones sobre los métodos y criterios de evaluacién en matematica tienen raices antiguas
(en Giménez Rodriguez, 1997 se ofrece una panordamica diacronica y sincronica de gran eficacia;
véase también Fandifio Pinilla, 2002).

Consideramos necesario que sea claro que las modalidades concretas para realizar evaluaciones
serias son muchisimas, no existen tnicamente los cuestionarios o la solucién de ejercicios o la resolu-
cion de problemas: hoy la investigacion ha elaborado formas de evaluacion sofisticadas, mucho més
atendibles y significativas. Cuando llegue el momento, en el desarrollo de este libro, explicitaremos
algunos de estos instrumentos.

En los apartados precedentes, privilegiemos la “evaluacién para medir, para dar una calificacion”.
Pero no olvidemos que, como ya lo dijimos:

e Se evaltia para tomar decisiones sobre el contenido (transposicion didactica) y sobre la
metodologia del trabajo en aula (ingenieria didactica)
e Se evaliia para tomar decisiones sobre el ambiente de clase

e Se evaliia para comunicar a los alumnos lo que es importante, como lo analizamos lineas arriba.

A través de oportunas técnicas de evaluacion, el docente recibe informaciones claras sobre la
eficacia de su accién didactica en aula y por tanto de los contenidos tratados, de la metodologia;
obtiene ademads informaciones sobre el ambiente de clage; tiene la posibilidad, particularmente con
pruebas que podemos llamar no tradicionales, de comunicar incluso explicitamente que es importante
y que no lo es.
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Evaluacion del estudiante

Proporciona una objetiva informacion
sobre:

[ [l !

Transposicién Ambiente clase Concepciones  del
estudiante sobre la
enseflanza vy el

didactica

Ingenteria Concepciones aprﬂnd%zfye de la
didactica del estudiante || matematica

sobre la

matematica

Con consecuetite

Auto-reflexion sobre las concepciones del
docente mismo

Revision  continta
del curriculo

El analisis histérico de la evaluacion, del sentido y de la funcién que le ha asignado la historia,
de sus aspectos sociales etcétera, serfa de gran interés, pero no es este el propésito de este libro; por
lo tanto reenviamos a los textos enunciados precedentemente.

Asi, existen varias teorias sobre la evaluacién, teorias llamadas cientificas, en sentido estricto,
curricular, sobre las cuales invitamos a leer en los mismos textos citados precedentemente.

Precisamente, estas profundas reflexiones llevaron en el tiempo a establecer los criterios de tener
presente en la evaluacion, los métodos generales y especificos mas adecuados, los instrumentos y sus
funciones, que significa validar los resultados que se obtienen con esta actividad.

Uno de los temas més interesantes es aquel de la relaciéon entre convicciones de los docentes y
evaluacion; es obvio que diferentes convicciones impliquen diferentes evaluaciones. Pero, sobre todo
esto, ya se hizo un profundo anélisis por lo cual consideramos no sea necesario reportarlo aqui
(Fandino Pinilla, 2002).

Pero, una lectura como la que sigue, tiene sentido y es eficaz s6lo si el docente que lee quiere
hacer uso de los resultados reportados y si ya posee una buena capacidad critica; deseamos aqui
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subrayar que, para nosotros, estas son las caracteristicas de una innovaciéon en la evaluaciéon en
matematica. La forma mas eficaz es la de hacer una breve lista de las condiciones que parecen
determinar actualmente el sentido que tiene la innovacién en la evaluacion; lo haremos por puntos,
buscando reutilizar algunos términos técnicos, evitando en lo posible largas explicaciones.

Las caracteristicas principales de una innovacién en la evaluaciéon de un proceso sistematico de
ensenanza - aprendizaje de la matematica, extrapoladas de los trabajos de investigacién, son las
siguientes:

= Una cuidadosa eleccion y descripcidon explicita de criterios y objetivos, con referencia a con-
tenidos, en un modelo critico - orientativo. Es asi como la matematica debe ser considerada
como una construccion significativa; la lista de los contenidos no es estatica, por el contrario,
ampliamente dindmica; debe ser incluida la valoracién de los progresos locales de cada uno de
los estudiantes; la elaboracion de las actividades debe ser consecuencia del proceso o por lo
menos relacionarse con este y no viceversa es decir fijada a priori de forma definitiva.

= La evaluacién es vista como compleja y multidimensional, asi como lo es el complejo proceso
sistémico de ensenanza - aprendizaje.

= La evaluacién no se restringe a un punto o a una cierta accién, por el contrario, debe ser
realizada a lo largo de todo el arco del proceso de ensefianza - aprendizaje, dado que esta
se considera una parte integrante de dicho proceso. La evaluacién, por tanto, es continua y
global.

= La evaluacién debe ser adapta al estudiante evaluado y debe tener presente la diversidad.
Evaluar significa también reconocer y aceptar las caracteristicas individuales. La atencién por
la diversidad se extiende a la evaluacién del curriculo y del trabajo del docente.

= La evaluacion implica el desarrollo de habilidades de tipo comunicativo. Esta favorece la adqui-
sicién de competencias incluso de tipo instrumental. El estudiante podra desarrollar conceptos,
procedimientos, actitudes y mejores estructuras, siempre que se mueva en esquemas no fijos,
de forma tal que todo sea aplicable de forma independiente en las situaciones particulares; des-
de esta interpretacién hablamos de “competencias estructurales”. El proceso de aprendizaje,
entendido en un este vasto sentido, debe ser autorregulado; es decir favorecido de momentos
de anélisis critico del proceso, replanteamientos y evaluaciones de caricter meta-cognitivo. En
todo esto juega un papel esencial la explicitacién, por parte del docente, de todo aquello que
él piensa que deba suceder en el aula, en el proceso de ensefianza - aprendizaje y en el proceso
de evaluacién. Por tltimo, se debe agregar la solicitud de claridad, con el objetivo de evitar
ambigiiedades sea en la asignacion de las tareas, sea en la explicitacion de las expectativas. Es-
to no debe entrar en contraposicién con la idea de situacién a-didéctica: no se debe confundir
el contexto de ensefianza, es decir la eleccién de “buenas situaciones” de proponer para lograr
los objetivos cognitivos, con las reflexiones sucesivas, o con la explicitacién de los momentos
de evaluacion.

= El conocimiento adquirido debe tener un alto grado de aplicabilidad no sélo endégena, sino,
basicamente, de cardcter exoégeno. Pero no basta: el estudiante debe reconocer este hecho y
saberlo expresar a través oportunas situaciones: debe tener la sensacién que el conocimiento
adquirido influencia su competencia que resulta til y evaluable.

= ; Qué sucede en el proceso, como viene analizado antes y registrado después el nivel de calidad
de la evolucidn cognitiva? De este punto se ocupa el “control”. El control interviene, incluso si
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parece paradojico, en via preliminar, en el momento de proyectar el curriculo o, por lo menos, la
parte especifica del proyecto de la evaluacion; pero esta siempre presente para alcanzar una re-
proyectacion constante, para articular formas de regulacion y de autorregulacién. Precisamente
estas son las caracteristicas que determinan un sistema abierto respecto a uno cerrado. Esto
implica una actividad de tipo diverso de las pruebas de evaluacién “usuales”, recurriendo a la
formulacién de conjeturas, su verifica y su defensa, a la verificacién del dominio de situaciones
diversas que caen bajo el mismo conocimiento, a la redaccion de textos, disenos, graficos,..
Pero ;como reconocer si las técnicas de control (entendido en este sentido) son adecuadas?
Podemos decir que un control es adecuado si ese mismo produce informaciones adecuadas
para ser usadas a fin de mejorar las competencias de cada uno de los estudiantes y el proceso
individual de construccién de conocimiento.

= La investigacion actual sobre la evaluacion, reflejando una direccion general que podemos
pensar comun a toda la didéictica de la matematica, estd dando mucha importancia a la
motivacién y a los aspectos afectivos. Sobre estos aspectos debemos centrarnos, para ayudar
al estudiante a crecer también en el gusto de tomar decisiones. Por ejemplo, si el estudiante
hace preguntas sobre el procedimiento que debe seguir en una actividad, es contraproducente,
desde este punto de vista, sugerir como proseguir; por el contrario, es aiin més productivo
motivar, responder con otra pregunta que lleve a reflexionar sobre la situacién, sugerir un
andlisis, una analogfa, una estrategia que el estudiante no habfa visto o pensado; es indtil
dar indicaciones que aumenten el nivel de la propuesta, dirigiéndola a un nivel mayor (de
un ejemplo a la generalizacidon; de un ejercicio a la comparacion estructural; de la defensa
de una conjetura a la demostracion; solo para dar algin ejemplo concreto). Siempre en este
ambito, queremos subrayar la importancia que tiene el hecho que el estudiante entienda que
el docente decidié aceptar su situaciéon personal, ya sea en términos de elecciones, ya sea en lo
que respecta una eventual condicién de objetiva diversidad.

= Una moderna idea de evaluacion, que tenga en cuenta de los resultados de la investigacién,
debe plantearse el problema de la formacién. De una parte, la formacién de los estudiantes
sobre el tema: explicitar las problematica, hacerlas evidentes y contribuir a hacer si que incluso
la evaluacién sea elemento vivo y presente en la vida de aula. Por otra parte, no siempre obvio
en la formacioén inicial o en servicio de los docentes.

= Una moderna idea de evaluacién, que se proponga como innovadora, no puede prescindir de la
exigencia que esta sea coherente y ecuénime, de forma tal, que se gane la confianza de todos,
de los estudiantes, de sus familias, de los docentes, de la noosfera. La coherencia més compleja
de obtener parece ser aquella entre lo que se hace en mateméatica y céomo este hacer viene
evaluado; este punto deberfa ser desarrollado dando valoraciones explicitas. En cuanto a la
equidad, esto implica que cada estudiante deba sentirse parte no sélo del proceso de ensenianza -
aprendizaje, sino también del proceso de evaluacion. La coherencia implica un desarrollo eficaz,
el reconocimiento de valores diversos, la profesionalidad del docente. Por tltimo, es importante
que todos tengan confianza en el proceso de evaluacion, porque este pueda ser reconocido como
el producto externo en el cual se configura la ética de las intenciones didacticas.

Es en todo esto que se reconoce un tentativo de fundar una moderna visién de la evaluacion sobre
la base de los actuales resultados; lejos de ser, como podria pensarse, sé6lo un conjunto de palabras
vacias, lo descrito hasta aqui es, por el contrario, un instrumento preciso y concreto que aporta un
fundamento nuevo, riguroso y agil, a la profesionalidad del docente.
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5. Intervenir y evaluar la especificidad de un fracaso

Como ya lo habiamos dicho, seguirdn los cinco capitulos del 2 al 6, en cada uno de los cuales se
presenta uno de las cinco componentes del aprendizaje de la matematica; en cada uno de ellos, se
haran propuestas de actividades centradas en la evaluacién especifica. ;Por qué? Porque el fracaso
de un estudiante en matematica puede ser, en més: la mayor parte de las veces lo es, especifico. Es
un hecho conocido y confirmado por muchos docentes.

Un estudiante pudo haber construido en concepto auspiciado, pero no sabe usarlo para realizar
un algoritmo, o para revolver un problema; no lo sabe comunicar o sélo aprendié a representarlo
semidticamente.

Otro estudiante pudo no haber construido el concepto deseado, sin embargo sabe operar algorit-
micamente sobre aspectos relacionados con este concepto; por ejemplo, el estudiante de la escuela
media no ha entendido el sentido conceptual de la proporcién a : b = ¢ : d, pero sabe que el producto
de los medios es igual al producto de los extremos: b X ¢ = d X a y lo usa para efectuar algorit-
mos; pero, no sabe usar las proporciones cuando se trata de resolver problemas, no sabe comunicar
el sentido de lo que estd haciendo, sabe representar la proporcién sélo si la reconoce en la forma
algebraica. Un caso que se tiene con mucha frecuencia en la escuela superior o en al universidad:
estudiantes que saben calcular limites o derivadas, pero que no han elaborado el concepto ni del uno
ni de la otra.

Ahora que el sentido de lo que aqui proponemos ha sido clarificado, podemos ir un poco méas
rapido, con ejemplos ain mas especificos, formulados de forma mucho més cercana a la cotidianidad:
estudiantes que saben transformar semioéticamente ecuaciones, pero que no saben conceptualmente
que estidn haciendo;estudiantes que...

La lista podria continuar, con ejemplos facilmente evidenciados a cualquier nivel escoléstico.
Esta es la respuesta a la pregunta: el anélisis detallado de cada una de las componentes no es y no
pretende ser la declaracion falsa e ingenua que estos aprendizajes actian de forma separada; este
analisis es s6lo un proyecto discursivo por comodidad para ayudar en la evaluacion especifica, en la
recuperaciéon, actuando directamente sobre las causas y no sobre los errores.
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PRESENTACION SINTACTICA DE LOS REALES

Rafael Fernando Isaacs Giraldo
Escuela de Matemaéticas, Universidad Industrial de Santander
risaacs@uis.edu.co

Resumen: Se presenta el espacio de cédigos sobre una alfabeto finito que es topold-
gicamente el espacio de Cantor. El intervalo es un cociente del Espacio de Cantor, la
descripcion como tal es sencilla y familiar: los nimeros reales son sucesiones infinitas de
digitos y un punto (o una coma), teniendo en cuenta que ciertas sucesiones deben ser
consideradas iguales. Se discuten ventajas y desventajas de esta presentacion para ser
eventualmente utilizada en cursos de calculo.

1. Introduccion

El espacio de Cantor nace del llamado conjunto ternario de Cantor. Se encuentran muchas refe-
rencias del conjunto ternario de Cantor por ejemplo en internet, citamos a [1]. Que podamos hablar
de “EL Espacio de Cantor” se debe a un resultado muy importante que dice “Todo espacio métrico
totalmente disconexo compacto y perfecto es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor”. Esto
indica someramente, que podemos encontrar dicho espacio en muy diferentes contextos y no es exa-
gerado decir que se encuentra en todas partes. El otro resultado relevante es que “cualquier espacio
métrico compacto es imagen del conjunto de Cantor”, esto se puede interpretar como que el espacio
de Cantor es la génesis de los espacios métricos. Y este es el fundamento tedrico de la propuesta
pedagbgica que se mostrara para presentar los ntmeros reales. Estos dos resultados el lector los
puede consultar por ejemplo en [2]. Nos basamos en que el intervalo real es compacto y por lo tanto
es imagen del conjunto de Cantor. Pero lo que nos permite ver esta “representacion” se debe a el
sistema de numeracién que utilizamos introducido por los drabes a partir del renacimiento. Por esta
razén iniciamos con la presentacion del espacio de los “codigos” que son las sucesiones infinitas de
simbolos visto como espacio ordenado lo cual implica una topologia.

2. Las palabras ©* y los cédigos XV

Partimos de un conjunto finito ¥ que serd considerado nuestro alfabeto de digitos. Utilizaremos
especificamente ¥ = {0, 1}, que es como base 2. ¥* son las palabras (o cadenas) sobre el alfabeto
3. Mas formalmente ¥* = (2, 2k donde ¥F son las palabras de k letras y £ = {\} siendo A\ la
palabra sin letras. Las palabras también se pueden ver como funciones. Siendo n un natural una
palabra de n letras de ¥ es una funcién con dominio {0,1,...n — 1} y recorrido ¥ es decir

veX < IneNu:{0,1,...n—1}) — ¥)

Asi, X representa el vacio que es la tnica funcion que se puede existe entre el vacio y cualquier
conjunto.

Ahora definimos XN como las sucesiones de elementos de 3
reXN e (z:N—YX)

Si z € ¥V la imagen de n se notara x,, asi es natural tambien la notaciéon: x = (xg, z1, 22, .. .).
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Cuando una palabra se repite indefinidamente en un cédigo conviene utilizar una notacién espe-
cial: el codigo u inicia con la palabra u y luego la palabra v se repite indefinidamente. Por ejemplo:
110101010... = 1101 = 110.

De manera natural se tiene una accién de £* (que es un semigrupo) sobre =N, si u es una palabra
y x un codigo entonces ux es el codigo que se obtiene anteponiendo a x la palabra wu.

Una observaciéon importante es que mientras ©* se puede enumerar XY no es numerable.

Orden para ¥V

Ademas consideraremos el conjunto ¥ ordenado totalmente; para ¥ = {0, 1} entenderemos natu-
ralmente que 0 < 1. Siempre se puede dar tal orden y se puede usar el orden usual; si ¥ = {0,1,...9}
se entiende que 0 <1< 2...<09.

Ahora XN hereda el orden de ¥ cuando a las sucesiones se les otorga el orden lexicografico o
de diccionario: para determinar de dos sucesiones diferentes cual es la menor se busca el primer
lugar con simbolo diferente, la que tenga en dicho lugar el menor digito, es menor. Mas formalmente
diremos que = < y si existe n € N tal que x, <y, y si j < n entonces x; = y;.

Como ejemplo, si ¥ = {0, 1} se tiene que & < y, si y solo si, existen una palabra u y dos codigos
' y v tal que x = u0z’ mientras y = uly’.

Propiedades de © como conjunto ordenado
Las siguientes propiedades se expecifican cuando 3 = {0,1} pero son validas con las modifica-
ciones pertinentes para cualquier ¥ = {0,1,... N — 1}.

= XN tiene primer elemento que es 0 mientras 1 es el altimo elemento.
» 2V queda totalmente ordenado pero no bien ordenado pues por ejemplo el conjunto
{10, 010, 0010, 00010, . . .}
no tiene primer elemento.

= Si u € ¥* entonces codigo 101 tiene un sucesor que es ul0, en efecto u01 < ul0 y entre ellos
no hay ninguno. Los tinicos codigos que tienen sucesor son de esta forma u01. Ademés u01 es
el antecesor de u10. Los tinicos c6digos que tienen antecesor son de la forma u10.

= Cuando se tiene un antecesor junto con su sucesor se tiene un salto, hay entonces una cantidad
infinita numerable de saltos y entre dos cddigos diferentes hay siempre por lo menos un salto.

= Dado un subconjunto no vacio siempre es posible construir los extremos superior e inferior.

= No existen puntos aislados: dado cualquier cédigo siempre es posible encontrar una sucesién
estrictamente creciente o estrictamente decreciente que se acerque al cédigo.

Es de notar que estas propiedades caracterizan el espacio de Cantor como conjunto oredenado.

Ver [3].

Propiedades de Y como espacio topolégico
FEn nuestra construccién se dota a los cédigos de la topologia de orden. La base para la topologia
de XN son los intervalos abiertos. Dados z,y € 3V se define:

Jz,y={ze XN |z < 2z <y}
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También definimos:
Y ={zexV|z<y}

y
Z={zeaV |z <z}

asi |z, y[=y N7
De lo anterior, una subbase topologica para XV son las “colas” de la forma 7 y % cuando x es
cualquier cédigo.

Se cumple:

» Definiendo (u) = {ux | # € XN} para cada u € X*, se tiene que tales conjuntos de c6digos
también forman una base de XN

= ¥V es compacto.

= ¥V es totalmente disconexo.

= ¥V es metrizable.

= >N no contiene puntos aislados.

Estas propiedades indican que el espacio de los cédigos es una visién sintactica del maravilloso
espacio de Cantor.

3. [0,1] como cociente de XN

Ahora definimos una relaciéon de equivalencia entre los codigos. Seguiremos trabajando en el
caso especifico de base 2. Lo que se hace es sencillamente identificar, “pegar”, cada antecesor con
su sucesor. Para formalizar pensemos recursivamente. Primero decimos ~ es una relacion reflexiva
y simétrica en ¥V, en donde 01 ~ 10, esta es la base de nuestra definiciéon; para la parte recursiva
siu € Xy x ~ y afirmamos que ux ~ uy. La relaciéon ~ es de equivalencia y compatible con la
relacion de orden. Asi entre las clases de equivalencia se da un orden que genera una topologia y
este nuevo conjunto con ésta topologia es precisamente el intervalo [0, 1].

4. Implicaciones Pedagoégicas

Al llegar a un curso de calculo se debe hacer una construccion lo mas formal posible del conjunto
de los reales, suponiendo ya interiorizados los enteros y los racionales. El paso de Z a R se hace
“pegando” dos enteros consecutivos con un intervalo. La parte crucial es pues, la construccion del
intervalo que es lo que se ha bosquejado hasta ahora, como cociente del Espacio de Cantor. Como
el intervalo es un cociente del espacio de Cantor es teéricamente correcto definir el intervalo asi:

Los elementos del intervalo son objetos que se pueden escribir con cédigos de LN y
considerando que el elemento representado por un codigo antecesor es igual a elemento
representado por su sucesor.
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Se puede ampliar la nocién de c6digo anteponiendo una palabra finita que representa el entero a
un elemento de XN, y entre los dos colocando una coma. Asi los cddigos ampliados seran de la forma
“u,2” donde v € X y x € N, Para los codigos ampliados se extrapola también el concepto de
codigo sucesor y antecesor. De esta construccion a grosso modo resulta que es tedéricamente correcto
definir los ntmeros reales asi:

Los reales son objetos que se pueden escribir con codigos ampliados de ¥ = {0,1,...9}
y considerando que el elemento representado por un cddigo antecesor es igual a elemento
representado por su sucesor. Ademas se tendréd en cuenta que si se anteponen 0’s a la
derecha el elemento representado no cambia.

Salta a la vista que la presentacién que se propone tiene la ventaja de ser familiar para los
estudiantes que hayan jugado algo con la representacion en base posicional de los sistemas numeéricos
y en especial de los reales. Abarcar desde este punto de vista los reales como un cuerpo ordenado
arquimediano junto con sus ventajas y desventajas pedagogicas, es el trabajo que se propone para
los investigadores en la ensefianza del célculo.
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UN EJEMPLO DE ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA ENTRE LOS
PROCESOS DE ARGUMENTACION Y DEMOSTRACION EN
TRIGONOMETRIA

Jorge Enrique Fiallo Leal
Escuela de Matemaéticas, Universidad Industrial de Santander
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Resumen: Con el objetivo de analizar la unidad o ruptura cognitiva como una herra-
mienta que permita, entre otras cosas, identificar las dificultades y los avances que se
presentan en los procesos de argumentacién y de demostraciéon en el contexto de apren-
dizaje de las razones trigonométricas en un sistema de geometria dindmica, presentamos
un ejemplo del anilisis de la existencia de unidad o ruptura cognitiva presente en la
resoluciéon de varios problemas de trigonometria.

Palabras clave: unidad cognitiva, argumentacién, demostracion.

1. Introducciéon

Desde hace mas de cuatro décadas, las investigaciones en educacién matemaética sobre el tema
de la demostraciéon han ocupado la agenda de varios investigadores, destacdndose trabajos que van
desde una analisis histérico-epistemolégico del tema, el anélisis del curriculo, el estudio de las con-
cepciones de los estudiantes y de los profesores, hasta el planteamiento de propuestas didacticas
que buscan solucionar las dificultades presentadas en la ensenanza y el aprendizaje de la demostra-
cion (Fiallo 2010). Dentro de los trabajos que investigan las concepciones de los estudiantes sobre
la demostracion, algunos tratan las caracteristicas del razonamiento relacionados con la demostra-
ci6n, principalmente sobre las relaciones entre la argumentacion y la demostracion (Boero, 2007).
Estudian los aspectos cognitivos que entran en juego durante la construccién de una demostracion
para poner en evidencia ciertas dificultades que los alumnos enfrentan en su aprendizaje. Se busca
dar respuesta a preguntas como las siguientes: ;FExiste continuidad o distancia cognitiva entre la
argumentacion producida en la construccién de una conjetura y su demostracién? ;De qué tipo de
continuidad se trata? ;Qué comparar? ;Cémo comparar? ;Cémo identificar la fase de producciéon
de la conjetura y la fase de construccion de la demostracion? (Pedemonte, 2005).

En este manuscrito presentamos un ejemplo, resultado de un estudio de investigacién con es-
tudiantes de 10° grado (14 — 15 afios), que se enfrentan a resolver problemas de planteamiento de
conjeturas y construcciéon de demostraciones de propiedades de las razones trigonométricas en un
ambiente de geometria dindmica (SGD).

2. Unidad cognitiva

Para superar la dicotomia entre argumentacién y demostracién, se han llevado a cabo estudios
que plantean la nocion de unidad cognitiva de un teorema (Boero y otros, 1996), la cual se dirige a
vincular argumentos espontaneos y argumentos matematicamente aceptables:

- Durante la produccién de la conjetura, el estudiante elabora progresivamente su enun-
ciado por medio de una intensa actividad argumentativa que esta entrelazada funcional-
mente con la justificacion de la plausibilidad de sus elecciones;
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- Durante la etapa posterior de demostracién del enunciado, el estudiante hace conexién
con este proceso de manera coherente, organizando algunas de las justificaciones (“ar-
gumentos”) producidas durante la construcciéon del enunciado de acuerdo a una cadena
logica. (Boero y otros, 1996, p.113)

Para el andlisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los procesos de argumentacién
que conducen a la explicacién de una conjetura y su demostracién desde el punto de vista estructural
y del sistema de referencia, Pedemonte (2002, 2005, 2007, 2008) plantea una herramienta basada
en la integracion del modelo cK¢ ! (Balacheff, 1995, Balacheff y Margolinas, 2005) en el modelo de
Toulmin? (1958).

El modelo cK¢ permite analizar el sistema de referencia - unidad cognitiva referencial -que toma
en cuenta los sistemas de representaciones expresivas como el lenguaje, las heurfsticas sobre el dibujo,
etc. y los sistemas de conocimientos como las concepciones (Balacheff, 1995) y los marcos (Douady,
1986) que estan en juego durante la construccion de una conjetura y el desarrollo de su demostracion.
Como la demostracién hace referencia a una teorfa matematica, el sistema de referencia representa
una tentativa de organizar ciertos elementos que intervienen durante la argumentacién para poder
relacionarlos y compararlos con la teoria matemaética que interviene durante la demostracion.

El analisis estructural - unidad cognitiva estructural - puede ser realizado con el modelo de Toul-
min. La estructura es la conexion cognitiva logica entre afirmaciones (la induccion, o la deduccion).

Se puede decir que hay continuidad referencial entre la argumentacion y la demostracion si algunas
palabras, dibujos, teoremas usados en la demostracién han sido usadas en la argumentacion dando
soporte a la conjetura. Hay una continuidad estructural entre la argumentacién y la demostraciéon
si algunos pasos deductivos 6 inductivos usados en la argumentacién estin presentes también en la
demostracién. De lo contrario, si la estructura de la argumentacién es inductiva y la demostraciéon
es deductiva, entonces hay una distancia estructural entre los dos.

3. El modelo cK¢

El modelo cK¢ es una herramienta metodologica propuesta por Balacheff (1995, 2002, 2005) para
el anélisis de los conocimientos que movilizan los estudiantes en la resolucién de un problema. En el
modelo se caracteriza una concepcién por una cuadrupla compuesta de (Balacheff y Margolinas,
2005):

P: Un conjunto de problemas.
R: Un conjunto de operadores.
L: Un sistema de representacion.

Y : Una estructura de control.

'cK¢: conception, knowing, concept (Balacheff y Margolinas, 2005, p. 105)

2Toulmin elabora un modelo de representacion de las argumentaciones matematicas, en el que identifica seis
caracteristicas estructurales que se deben analizar y organizar durante el proceso de argumentacion: el

enunciado (claim), los datos (data), los permisos de inferir (warrant), el indicador de fuerza del argumento
(modal qualifiers), las refutaciones potenciales (rebuttals) y el soporte del permiso de inferir (backing).

3Un marco esta constituido por objetos de una rama de las matematicas, de las relaciones entre los objetos, de
sus distintas formulaciones eventualmente e imagenes mentales asociadas a estos objetos y estas relaciones.

Estas imagenes desempeifian un papel esencial en el funcionamiento como herramientas, de los objetos del marco.
Dos marcos pueden implicar los mismos objetos y diferir por las imagenes mentales y la problematica desarrollada.
(Douady, 1986 p.11)
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F: Fuerza Rp: Refutacion potencial

D: Datos E: Enunciado conclusion

Y

R;i: Un operador de una concepcion C

|
C =P.R.L.Y)

Figura 1. Integracién del modelo cK¢ al modelo de Toulmin.

El ambito de la validez de la concepcién, o esfera de practica, estd constituido por el conjunto de
los problemas que la concepcién permite solucionar.

Un operador es lo que permite la transformacién de los problemas. Los operadores son visibles
en las producciones y los comportamientos del los estudiantes.

Un sistema de representacion (lingliistico o no) permite la expresion de los problemas y de los
operadores. Las representaciones permiten la expresion de los controles, de las acciones y de los
problemas, para la anticipacién y la validacién.

Finalmente, una estructura de control da y organiza las funciones de decision, de eleccion, de
juicio de validez y de adecuacién de la accién.

4. El modelo ¢cK¢ en el modelo de Toulmin

Las concepciones de los estudiantes que permiten construir una conjetura constituyen la base
de la argumentacién. Su movilizacién permite construir el proceso argumentativo. De hecho, es la
concepcion movilizada durante la construcciéon de un argumento la que permite responder a las
preguntas: ;Por qué el permiso de inferir es pertinente para quien argumenta? ; Por qué es correcto?
iPor qué es adecuado? La concepcion movilizada durante la construccion de un argumento puede
entonces remplazar su soporte pues justifica la existencia misma del argumento. Como el soporte de
un argumento corresponde a la concepcién movilizada, entonces el permiso de inferir es uno de los
operadores que constituyen la concepcion (Pedemonte, 2005, p. 327). La estructura del modelo de
Toulmin queda de la siguiente manera al integrar el modelo cK¢ en él (Figura. 1):

Cuando los estudiantes movilizan una concepcién, con frecuencia algunos de sus elementos cons-
tituyentes estan implicitos. En ese caso el soporte estd constituido por los elementos explicitados
de la concepcién. La comparacién entre la estructura de la argumentacién y la correspondiente es-
tructura en la demostracién nos permite analizar las posibles continuidades y rupturas entre ambas
estructuras.



66

5. Un ejemplo de analisis de la unidad cognitiva

AB=7.85 cm
BC=3 44 cm

A AC=7.05cm |C

1 Qué relacion existe entre la medida de los angulos A y B? Expresa B en términos de A. Explica
por qué es verdadera tu conjetura.

Proceso de argumentacion
[1] G1: Cuando el dngulo A va disminuyendo el dngulo B va aumentando, y lo mismo va a
pasar con todas.
[2] Diana: Entonces, que A y B tienen relaciones inversamente proporcionales, que cuando
uno aumenta, el otro disminuye, hay, pongamos esto.

D1: Valores numéricos de 4 visualizados
en Cabri

| tienen relaciones inversamente |
: proporcionales) [2].

BC=3 44 cm

A=26,02 °
A AC=705cm |C

|
|
|
|
|
i I disminuye y viceversa (Los angulos 4 y B I
|
|
|
|
|
|

[3] G1. O sea sPor qué? Tenemos que demostrar, el por qué.

Anilisis y comentarios del proceso de argumentacion

Aunque el grupo no plante6 que los angulos A y B son complementarios, proponen una conjetura
verdadera, pero la enuncian de manera errénea, diciendo que la relacién es de proporcionalidad
inversa.

Los datos numéricos visualizados en Cabri, llevan al grupo a encontrar la relacién planteada por
ellos.

Fl indicador de fuerza es débil, debido a que el Unico argumento estid dado por los valores
numeéricos visualizados en Cabri.

El operador R; es una consecuencia de los valores visualizados en Cabri durante el arrastre.

El sistema de representacion es el archivo de Cabri (figura dindmica con valores numeéricos),
caracterizado por las sucesivas visualizaciones de la figura en la pantalla del ordenador.
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El control lo ejerce el arrastre en Cabri para visualizar los datos numéricos que garanticen la
conjetura planteada.

La forma de argumentacion es constructiva porque los datos visualizados en Cabri, contribuyen
a la construccién de la conjetura.

La estructura de la conjetura es la de una argumentacién inductiva por generalizacién de los
enunciados (datos numéricos de Cabri).

El marco de la concepcién es perceptivo numérico.

Proceso de demostracion

[4] Diana: O sea, que cuando BC' estd en cero, el dngulo. .., estd en 89..., o sea, mire B estd
en 89,8. ..
[5] Mapa: No. .., el dangulo A va aumentando, tiene que ver con el dngulo B que va a disminuir.

[6] Diana: El dngulo A si estd en cero.

[7] Mapa: No, con relacion a éste [senala el angulo A|, éste estd aumentando y este estd
disminuyendo [seniala los angulos A y B|, eso es todo.

[8] Diana: Pero, eso no es lo que yo veo. .., a medida que el lado BC aumenta, oiga, seso, no
nos deberia dar noventa?

[9] Mapa: ;Qué?

[10] Diana: O sea, cuando BC estd en cero, B deberia ser noventa, bueno igual, hay como un
error ahi de cdlculo, entonces, cuando BC aumenta, el dngulo A aumenta y el dngulo B
disminuye.

[11] Diana: Cuando AC es constante, entonces el dngulo A tiene que estar ligado a esta lado y
cuando A supere el valor, o sea BC, hace que el valor de A aumente, entonces A va a superar a
B, isi me entiende?

[12] Diana: Acd como tienen la misma longitud, entonces son iguales, AC, por eso, son iguales.
[13] Diana: Entonces ya, luego, este lado es mayor, y ya, el dngulo A va aumentando y cuando. . .
[14] Mapa: Este también |refiriéndose al angulo B|

[15] Diana: No, mire, o sea cuando BC era menor que AC, el... dngulo B es mayor que A.

[16] Mapa: El dngulo B es igual al dngulo A [se refiere al caso donde AC' = BC'|... Oiga, jesa
no era la conjetura?

[17] Diana: Yo no sé si serd conjetura, o demostracion, no, pero es como una demostracion.
jJorge!

[18] G1: Mira, la relacidn que existe, es como. .. que cuando BC es menor, como AC es constante,
entonces, cuando BC es menor que AC, entonces, el dngulo B va a ser mayor que A.

[19] G1:Y cuando estdn iguales son. .., he, esto..., mira, entonces. .., los dngulos son iguales.
[20] G1: Y cuando BC supera el valor de AC, porque es constante, entonces, el dngulo A se
vuelve mayor que el dngulo B, y empieza o disminuir.

[21] [El grupo escribe en la hoja de trabajo|: “La relacion entre los lados AC y BC' y los dngulos,
LA y LB estd en que cuando el lado BC es menor que la constante AC el ZB es mayor que el
ZA. sin embargo cuando el valorde BC es mayor que el de la constante, el dngulo ZA supera el
valor del /B”.
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|
Dy I |Ei: Cuando un angulo aumenta, el otro|
Da: si ! I disminuye y viceversa (Los angulos 4 y B l
BC = 0=<A = 0%y 2B = 89,8 | tienen relaciones inversamente |

: proporcionales) [2] |

A |
[4] |
|

Re (L1

|
I
Ra: Si BC aumenta =4 aumenta y /B disminuye. [10] :
IRs: 81 BC=AC—=>/4=/B [11], [20] |
|
|
I

Ry SiBC=A4C>/4=/B[12], [19]

——— i . —— —— — — — — ————

Analisis y comentarios del proceso de demostracion

El grupo utiliza argumentos matematicos observados en los datos numéricos de los lados AC y
BC' del triangulo rectangulo ABC' del archivo de Cabri. Expresan lo que ven, utilizando algunos
términos geométricos, pero no sienten que hayan demostrado la conjetura; se preguntan si lo que
estan diciendo es la relacion entre los angulos A v B o la demostracion del enunciado Eq, es decir
el indicador de fuerza es débil.

Los operadores R a Ry que escribimos en forma de implicacién, siguen siendo resultado de los
datos numéricos observados en Cabri. Por otro lado, los estudiantes no justifican por qué estos
operadores son verdaderos, ni por qué justifican la conjetura planteada.

Hay un cambio del sistema de representacion de la figura dinamica de Cabri al lenguaje natural
para enunciar y escribir datos y propiedades observadas, producto del arrastre en Cabri. Al escribir
la demostracién en la hoja de trabajo utilizan simbolos geométricos.

La estructura de control es el arrastre en Cabri (X;) para comprobar numéricamente (X) las
relaciones entre los dngulos A y B y las propiedades descubiertas por el propio arrastre.

El marco sigue siendo perceptivo numeérico.

La estructura de la demostracién es inductiva, y el tipo de demostracion Empirico Ingenuo, al
basar sus argumentos en la generalizacion de los datos observados en Cabri.

Analisis de la unidad cognitiva

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracion

n: numeérico; p: perceptivo n: numérico; p: perceptivo

Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION
E1: Cuando un éngulo aumenta, el otro disminuye y | Ei:

DEMOSTRACION
Cuando un éangulo aumenta, el otro disminuye y

viceversa (Los angulos 4 y B tienen relaciones inversamente

viceversa (Los angulos A y B tienen relaciones inversamente

proporcionales) proporcionales)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERA SIST. DE E.DE OPERAD | SIST. DE E.DE
DORES REPR. CONT ORES REPR CONT
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
Ep;: Cuando un dngule aumenta, el otro disminuye y | Ei Cuando un &dngulo aumenta, el otro disminuye y
viceversa (Los dngulos 4 v B tienen relaciones inversamente | viceversa (Los angulos A y B tienen relaciones inversamente
proporcionales) proporcionales)
L, . ROL L, . ROL
Ri: Generalizacion | Ly: Figura Ri: Generalizacion | Ly: Figura
de los datos | dindmica de | X1 Arrastre en | de los datos | dindmica de | ¥;: Arrastre en
observados en | Cabri < Cabr1. observados en | Cabri < Cabr1.
Cabri. . Cabri.
La: Lenguaje L;:
natural < Rz S1 BC aumenta Lengu _
Le Uso de =/4 aumenta y aje % iy Control
a: w T numético.
datos ZB disminuye. ;lilima
nuUmEricos. Ra: 81 BCAC=/4
~/B. Ly Uso de
. datos
Ry 81 BC = numéricos.
AC=.4 = /B.
Rs: S1
BC<AC=/B=>.4.
Marco Perceptivo — Numérico Marco Perceptivo - Numérico
CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA
Analisis de la continuidad estructural
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva: Los datos ayudan a construir la
conjetura
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Arpumentacion Inductiva (Generalizacion de los | Demostracion Inductiva (Generalizacion sobre los datos)
datos)
TIPO DE DEMOSTRACION
EIl (Generalizacion de los datos observados en
Cabri)

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

La transcripcién, los comentarios y la tabla muestran la unidad cognitiva, caracterizada por la
continuidad referencial y estructural. Esta continuidad no permite la construccién de una demos-
traciéon deductiva. Durante el proceso de construccién de la demostracion, el grupo va encontrando

de manera perceptiva-numérica propiedades que supuestamente les ayudan a justificar la relacion:
relacionan los valores de los 4ngulos con los valores de los lados, plantean propiedades que no jus-
tifican matematicamente, se dedican a ver y expresar propiedades validas, pero no justifican por
qué mientras que un angulo aumenta el otro disminuye. Un aspecto importante que se deriva de la

trascripcién es la toma de conciencia, por parte de los estudiantes, de la necesidad de justificar todas
las propiedades encontradas y planteadas, desde el mismo proceso de argumentacion [3], y también
la confusion que los estudiantes tienen respecto al proceso de argumentacion y de demostrar, en
donde no distinguen un proceso del otro [16], [17].

6. Algunas conclusiones

Este ejemplo plantea un aporte importante en lo siguiente: Cuando el estudiante no tiene plena
claridad sobre lo que tiene que demostrar, lo que realiza en los dos procesos es una bisqueda y
planteamiento de propiedades, producto de la exploracién, que utiliza como un listado de verdades
matematicas validas percibidas en el diagrama, pero que no conducen al planteamiento de una
conjetura, ni de una demostracién relevantes para el problema planteado.
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De acuerdo al planteamiento inicial del constructo de unidad cognitiva (Boero y otros, 1996) y
la hipotesis de Pedemonte (2002, 2005), de que la unidad cognitiva favorece la construccion de una
demostracién, se concluye que esta ayuda es positiva si la argumentacion es deductiva, puesto que la
demostracion (segn su caracterizacion) debe ser deductiva. De acuerdo a nuestra caracterizacion de
demostracién, esta unidad cognitiva determinada por la unidad estructural entre una argumentaciéon
inductiva y una demostracién empirica ingenua, experimento crucial o ejemplo genérico analitico
(Fiallo, 2010) puede ser un obstéculo para favorecer la construccion de demostraciones mas proximas
a las deductivas. En estos casos se deben enfocar los esfuerzos hacia la ruptura de esa unidad
estructural.

Si el estudiante plantea la conjetura soportada en un marco perceptivo numérico y no logra la
ruptura referencial hacia una combinacion de marcos geométricos, algebraicos, analiticos o trigono-
métricos, no es capaz de construir una demostraciéon deductiva.
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Resumen: En este documento se describe un proyecto de desarrollo curricular que
estd en proceso de construccion, el cual busca atender las diferentes problematicas que
rodean los procesos de planeacién, ensenanza, aprendizaje y evaluaciéon del curso de
Calculo I (calculo diferencial) en la UIS. Para el diseno de alternativas se ha seguido
el siguiente proceso: i) revision del estado en que se venia desarrollando el curso; ii)
estudio de resultados obtenidos de iniciativas implementadas previamente por la Escuela,
de Matematicas; iii) disefio curricular que contempla tres ejes rectores: el curriculo, la
atencion a estudiantes y el desarrollo profesional de los docentes, iv) proposicion de
algunas metodologias de implementacién de las alternativas propuestas.

Palabras clave: desarrollo curricular, cilculo diferencial, reprobacion y desercion, for-
macién de profesores, acompafiamiento y seguimiento.

1. Revision de la literatura y descripcion del fendmeno de estudio

Las investigaciones relacionadas con los procesos de ensenanza y aprendizaje del célculo son
cada vez maés frecuentes, debido a que instituciones universitarias de diferentes paises manifiestan
su preocupacion por la amplia problematica que se vislumbra al respecto. La atencion a dicha
situacién se ha intentado atender mediante reformas curriculares que han contemplado cambios en:
los planes y programas de estudio, formacion de docentes y seleccion de recursos de apoyo (libros,
tecnologias, unidades didacticas, entre otros).

Desde el campo de la didactica de las matematicas se han venido desarrollando importantes
estudios en las ultimas décadas, una las més notables exponentes en este campo es Michelle Artigue
(investigadora francesa) quien ha intentado comprender y describir las dificultades de aprendizaje
del célculo por parte de los estudiantes y como el sistema educativo ha influido en ellas. Artigue
(1995) menciona que los métodos tradicionales de ensenanza del calculo se enfocan en practicas
algoritmicas y algebraicas, que inciden en un aprendizaje memoristico por parte de los estudiantes.
Asimismo, Moreno (2005) menciona que frente a practicas rutinarias de ensenanza el profesor tiende
a evaluar a sus alumnos con la proposicién de ejercicios similares o iguales a los presentados en clase,
pues éstos han de mostrar si estdn aplicando su mismo esquema de razonamiento.

Las reformas que se han hecho a los planes y programas curriculares de célculo, como menciona
Artigue (1995) no han influido directamente en la solucién de los problemas y las dificultades de
los estudiantes, pues éstas han consistido bésicamente en quitar o incluir un conjunto de temas.
No obstante, se siguen tratando superficialmente las metodologias de estudio, de ensenanza y la
formacion de profesores.
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Otros acercamientos al problema se han dado alrededor del desarrollo de software que ayude
a construir ideas intuitivas de las nociones de célculo, trabajos como los de Cuevas y Pluvinage
(2009), Mack (1992) y Tall (1986) han presentado algunos avances al respecto. Tall ha destacado
las potencialidades que tiene la tecnologia para favorecer procesos de visualizacion y representacion
de los objetos mateméaticos de estudio.

Moreno (2005) menciona que se han dado otra serie de acercamientos metodologicos producto
de grupos de trabajo de profesores al interior de proyectos educativos universitarios, entre ellos:
i) problematizar los contenidos de estudios con situaciones del contexto; ii) debatir cientificamente
sobre la epistemologia del célculo (se busca que los estudiantes trabajen como si fueran matematicos
mediante la introduccion de diferentes conceptos del calculo en el contexto de problemas cientificos);
iii) los que usan el modelo teorico de la Ingenieria Didéactica propuesto por Artigue (1989, 1991, 1992,
1994).

2. Problematicas que se esperan atender

Los cursos de Céalculo, especificamente de Célculo T (el relacionado con el calculo diferencial), en
la Universidad Industrial de Santander (UIS) han presentado a través del tiempo altos indices de
reprobacion y desercion. Datos cuantitativos presentados por comités académicos de la universidad,
muestran que la materia con el méas alto porcentaje de dificultad en la UIS es precisamente ésta.
Desde la perspectiva de las directivas y profesores de la Escuela de Matematicas, y por varias pueden
ser las causas por las que este sea el curso de mayor dificultad, entre ellas enunciamos las que los
profesores que han estado a cargo del curso mencionan:

1. Los estudiantes no traen las herramientas mateméticas necesarias de su formacién escolar y
por ello no logran comprender los contenidos del curso.

2. Lainclusién de fundamentos mateméticos en plan de estudios del curso de Calculo I, hace mas
extenso el programa y obliga al profesor ir rdpido en el estudio de los contenidos trazados. Por
eso los alumnos no logran procesar toda la informacion.

3. Las metodologias de estudio, por parte de los estudiantes, quienes no tienen una disciplina de
estudio acorde al sistema, universitario.

4. El cambio de los sistemas de evaluacién para los estudiantes, quienes estan acostumbrados a
los procesos evaluativos de la educacién bésica y media. En el colegio se les ofrecen muchas
alternativas para que los estudiantes recuperen una y otra vez una “valoraciéon” lo que se
modifica en la universidad.

5. Las metodologias de ensenanza, aunque la mayoria de los profesores de este curso son de
catedra y éstos a su vez son profesores de colegios. Las maneras de manejar los contenidos en
clase universitaria se modifican. El profesor no puede hacer un acompanamiento tan personal
y para el estudiante esta situacién es dificil de manejar.

6. Los profesores a cargo del curso requieren fortalecer sus competencias conceptuales y didactica
para impartir este curso.

Dichas causas nos llevaron a pensar que es necesario atender el problema tanto de manera pre-
ventiva (antes de que estos estudiantes entre a la universidad) como de forma correctiva (atendiendo
problematicas emergentes de los problemas propios de la ensefianza y aprendizaje del calculo dife-
rencial).
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Por lo anterior, el interés primordial de este proyecto es plantear alternativas para atender la
problematica relacionada con el curso de Calculo diferencial en la Universidad Industrial de Santan-
der con el fin de mejorar el nivel del egresado, asi mismo coadyuvar en la disminucién del fracaso y
desercion de los estudiantes del mismo.

3. Aspectos metodoldgicos del diseno de la estructura curricular planteada

Este proyecto se desarrolla con una metodologia de diseno curricular, el cual consiste en definir las
intenciones, acciones, componentes y fases de una labor educativa, ademés de seleccionar los medios
para realizarla. Este diseno curricular podria calificarse como el producto de una articulacién entre
un conjunto de conocimientos y de acciones. Dicho disefio no puede considerarse como un producto
estatico, sino més bien como un proceso continuo que sirva para conducir acciones, pero revisando
y adecuando las actividades a tiempo real.

La estructura curricular que venimos mencionando esta organizada en los tres ejes rectores, pero
a su vez éstos se desarrollaran mediantesubproyectos de desarrollo y/o de investigacion. Con dichos
proyectos se da prioridad a los actores sociales (docentes y estudiantes) como constituyentes basicos
de la organizacion.

Aqui se considera que la construcciéon de una estructura curricular necesita pensarse con un
caracter procesual, abierto y colectivo evitando la idea de instalar algo para que anule todo lo
anterior. Dicha construccién supone un andlisis y una discusién continua de las alternativas que se
planteen y de los resultados que se vayan teniendo durante el proceso.

Uno de los intereses de la investigadora responsable y del director de la Escuela de Matematicas
es precisamente que la puesta en marcha de este disefio no sea s6lo una iniciativa personal sino un
proyecto de desarrollo curricular de la Escuela de Matemaéticas. Es por ello se proyecta ir involu-
crando paso a paso a profesores (de planta y de catedra) y a estudiantes (de pregrado y posgrado)
con el fin de que el trabajo colaborativo permita la consecucion efectiva de los logros propuestos.

4. Descripciéon de las alternativas curriculares planteadas

Fl célculo ocupa en la educacién superior un lugar primordial, sobre todo en las ingenierias y las
ciencias bésicas es la materia a la que més tiempo dedica el curriculo. Sin embargo, al intentar llevar
a las aulas el contenido teoérico y practico que implica el calculo, se observa una fuerte problemética
en el proceso de ensenanza, aprendizaje, a tal grado, que actualmente el calculo es uno de los factores
causales de la desercion estudiantil (Aparicio, Jarero y Avila, 2007).

Dado que el objetivo de este proyecto es plantear alternativas para atender la problematica rela-
cionada con el curso de Célculo diferencial, se han organizado dichas alternativas en una estructura
curricular que permita atender desde los ejes que pueden ser atendidos a partir de la experticia de
los docentes-investigadores de la Escuela de Mateméticas. En la Figura 1 se muestra un bosquejo
general de dicha estructura y en los apartados siguientes se describen brevemente cada una de las
alternativas disefiadas para cada eje.

4.1 Diseno de alternativas curriculares

Aqui se concibe la necesidad de diseniar instrumentos de evaluacion (prueba diagnostica inicial)
que le den a la universidad mayor informacion sobre el nivel académico en matemaéticas preuniver-
sitarias de los estudiantes que pretenden ingresan a las carreras de ingenierfas y ciencias de la UIS.
Ademas favorecer alternativas para aquellos que tienen debilidades conceptuales. Esas alternativas
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ESTUDIO DE FACTORES
ASOCIADOS AL FRACASO
ACADEMICO
A

UNA ESTRUCTURA CURRICULAR PARA ATENDER LA PROBLEMATICA RELACIONADA
CON LOS CURSOS DE CALCULO EN LA UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

I
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DISENO DE ACOMPANAMIENTO Y SEGUIMIENTO Y
ALTERNATIVAS DESARROLLO PROFESIONAL ACOMPANAMIENTO A
CURRICULARES DE PROFESORES ESTUDIANTES
I
PRUEBA
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Figura 1. Bosquejo de la estructura general del proyecto

deberan contemplar espacios académicos especializados en los que ellos puedan adquirir metodo-
logfas de estudio asi como herramientas conceptuales bésicas que les permitan sobrellevar el curso
de Calculo Diferencial, para esto se ha pensado en realizar un curso de precilculo en dos modali-
dades: uno como programa de extension (para preparar a los estudiantes que desean ingresar a la
UIS) y otro como programa interno de la universidad, el cual serd ofrecido por tnica vez a aquellos
estudiantes que hayan mostrado dificultades en la prueba diagnéstica inicial.

4.2 Acompanamiento y desarrollo profesional de profesores

Hablar del profesor implica hacerlo desde su conocimiento y su desarrollo profesional. Desde el
punto de vista de quien escribe (Parada, 2009, 2011), las creencias juegan un papel importante en
todo lo que se relaciona con el profesor y la toma decisiones en su ambito profesional. Por lo que
cualquier intento de implementar una estructura curricular requiere: detectar, identificar, analizar e
interpretar cudles son esas concepciones y creencias de los profesores sobre el proceso de ensenanza
y aprendizaje de las matemaéticas, en nuestro caso discutir con ellos sobre cémo ellos estan viendo
la problematica de la ensenanza y aprendizaje del Calculo I en la universidad. Esta discusién puede
ser enriquecedora cuando los profesores conforman comunidades de practica o grupos de trabajo
educativo disenadas para tal fin.

Desde una perspectiva de ensefianza y aprendizaje constructivista retomamos lo que mencionan
Benedito, Ferrer y Ferreres (1995) sobre que el profesor universitario deberia provocar procesos
de aprendizaje en el aula, conocer la dindmica de la misma, seleccionar, organizar los contenidos,
facilitar el surgimiento y formulacién de interrogantes, alimentar la discusién y el debate, estable-
cer relaciones positivas, evaluar el trabajo de los alumnos y facilitar la busqueda y construccion
de conocimientos por pate de los estudiantes. Para atender este componente fundamental de la
estructura curricular, se pretende promover la conformacion de grupos de trabajo educativo de pro-
fesores de precalculo (profesores de media vocacional de la region) y Calculo que estén interesados
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en reflexionar sobre los procesos que mencionan Benedito, Ferrer y Ferreres (Op Cit.)
4.3 Seguimiento y acompanamiento a estudiantes

El acompafiamiento es mediacién en cuanto es posibilitador para concienciar y personalizar cémo
se va construyendo el aprendizaje y desarrollando actitudes y conocimiento cientifico en el estudian-
te. El acompafiante establece una relacién de trabajo para colaborar en el proceso de busqueda y
construccion del saber cientifico y de la competencia profesional del acompanado (Lobato, 1997).
El acompafniamiento académico; es un proceso permanente y acumulativo, que busca distinguir for-
talezas y debilidades; el cual permite explicar la légica del proceso vivido, los factores que han
intervenido en dicho proceso, céomo se han interrelacionado entre si y por qué lo han hecho de ese
modo.

FEn la universidad cuenta con dos proyectos de acompaniamiento a estudiantes con bajo rendi-
miento con el fin de atender dudas e inquietudes particulares en materias como Calculo, Algebra
lineal, Fisica y Quimica. Estos programas han mostrado avances significativos, no obstante el pro-
grama de acompahamiento y seguimiento a estudiantes que presentan dificultades en el aprendizaje
del Célculo Diferencial ha pensado constituirse, desde este proyecto, como una alternativa remedial
posibilitada por educadores matematicos formados (profesores de planta y de catedra, asi como estu-
diantes de postgrado — maestria en matematicas, maestria en educaciéon matematica) y educadores
matematicos en formacion (estudiantes de licenciatura en matematicas) para que de manera mutua
se enriquezcan las experiencias de docencia y de construccién del conocimiento alrededor del Célculo
Diferencial.

5. Retos y perspectivas de investigacion

Como se mencioné desde el inicio de este documento, el objetivo del proyecto del que aqui se habla
es plantear alternativas para atender la problemdtica relacionada con el curso de Cdlculo diferencial
en la UIS. Reconocemos que dicho objetivo es muy amplio y complejo de lograr, por ello, se quiere
enfatizar que los resultados de la puesta en marcha de dichas alternativas esperan verse a largo plazo
y que para que puedan evidenciarse cambios positivos y significativos del proceso se requiere de una
comunidad académica y social comprometida con su implementacién. En la Figura 2 se muestra un
esquema de la comunidad que espera constituirse en el proceso.
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Figura 2. Esquema de la comunidad involucrada en el desarrollo del proyecto
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Resumen: Segun estudios de Vicerrectorfa Académica y la Escuela de Matematicas de
la UIS, la asignatura con mayor pérdida es Calculo I. En este documento se muestran los
primeros avances de un trabajo de investigacion -alternativa curricular- que afronta esta
problemética, cuyos propoésitos son: i) implementare un programa de acompanamiento y
seguimiento a estudiantes de Célculo I de la universidad y ii) analizar el efecto generado
de éste en el desempeno académico de aquellos estudiantes que participen en este pro-
grama. Actualmente, este trabajo esta en la etapa de la prueba piloto. Posteriormentese
realizaran las debidas reestructuraciones de esta etapa para mejorar esta alternativa, y
as{ aplicarla en el segundo semestre académico de 2012 de la universidad.

Palabras clave: Célculo, Fracaso académico, Acompanamiento, Seguimiento y Tutorias.

1. Introduccion

Desde hace algunos artios, la Universidad Industrial de Santander ha notado con preocupacién el
alto nivel de fracaso académico . Tras varios estudios de la Vicerrectoria Académica y la Escuela de
Matematicas se encontr6 que alrededor del 70 % de los estudiantes (de ingenierias y otras carreras
afines) que matriculan Céalculo I, la pierden. Se ha visto que algunos de estos estudiantes reprueban o
pierden Célculo I en varias ocasiones: una, dos, tres y hasta cuatro veces. A este fenémeno constante
de reprobacién, lo llamaremos repitencia?. No sélo la repitencia y la reprobacién son constantes
en la universidad, también es constante la desercién en esta asignatura. La presencia de dichos
fendmenos generd en la UIS algunas propuestas de espacios extracurriculares que buscaron ayudar
a reducir dicho porcentaje. Motivados por esta problemética, nos hemos tomado la tarea de disenar
e implementar una alternativa remedial [procesos de acompanamiento y seguimiento| que permita a
los estudiantes de Calculo T de la UIS atender las necesidades (conceptuales o procedimentales) que
manifiesten en el aprendizaje del célculo diferencial.

Al plantear la alternativa mencionada en el parrafo anterior, nacen las siguientes inquietudes:
scomo guiar procesos de acompanamiento y sequimiento académico (tutorias) a los estudiantes que
presentan dificultades en el aprendizaje de cdlculo diferencial? y ;como el sequimiento y acompafia-
miento académico “especializado” influye en el rendimiento de estos estudiantes?

!Se definefracaso académico en Calculo I como la accién de obtener una nota definitiva menor que tres (3.0).
2Repitencia no es un término aceptado por la Real Academia Espafiola, pero es muy frecuente en el &mbito
de la educacién.
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También se plantean otros interrogantes alrededor de las anteriores preguntas: ;qué son y en
qué consisten los procesos de acompanamiento y seguimiento académico?, ;como disenar o plan-
tear alternativas de acompanamiento para estudiantes de Calculo I de la Universidad Industrial de
Santander?

Con el animo de resolver las preguntas de investigacion expresadas anteriormente, se han definido
los siguientes objetivos: i) plantear e implementar un programa de acompanamiento y seguimiento
a estudiantes de Célculo I de la universidad y ii) analizar el efecto generado de éste en el desempenio
académico de aquellos estudiantes que participen en este programa.

2. Aspectos tedricos y revision bibliografica

El acompanamiento es mediacién, en cuanto es posibilitador para concienciar y personalizar cé-
mo se va construyendo el aprendizaje, el desarrollo de actitudes y el conocimiento cientifico en el
estudiante. El acompanante establece una relaciéon de trabajo para colaborar en el proceso de bus-
queda y construccion del saber cientifico y de la competencia profesional del acompanado (Lobato,
1997). El acompanamiento académico es un proceso permanente y acumulativo, que busca distinguir
fortalezas y debilidades; el cual permite explicar la logica del proceso vivido, los factores que han
intervenido en dicho proceso, como se han interrelacionado entre si y por qué lo han hecho de ese
modo.

Alvarez (2010) define la Tutoria como una labor de acompafamiento permanente y orientacion
al alumno durante el aprendizaje. Para Cruz y Abreu (2007) es posible distinguir varios tipos de
tutorfa, los cuales se describen de la siguiente manera:

La tutoria de asignatura, la cual adiciona las horas de aula, con horas de consultorfa en
el cubiculo para apoyar el aprendizaje de la disciplina; en este caso, los tutores tienden
a privilegiar la consultoria de problemas de comprensién en el campo o bien discuten las
razones de la inasistencia o fallas de los alumnos.

La tutoria enfocada a la orientacion pedagdgica, la cual pretende apoyar el desarrollo
de estrategias de aprendizaje y favorece que el alumno domine su propio proceso para
obtener conocimiento.

La tutoria de acompaiiamiento, dirigida a apoyar al alumno durante todo su itinerario
escolar, el cual suele presentar una pluralidad de opciones académicas y profesionales,
que generan disyuntivas en las que el educando requiere del apoyo de un profesor para
orientarlo en sus decisiones, ademés se incluyen los aspectos motivacionales y de apoyo
personal.

La tutoria dirigida a la formacion para la sociedad del conocimiento, orientada a formar
individuos auto-regulados, capaces de actuar en situaciones auténticas, vinculados a la
innovacion y el desarrollo del saber. (Cruz y Abreu, 2007, p.110)

Alvis (2009) manifiesta que los procesos de acompafamiento y seguimiento académico se refieren
a una accién que implica el compromiso de dos o més individuos en la realizacién de una tarea, un
proceso o un proyecto. Alvis (2009) manifiesta que el proceso de acompanamiento y seguimiento
académico delega tres funciones: Consejeria, asesorfa e informacion (p.13).

Se plantea que los tutores encargados estan bajo la imagen de tutoria entre iguales, en Bermejo
(1996) encontramos que este tipo de tutorias se fundamenta en la mayor aproximacién empatica
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que el estudiante tutorado puede encontrar en los tutores proximos en edad y, con probleméticas
semejantes.

3. Aspectos metodologicos

La investigacion que se estd realizando es de caracter cualitativo. La poblaciéon a investigar esta
conformada por los estudiantes de Calculo I de la UIS, que presentan bajo rendimiento o dificultades
en el aprendizaje del calculo diferencial. Para el diseno, recoleccion de informacion, anélisis de datos,
ejecucioén, y posterior evaluacion de la alternativa se tiene estipuladas las siguientes fases del proyecto:

Fase 0. Un primer acercamiento. En esta fase se hizo un estudio de los programas de seguimiento
a estudiantes en la universidad, donde se hace la descripcién del fenémeno de estudio para establecer
un punto de partida.

Fase I. Diseno de la alternativa. A partir del estudio realizado en la fase anterior, se disen6 una
alternativa de seguimiento y acompanamiento a estudiantes, especificamente para Céalculo I de la
UIS; esto a partir de la revision de la literatura y de programas relacionados con el “acompanamiento
y seguimiento a estudiantes”, a nivel nacional e internacional

Fase II. Prueba piloto. Esta fase busca observar la relacién didéactica: profesores en formacion
- estudiantes del curso. A partir de las fases anteriores se ejecuta la prueba piloto, en esta etapa
del proyecto se cont6 con la colaboracion de cuatro profesores de calculo I de la UIS [un profesor
planta de la Escuela de Mateméticas de la UIS —la segunda autora- y tres estudiantes de Maestria
en Educacién Mateméatica uno de éstos fue la primera autoral; el profesor de Didéactica del célculo;
los estudiantes de esta asignatura [quienes fueron los tutores|; y los estudiantes [aquellos con necesi-
dades conceptuales| de los cuatro profesores de Célculo 1. Esta fase busco analizar relaciones como:
experiencia del estudiante de Licenciatura en Matematicas como tutor, y receptividad por parte del
estudiante de calculo I. También estipular para la siguiente fase: el ntimero de tutorias por curso,
nimero de horas de tutorfa por semana, nimero de estudiantes por tutor, alcances de las tutorfas
grupales frente a las tutorias individualizadas.

Fase I1I. Redisefio del plan.Ya obtenidos los primeros datos recolectados en la Fase II se analizaran
estos datos para efectuar un redisefio de la alternativa. De ser admitida esta contribucién, seran
presentados algunos resultados de esta fase en el marco del Cuarto Seminario Taller en Educacion
Matematica.

Fase IV. Puesta en escena. Conseguidos los resultados, realizado su posterior analisis y sacan-
do los datos relevantes para conformar la alternativa, se hara la puesta en escena del proceso de
acompanamiento y seguimiento a estudiantes de Céalculo I en la UIS.

Fase V. Andlisis de los datos de la Fase IV. De los datos obtenidos en la puesta en escena se
realizard un nuevo andlisis para observar y analizar el efecto generado por la alternativa, en el
desempeno académico de aquellos estudiantes que participaran en este programa.

Fase VI. Planteamiento de la alternativa. Al realizar las fases anteriores y analizar los datos
obtenidos en ellas, se planteard una Alternativa de Seguimiento y Acompanamiento a Estudiantes
(ASAE) en la UIS, tal y como se propone en el objetivo I de esta investigacion.

Por altimo, se estipula que al finalizar la ejecucién de la alternativa se elabore el informe final
que presentara los resultados, conclusiones y recomendaciones para posteriores ejecuciones del plan.
Ademas se considera que este proceso serd continuo y estard sometido a modificaciones, si son
pertinentes.
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4. Implementacion de la prueba piloto

La prueba piloto se realiz6 desde el 8 de junio hasta el 5 de octubre 2012. En esta prueba se
grabaron algunas sesiones y se realizaron dos encuestas a los tutores, una antes de iniciar el proceso
y la otra al finalizarlo. Los tutores llenaron un formato de asistencia y otro de su trabajo por sesion
[descripcion de las actividades, estudiantes asistentes y observaciones generales del grupol. Se contd
con la participaciéon de entre 36 y 64 estudiantes. Inicialmente los estudiantes fueron seleccionados
a partir de una prueba diagnoéstica y se distribuyeron 3 estudiantes por tutor. Posteriormente,
los profesores decidian cuales estudiantes continuaban o ingresaban a la prueba piloto, acorde a su
desempeno académico. Tanto los alumnos como los tutores eran supervisados por la co-investigadora
y la investigadora [la profesora Carolina Botello y la profesora Sandra Parada, respectivamente].

5. Primeras reflexiones

Dentro de la Fase IIT (prueba piloto), los errores mas comunes efectuados por los estudiantes
eran de tipo algebraico y trigonomeétrico. No obstante, también demostraban deficiencias en: na-
meros reales (por ejemplo, operaciones elementales de fracciones o niimeros decimales), ecuaciones
lineales y cuadréticas, funciones (racionales, lineales, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas),
composicion de funciones, desigualdades y sistemas de ecuaciones.

Aunque los tutores trabajaron paulatinamente con sus estudiantes (con el fin de sefalar y corregir
sus deficiencias), fue casi imposible solventarlas todas, debido a sus malas bases conceptuales o sus
malinterpretaciones generadas al estudiar un tema determinado. Por ello, en varias ocasiones algunos
tutores dejaban tarea extra a sus estudiantes para que prepararan esos temas en casa, con el fin de
comprometerlos a estudiar sin la asistencia del tutor o del profesor.

Ademas de detectar las dificultades de los estudiantes, es importante destacar las cualidades que
fueron evidentes durante esta fase. En varias ocasiones se observaba que los tutores resaltaban los
errores del alumno, pero en ocasiones el tutor era quien se equivocaba, y su estudiante, quien le
ayudaba. Esta es una fortaleza que tiene la tutoria entre iguales y que se planteara para la Fase IV
de la alternativa.
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Resumen: En este documento se muestra una propuesta que fue implementada en la
Institucion Educativa Distrital (I.E.D) José Félix Restrepo, durante el desarrollo de la
pasantia de extensién de la Universidad Distrital Francisco José de caldas. Para la cual
fueron disenada seis actividades, las cuales consisten en la construccién de los sélidos
platénicos, evidenciando sus caracteristicas y propiedades; con el fin de potenciar las re-
presentaciones que tienen los estudiantes en condicién de discapacidad visual y videntes,
en un aula de inclusion.

1. Problematica

A raiz de las politicas publicas y la obligatoriedad de la integraciéon de estudiantes con necesida-
des educativas especiales en los establecimientos educativos, surgen muchos temores, interrogantes
e incertidumbres por parte de los profesores (Rosich, 1996). El IED José Félix Restrepo es una ins-
titucién la cual integra personas en condicion de discapacidad fisica visual y en la que los docentes
por falta de formacién y las actualizaciones de la educacién, requieren de un apoyo para brindar
oportunidades adecuadas de aprendizaje a los estudiantes. Ademads los estudiantes en condiciéon de
discapacidad fisica visual, presentan dificultades en el desarrollo del pensamiento geométrico en
particular en la identificacién, clasificacién y apropiacion de los poligonos y poliedros.

2. Objetivo general de la propuesta

A continuacién presentamos el objetivo general de nuestra propuesta, asi como los objetivos
especificos:

Potenciar procesos de reconocimiento del espacio bidimensional y tridimensional a partir
de la geometria poligonal y poliédrica en un aula inclusiva para estudiantes invidentes,
mediante el diseno, aplicacién y evaluaciéon de una secuencia de actividades.

Objetivos Especificos

= Disenar, gestionar y evaluar una secuencia de actividades con carécter inclusivo en torno a los
poliedros y poligonos con poblacién ciega adulta.

= Observar y analizar las acciones de inclusion en la clase de matematicas

= Proponer adaptacién de materiales para el reconocimiento de los poliedros y poligonos en
personas ciegas.
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3. Referentes teoricos

Para la construccion de las actividades de la propuesta se tuvo en cuenta cuatro referentes
importantes:

3.1. Referente legal

En este apartado se referencia lo relacionado con las politicas publicas que propenden por la
garantia de derechos educativos para la poblacion con Necesidades Educativas Especiales (NEE),
estos documentos son: constitucion politica, ley general de educacion, plan decenal (2006-2016)
y todas aquellas politicas que estén relacionadas con la educacién a poblacién con discapacidad,
haciendo énfasis en la poblacién en condicién de discapacidad visual.

3.2. Referente didactico

Asf como para las personas videntes son necesarias las representaciones graficas y el dibujo, tam-
bién lo es para una persona invidente, como menciona Rosich (1996) el lenguaje gréafico-geométrico
se presenta como paso conveniente entre la manipulacién y la abstraccién matematizante propia-
mente dicha; como lenguaje adecuado a los esquemas empiricos forjados por las experiencias légico-
matematicas interiorizadas. Ademas el uso de representaciones prefabricadas por parte del profesor
para el alumno invidente, es de bastante ayuda, ya que permite tener una comunicacién hilada con
el estudiante en el momento de realizar una explicacién general de una temética, obteniendo una
mejor comprension por parte del estudiante.

No se debe disponer solo del instrumental, el alumno debe aprender a manejar la apli-
cacién adecuada de los recursos hapticos, tactiles y cenestésicos, y desarrollar destrezas
varias como: dominio de los conceptos topoldgicos, control del esquema y referencias cor-
porales antero-proximas !, orientacién espacial en el ambito del dibujo, determinacion
de posiciones relativas entre los elementos de representacién, reconocimiento de puntos,
lineas y trazos diversos, comparacién de distancia, direccién, y angulos, retencion ade-
cuada del boligrafo, control de la presion sobre el papel, control de la direccién en el
trazo, entre otros. (Rosich, 1996, p. 219, 220)

3.3. Referente Metodologico

Para la organizacién y evaluacién de nuestra propuesta de aula tendremos en cuenta a Van
Hiele desde un anélisis de procesos cognitivos del pensamiento. Donde la matematica se concibe
como un proceso de aprendizaje, este modelo presenta una jerarquia de cinco niveles de aprendizaje
(Corberéan, 1989); en los que se ubican los estudiantes segin sus explicaciones (representaciones) y
el nivel de informacién dada en cada una. Una idea fundamental del modelo de Van Hiele es que
cada uno de los niveles propuestos es consecutivo y no se puede estar en el nivel 1 y pasar de este
al nivel 4, sin antes haber estado en los niveles intermedios. Para la aplicacién de la propuesta se
tomaran en cuenta los tres primeros niveles, los cuales consisten en: Nivel 0: Visualizacion, Nivel 1:
Andlisis, Nivel 2: Deduccion informal.

Teniendo en cuenta los niveles establecidos por Van Hiele, se presentan cinco fases de aprendizaje
geométrico que se estardn presentes en cada nivel:

Fase 1: Encuesta/ Informacion. Esta fase consiste en identificar en los estudiantes los conocimientos
previos, mediante el dialogo e introduccion de lenguaje matemético (geométrico) puesto en juego en
una situacion.

! Antero-proximas: se entendera como la referencia que tiene el estudiante con relacion a objetos y cosas de su
alrededor.
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Fase 2: Orientacion Dirigida. El profesor propone actividades para que los estudiantes realicen y
exploren, la ejecucidon y reflexién propuesta servirian de motor para proporcionar el avance en los
niveles de conocimiento.

Fase 3: Explicitacion. Los estudiantes una vez realizadas las experiencias, expresan resultados y
comentarios. Durante esta etapa el estudiante estructura el sistema de relaciones exploradas.

Fase 4: Orientacidn Libre. Con los conocimientos adquiridos, los estudiantes aplican sus conocimien-
tos de forma significativa en situaciones mas complejas que las presentadas, pero con iuna estructura
semejante a las trabajadas anteriormente.

Fase 5: Integracion. Los objetos y las relaciones son unificados e interiorizadas en un sistema mental
de conocimientos.

Teniendo en cuenta la teoria consultada, a continuacién se presenta la ruta de aprendizaje que
seguirdn los estudiantes en el desarrollo la secuencia de actividades denominada: “Un mundo Polié-
drico”.

3.4. Referente matematico

Para observar la comprension del espacio que tiene el estudiante, desde lo tridimensional a lo
bidimensional (Godino, 2002) realizaremos una secuencia de actividades en donde el objeto de
estudio gira en torno a los sélidos platénicos. Mediante el anélisis de cada uno esperamos encontrar
diferentes tipos de poligonos. Sin embargo es necesario conocer qué es un sélido Platénico, conocidos
como Poliedros Regulares.

Entenderemos poliedros desde la perspectiva de Marin (2001) asi:

Poliedro (poli: varios, edros: caras): solido terminado por superficies planas. Son polie-
dros regulares aquellos que poseen alta homogeneidad, por estar construidos a partir de
poligonos regulares y por converger sobre cada vértice el mismo numero de aristas. Son
poliedros irregulares los que estdn construidos con base en poligonos irregulares y en los
que sobre cada uno de sus vértices convergen un numero irregular de aristas. (p. 6)

Teniendo en cuenta lo que propone Guillén (1991) para la ensenanza de poliedros el primer
acercamiento que tiene el estudiante con un cuerpo geométrico (poliedro) es la caracterizacion del
mismo; es decir su tamano, forma y material. Generando conjeturas que lo llevaran a la construc-
cién, observacion, comparacion, transformacion y modificacion del cuerpo trabajado. Cuando se
construyen los poligonos a partir de los troquelados la mayor virtud es que permite localizar la
atencion en dos elementos: las caras y las aristas. Guillén (1991) también menciona que la actividad
de clasificar los poliedros teniendo en cuenta la particularidad de cada uno, es una caracteristica
esencial de cualquier rama del pensamiento humano y, en particular, una actividad fundamental en
las matematicas. Cuando se quiere realizar una clasificaciéon se debe tener en cuenta:

= Una clasificacion depende del criterio utilizado para dividir en clases todo el universo de la
clasificacién. Lo que importa no es utilizar un criterio, sino que una vez elegido el mismo, se
mantenga a lo largo de todo el proceso.

= Cuando se clasifica, una vez determinado el conjunto universo y el criterio de demarcacién,
cada uno de los elementos del conjunto de partida debe pertenecer a una y s6lo a una clase.

= Las distintas clases de un mismo universo deben dar cuenta de la totalidad del mismo. (Guillén,
1991, p. 23, 24)
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En la secuencia didactica para clasificar los cuerpos geométricos, los estudiantes deben de manipular
los poliedros y posteriormente determinar elementos que sean comunes, que pertenezcan a cada
poliedro para encontrar una caracteristica con los cuales se puedan agrupar.

Para conocer un poco acerca de la historia de los poliedros se tomara como referencia el recorrido
historico que narra Guillen (1997):

El autor ademés de ver los poliedros regulares como las superficies, considera que estas a
su vez estan descompuestas en triangulos rectangulos elementales (isosceles y escalenos).
Considera que las figuras de los elementos del fuego, tierra, agua y aire son los cuatro
poliedros regulares: tetraedro, cubo, icosaedro, y octaedro respectivamente. La tierra
corresponde al cubo, la forma mas sélida y menos maévil. El fuego al tetraedro, por ser
mas aguda y mas moévil. S6lo cuatro poliedros se corresponden con los cuatro elementos
tradicionales. Pero existe todavia un quinto elemento, el dodecaedro, al que platén sim-
plemente alude en esta frase un tanto enigmatica: “Queda sélo una tltima combinaciéon:
Dios la ha utilizado para el todo, cuando dibujé el orden final”, para referirse al universo.

(p. 44)

Es importante la revisién histérica de los poliedros para observar el recorrido epistemolégico y
asi los estudiantes puedan realizar otro tipo de caracterizacion o relacién de cada poliedro con un
objeto de su entorno.

4. Metodologia

Para la elaboracién de la secuencia se tuvo en cuenta dos elementos orientadores, uno desde
los Estandares Basicos para matematicas para determinar los procesos que se deben desarrollar en
el ciclo tres y el otro el Modelo de Van Hiele para la organizacion y desarrollo de las actividades
propuestas. La secuencia busca articular estos elementos orientadores, en miras a desarrollar cla-
ses inclusivas con el pretexto de conocer los poliedros platénicos mediante espacios de discusién,
argumentacion y participacion democratica (todos tienen derecho a expresar su opinién con los ar-
gumentos que considere convenientes para sustentarla), buscando la tolerancia ante la diferencia.

5. Conclusiones

La importancia de tener representaciones de objetos que permitan relacionarlos con un cuerpo
geométrico, es muy significativo para las personas videntes e invidentes, pues al poder relacionar un
objeto con caracterizaciones de un sélido, pueden lograr apropiarse més de las caracteristicas del
cuerpo y sus propiedades. Para los estudiantes invidentes, cualquier tipo de referencias y represen-
taciones son ain mas importantes que para la persona vidente, pues debe realizar representaciones
requiriendo estimular sus otros sentidos para obtener la caracterizacién del cuerpo geométrico y asi
referenciarlo con objetos mas cercanos a él. Esto permite evidenciar que aunque la persona invidente,
a pesar de su discapacidad fisica, logra tener representaciones y referencias diferentes a una persona
vidente, llegando a obtener las caracteristicas de las figuras trabajadas, pues se centra en detalles
que las personas videntes no logran interiorizar con facilidad, por el hecho de ser muy visuales.

La gestion del docente en el uso de instrumentos tangibles que permitan a los estudiantes (videntes
o invidentes) caracteriza cuerpos geométricos, es de vital importancia puesto que con la manipulacion
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de los mismos se logra establecer una deduccién informal acerca de las caracteristicas de un cuerpo,
que se van convirtiendo en formales gracias a discusiones y argumentos que se van obteniendo en el
desarrollo de las actividades propuestas.
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Resumen: La actividad demostrativa involucra dos procesos: el primero es un conjunto
de acciones que favorecen la emision de conjeturas y el segundo son acciones destinadas a
la produccion de una justificacion teorica (Camargo, Samper & Perry, 2006). Dentro del
segundo proceso proponemos una actividad de exploracién de la teoria, gracias a la cual
el sujeto busca justificaciones plausibles de sus conjeturas. Estudiamos el uso de software
para desarrollar esta actividad de exploracién de la teorfa, donde se pueden realizar bus-
quedas de teoremas, definiciones y postulados dentro de una base de datos. Planteamos
la hipotesis de que, “el uso de esta base de datos (asistente de demostracion) caracte-
rizado por un proceso de razonamiento abductivo se transformarédn progresivamente en
propiedad del individuo”.

Palabras claves: Asistente de demostracién, exploracion tedrica, geometria dindmica,
razonamiento abductivo, interiorizacion.

1. Actividad demostrativa en el ambito de la educacién matematica

El grupo de investigacion “Aprendizaje y Ensenanza de la Geometria” de la Universidad Peda-
gogica Nacional (UPN), propone la actividad demostrativa un modelo de estudio de los problemas
de la ensenanza y el aprendizaje de la demostracién. Dicho modelo resalta la relacién entre la de-
mostracion como proceso y como producto (ver figura 1), y comprende dos fases: la primera, es un
conjunto de acciones que favorecen la emisién conjeturas y, la segunda, son acciones destinadas a la
produccion de una justificacion (Camargo, Samper & Perry, 2006).
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Figura 2. Adaptacion del constructo "actividad demostrativa" tomado de (Camargo, Samper &
Perry, 2006)

Nuestro trabajo se centra en la segunda fase, a la que anadimos una doble exploracion: una
exploracién de la figura y una exploracion de la teorfa, caracterizada por procesos abductivos de
razonamiento, por medio de los cuales el sujeto busca justificaciones teoéricas plausibles para los
enunciados que necesita demostrar. Nuestro objetivo es estudiar el impacto del uso del software
“asistente de demostracién” como andamiaje para el desarrollo de dicha exploracién de la teoria.

2. Andamiaje-Asistente de demostracion

“La zona de desarrollo préximo no es una zona estatica, sino dindmica, donde cada paso es una
construccién interactiva especifica de ese momento, que abre, a su vez, distintos cursos de evolucién
futuros” (Garcia, 2003, p.77). Desde este enfoque (Wood, Bruner & Ross, 1976) formulan el concepto
de andamiaje —que refleja este cardcter dindmico y sugiere que el apoyo que se le proporciona al
individuo, es aquel que se ajusta a sus competencias en cada momento y que va variando a medida
que éste puede tener mas responsabilidad en la actividad.

En esta investigacion, andamiaje hace referencia a un asistente de demostracion; este es un soft-
ware para el aprendizaje de la demostracién, desarrollado en la Universidad Industrial de Santander,
utilizado en el curso de Geometria Euclidiana, para las carreras de Matematicas y Licenciatura en
Matematicas. Dentro de las diversas dificultades del aprendizaje de la demostracion, el asistente de
demostracion quiere enfrentar tres: la adquisiciéon de un control 16gico para la enunciaciéon de pasos
de razonamiento, la flexibilidad en el proceso de produccion de pasos de razonamiento (incluyen-
do las estrategias de andlisis y sintesis), y la exploracion de la teoria para encontrar definiciones,
postulados o teoremas susceptibles de justificar las afirmaciones que se quieren demostrar.

Fn el presente trabajo nos centraremos en esta tltima caracterfstica del asistente de demostracion.
Concretamente, el asistente comprende una base de datos de ciento setenta (170) registros con los
postulados, definiciones y teoremas a estudiar en el curso (correspondientes al libro de Geometria
de (Clemens, O Daffer & Cooney, 1998)), v permite realizar busquedas en esa base de datos con
tres criterios: el nombre, el antecedente y el consecuente.
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3. Exploracion teédrica

Camargo, Samper y Perry (2006) reconocen “tres acciones distintas de justificacion.

La explicacién es la accion de aludir a una figura para mostrar resultados, de manera
empirica, después de una exploraciéon previa de un hecho geométrico. En la prueba se
proporcionan afirmaciones con sus correspondientes razones para validar los resultados
obtenidos, pero es un desarrollo deductivo incompleto porque faltan pasos o se cometen
algunos errores de indole nominativo o se hace uso de elementos tedricos que no han sido
validado. Por ultimo, esta la demostraciéon formal; ésta es una justificaciéon elaborada
en la cual, a medida que se van deduciendo afirmaciones, se dan las correspondientes
razones, ciiéndose al sistema axioméatico establecido. (p.374)

Es aqui donde hacemos notar que el individuo recurre a dos tipos de exploracién: una exploracién
de la figura, en la que da prioridad a los enunciados asociados a las propiedades que determina
perceptivamente, y una exploracion de la teorfa, en la que busca en su memoria reglas teéricas ligadas
a los enunciados. Consideramos entonces un razonamiento abductivo —que consiste en construir una
hipotesis destinada a apoyar los hechos o fenémenos propuestos por un problema. Esto es lo que llamé
Charles Sanders Pierce una conjetura, cuyo objetivo es ser la mejor o la més probable explicacion a
dichos fenémenos (Fann, 1970; Beuchot, 1998; Ferrando, 2007).

“Pierce distingue el razonar hacia una hipétesis del razonar desde una hipétesis. Justamente la
abduccién es el razonamiento hacia la hipdtesis, esto es, desde los hechos hacia la hipotesis que
les sefiala su causa o los explica” (Beuchot, 1998, p.57). Creemos que es posible desarrollar esta
exploracion de la teoria primero como una serie de acciones externas al individuo, mediadas por el
asistente de demostracion, que progresivamente el individuo va interiorizando. Para ello nos basamos
en el concepto de zona de desarrollo prézimo de Vygotski.

Esta zona de desarrollo préximo, es el momento en el cual se manifiestan en el Ambito social
las habilidades psicolégicas o las funciones mentales superiores, y existe un momento posterior
donde se manifiestan a nivel individual, es decir, es un fendémeno social que progresivamente se va
transformando en propiedad del individuo (Garcia, 2003). Cada funciéon mental superior, primero
es social —es inter-psicologica—y después es individual, personal, es decir, intra-psicologica. El
paso de inter-psicolégico a lo intra-psicolégico se conoce como interiorizacion —el desarrollo del
individuo llega a su plenitud en la medida en que se apropia, hace suyo, interioriza las habilidades
inter-psicologicas (Garcia, 2003).

4. Nuestra hipotesis

El uso del asistente de demostracién puede considerarse como un andamiaje material para el
proceso de exploracién de la teorfa, y favorece el proceso de interiorizaciéon del mismo.

5. Metodologia

Realizaremos entrevistas clinicas a alumnos del curso de Geometria Euclidiana, que utilizan el
asistente de demostracién, en tres o mas momentos del curso, en las que les plantearemos problemas
de demostracién similares a los trabajados en el curso, y observaremos el uso que hagan del asistente



92

de demostracién, e intentaremos explicitar los procesos de razonamiento que realizan durante la
solucién del problema.

Realizando andlisis a priori y andlisis a posteriori de los diferentes problemas propuestos en las
entrevistas, buscaremos confirmar o refutar nuestra hipétesis de investigacion.

Referencias

Beuchot, M. (1998). Abduccion y Analogia. Analogia filosdfica: revista de filosofia, investigacion y
difusion. 12(1), 57-68.

Camargo, L., Samper, C., & Perry, P. (2006). Una vision de la actividad demostrativa en geometria
plana para la educacién matematica con el uso de programas de geometria dindmica. Lecturas
Matemadticas, Especial, 371-383.

Clemens, S., O "Daffer, P., & Cooney, T. (1998). Geometria con aplicaciones y solucion de problemas.
Meéxico D.F: Adisson Wesley Longman.

Fann, K. T. (1970). Peirce’s Theory of Abduction.La Haya, Holanda: Martinus Nijhoff.

Ferrando, E. (2007). The application of the abductive system to Different kinds of problems. En
D. Pitta-Pantazi, & G. Philippou (Ed.), Fifth Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (pags. 2280-2289). Larnaca, Cyprus: ERME .

Garcia, M. (2003). Construccidn de la actividad conjunta y traspaso de control en una situacion de
Juego interactivo padres-hijos (Tesis Doctoral). Universitat Rovira i Virgili, Tarragona, Espafa.

Wood, D.; Bruner, J., & Ross, G. (1976). The role of tutoring in problem solving. Juornal of Child
Psychology and Psychiatry, 17, 89-100.



93

CARACTERIZACION DE LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO DE VAN HIELE
ESPECIFICOS A LOS PROCESOS DE DESCRIPCION, DEFINICION Y
DEMOSTRACION EN EL APRENDIZAJE DE LAS RAZONES
TRIGONOMETRICAS

Danny Luz Algarin Torres
dannyalgarin@gmail.com

Jorge Enrique Fiallo Leal
jfiallo@uis.edu.co

Universidad Industrial de Santander

Resumen: En este documento se presentan las bases teéricas de una propuesta de inves-
tigacion que busca caracterizar los descriptores de los procesos de descripcion, definicion
y demostracion en cada uno de los niveles de razonamiento de los estudiantes, especificos
para el tema de las razones trigonométricas. Se proponen las ideas de una primera cate-
gorizacion, basada en el anélisis de los resultados obtenidos en la investigacion realizada
por Fiallo (2010) sobre el estudio del proceso de demostracion en el tema de las razones
trigonométricas.

Palabras clave: Niveles de Van Hiele, software de geometria dindmica, procesos mate-
maticos de descripcion, definicién y demostracion.

1.Introduccion

Los bajos resultados en el drea de mateméaticas de los estudiantes colombianos en las pruebas
externas e internas es un tema ampliamente conocido. Los alumnos llegan a los niveles superiores con
muchas falencias en las competencias matematicas, debido a los numerosos obstaculos y dificultades
que se presentan para que el proceso de adquisicién de competencias pueda ser exitoso.

Precisamente, en los grados superiores, una de las dificultades a las que se enfrentan los docentes
y estudiantes es la ensenanza y aprendizaje de la trigonometria. Como una alternativa para brindarle
al estudiante herramientas y estrategias que le permitan aprender conceptos y desarrollar procesos
de razonamiento; Fiallo (2010) presenta un estudio en el cual entrega informacion relevante sobre la
comprension del proceso de demostracion, a partir del disefio, implementacién y evaluacién de una
unidad de ensenanza de las razones trigonométricas. En esta propuesta se uso las fases de aprendizaje
del modelo de Van Hiele como componente didéactica para el disetio de la unidad de ensefianza, pero
no se realizé una caracterizacién de los niveles de razonamiento concernientes al tema de las razones
trigonométricas.

Tomando en cuenta lo anterior y con miras a lograr que el estudiante, a partir de situaciones
concretas desarrolle su proceso de razonamiento, que adquiera y comprenda conceptos y relaciones
matematicas que favorezcan el aprendizaje de las razones trigonométricas, y sobre todo, que las
situaciones planteadas favorezcan el transito de los estudiantes de un nivel de razonamiento a otro
superior, nos formulamos la siguiente pregunta de investigaciéon: ;Cudles son los descriptores que
caracterizan los procesos de descripcion, definicion y demostracion en cada uno de los niveles de
razonamiento de Van Hiele de los estudiantes cuando se estudian las razones trigonométricas?
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La pregunta de investigacién nos lleva a formular el siguiente objetivo general: Caracterizar
los niveles de razonamiento de Van Hiele especificos a los procesos de descripcion, definiciéon y
demostracién en el tema de las razones trigonométricas.

2. Marco conceptual

Teniendo en cuenta que hasta el momento estamos en la etapa de revision de la literatura, pre-
sentamos a continuacién algunos aspectos del marco conceptual que fundamenta nuestro trabajo, el
cual toma referencias de las siguientes corrientes de investigaciéon: estudio de los procesos matemé-
ticos, el modelo de Van Hiele y uso de software de geometria dindmica, ya que éste es una de las
componentes metodolégicas en el disenio de la unidad de ensehanza.

3. Procesos matematicos

Para Gutiérrez (2007), aprender matematicas es principalmente, aprender una serie de procesos
como: observar y describir, analizar y definir, comparar y clasificar, explicar y demostrar, imaginar
y visualizar. Este autor considera que basados en el modelo de Van Hiele, podemos comprender,
plantear y desarrollar unidades de ensenanza que nos ayuden a promover estos procesos mateméti-
cos. Por otro lado, en los principios y estandares de la educacion mateméatica del NCTM (National
Council of Teachers of Mathematics), se proponen los siguientes estandares de procesos: resolucion
de problemas, razonamiento y demostracién, comunicacién, representaciéon y conexiones, los cuales
deben ser transversales en la ensenanza de los cinco estidndares de contenidos, alli propuestos. El
Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998), plantea que, de acuerdo con una vision global e inte-
gral del quehacer matematico, para organizar el curriculo se deben considerar los procesos generales
que tienen que ver con el aprendizaje, tales como: el razonamiento; la resolucién y planteamien-
to de problemas; la comunicacién; la modelacién y la elaboracién; comparaciéon y ejercitacién de
conocimientos bésicos, que tienen que ver con procesos especificos que desarrollan el pensamiento
matematico y con sistemas propios de las matematicas.

El objetivo de ensenar las habilidades del pensamiento no se deberia considerar, por
tanto, como algo opuesto al de ensenar el contenido convencional sino como un comple-
mento de éste. La capacidad del pensamiento v el conocimiento son como la trama y la
urdimbre de la competencia intelectual, y el desarrollo de cualquiera de las dos cosas en
detrimento de la otra, nos produciria algo muy distante de una tela de buena calidad.
(MEN, 1998)

En nuestro trabajo de investigacién, por las caracteristicas del tema escogido y las actividades
planeadas, se consideraran solamente los procesos de descripciéon, definicién y demostracion.

Respecto a estos procesos, tenemos que: la palabra describir en todos los niveles de razonamiento
puede asociarse a listas de propiedades o caracteristicas de los conceptos, con lo cual entendemos
que este proceso se da si los estudiantes elaboran un listado de propiedades fisicas o las propiedades
y elementos matemaéticos de los objetos en cuestion (Guillén, 2004); la definicidn se concibe general-
mente como un enunciado de las caracteristicas y propiedades inherentes de un objeto matematico,
las definiciones expresan las propiedades que los caracterizan (objetos) y los ubican dentro de una
red de relaciones establecidas (Florez, s.f.); la demostracion se concibe como el proceso que incluye
todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar con
miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacién
matematica (Fiallo, 2010).
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3.1 Modelo de Van Hiele

El modelo de Van Hiele, estd formado por dos componentes: los niveles de razonamiento, que
describen la forma como los estudiantes razonan cuando efectian diversas actividades para un tema,
desde el razonamiento intuitivo hasta el razonamiento abstracto formal y las fases de aprendizaje, que
ayudan al profesor a organizar las actividades para que sus estudiantes puedan avanzar de un nivel
de razonamiento al inmediatamente superior. El modelo considera cinco niveles de razonamiento,
siendo el ultimo nivel el de rigor, el cual no se alcanza en la escuela secundaria, por lo que en
nuestro trabajo no lo tendremos en cuenta. Es caracteristico del modelo el seguimiento de un orden,
la adyacencia, las relaciones y el lenguaje propio de cada uno de los niveles, ademas, el paso de un
nivel de pensamiento y conocimiento a otro no va asociado a la edad y sélo alcanzado un nivel se
puede pasar al siguiente. La transicién entre niveles s6lo es posible con el aprendizaje de un nuevo
lenguaje por ese motivo dos personas que razonan en niveles diferentes, no se pueden entender.

En cuanto a las caracteristicas de los procesos de descripcién, definicion y demostracion de los
niveles tenemos:

Nivel 1 Reconocimiento: los estudiantes razonan sobre conceptos basicos, tales como formas
simples, principalmente por medio de consideraciones visuales del concepto como un todo (Burger
y Shaughnessy, 1986). Describen las propiedades y elementos fisicos de los objetos matemaéticos,
no hay razonamiento matematico, por lo que no realizan ningtun tipo de demostracion (Gutiérrez,

2007).

Nivel 2 Andlisis: los estudiantes razonan sobre los conceptos por medio de un anélisis informal
de las relaciones y propiedades, se establecen las propiedades necesarias del concepto (Burger &
Shaughnessy, 1986). Describen propiedades y elementos matematicos de los conceptos, usan defini-
ciones de estructura logica simple, construyen definiciones a partir de un listado de las propiedades
conocidas (Gutiérrez, 2007), realizan demostraciones de tipo empirico ingenuo, experimento crucial
basado en ejemplo, experimento crucial constructivo y ejemplo genérico analitico (Fiallo, 2010).

Nivel 8 Deduccion informal: los estudiantes ordenan légicamente las propiedades de los concep-
tos, construyen definiciones abstractas y pueden distinguir entre la necesidad y suficiencia de un
conjunto de propiedades al determinar un concepto (Burger & Shaughnessy, 1986). Usan cualquier
tipo de definicion (Gutiérrez, 2007). Realizan demostraciones de tipo ejemplo genérico intelectual,
experimento mental transformativo y experimento mental estructurado (Fiallo, 2010).

Nivel 4 Deduccion formal: El estudiante razona formalmente dentro del contexto de un sistema
matematico, completo, con términos indefinidos, axiomas, un sistema légico subyacente, definiciones
y teoremas (Burger & Shaughnessy, 1986). Se admite la existencia de definiciones equivalentes, se
puede demostrar la equivalencia de definiciones (Gutiérrez, 2007). Realizan demostraciones de tipo
experimento mental estructurado, deductiva formal transformativa y deductiva formal estructurada
(Fiallo, 2010).

Con relacion a las fases de aprendizaje, segun Crowley (1987) tenemos que:

= Fgse 1 Informaciéon: En esta etapa inicial el profesor y los estudiantes conversan y realizan
actividades sobre los objetos de estudio de este nivel.

= Fase 2 Orientacion dirigida: Los estudiantes exploran el tema de estudio a través de los ma-
teriales que el profesor ha ordenado cuidadosamente. Estas actividades deben revelar gradual-
mente a los estudiantes las estructuras caracteristicas de este nivel.

= Fgse 3 Explicacion: Apoyandose en sus experiencias previas, los estudiantes expresan e inter-
cambian sus incipientes puntos de vista acerca de las estructuras que han observado.
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= Fuse 4 Orientacién libre: Los estudiantes encuentran tareas mas complejas, tareas con muchos
pasos, tareas que se pueden realizar de varias formas y actividades abiertas.

= Fuse 5 Integracion: Los estudiantes analizan y resumen lo que han aprendido, con el fin de
tener una visiéon global de la nueva red de objetos y relaciones.

La evaluacién es una de las claves de este modelo ya que para la asignacién de niveles, se
deben tener en cuenta algunas ideas previas:

= El nivel de razonamiento de los estudiantes depende del area de las matematicas que se trate.

= Se debe evaluar cémo los estudiantes contestan y el porqué de sus respuestas, més que lo que
no contestan o contestan bien o mal.

= Fn las preguntas no esta el nivel de los estudiantes sino que esta en sus respuestas.
= En unos contenidos se puede estar en un nivel y, en otros diferentes, en nivel distinto.

= Cuando se encuentran en el paso de un nivel a otro puede resultar dificil determinar la situaciéon
real en que se encuentran.

3.2 Uso de software de geometria dinamica

Teniendo en cuenta que la unidad de ensefianza que nos proponemos disenar utilizara un entorno
de geometria dindmica, debemos tener en cuenta los resultados de investigaciones que nos indican
sobre los beneficios y riesgos de su uso, especialmente en lo referente al desarrollo de los procesos
planteados. Al respecto Noss y Hoyle (1993) expresan que a los estudiantes se les debe ofrecer un
conjunto de actividades computacionales cuidadosamente disenadas en formas que pueden ser a la
vez funcionales y ludicas, de modo que al interactuar con el software pueda discriminar los conceptos
y relaciones matematicas especificas a la situaciéon. Esto, conlleva a la generalizacion y sintesis de
las ideas en un marco matematico coherente.

Mariotti (2006) explica que el uso de herramientas computacionales, como primitivas, macro o
arrastrar - puede ser aprovechado por el profesor con el objetivo de desarrollar el significado personal
de los estudiantes hacia la matematica con significados, segiin objetivos didacticos especificos. Con
relacion al uso del arrastre Arzarello (2000) opina que el docente mediante intervenciones adecuadas,
debe promocionar su uso consciente y ademads debe ensefiar las diferentes tipologias existentes como
el arrastre guiado y la prueba de arrastre entre otras.

4. Aspectos metodologicos

La investigaciéon que se desarrollara serd de tipo cualitativo; se llevara a cabo con estudiantes de
grado 10° de la Institucion Educativa Luis Carlos Galan de Bucaramanga durante el primer semestre
del 2013. Para conseguir el objetivo planeado se tendran en cuenta las siguientes fases:

a) Primera fase: Elaboracion del proyecto. En esta etapa se hace necesario una revision de la
literatura para verificar el estado de las investigaciones y posteriormente seleccionar un marco
conceptual acorde al problema.

b) Segunda fase: Trabajo de campo. Esta fase tendra dos momentos:

e Elaboracion de una propuesta de descriptores para los procesos de descripcion, definicién
y demostracién de cada nivel de Van Hiele para el tema de las razones trigonométricas y
disenio de las actividades a ejecutar con los estudiantes.
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e Implementacion de las actividades, aplicacién de pre-test y post-test.

c) Tercera fase: Anélisis de los datos. Esta fase nos permitira contrastar los datos obtenidos
con la caracterizaciéon propuesta de modos que encontremos respuesta a la pregunta de la
investigacion.

d) Cuarta fase: Conclusiones y resultados del proceso. En esta fase podremos presentar una
propuesta formal para los descriptores de los niveles de razonamiento de Van Hiele de los
estudiantes para el tema de las razones trigonométricas.

5. Avances

Aunque en este momento nos encontramos en la fase de revision de literatura y elaboracion de
un marco conceptual que nos permita sustentar el trabajo a realizar, hemos ido avanzando en la
construccién de una primera propuesta de los descriptores de los niveles de Van Hiele teniendo en
cuenta las actividades disenadas por Fiallo (2010), en primera instancia consideramos pertinente
analizar cada actividad por separado, de modo que sean la base de una caracterizacién general de
toda la unidad de ensenanza que planeamos redisenar.

En el siguiente cuadro se observa algunas de las caracteristicas de los niveles para la actividad 1:
Razones trigonomeétricas para tridngulos rectangulos.



Proceso

Nivel

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4

Descripcién

Describen los
elementos y las
propiedades de
los triangulos
rectangulos, e
identifican  los
angulos internos
y externos del
triangulo.

Identifican las
seis razones
trigonométricas
en el triangulo
rectangulo y las
describen como
“cocientes”

entre los lados
del tridngulo
rectangulo.

B Describen las razones
trigonométricas como la
relaci6én entre pares de
lados del triangulo rec-
tangulo.

B Reconocen que el valor
de las razones trigono-
métricas de un triangulo
depende de la amplitud
de los angulos del trian-
gulo pero no depende de
las longitudes de sus la-
dos.

B Reconocen con ayuda de
SGD que las razones tri-
gonométricas seno y co-
seno varian entre cero y
uno; tangente y cotan-
gente entre cero e infi-
nito; secante y cosecante
entre uno e infinito.

B Reconocen que seno y
cosecante; coseno y se-
cante; tangente y cotan-
gente son reciprocas res-
pectivamente.

B Reconocen que los angu-
los agudos del triangu-
lo rectangulo son com-
plementarios.

B Reconocen con ayuda de
SGD que:
sen (A) = cos (90 — A);
cos (A) = sen (90 — A);
tan (A) = cot (90 — A);
cot (A) = tan (90 — A);
sec (A) = csc (90 — A);
cos (A) = sec (90 — A);

B Reconocen que:

sen(A)

tan (A) = Gos(A)

Uso de

definiciones

B Usan las definiciones de
las razones trigonomé-
tricas del triangulo rec-
tangulo:

n _ __opuesto .
sen <A) hipotenusa’

n _ adyacente
cos (A) ~ hipotenusa’

n — opuesto |
tan (A> adyacente’

__ adyacente ,
" cot(A) = opuesto *

hipotenusa
n — hip .
sec(A) = i acente ’

_ hipotenusa .
W ese(A) = “ueste

Relaciona las de-
finiciones de las
razones en trigo-
nométricas en el
triangulo rectén-
gulo como cocien-
te y como relacién
entre magnitudes
reales positivas.

Se admiten
definiciones
equivalentesde las
razones trigono-
métricas: seno,
coseno, tangente,
cosecante, secante
y cotangente
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Comprenden las defini-
ciones:

__ __opuesto
sen(A) = Fipotenusa’
A) — -adyacente . L X
cos (A) = Thipotenusa’ Conjunto de propiedades
Formulacién necesarias y suficientes
de defini- tan (A) = Zpufsto . Encontrar relaciones entre
H i6 adyacente’
clonescion v las razones
_ adyacente . trigonométricas
cot (A) = =422t
opuesto
ec (A) = hipotenusa .
se = “adyacente ’
csc(A) = hipotenusa
opuesto
dentiRealizan demostra- B Realizan de-
ciones empiricas de las mostraciones
. . iri i - n i -
. propiedades reconocidas empiricas (Ege.m Realiza demostra
Demostracién plo Genérico ciones deductivas

de las razones trigono-
métricas (Empirica In-
genua, Experimento cru-
cial, Ejemplo Genérico

Intelectual)

B Realizan de-
mostraciones

(Deductivas For-
males

Analitico) deductivas

(Experimento
Mental)
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LA FORMACION DE PROFESORES QUE ENSENAN ESTADISTICA DESDE LA
INVESTIGACION COLABORATIVA

Difariney Gonzilez Gémez !

difariney@gmail.com
Universidad de Antioquia

Resumen: En este documento se presenta el planteamiento del problema y un plan para
el desarrollo de una investigacién apoyada por la linea de formacién de profesores. Se
abordan temas como el conocimiento profesional de los profesores que ensenan estadisti-
ca cuando participan y reflexionana través del trabajo colaborativo. La metodologia que
se plantea es bajo el paradigma cualitativo con un enfoque critico-dialéctico adoptando
la investigacion colaborativa como horizonte metodolégico. Los profesores participantes
en esta propuesta constituirdn una comunidad de practica en la que compartirén, estu-
diaran, reflexionaran y actuarin sobre sus propias realidades de la clase de estadistica.

Palabras clave: Formacion de profesores, conocimiento profesional del profesor, comu-
nidad de practica, investigacién colaborativa.

1. Introduccion

En la primera y segunda parte de este articulo se incluye una breve descripcion del problema y
un acercamiento al marco referencial de la investigacion en curso con la finalidad, de contextualizar
y facilitar la comprensién de las reflexiones metodolégicas que se han ido dando en el desarrollo de
la propuesta de investigacion. En la tercera parte, se presenta la investigacién colaborativa como
herramienta metodolégica para trabajar con profesores en ejercicio.

La construccién de esta propuesta de investigacion ha sido desafiante pero me ha permitido
pensar profundamente en la formacién de los profesores que ensenan estadistica y en los retos
de los programas de formacién para superar propuestas estaticas y alejadas de la realidad de los
profesores. Cabe mencionar que la presente propuesta de investigacion se encuentra en construcciéon
v hasta el momento hemos planteado la pregunta de investigacién: ;cémo se moviliza el conocimiento
profesional de los profesores que ensenan estadistica a través de la participacién y reflexiéon en una
comunidad de practica?

2. Presentacion del problema

La formacion de profesores es de actual interés en el campo de la investigaciéon en educacion
y se ha abordado desde diferentes miradas (Toledano-Perez, 2008). Algunas posturas han estado
relacionadas con el desarrollo curricular, la evaluacion, la cognicion del profesor, la didactica, entre
otros aspectos que apuntan a la mejora de la educacién.

Un primer aspecto problemaético es el aislamiento de la profesion del profesor, es decir, los profe-
sores tienden a trabajar solos, viéndose enfrentados a asumir el control total de lo que pasa dentro
del aula de clase (Horn, 2012; Chauraya & Brodie, 2012).

!Estudiante de Doctorado en Educacién en la linea de Educacién Matematica, Universidad
de Antioquia Docente Universidad de Antioquia.
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Los profesores tienen poca interaccién con sus colegas para compartir su experiencia y en algu-
nos casos cuando hacen parte de programas de formacion, el flujo de ideas es unidireccional y no
multidireccional (Kumar & Subramaniam, 2012).

Otro aspecto problematico en la formacion de profesores es el distanciamiento entre teoria y
préactica, debido a que en muchos programas de formacién el conocimiento evoluciona por un lado,
mientras que las experiencias de los profesores que trabajan en las aulas se desarrollan por otro
(Vaillant, 2009; Séanchez, 2011; Parada, 2011). Finalmente, existe una problematica relacionada
con el conocimiento profesional de los profesores que ensefian estadistica, ya que se ha dado a la
estadistica un papel invisible en algunos casos, o de poca incidencia en la educacién secundaria y
en la formacién de profesores. Por tanto, es comun que algunos profesores tengan preocupaciones y
tensiones al ensefiar estadistica, debido a que consideran tener una escasa preparaciéon en el area.

Lo anterior nos lleva a considerar que es importante generar y fortalecer espacios de discusion y
conversacion en los cuales el profesor pueda compartir sus explicaciones, su sentir y su experiencia
en el aula de clase. Es decir, es conveniente tener programas de formaciéon en donde los profesores
puedan trabajar en forma colaborativa y tener espacio para observar y dejarse observar, contar y
escuchar sus experiencias y las de los demés. En otras palabras, hay una necesidad de espacios de
formacién en donde el profesor tenga confianza en sus colegas y sea visto desde diferentes dimensiones
(Krichesky & Murillo, 2011; Horn, 2012; Parada, 2011).

3. Marco referencial

En la presente secciéon presento una aproximacién a la fundamentacién tedrica la cual consta de
tres ideas que han sido centrales para construir la investigacion. La primera es la comunidad de
prdctica, la segunda relacionada con el conocimiento profesional del profesor y la tercera el modelo
de reflexion-accion.

3.1. Comunidad de practica

La ultima década ha sido testigo de la creciente demanda para mejorar la ensenanza de la mate-
mética, se ha generado una necesidad por parte de los profesores de unir fuerzas y experiencias en
colectivo. Es asi como empiezan a consolidarse grupos de trabajo colaborativo donde cada integrante
participa voluntariamente. Muchas investigaciones se han enfocado desde una perspectiva sociocul-
tural, centrandose en los aprendizajes construidos por los profesores cuando participan y reflexionan
en una comunidad de practica (Horn, 2012; Parada, 2011; Lupu, 2010; Chauraya & Brodie, 2012;
Escudero, 2009). Los resultados de estas investigaciones afirman que las discusiones entre profesores
pueden posibilitar reflexiones que lleven a favorecer la practica del profesor y pueden atender a las
necesidades de sus vivencias en el aula de clase.

Una comunidad de practica se define como un grupo de personas informalmente unidas (Wenger,
2001; Lupu, 2010). Las personas en una comunidad de practica comparten preocupaciones e intereses
comunes en forma fluida y libre, profundizan y construyen de manera colaborativa conocimiento
encontrando modos creativos que permiten desarrollar nuevas aproximaciones de soluciones a los
problemas del aula de clase. En una comunidad de préactica los profesores tienen la oportunidad de
participar de actividades conjuntas, discusiones y relaciones que les permiten aprender de los otros
de tal forma que el aprendizaje se constituye como un proceso de participacién en la comunidad.

Este estudio se fundamenta en una comunidad de practica debido a las potencialidades que la
comunidad ofrece para el trabajo colaborativo de los profesores. Pretendo tabajar con profesores
que pertenezcan a la mesa de trabajo de matematicas?. Considero que este grupo de profesores ya
tienen una dindmica de trabajo colaborativo que puede facilitar el desarrollo de la investigacion.

2Las mesas de trabajo estan conformadas por un grupo de profesores que trabajan de manera voluntaria.
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3.2 Conocimiento profesional del profesor

Referente al conocimiento profesional del profesor, cabe senalar que algunas investigaciones como
las de Marcelo (1992) y Bolivar (2005) coinciden en mencionar los trabajos de Lee Shulman (1986,
1987) como desencadenantes de las discusiones sobre el conocimiento y la formacion de los profesores.

Posteriormente Debora Ball y sus colaboradores (Ball, 2005; Ball, Hill & Bass, 2005; Hill, Rowan
& Ball, 2005) quienes trabajan enmarcados en la propuesta de Shulman hacen aportes en el campo
de la educacién matematica. FEstos autores hacen referencia al conocimiento matematico que los
profesores necesitan para que los estudiantes aprendan. Los autores proponen cuatro componentes:
conocimiento disciplinar comin, conocimiento disciplinar especializado, conocimiento disciplinar y
de estudiantes y, finalmente el conocimiento displinar y de ensenanza.

Autores como Ponte (2012) hacen referencia al conocimiento profesional del profesor, tomando
una postura mucho més integral a la propuesta por Shulman (1986). Para Ponte (2012), el conoci-
miento profesional estd comprendido por cuatro dimensiones que se conjugan formando una unidad
sin dar espacio a fragmentaciones. Una primera dimensiéon viene dada por la disciplina que es ob-
jeto de ensenanza, denominada el conocimiento de la matematica para su ensenanza. Una segunda
dimensién es el conocimiento que se tiene de los estudiantes y de sus procesos de aprendizaje. Una
tercera dimension estd relacionada con el conocimiento del curriculo, en este caso se hace referencia
al conocimiento de las finalidades y objetivos principales de la ensefianza de la estadistica. Final-
mente la cuarta dimensién esté relacionada con el conocimiento de la practica educativa, lo cual
constituye el nicleo fundamental del conocimiento profesional del profesor.

3.3 Modelo reflexion-y-accion en comunidades de practica: un modelo de desarrollo
profesional

El modelo de reflexion-accion propuesto por Parada (2011) se fundamenta en el desarrollo del
pensamiento reflexivo que se posibilita mediante el trabajo colaborativo entre profesores. En el
modelo reflexion y accion se rescata la necesidad de reflexionar antes, durante y después de la clase.
Teniendo presente que se necesitan analizar muchos aspectos del quehacer del profesor, Parada
(2011) centra la atencion en tres aspectos que componen el pensamiento reflexivo del profesor de
matematicas: el pensamiento matematico escolar, el pensamiento pedagogico y didactico del 4rea y
el pensamiento orquestal.

En las secciones anteriores se han presentado algunos referentes conceptuales que son esenciales
para el desarrollo de la propuesta. Concuerdo con varios de los puntos antes mecionados, sin embargo,
adopto la propuesta de Ponte (2012) referente al conocimiento profesional del profesor, debido
a que este modelo no concibe la posibilidad de separar unas dimensiones de otras y aunque se
intentan establecer diferencias se resalta que todas deben estar presentes en la labor del profesor
cuando ensenia matemaética. En este punto cabe mecionar que cuando el profesor ensena estadistica
estd presente la estadistica, estan presente los objetivos y principios curriculares, estd presente el
conocimiento que se tiene de los estudiantes y las formas de aprendizaje, asi como también el
conocimiento de las dindmicas de trabajo, los recursos y la practica.

4 Metodologia

La presente propuesta se desarrollard de acuerdo al paradigma de investigacién cualitativo bajo
un enfoque critico-dialéctico donde se concibe al profesor como resultado de los procesos sociales e
histoéricos, determinado por contextos econémicos, politicos y culturales y al mismo tiempo como un
ser transformador de esos contextos. Se tiene una concepcion de realidad, entendiendo la realidad
como una visiéon dinamica, el mundo es inacabado y en constante construcciéon (Sanchez, 1998).
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Los participantes para esta propuesta serdn profesores en ejercicio de primaria o secundaria
que hagan parte de una mesa de trabajo de matemaéticas activa y que tengan un interés por la
estadistica. Los profesores se reunirdn cada 15 dias en un espacio de 3 horas durante un semestre.
Ellos participaran en un programa de formacion que se desarrollard bajo la concepciéon de una
comunidad de practica en la cual se resalta la importancia del aprendizaje informal y del trabajo
colaborativo (Lupu, 2010).

Fn este punto resalto la investigacién colaborativa debido a que ésta constituye el horizonte me-
todologico. Tomo como referentes a Boavida y Ponte (2002) y Cano y Garcia (2010) comprendiendo
que una investigaciéon se torna colaborativa cuando surge de un grupo de profesionales el compromiso
por trabajar juntos frente a un objetivo comin. La colaboracién implica negociacién, toma conjunta
de decisiones y comunicacion efectiva para el aprendizaje mutuo (Day, 1999 citado por Boavida y
Ponte, 2002).

Cabe mencionar que en la investigacion colaborativa se dan varias etapas de accion y reflexion lo
que requiere la definicién de un plan general de trabajo que en muchos casos puede ser modificado de
acuerdo a las situaciones, dindmicas y conflictos en el grupo de profesores. Comparto las acepciones
de Boavida y Ponte (2002) quienes afirman que toda colaboracién es un proceso emergente en el
cual la imprevisibilidad toma un papel fundamental y es por esto que el trabajo colaborativo debe
estar fundamentado en la negociacion, la apertura y disposicién de sus participantes.

Un trabajo colaborativo no involucra apenas un aprendizaje relativo al problema en cuestién.
Implica un auto-aprendizaje y un aprendizaje acerca de las relaciones humanas debido a que cada
profesor llegara al grupo colaborativo con sus propios objetivos, necesidades, comprensiones y sen-
tires y a través de un proceso de compartir y colaborar cada uno aprendera del otro, aprendera méas
de si mismo y méas del tema en cuestién.

Los instrumentos que se utilizaran para la recolecciéon de registros y datos consisten en autobio-
graffas, planeaciones de clase, videograbaciones de los encuentros y de las clases y otros que surjan
de la dindmica misma de la comunidad de préactica. Se espera que esta informacién pueda aportar
elementos suficientes para dar cuenta de la movilizacién del conocimiento profesional del profesor.
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CONFORMACION DE UNA COMUNIDAD DE PRACTICA DE PROFESORES
DE PRECALCULO: UNA ALTERNATIVA DE DESARROLLO PROFESIONAL

PARA COADYUVAR EN LA PREPARACION PREUNIVERSITARIA EN
MATEMATICAS

Resumen: El presente trabajo muestra los inicios de una investigaciéon que tiene como
objetivo: Aportar elementos para la conformacion de una comunidad de practica (CoP)
de profesores de matemaéticas de Educacion Media, en la que se fomente la reflexion
sobre los procesos de ensenianza y aprendizaje de los contenidos de precalculo y calculo
diferencial. En este documento se presenta brevemente el marco teérico que guiara los
procesos metodologicos y de andlisis de la investigaciéon. Asi mismo, se exhiben avances
sobre los inicios de la conformacion de la CoP en mencioén.

Palabras Clave: Comunidad de practica, formacion de profesores, modelo R-y-A, pre-
calculo, y procesos de reflexién.

Daniel Moreno Caicedo
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1. Introduccion

Sandra Fvely Parada Rico
sparada@matematicas.uis.edu.co

Universidad Industrial de Santander

Internacionalmente, en el campo de la Educacién Matematica, se ha identificado como foco de
amplia problematica las dificultades en los procesos de ensefianza y aprendizaje del calculo (Azcarate
y Camacho, 2003). Esta situacion no es ajena en la Universidad Industrial de Santander (ULS), donde
estudios recientes muestran que cerca del 70 % de los estudiantes reprueban el curso de Calculo I

(Calculo diferencial).

Ante esta situacion, la Escuela de Matematicasde la UIS ha implementado diferentes iniciativas.
Desde el aspecto curricular, se implementé desde el ano 2009 un plan de estudios unificado de
contenidos, metodologia y evaluaciéon. Posteriormente, se realizaron algunos estudios para analizar
el rendimiento académico de los estudiantes a partir de esta intervenciéon (ver Tabla 1).

S PS2009 $S2009 PS2010 $52010?
SRS No.| % | No.| % | No.| % | No. %
Aprobaron 616| 39.82| 640| 4333 400] 2823| 422] 28,19
No aprobaron 513| 33,16 417| 2823| 440] 31,05 448] 2993
Cancelaron? 418 27,02| 420| 2844| 577 40,72| 627 41,88
Total matriculados | 1547| 100,00| 1477] 100,00| 1417] 100,00 1497] 100,00

Tabla 1. Porcentaje de rendimiento académico de calculo I por semestre.

En la tabla 1, se puede analizar los cambios de aprobacién del curso de céalculo I y hacer su

analisis.
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Diversos factores pueden influir en la problematica ya enunciada y consideramos que uno de ellos
es que los estudiantes no tienen los presaberes necesarios para la comprension de los conceptos de
calculo. Ante esta situacion la universidad ha planteado alternativas remediales (proyecto MIDAS, y
PAMRA) para ayudar a los estudiantes. Pero no se ha detenido en analizar el problema teniendo en
cuenta las condiciones académicas de ingreso de los estudiantes a la Universidad, y es alli donde se
enfoca nuestro trabajo. Principalmente en plantear alternativas preventivas, en particular mediante
la, conforrmacion de una Comunidad de Préactica de profesores de matematicas de media vocacional
de algunos colegios de Bucaramanga y su area metropolitana.

Por lo descrito anteriormente tenemos como objetivos de investigacion:

i) Aportar elementos teoricos y metodologicos para la conformacién de una comunidad de
practica de profesores de mateméaticas media vocacional en la que se fomente la reflexion sobre
los procesos de ensenanza y aprendizaje de los contenidos de precalculo y céalculo I.

ii) Analizar como las reflexiones emergente del trabajo colaborativo en la comunidad pueden
influir en la preparacién de estos estudiantes para ingresar a un curso de célculo I en la UIS.

2. Referentes teoricos y conceptuales

Para Wenger (1998) una Comunidad de practica CoP es un grupo de personas que comparten una
preocupacion, un conjunto de problemas o un interés comin acerca de un tema, y que profundizan
su conocimiento en esta area a través de una estructura social basada en la construccién colaborativa
de conocimientos a beneficio de todos sus miembros.

Dentro de la CoP creada con los docentes de media vocacional, nuestras unidades de andlisis
seran los significados negociados dentro de ella. Para hacer los procesos de andlisis y reflexion se
usara el modelo teorico Reflexion y Accion (R-y-A) propuesto por Parada (2011).

En la figura 1, se muestra un bosquejo del modelo tedrico y metodologico (R-y-A), el bosquejo
tiene una lectura del exterior al centro. A continuacion se define cada uno de los elementos que la
componen.

El anillo exterior describe los procesos que se realizan al interior de las CoP de educadores
matematicos (profesores, autoridades educativas, investigadores e investigadores en formacion). El
modelo se fundamenta en los procesos que son posibles cuando éstos se unen para desarrollar un
pensamiento reflexivo sobre el area.

{1
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matematics
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Figura 1. Bosquejo del modelo teorico y metodologico (R-y-A).
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La reflexion por parte de los profesores es un proceso que requiere guia y orientacion con el fin de
que el maestro centre su atencién en aspectos puntuales de su accién pedagdgica; en esta investigaciéon
se promueve el desarrollo del pensamiento reflexivo de los profesores, desde tres perspectivas (Parada,
2012). Este pensamiento esta compuesto por: i) el pensamiento matematico (se refiere al uso de
los conocimientos mateméticos); ii) el pensamiento didéactico (estd relacionado con el uso de los
conocimientos pedagogicos y didacticos); y iii) el pensamiento orquestal (corresponde a las maneras
como el maestro durante la clase direcciona el uso de los recursos que ha seleccionado para la
consecucion de la actividad matemética esperada por parte de los estudiantes).

La reflexion de los docentes es sobre la actividad matemética que promueven en clase; pero se
espera que hagan esa reflexion antes, durante y después de la clase, y los cambios que puedan surgir
son los procesos a analizar.

3. Metodologia

Ante esta situacion de reprobacion de célculo I, Parada (2012) presenta a la Universidad In-
dustrial de Santander un proyecto llamado “Una estructura curricular para atender la problemética
relacionada con el curso de Célculo I en la Universidad Industrial de Santander” donde propone unas
alternativas preventivas y remediales para disminuir la alta reprobacién de estudiantes de calculo I,
la estructura curricular se muestra en la figura 2.

Es en el acompanamiento y desarrollo profesional (cuadro intermedio de la figura 2) en el que se
refiere a la conformacién de una CoP profesores de precélculo, donde aportamos nuestro trabajo de
investigacion. Las fases del trabajo se describen a continuacion.

Una estructura curricular para atender la problematica de estudio

¥ ¥ !

DISENO DE ACOMPANAMIENTO Y SEGUIMIENTO Y
ALTERNATIVAS DESARROLLO PROFESIONAL ACOMPANAMIENTO

PRUEBA CURSO CoP DE
DIAGNOSTICA DE PROFESORES DE
DE INGRESD PRECALCULO PRECALCULO

l SEMINARIO DE |
PRUEBA PROFESORES
DIAGNOSTICA DE CALCULO |
DE EGRESO

| J
l ‘f J T

ALTERNATIVAS PREVENTIVAS ALTERNATIVAS REMEDIALES

TUTORIAS TUTORIAS
INDIVIDUALES GRUPALES

Figura 2. Estructura general del proyecto parada 2012.
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Fase I: Conformacion de la comunidad de prdctica.
Uno de los intereses es la conformacion de la comunidad de préactica de profesores de mateméticas
de Media vocacional de algunas instituciones de Bucaramanga y su area metropolitana.

Fase II: Disenio del trabajo colaborativo.
Con el fin de incentivar la participaciéon y comunicacion constante entre los participantes de la CoP,
se planean una serie de actividades de tipo presencial y virtual.

= Actividades presenciales: La CoP organiz6 sus sesiones presenciales todos los lunes durante
dos horas después de su jornada laboral.

= Actividades en linea: Para lograr una mejor comunicacién entre los participantes de la CoP,
usando la plataforma www.centic.edu.co, se creo un sitio de acceso para tener correo internos,
leer articulos, comunicarse directamente con los integrantes de la comunidad para solucionar
problemas del trabajo que se desarrolle, etc. ..

Fase III: Procesos de Reflexion Y- Accion en CoP sin intervencion Inicialmente.
Se propone la planeacién de una clase sin intervencién, donde los profesores muestran como realizan
la planeaciéon. De esta planeacion se solicita al docente que filme la clase y luego se lleve a la
comunidad para ser visto por todos los miembros de la comunidad y reflexionar sobre el objetivo
propuesto inicialmente y el alcanzado.

Fase IV: Participacion, reflexion y accidn con intervencion.
De la etapa anterior se pretender identificar algunos conflictos relacionados con los tres aspectos
del pensamiento reflexivo del profesor. A partir de ello, se realizara un disefio de intervencién que
consista en actividades dirigidas a los profesores.

Fase V: Sequimiento y acompaiiamiento en el desarrollo de las CoP.
En esta fase se acompanaran los procesos de las CoP, de acuerdo a los planes de trabajo trazados
por la CoP. Al finalizar el proceso se espera haber conceptualizado sobre algunas problematicas del
estudio de conceptos de precélculo en media vocacional. En la actualidad nos encontramos en la fase
III, en el siguiente apartado describimos algunos avances en cada una de las fases.

4. Primeros avances

Para conformar la CoP recurrimos a la base de datos que se tiene del Grupo de Investigacion
en Educacion Matematica de la UIS, (EDUMAT-UIS), de esta base enviamos mas de 250 correos a
diferentes docentes y de ellos se inscribieron 22. La CoP se conformé inicialmente con 13 profesores,

dos son de colegios privados, 11 de colegios oficiales. De ellos, 8 tienen menos de cuatro anos de
experiencia docente y los otros cinco cumplen con més de 15 anos de labores.

En la primera sesion presencial se comentaron los objetivos de la conformaciéon de la CoP y las
formas de trabajo. En la mismase empez6 a implementar la fase de Reflexion-y-Accidén sin interven-
cién pidiéndole a los participantes que planear una clase de acuerdo a su calendario académico de
la institucién donde trabajan.

1. Para la tercera fase, se hizo una sesién de socializacion sobre las planeaciones de una clase
realizadas por los participantes de acuerdo al plan de cada institucién, en esta sesion los
profesores discutieron y dieron sugerencias de como llevar la planeacion al aula de clase. Las
planeaciones realizadas por los tres grupos son: Sobre el concepto de derivada en funciones
constantes.

2. Limites de funciones exponenciales.
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3. Limite de funciones constante. Es en estd etapa donde nos encontramos actualmente que
estamos escribiendo el presente articulo.

5. Primeras reflexiones

Sobre las interacciones de los docentes en la CoP la profesora Adriana (profesora que acept6 la
invitacion y hace parte de la CoP) piensa sobre su interés en participar:

“Definitivamente este espacio me parece muy importante y necesario, porque analizando
yo me estaba cuestionando, ya que ensenio, matemaéticas en once, pero yo soy fisica y
cuando ensefo fisica yo se la importancia de lo que estoy ensenando en la clase, pero
cuando estoy en mateméticas, siento que hay que mejorar en muchas cosas y me tengo
que replantear las cosas de como estoy ensenando en la clase”.

En los primeros avances de la investigacién, los docentes participantes muestran interés en que
la UIS le brinde espacios para socializar y compartir sus experiencias de aula.

La planeacion para el presente ano (2012) esté llegar hasta la fase III y continuaremos en el
ano 2013 con las restantes fases, donde analizaremos los datos obtenidos y respondernos a nuestros
objetivos de investigacion.
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Resumen: En el siguiente trabajo se presentan los resultados preliminares de una ac-
tividad de modelacién con estudiantes de un curso de calculo diferencial y de célculo
integral, en las cuales se trabajaron problemas de aplicacién de algunos conceptos mate-
maticos en actividades experimentales. Se muestra la conveniencia de implementar estas
actividades en clases de matemaéticas y la alta motivacién y compromiso que despierta en
los estudiantes, asi como la identificacion debilidades conceptuales y procedimentales que
tienen los estudiantes al enfrentarse a una situacién real de modelacién, sin dejar de lado
las interacciones que promueve como parte del proceso de construccion y resignificacion
del conocimiento matemético.

Palabras clave: Modelacién matemaética, interacciones, resignificacion

1. Presentacion del problema

Una preocupacién general tiene que ver con encontrar maneras de intervenir y mejorar los procesos
de aprendizaje de las matematicas de tal forma que el conocimiento matematico escolar se convierta
realmente en conocimiento significativo y funcional, en el sentido de que se pueda integrar al mundo
de la vida para transformarla y transformar al sujeto que aprende, reconstruyendo y enriqueciendo
significados permanentemente (Cordoba, 2011).

La modelacién en la ensenanza de las matemaéticas es un tema que en las tltimas décadas ha
cobrado mayor relevancia y que ademas se ha incorporado en diferentes curriculos escolares ya que
se ha puesto en evidencia la importancia de articular e integrar el conocimiento matemaético con
otras areas de conocimiento. Tal y como lo exponen Biembengut y Hein (2004) la modelacién ma-
tematica estd siendo fuertemente defendida, en diversos paises, como método de ensenanza de las
matematicas en todos los niveles de escolaridad, ya que permite al alumno no solamente aprender
las matemaéaticas de manera aplicada a las otras areas del conocimiento, sino también mejorar la
capacidad para leer, interpretar, formular y solucionar situaciones problema en diferentes contextos.
El trabajo que se presenta a continuacién muestra los resultados de una experiencia realizada con
estudiantes de calculo diferencial e integral con actividades de modelacién en las cuales los estudian-
tes experimentan, interactiian, conjeturan y construyen modelos que les permiten a su vez construir
y resignificar conocimientos matematicos.

!Este trabajo hace parte de la investigacion “La practica de modelacion en matematica escolar una experiencia
para el trabajo de aula en ingenieria” que se realiza con estudiantes de tecnologia e ingenieria del Instituto
Técnologico Metropolitano de Medellin.
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2. La modelaciéon y su importancia

La modelacién es un proceso en el cual un problema no matematico es resuelto a través de la
aplicacion de las matematicas (Kaiser y Maaf, 2007). Para Castro y Castro (2000) la modelacion
matematica es una forma de resolucién de problemas de la vida real en la que no s6lo se tiene
en cuenta la solucién del mismo sino que exige la utilizacién de un gran nimero de habilidades
matematicas y no llega soélo a una respuesta especifica sino a un rango de respuestas que describen
la conducta del fenémeno considerado y da alresolutor sentido de participacién matematica sea un
poderoso instrumento de aprendizaje significativo, a tener en cuenta para trabajar en el aula.

Para Sadovsky (2005) un proceso de modelacion supone en primer lugar recortar una cierta
problematica frente a una realidad generalmente compleja en la que intervienen muchos mas ele-
mentos de los que uno va a considerar, identificar un conjunto de variables sobre dicha problematica,
producir relaciones pertinentes entre las variables tomadas en cuenta y transformar esas relaciones
utilizando algtn sistema teérico- matematico, con el objetivo de producir conocimientos nuevos
sobre la problematica que se estudia.

La modelacion permite enriquecer la comprensién de fendémenos extra matematicos ya que pro-
porciona diversas representaciones de dichos fenémenos y dota de sentido las diferentes actividades
matematicas (Molyneux-Hodgson et al, 1999, citado en Sudrez, 2008)

Para Bassanezi (1994) el uso de la modelacién en la ensenanza conduce al aprendizaje de conteni-
dos matematicos que estan conectados a otras formas de conocimiento. El trabajo con la modelacién
matematica no intenta simplemente ampliar el conocimiento sino desarrollar una forma particular
de pensar y actuar: produciendo conocimiento, aunando abstracciones y formalizaciones, interco-
nectadas a fenémenos y procesos empiricos considerados como situaciones problematicas.

Segun Blomhgj (2004) las actividades de modelacién pueden motivar el proceso de aprendizaje y
ayudar (al aprendiz) a establecer raices cognitivas sobre las cudles construir conceptos matematicos.
Asf mismo, la modelacién tiene como finalidad describir y analizar algtin fenémeno de la vida diaria
con el fin de: motivar el trabajo con las mateméticas y experimentar la matematica como medio
para describir, analizar y ampliar la comprensiéon de situaciones de la vida diaria.

3. Metodologia

El trabajo se realiz6 con 13 estudiantes de un curso de célculo diferencial y 30 de un curso de
calculo integral (distribuidos por equipos) en el Instituto Tecnologico Metropolitano de la ciudad de
Medellin. La actividad se realizé en el laboratorio de matemaéticas para el caso de calculo diferencial
(figura 1) y en el salon para el caso de célculo integral, en una sesién de dos horas en cada caso.
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Figura 1. Laboratoriode matematicas.

La practica estuvo orientada por el profesor del curso (que también es investigador) y un investi-
gador, que fungié como observador de la actividad. El problema de trabajo que se propuso modelar
fue el siguiente:

Dada una hoja de papel cartulina de 25 cm de lado, construir la caja de
volumen mdximo recortando cuadrados en las esquinas y determinar las di-
menstones de los cuadrados que deben recortarse.

Para el desarrollo de la actividad se les entreg6 una guia y los materiales necesarios (cartulina,
escuadras, tijeras) (figura 2)

Figura 2. Estudiantes en el laboratorio con los instrumentos respectivos.

En el caso del grupo de calculo integral,el problema planteado surgié a partir de una necesidad
real en una planta de produccién. El problema es el siguiente:
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Se tiene un tanque de forma cilindrica en posicion horizontal que almacena
un combustible (ACPM )y se requiere saber cudles el volumen de combustible
en el tanque en cualquier momento, solo con introducir una varilla por una
abertura y saber la altura marcada sobre la varilla.

En la figura 3 se muestra un esquema del tanque real y la varilla que sirve para determinarla altura
del combustible:

Boca de alimentacion

I

Varilla

Nivel de combustible (variable)

5.40m

A
Y

8.50m

Figura 3. Corte transversal del tanque.

En este caso, la actividad se realizd a escala tomando como modelo fisico un botellon de agua,
para tomar datos reales y luego compararlos con los datos obtenidos usando el modelo mateméatico
encontrado. Para ello se les entregd una guia con las indicaciones y orientaciones, pero en todo
momento se privilegié el trabajo auténomo de los estudiantes y sus propias maneras de abordar el
problema.

4. Recoleccién y analisis de la informacién

La informacion se registré mediante grabaciones en audio, durante toda la sesion, de algunos equi-
pos. La investigacién sigui6 los lineamientos de la investigacion cualitativa y del analisis del discurso
para identificar las interacciones que favorecieran la construcciéon y resignificaciéon de conocimiento
matematico escolar, asi como la identificacién de debilidades de aprendizaje de conocimientos pre-
vios. En este anélisis también se consideraron las producciones escritas de los estudiantes y las notas
de campo tomadas por el investigador observador.

Veamos algunas respuestas de los estudiantes frente al trabajo realizado:
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4. Frente a las actividades normales de clase, la practica de modelacion que se ha
realizado en el grupo le ha parecido:

Mucho mejor x Mejor Igual__ Peor__ que la clase normal
LPorqué?_povy e 0 cpliaa pcal Sy drlg
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4. Frente a las actividades normales de clase, la practica de modelacion que se ha
realizado en el grupo le ha parecido:

Mucho mejor Mejor Igual__ Peor__  que la clase normal
{ ( |
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| Eve A i( | L) 1

: |

6. De manera breve, comente cual fue su experiencia y qué le aporto esta actividad

Me qusto Patign e enEreAdarme g Un grpbl g yr

6. De manera breve, comente cual fue su experiencia y qué le aporté esta actividad

5. Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, se pueden exponer las siguientes conclusiones (las demas
conclusiones y evidencias se presentan en el trabajo completo):

= La actividad desperté6 un gran interés, motivacién e interacciones entre los estudiantes, pues
para ellos era la primera vez que en un curso de matematicas se hacia una actividad experi-
mental lo que generé actitudes positivas frente al trabajo.

= Se pudo observar que los estudiantes resignificaron el concepto de la derivada y su aplicacion
en problemas de optimizacién asi como también el concepto de area y volumen, pues ya no
consideraron ese conocimiento aislado sino que lo pudieron integrar a una actividad real.

= Al establecer el modelo, se dieron cuenta de que efectivamente lo realizado en la realidad
correspondia a lo que matematicamente habian encontrado, verificando asi que las matematicas
no son ajenas a la realidad y que se pueden integrar a la cotidianidad.

= En la valoracién de la actividad los estudiantes respondieron muy positivamente y todos coinci-
dieron que este tipo de actividades es mucho mejor que la clase netamente magistral y dotaron
de sentido a las matemaéticas puestas en juego.
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LA ENSENANZA DE LA LEY DE SENOS Y LA LEY DE COSENOS EN
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Resumen: En este trabajo se presenta una experiencia relacionada con La Ley de senos y
la Ley de cosenos en grado 10°. El principal objetivo es describir los errores mas frecuentes
que cometen los estudiantes al desarrollar situaciones en donde pueden aplicar dichas
leyes.

Palabras clave: Investigacion, ensenianza, Ley de senos y Ley de cosenos, errores.

1. Presentaciéon del problema

La Practica Pedagogica Investigativa (PPI) es un espacio curricular que tiene por objetivo proveer
al estudiante del programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad del Cauca condiciones
para la formacién en competencias profesionales como docente en Mateméticas, desde una perspec-
tiva critica, reflexiva y propositiva en instituciones de educacién formal.

A través del desarrollo de un proyecto pedagogico de intervencion en el aula, en Mateméticas,
la. PPI busca facilitar la cualificacion profesional del estudiante como educador mediante una expe-
riencia directa, continua y progresiva del ejercicio docente.

En este trabajo se encuentra la descripciéon del proyecto pedagogico de intervencion realizado en
la Institucion Educativa Técnico Industrial (IETT) de Popayén alrededor del tema: Ley de senos
y Ley de cosenos. Ademas, se presentan los resultados de una investigaciéon realizada en torno a
la misma tematica, la cual tuvo por objetivo describir los errores méas frecuentes que cometen los
estudiantes al aplicar la Ley de senos.

2. Marco teérico

Para describir los errores mas frecuentes que cometen los estudiantes al aplicar la Ley de senos, fue
conveniente conocer algunos referentes que proporcionaran un marco tedrico que permitiera estudiar
y localizar las fallas en el conocimientos en los estudiantes. Precisamente, esa es la principal finalidad
de Vergnaud (1990) en su teoria de los campos conceptuales, quien se convirti6 en el principal
referente para afrontar este trabajo de investigacion.

Asimismo, fue pertinente conocer métodos de recoleccién y tratamiento de la informacion que se
adecuaran al tipo de investigacion que se realizo. Para ello, Gutiérrez (1991) fue fundamental con su
método de recoleccién de informacién denominado “estudio de casos”, el cual consiste en hacer un
seguimiento continuo, completo y detallado de un niimero muy reducido de estudiantes durante una
actividad. Esta caracteristica, el nimero reducido de estudiantes, representa la debilidad del estudio
de casos, ya que es muy problematico hacer generalizaciones a partir de muestras tan reducidas. No
obstante, existen las técnicas “de rejilla” que permiten clasificar a los individuos de una poblacién
heterogénea en una serie de tipos de caracteristicas muy concretas, en funciéon de sus valores para
ciertas variables, de manera que los resultados de un estudio de casos se puede generalizar a los
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individuos del mismo tipo que los observados. Como se mostrard mas adelante, esta técnica fue
usada en este trabajo.

3. Metodologia

Para alcanzar el objetivo propuesto se utilizé como instrumento una situacién que a continuacién
se presenta, la cual fue propuesta en uno de los exdmenes que se aplicé a todos los estudiantes del
grado décimo C de la IETI de Popayan. Este grado estuvo conformado por 27 nifios y 7 nifias cuyas
edades estaban entre los 15 y 17 afios.

Una persona se encuentra en el punto A de la siguiente figura y desea dirigirse al punto
C, que se encuentra a 2,8km en linea recta. Debido a que el terreno estd en malas
condiciones, decide sequir el camino de A a B para dirigirse, finalmente, hacia C. ;Cudl
es la distancia total que deberd recorrer?

Después de obtener los resultados de esta situacién, se dio paso a estudiar minuciosamente la
solucién dada por cada uno de los estudiantes. Después, se decidié clasificar a cada uno de los
estudiantes con base en las estrategias utilizadas por ellos para la solucién de la situacion siguiendo
las sugerencias de Gutiérrez (1991) y su técnica de rejilla descrita anteriormente. En este trabajo
se entiende por estrategia: “todo sistema y toda secuencia de procedimientos susceptibles de ser
repetidos y transferidos a otras situaciones, que constituyen los medios para alcanzar el fin hacia el
que tiende el sujeto” (Inhelder, 1978, p. 5).

Las estrategias usadas por los estudiantes, y que a continuacién se presentan ordenadas jerarqui-
camente segin su grado de complejidad, fueron las siguientes:

1. Situacion escolar ideal: Denominada de esta manera, ya que fue usada por los estudiantes que
resolvieron la situacién de la forma esperada. Esto es, hallaron los lados a y ¢ mediante la Ley
de senos y respondieron correctamente la pregunta sumando los dos lados encontrados.

2. Solucién ideal con error de procedimiento: Fsta estrategia fue utilizada por los estudiantes
que resolvieron la situaciéon despejando erréneamente a, ¢ o ambos en la Ley de senos y que
respondieron correctamente la pregunta sumando los dos lados encontrados.

3. Solucidn de la situacidn sin comprension de la prequnta: Esta estrategia fue usada por los
estudiantes que encontraron correctamente la longitud de los lados a y ¢ usando la Ley de
senos, pero respondieron mal o no respondieron la pregunta planteada en la situacion.
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4. Solucion incompleta de la situacion sin comprension de la pregunta: Esta estrategia fue em-
pleada por los estudiantes que solucionaron de manera incompleta la situacién encontrando
tan solo la longitud del lado a 6 el lado ¢ y respondieron mal o no respondieron la pregunta.

5. Solucidn de la situacion con error sin comprension de la pregunta: Aqui se encuentran los
estudiantes que encontraron equivocadamente la longitud de los lados a y ¢ y que respondieron
mal o no respondieron la pregunta planteada en la situacion.

6. Exposicion incomprensible de la solucion: En esta tltima estrategia se ubican los estudiantes
que no realizaron nada y los que plantearon estrategias inexplicables en los términos utilizados
en este trabajo.

Vale la pena resaltar que estas estrategias surgen de categorizar a los estudiantes de acuerdo al
procedimiento usado para resolver la situacién descrita anteriormente.

4. Analisis de datos

A continuacién se describen los errores que cometen los estudiantes al aplicar la Ley de senos
con base a las anteriores estrategias utilizadas por los estudiantes.

Gréafica 1. Distribucion porcentual de las
estrategias de los estudiantes

Grafica 1. Distribucion porcentual de las estrategias de los estudiantes

Se observa que el 26,5 % de los estudiantes utilizaron la estrategia “Situacidn escolar ideal”, esto
quiere decir que este porcentaje de estudiantes no comete ningin tipo de errores al aplicar la Ley
de seno. Mientras que el 8,8% de los estudiantes que usaron la estrategia “Solucion ideal con error
de procedimiento” cometen errores de procedimiento como despejar erréneamente algunas de las
variables en una de las ecuaciones a las cuales equivale la Ley de seno. Sin embargo, se puede decir
que este porcentaje de estudiantes aplica correctamente este concepto ya que sus errores son de tipo
procedimental, los cuales son ajenos a su comprensién como tal.

Por otro lado, el 11,8 % de los estudiantes que utilizaron la estrategia “ Solucion de la situacion sin
comprension de la preqgunta” no contextualizan la Ley de seno, pues aunque la aplican correctamente,
no logran comprender la relacién que existe entre el concepto y sus aplicaciones en situaciones.

También, se ve que el 17,6 % de los estudiantes que utilizaron la estrategia “Solucion incompleta
de la situacion sin comprension de la pregunta” no reconocen todas las ecuaciones a las cuales
equivale la Ley de seno, ya que tan s6lo usan una de las ecuaciones para hallar la longitud del lado
a 6 la longitud del lado ¢. Ademés, al igual que los estudiantes que utilizaron la estrategia anterior,
no contextualizan la Ley.
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Por otra parte, el 14,7% de los estudiantes que utilizaron la estrategia “Solucion de la situacion
con error sin comprension de la prequnta” cometen errores de tipo conceptual. Por ejemplo, no reco-
nocen la relacion entre la longitud de los lados y los valores del seno de sus angulos respectivamente
opuestos; ademés, tampoco contextualizan la Ley.

Finalmente, el 20,6 % de los estudiantes que utilizaron la estrategia denominada “Ezposicion
incomprensible de la solucion” no han comprendido en absoluto la Ley de seno, ya que usan el
Teorema de Pitagoras y las razones trigonométricas para resolver tridngulos no rectangulos como el
presentado en la situacion.

5. Conclusiones

Entre los errores méas frecuentes que cometen los estudiantes al aplicar la Ley de seno se encuen-
tran los siguientes:

= No contextualizan la Ley de seno, a pesar de que la aplican correctamente no comprenden la
relacién que existe entre el concepto y sus aplicaciones en situaciones.

= No reconocen todas las ecuaciones a las cuales equivale la Ley de seno, tan solo usan una de
las tres ecuaciones para hallar alguno de los lados.

= No reconocen la relacién entre la longitud de los lados y el seno de sus angulos respectivamente
opuestos, lo que evidencia que no saben aplicar el concepto estudiado.

= Utilizan conceptos aprendidos anteriormente fuera de contexto, por ejemplo, usan el Teorema
de Pitadgoras y las razones trigonométricas para resolver tridngulos no rectdngulos como el
presentado en la situacién. Esto muestra que no entendieron por qué la Ley de seno es atil
para resolver tridngulos.

Finalmente, estudiar los errores que cometen los estudiantes es de vital importancia para el do-
cente ya que su anélisis puede ayudarlo a organizar estrategias para un mejor aprendizaje, insistiendo
en aquellos aspectos que generan més dificultades, y contribuyendo en la correccion de los errores
mas frecuentes.
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Jueves 22 de noviembre

08:00 - 09:30 Inscripcion, informaciéon y entrega de materiales.
09:30 - 09:45 | Presentaciéon del evento por parte de Jorge Fiallo, director de la Auditorio Agora
Escuela de Matematicas-UIS. Edificio Ciencias
09:45 - 10:00 Receso Humanas
10:00 - 11:00 Conferencia plenaria:
Experimentando la Ensenanza del Calculo con el uso de las
Técnicas de Informacion y Comunicacion (TIC)
Francois Pluvinage
11:00 - 12:00 Conferencia plenarias:
. Qué Es Teoria En Didactica De Las Matematicas Y Para Qué
Sirve? Mario Sdnchez
Ciclo de ponencias cortas I
14:00 - 15:00 Grupo A Auditorio Agora
Moderador: Solange Roa Edificio Ciencias
Humanas
1. Disefio de una alternativa de acompafiamiento y seguimiento
a estudiantes que presentan dificultades en el aprendizaje del
calculo diferencial en la Universidad Industrial de Santander.
Carolina Botello y Sandra Parada
2. Una propuesta inclusiva para la representacién geométrica
de los poliedros con poblacién en condicién de discapacidad
visual. Jenny Torres y Yenny Gaviria
Grupo B Auditorio
Moderador: Jorge Fiallo Mecénica
1. La exploracién de la teoria en la actividad demostrativa.
Jesis Berrio, Martin Acosta y Jorge Fiallo
2. Caracterizacion de los niveles de razonamiento de Van Hiele
para la ensenanza y el aprendizaje de las razones trigonomé-
tricas en un entorno de geometria dinamica.
Danny Algarin y Jorge Fiallo
15:00 - 15:30 Receso Auditorio Agora
15:30 - 16:30 Conferencia plenaria: Edificio Ciencias

El aprendizaje del infinito matematico.
Bruno D’Amore

16:30 - 17:00

Receso

Humanas
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Talleres
Uso de varios recursos computacionales en el _ Sala de Computo
. . . Frangois i . .
estudio de problemas de célculo, en particular _ Edificio Camilo
17:00 - 18:30 . . Pluvinage
con funciones racionales. Torres 110
. ala Cifuentes
Sobre los componentes fundamentales de una Mario > . C .
. L . L. ) Edificio Camilo
investigacién en didactica de las matematicas. Sdnchez
Torres 313
. . . . . Sala Lezama
Problemas de investigacion relativos al infinito Bruno .
15:00 - 15:30 L , Laboratorios
matematico. D’Amore

Livianos 301
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