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Introduccion

El creciente interés que existe actualmente en diversos campos de la ciencia por la
geometria fractal y sus muy diversas aplicaciones, asi como la importancia que se
le concede, implica la necesidad de divulgar los conceptos basicos de esta geometria
entre los estudiantes de ciencias e ingenierias de nuestras universidades. En el presente
texto se pretende hacer un acercamiento a los fractales por el camino de los Sistemas
Iterados de Funciones (SIF) mediante el estudio formal de la nocién de autosimilitud
(o autosemejanza) en el contexto de los espacios métricos, haciendo énfasis en el
tratamiento formal y riguroso de los conceptos y teoremas de la matematica que
sustentan esta teorfa y proponiendo talleres para ser desarrollados por los estudiantes,

haciendo uso, en algunos de ellos, de un programa computacional.

La geometria fractal nace en la década de los afos setenta del siglo pasado y se en-
marca en las areas del analisis matematico, la geometria, la topologia y la matematica
aplicada. Por otra parte, dado que en esta geometria la interacciéon con el computa-
dor es indispensable, dadas también las muy diversas aplicaciones que se le vienen
encontrando, y dada la vistosidad de las figuras que en ella se estudian y su proxi-
midad con objetos y fenémenos de la naturaleza, se puede afirmar que los fractales
constituyen actualmente una interesante alternativa de trabajo en el campo de la

educacion matematica.

En el ambito de la Universidad Industrial de Santander (UIS) se imparti6, de ma-
nera casi ininterrumpida, entre los ano 1992 y 2009, un curso de introducciéon a la
geometria fractal como contenido de la asignatura Geometria Moderna, ofrecida por

la Escuela de Mateméticas. El texto que aqui presentamos corresponde en buena
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parte a la recopilacién, anélisis y organizacién de las notas de clase de dicho curso,
recopilacién, analisis y organizacién que han sido posibles gracias al ano sabatico que

la UIS concedi6 a la autora durante el afio 2007.

El presente trabajo ha sido escrito con el objetivo de servir como texto guia para
el desarrollo de un curso de introduccién a la geometria fractal a nivel universi-
tario y con un tratamiento formal desde el punto de vista matematico. Pretendemos
de esta manera contribuir a la divulgacion, estudio e investigaciéon de la geometria
fractal tanto en la UIS como en universidades de otras latitudes del habla hispana.
Existen ya actualmente varios libros introductorios a la geometria fractal; sin em-
bargo la mayoria de ellos son principalmente de tipo divulgativo, y los que hacen un

tratamiento mas formal estan en idioma inglés.

Por otra parte se incluyen en nuestro texto algunos resultados originales, como el
ejemplo de una bola no convexa (Ejemplo 2.3.11(7)) obtenido por el profesor G.
Arenas (ver [2]); también en el capitulo 4, mas exactamente en la seccion 4.4, apare-
cen algunos resultados relativos al ya muy conocido tridngulo de Sierpinski. La idea
esencial de la Proposicion 4.4.19 es debida al excelente matemético, especialista en
Sistemas Dinamicos, colega y amigo Dr. Héctor Méndez Lango, profesor de la Univer-
sidad Nacional Auténoma de México (UNAM), quien como parte de su aflo sabatico
estuvo acompanandonos durante los meses de agosto de 2007 a enero de 2008, rea-
lizando una estancia académica en la UIS. El Dr. Méndez Lango es ademéas autor
del capitulo 5 del presente texto, como lo comentaremos de nuevo mas adelante. La
Proposicion 4.4.13 es debida al también excelente matematico, colega y amigo pro-
fesor Héber Mesa Palomino, distinguido egresado de la Licenciatura en Mateméticas
de la UIS, M.Sc. de la Universidad del Valle (UNIVALLE) y actualmente profesor
en la UNIVALLE; dicha proposiciéon es parte de su trabajo de monografia de la

Licenciatura (ver [25]) y aparece también publicado en [26].

Ademas, en el trabajo que estamos aqui presentando el orden y el tratamiento de
algunos temas se desarrollan de manera un poco diferente a como se hace en la
mayoria de los textos; este desarrollo un poco diferente se basa principalmente en

la experiencia con los estudiantes de los diversos cursos que se han impartido. De
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esta manera esperamos que todo lo anteriormente expresado justifique plenamente

la presentaciéon de este trabajo.

Hemos distribuido nuestra exposiciéon en seis capitulos. El primer capitulo, “Ge-
neralidades”, se ha escrito a manera de introducciéon al tema, presentando algunas
ideas muy generales pero también basicas y por tanto muy importantes. Algunos
datos histoéricos interesantes no solo proporcionan una breve resena histérica de la
geometria fractal, sino que aportan elementos que ayudan a entender el proceso de
gestacion, nacimiento y evolucién que ha venido teniendo este tipo de geometria.
También en este capitulo nos detenemos un poco en hacer una descripcion informal
de cuatro fractales clasicos: el conjunto de Cantor, la carpeta de Sierpiriski, la curva
de Koch y la esponja de Menger, principalmente con el animo de ilustrar varias de

las ideas generales presentadas.

En el segundo capitulo, “Nociones de espacios métricos”’, pasamos a abordar directa-
mente los conceptos y resultados formales de lo que podriamos llamar “la topologia
de los espacios métricos”, que se van a necesitar para los capitulos siguientes. Es aqui
donde un estudiante que ha aprobado ya un curso de anélisis matematico tendria
cierta ventaja. Sin embargo, procuramos hacer el desarrollo de este capitulo muy de-
talladamente, pensando que los estudiantes s6lo han visto un primer curso de calculo.
En todo caso corresponde a cada profesor determinar, de acuerdo al nivel en que se

encuentren sus alumnos, el ritmo y profundidad con que desarrollaria este capitulo.

Habiendo estudiado las nociones y resultados bésicos de la teoria de los espacios
meétricos, iniciamos en el capitulo tres, “El espacio (H(X) , h): el espacio donde viven
los fractales”, el estudio de ese espacio métrico en particular, llamado asi por M.
Barnsley (ver [5], [4]), uno de los pioneros en el estudio de la geometria fractal, que
es en realidad un hiperespacio en cuanto sus “puntos” son los subespacios compactos

no vacios de un espacio métrico completo.

El capitulo cuatro, “Sistemas iterados de funciones”, es de gran importancia, pues por
una parte constituye la justificacién de los capitulos anteriores, es decir practicamente
toda la teoria que se ha visto hasta el capitulo tres se incluye, porque se necesita

para la completa y cabal comprensién del capitulo cuatro, y por otra parte en este
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capitulo se expone con todo detalle el proceso de construccion de fractales mediante
SIF, lo cual a su vez permite presentar una definicion plenamente formal desde el
punto de vista matematico de la nocién de autosemejanza. Se incluye ademés en
este capitulo una seccién dedicada exclusivamente a la ubicua curva triangular de
Sierpiniski, y hacia el final, una seccién titulada ‘“Transformaciones geométricas del
atractor de un SIF en el plano”, la cual, aunque tal vez no es tan importante como las
anteriores, no deja de ser interesante, pues muestra como se puede cambiar el tamafio
o girar o desplazar un fractal en el plano, lo cual puede ser muy tutil desde el punto
de vista computacional. Es importante resaltar aqui que esta seccién corresponde
al tema de trabajo de monografia de una estudiante egresada de la Licenciatura en
Matematicas de la UIS (ver [31]), trabajo que realizo bajo la orientacion del profesor
Rafael Isaacs, colega nuestro en la Escuela de Mateméticas y destacado integrante

del Grupo Fractales.

El capitulo cinco, “Breve visita a los sistemas dindmicos discretos”, se ha incluido por
la estrecha relacion que existe entre los fractales y los sistemas dindmicos en cuanto
estos ultimos proporcionan otro “método” para obtener fractales. Como ya se comento
anteriormente, este capitulo ha sido elaborado por el Dr. Héctor Méndez Lango,
quien durante su estancia en nuestra Escuela de Matematicas orienté la mayoria de
las sesiones semanales de nuestro seminario de Fractales, y con quien ademas tuvimos

otras muy agradables reuniones de trabajo.

Finalmente se proponen varios talleres en el capitulo seis, para ser desarrollados
paralelamente a la teoria de la siguiente forma: los talleres 1 a 5 apoyan y comple-
mentan los tres primeros capitulos, mientras que los talleres 6 y 7 corresponderian
a los capitulos 4 y 5. Debemos mencionar aqui que buena parte de estos talleres fue
elaborada junto con el profesor Rafael Isaacs, y que otra parte se basa en el trabajo

de monografia de una estudiante egresada de la Licenciatura en Matematicas de la

UIS (ver [7]).

Incluimos ademas en cada capitulo, excepto en el dltimo, una lista de ejercicios, y al

final tres pequenos apéndices que en algiin momento consideramos necesarios.

Queremos agradecer muy profunda y sinceramente a varias personas y entidades que
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contribuyeron en una u otra forma con la elaboracion y buen término de este trabajo:
la UIS, la Escuela de Matematicas, todos los estudiantes que en algtin momento de su
carrera tomaron el curso de Geometria Moderna, todos los asistentes y participantes,
permanentes y pasajeros, del Seminario de Fractales que se realizoé durante varios anos
en la Escuela de Matematicas de la UIS, también a Leidy Yadira Velasco y Camilo

Ramirez, quienes colaboraron con la digitacién de parte del presente documento.

Esperamos entonces que el material que estamos ofreciendo se convierta en una buena
alternativa de apoyo para el desarrollo de un curso introductorio de geometria fractal

a nivel universitario.

Los autores
Bucaramanga, abril de 2011






Capitulo 1

Generalidades

1.1. Introduccién

Naturalmente podemos ubicar la geometria fractal en ese gran continente del mundo
de la matemaética llamado geometria, junto a la geometria proyectiva, la geometria
euclidiana, las no euclidianas y la topologia. La palabra geometria viene del griego
geo: tierra, y metrein: medir. La geometria euclidiana es la geometria clasica que
empezamos a estudiar desde la escuela primaria; es punto de partida para las otras
clases de geometria y la primera en orden cronolégico. Casi tan antigua como el hom-
bre mismo, dado que su gestacién es, en buena parte, consecuencia de la necesidad e
inquietud natural del ser humano por conocer, analizar y medir lo que encuentra en
el mundo, la geometria en general busca, de una u otra manera, el modelar objetos

y fenémenos de la naturaleza y hallar un orden en el universo.

Sin embargo las formas y figuras que estudia la geometria euclidiana son bastante
ideales, suaves, regulares, es decir més bien alejadas de las que realmente se encuentra
en la naturaleza. Como afirma el propio B. Mandelbrot, considerado padre de los

fractales:

Las nubes no son esferas, las montanas no son conos, las lineas costeras no son
circunferencias y la corteza de un arbol no es lisa, como tampoco es cierto que

la luz viaje en linea recta. (B. Mandelbrot, [22]).
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La geometria fractal pretende acercarse un poco maés a las formas, objetos y feno-
menos de la naturaleza; de hecho, uno de los libros clasicos de B. Mandelbrot lleva
el sugestivo titulo The Fractal Geometry of Nature [22]. Pensemos por ejemplo en
un arbol. Quiza una representaciéon aproximada de un arbol, usando figuras de la
geometria euclidiana, serfa como la que se muestra en la Figura 1.1, mientras que
usando los principios basicos de la geometria fractal, una representacion de un arbol
serfa como la de la Figura 1.2. La Figura 1.3 corresponde a una representacién de
un arbol obtenida (computacionalmente) aplicando el método que explicaremos en

el capitulo 4 del presente libro.

Figura 1.1: Geometria euclidiana. Figura 1.2: Geometria fractal. Figura 1.3: Arbol fractal.

Justamente esta caracteristica (la de constituir una geometria mas cercana a la na-
turaleza) es una de las razones por las cuales la geometria fractal actualmente llama
la atencion. Existen, en nuestro concepto, al menos otros tres atractivos que posee es-
ta geometria, a saber: la belleza o vistosidad de las figuras que estudia, las numerosas
aplicaciones que se le vienen encontrando en muy diversas ramas de la ciencia y aun
del arte (fisica, biologia, quimica, geologia, medicina, pintura, arquitectura, musica,
literatura, diseno, entre otras), y por otra parte, dado que constituye un area de estu-
dio relativamente nueva, se encuentra atin en ella una buena cantidad de problemas
abiertos y preguntas sin respuestas conocidas, hecho que por si sélo constituye un

fuerte atractivo para quien se precie de ser un amante de la matematica.

En la Figura 1.4 se muestran dos ejemplos de la naturaleza donde llama la atencion

lo vistoso de su geometria.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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Figura 1.4: Fractales en la naturaleza. Foto de los autores.

En la Figura 1.5 se muestran varios modelos de fractales elaborados por los estudian-
tes de la asignatura Geometria Moderna. Los modelos fueron construidos aplicando
el método que explicaremos en el capitulo 4, y corresponden a ejemplos clasicos
de la geometria fractal: Esponja de Menger, Piramide de Sierpiniski y Carpeta de

Sierpiriski.

W e

Figura 1.5: Fractales en la matematica.

En la Figura 1.6 se presentan dos fotos tomadas en el Museo de Arte Moderno de la
ciudad de México, donde se muestra cémo en el arte se hace referencia a la geometria

fractal.

Bien, pero, jqué es un fractal?; debemos aclarar en primer lugar, que atn NO existe

una definicion formal (desde el punto de vista matematico) y universalmente acep-

Una introducciéon a la geometria fractal]



1. Generalidades

@ EL HOMBRE Y EL PLASTICO
; KALIKOSMIA®
1967
CREAR MODULOS FRACTALES
’ARTIENDO DE DIMENSIONES SENSORIALI
EN DONDE SE DESARROLLE
] ' EN EQUILIBRIO
- | LOMAS HUMANO DE LO HUMANO

- DEATE
~ JUANJOSE DIAZ INFANTE N.
5 DISENADOR ESPACIAL

MODERNO

Figura 1.6: Fractales en el arte. Fotos de los autores.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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tada de lo que es un fractal. En [23], el primer gran ensayo en el que Mandelbrot
expone su teoria de los fractales, y que constituye por tanto un documento historico,
el padre de los fractales incluye, en el capitulo 13, una lista de neologismos, de la

cual extraemos los siguientes!:

Escalante. Adj. Dicese de una figura geométrica o de un objeto natural cuyas
partes tienen la misma forma o estructura que el todo, salvo que estan a diferente
escala y pueden estar ligeramente deformadas. Advertencia: El término scaling,
tomado del inglés, esta ya tan arraigado que es mejor no alejarse demasiado de

¢l buscando un neologismo que lo sustituya.

Fractal. Adj. Sentido intuitivo. Que tiene una forma, bien sea sumamente
irregular, bien sumamente interrumpida o fragmentada, y sigue siendo asi a
cualquier escala que se produzca el examen. Que contiene elementos distintivos
cuyas escalas son muy variadas y cubren una gama muy amplia. Razones de
su necesidad: Desde hara unos cien anos, los matematicos se habian ocupado
de algunos de esos conjuntos, pero no habian edificado ninguna teoria acerca
de ellos, y no habian necesitado, por lo tanto, ni la necesidad de un térmi-
no especifico para designarlos. Una vez que el autor ha demostrado que en la
naturaleza abundan objetos cuyas mejores representaciones son conjuntos frac-
tales, es necesario disponer de una palabra apropiada que no sea compartida

con ningun otro significado.

Fractal. n.f. Configuracion fractal; conjunto u objeto fractal. Advertencia: La
palabra fractal no distingue, adrede, entre conjuntos matematicos (la teoria) y
objetos naturales (la realidad): se emplea en los casos en que su generalidad, y
la ambigiiedad deliberada que resulta de ello sean bien deseadas, bien aclaradas

por el contexto, o no lleven inconvenientes asociados.

Dimensién fractal. Sentido genérico: Niimero que sirve para cuantificar el gra-
do de irregularidad y fragmentaciéon de un conjunto geométrico o de un objeto
natural. La dimension fractal no es necesariamente entera. Sentido especifico:

Se aplica a veces a la dimensiéon de Hausdorff y Besicovitch, pero ya no se

"Hay que advertir que citamos de la traduccion al espafiol que Tusquets hizo del original francés
[23]. El mismo término “escalante”, por ejemplo, no aparece en el DRAE, y ni siquiera en la Wikipedia
hasta la fecha.

Una introduccién a la geometria fractal]
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recomienda tal uso.

Conjunto fractal. Definicién provisional. Conjunto cuya dimensién fractal es

mayor o igual que su dimensién ordinaria (topologica).

Objeto fractal. Objeto natural que resulta razonablemente tutil representarlo

matematicamente por un conjunto fractal.

Es claro que ninguno de los neologismos anteriores, salvo el de conjunto fractal,
corresponde a una definiciéon formal desde el punto de vista matemético. Y es que
en verdad Mandelbrot hace un tratamiento muy informal de su teoria. Por ejemplo,

en relacién con la definicion misma del término fractal, escribe:

;Hace falta definir de manera rigurosa lo que es una figura fractal para luego
decir que un objeto real es fractal si lo es la figura que conforma su modelo?
pensando que tal formalismo seria prematuro, he adoptado un método distin-
to basado en una caracterizacion abierta, intuitiva, y procediendo por toques

sucesivos. [23, pag. 13].

Ciertamente existen dos propiedades fundamentales que de alguna forma identifican
lo que es un fractal, y son: la autosimilitud (o autosemejanza) y la dimensiéon “ex-
trafia”. Lo que haremos en lo que resta de esta seccién es intentar explicar en qué
consisten estas dos propiedades, a partir de un ejemplo concreto, para finalmente

mostrar una definicién tentativa del término fractal.

1.1.1. La autosimilitud

Consideremos un triangulo cualquiera junto con su interior, es decir “relleno”. Unamos
los puntos medios de los lados del tridngulo de modo que su interior queda dividido
en cuatro tridngulos, de los cuales eliminamos el tridngulo central. En cada uno de los
tres triangulos que quedan repetimos la misma construccion (unir los puntos medios
de los lados y eliminar el tridngulo central) obteniéndose nueve triangulitos (véase
la Figura 1.7), en cada uno de los cuales repetimos la construccion para obtener 27

triangulitos y asi sucesivamente. De esta manera obtenemos una sucesion de figuras

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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So S1 Sa

S3

Figura 1.7: Construccion geométrica del tridngulo de Sierpiriski.

S1, So, 53, ..., Sy ..., v la “altima” figura es la que se conoce con el nombre de

triAngulo de Sierpinski.

Por supuesto que no es correcto decir la “dltima” figura, dado que, en teoria, el
proceso de construccién descrito anteriormente nunca va a terminar; sin embargo,
la sucesion de figuras si parece “acercarse” a una figura en particular y es posible
y correcto hablar de la “figura limite”, que intuitivamente es la figura hacia la cual
tiende o se acerca nuestra sucesion (Sy),. Uno de los objetivos del presente texto
es proporcionar una definicién formal de lo que aqui estamos llamando figura limite
y obtenerla efectivamente como el limite matematico de una cierta sucesién en un
cierto espacio métrico; esto lo haremos en el capitulo cuatro y se necesitara para ello
todo el contenido de los dos capitulos anteriores. Sin embargo, si podemos en este
momento definir formalmente el tridngulo de Sierpinski como conjunto, mediante la
interseccion de la familia {S, },,, es decir, si notamos S al tridngulo de Sierpinski,

entonces definimos,
o0
S = ﬂ Sh.
n=1

Este fractal lleva su nombre en honor al matematico polaco Waclaw Sierpinski?,

2S1ERPINSKI Waclaw (1882-1969). Matematico polaco, nacido en Varsovia. Miembro fundador
de la escuela matemaética polaca moderna, junto con Janiszewski y Mazurkiewicz, que contribuyo6 al
progreso de la teoria de conjuntos y de la topologia y favoreci6 la consolidacion de los fundamentos
logicos de las matematicas. Llevo a cabo importantes investigaciones sobre teoria de niimeros.
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quien lo present6 en el ano 1916 (véase [34]).

Aunque hay infinitos pasos en la construccion del conjunto S, ya a partir de los pasos
4 0 5 se empieza a tener una idea clara de cémo es la figura limite y en pocos pasos

posteriores ya no se perciben diferencias, a simple vista, entre un paso y el siguiente.

AD 4D AD

L 5
AL A L0 A0 A £ L0 £ K A £ A A O A A

Figura 1.8: Triangulo de Sierpinski.

Una buena representacion de como seria la figura limite o tridngulo de Sierpirski
S, se muestra en la Figura 1.8. Ahora, observando detenidamente este conjunto,
inmediatamente se aprecian en él “muchisimas” copias més pequenas de si mismo. En
realidad si recordamos el proceso de construccién de S concluimos que son infinitas
copias. De esta forma podemos afirmar que el tridngulo de Sierpinski estd formado
por infinitas copias de st mismo, solo que reducidas y colocadas en diferente posicion.
Esta propiedad es llamada autosimilitud o autosemejanza, y es la primera propiedad

que debemos destacar como una propiedad esencial de los fractales.

La nocién intuitiva de autosemejanza en realidad es muy sencilla y natural; muy
seguramente todos la hemos percibido en algiin momento y de alguna manera en
muy diversos contextos: por ejemplo al observar diferentes objetos de la naturaleza
como algunas clases de plantas, arboles, una cabeza de coliflor o una de broécoli, las
nubes, las olas del mar, un relampago, entre muchos otros. Se encuentra también,
claro esté, en el contexto de las matematicas: algunas fracciones continuas, conjuntos

cuyos elementos son conjuntos, filtros cuyos elementos son filtros, la categoria de

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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las categorias®, la estructura algebraica de Top(X), y numerosos conjuntos, hoy
ejemplos clasicos de conjuntos autosemejantes como el tridngulo de Sierpinski, del
que acabamos de hablar, o el conjunto de Cantor, la curva de Koch, el tetraedro de
Sierpiniski y la esponja de Menger, de los cuales hablaremos un poco mas adelante.
En todos los entes anteriores se percibe de alguna forma y en mayor o menor grado
la siguiente caracteristica: el todo estd formado por varias copias de si mismo, solo
que reducidas y puestas en diferente posicion; o, dicho de otra manera: el todo es

igual a sus partes, salvo un factor de escala.

Figura 1.9: Autosimilitud en el tridngulo de Sierpinski.

Volviendo a nuestro triangulo de Sierpinski, es claro que de las infinitas copias que S
contiene de si mismo, hay tres de ellas que son “maximales” (véase la Figura 1.9(a)).
Cada una de estas tres copias estd a su vez formada por otras tres subcopias, y
cada una de estas por tres “subsubcopias’ etc. etc. Otra manera de visualizar la
propiedad de autosemejanza es imaginando que se pone una lupa o efecto de “zoom”
en cualquier parte o regiéon de S, y observar que, no importa lo pequena que sea

la region observada, siempre se encontrara una copia reducida del conjunto total S

(Figura 1.9(b)).

Sin embargo, notemos que un conjunto de la geometria clésica euclidiana también
)

puede ser autosemejante; por ejemplo, un segmento de recta se puede ver como la

unién de dos copias de si mismo, o un cuadrado como la unién de cuatro copias

de si mismo, como se puede apreciar en la Figura 1.10. Entonces, ;en dénde radica

3Muy posiblemente aqui aparecen algunos conceptos desconocidos para el estudiante. La idea es
que investigue algo al respecto ya sea consultando en libros o preguntandole al profesor.

Una introduccién a la geometria fractal]
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la diferencia entre los objetos de la geometria fractal y los objetos de la geometria

euclidiana clasica? Aqui es donde abordaremos la segunda propiedad esencial de los

fractales.
/——s\ /——s\
7 N 7 N
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/ \
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| ]
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Figura 1.10: Autosimilitud en un segmento y en un cuadrado.

1.1.2. La dimension extrana

Para la mayoria de las personas es intuitivamente claro y natural, de acuerdo con lo
aprendido en la escuela primaria y secundaria, que las figuras o conjuntos geométri-
cos tienen dimension 0, 1, 2 o 3. Asi, un punto o un conjunto discreto de puntos
tiene dimension 0; una linea dimensiéon 1; una figura en el plano, como un cuadrado
o un tridngulo (con su interior), tiene dimension 2, y las figuras en el espacio como
una esfera o un cubo tienen dimensiéon 3. En principio, para la mayoria de las per-
sonas estas serian las tinicas posibilidades que puede tomar el valor de la dimensiéon
de un objeto o ente geométrico. ;Qué pensaria usted si le dijeran que un conjunto
tiene dimensiéon 0,4587, o dimension 1,753, por ejemplo? Seguramente le pareceria
al menos un poco extrano. Pues bien, nuestro tridngulo de Sierpiniski tiene dimen-
sion aproximadamente igual a 1,584 (mas exactamente su dimension es In3/1In 2).
Justificar plenamente esta afirmacion requeriria tener unos buenos conocimientos de
teoria de la medida y teoria de la dimension, que ciertamente constituyen campos

relativamente “sofisticados” de la matematica, fuera del alcance del presente texto.

Intentaremos de todas maneras, dar una pequena explicacién que al menos nos apro-
xime un poco a este fenémeno. En primer lugar debemos aclarar que existen varias

clases de dimension; por ejemplo la dimensiéon topolédgica, la dimension de Hausdorff

[S.M. SABOGAL & G. ARENAS
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Dimensién 0 Dimensién 1 Dimensién 2

Dimensiéon 3 Dimensién ~ 1,584 Dimensién ~ 1,8928

Figura 1.11: Algunos objetos y su dimensién.

y la llamada precisamente dimension fractal. Analicemos un poco lo que ocurre con
un segmento o con un cuadrado. El segmento lo podemos “romper” en dos segmentos
congruentes, y cada uno de ellos se puede ampliar por un factor de 2 para obtener
el segmento original (ver Figura 1.10(a)). Claro que también se puede romper en 4
segmentos congruentes, de modo que cada uno de ellos al ampliarlo por un factor de
4, reproduce el original y, en general podriamos romper el segmento en n segmentos
congruentes y con un factor de ampliaciéon de n, obtener el segmento original. El
caso de un cuadrado es un poco diferente. Podemos descomponer un cuadrado en 4
cuadrados congruentes y el factor de la ampliacion es 2 (Figura 1.10(b)). Alternativa-
mente podemos descomponer el cuadrado en 9 cuadrados congruentes con el factor
de ampliacion 3, o 25 pedazos con factor 5. Asi, en general el cuadrado se puede

descomp oner en Tl2

copias de si mismo, cada una de las cuales se puede ampliar por
un factor n para alcanzar la figura original. Finalmente podemos descomponer un
cubo en n? “pedazos iguales”, cada uno de los cuales tiene factor de ampliacion n

(ver Figura 1.12).

Una introduccién a la geometria fractal]
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\/-

Figura 1.12: Autosimilitud en un cubo.

En todos los casos se cumple la “férmula”
n? =N ,

donde n es el factor de ampliaciéon, N el namero de copias y D la dimensién. En

consecuencia,

~ InN  In(ntmero de copias semejantes a la figura original)

(1.1)

" Inn  In(factor de ampliaciéon para obtener la figura original)’
Asi, para nuestro tridngulo de Sierpiniski tenemos que N =3 y n = 2, y por tanto,

In3
Ds = o ~ 1,584.
De esta manera 1 < Dg < 2, lo que puede interpretarse como que el tridngulo
de Sierpiniski no es exactamente ni una curva clasica, ni una superficie, sino “algo
intermedio” entre estos dos entes; expresado de manera informal e intuitiva, S llena

el espacio mas que una curva clasica, pero menos que una superficie.

Sin embargo, teniendo en cuenta que una buena cantidad de personas piensa que
todos los fractales tienen dimensién no entera, debemos en este momento hacer una
aclaracion importante. Consideremos un fractal también clasico y que podria verse de
alguna manera como la version en R? del triangulo de Sierpiniski, se llama justamente
la pirdmide o tetraedro de Sierpiriski, y lo notaremos P. Se construye como sigue:
tomemos un tetraedro regular Py con longitud de arista a. Ubiquemos los puntos
medios de cada arista y conectémoslos. Conservamos los cuatro nuevos tetraedros
formados por los vértices y removemos lo que resta de Py (octaedro de longitud de

arista a/2). La figura obtenida consta de cuatro tetraedros semejantes a Py, figura

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



1.1. Introduccién 13

que denotaremos P;. El proceso se repite para cada tetraedro semejante a Py, es
decir, se ubican los puntos medios de cada arista (en cada tetraedro por separado) y
se conectan. Conservamos los 16 tetraedros de arista a/4 formados en este proceso

y removemos lo restante (cuatro octaedros de arista a/4).

Po P1 P P

Figura 1.13: Construccién geométrica de la piraAmide de Sierpinski.

Obsérvese que para obtener el primer paso P; de la construccién anterior hemos

quitado del tetraedro un octaedro como se muestra en la Figura 1.14.

Ao &

Figura 1.14: Primer paso de la construcciéon de la piramide de Sierpinski.

La figura obtenida la llamaremos Ps; asf sucesivamente construiremos Ps, Py, ..., lo
cual nos genera una sucesion (P, ), de figuras cuya “figura limite” (en el mismo sentido
en que la describimos para el triangulo de Sierpinski), la llamaremos la piramide
o tetraedro de Sierpiriski, y la notaremos como ya lo escribimos con la letra P.
Claramente nuestra piramide de Sierpinski es autosemejante; podemos identificar
en ella cuatro copias maximales de si misma, siendo 2 el factor de ampliacién para

obtener de cada copia maximal el conjunto total.

Aplicando entonces (1.1) a nuestro fractal P, tenemos

ln4

D
P = ln2

Una introduccién a la geometria fractal]



14 1. Generalidades

Lo que “muestra”, quiza sorpresivamente, que no todos los conjuntos de tipo frac-
tal tienen dimensién no entera. Pero entonces estariamos regresando a la pregunta
planteada al final de la seccion anterior: jen déonde radica la diferencia entre los obje-
tos de la geometria fractal y los objetos de la geometria euclidiana clésica? Veamos:
deciamos antes que existen varias clases de dimensién, entre ellas una llamada di-
mension topolodgica y otra llamada dimension de Hausdorff, y no entraremos a definir
tales conceptos, asi que el lector tendra que hacer un “acto de fe” y creer que en el caso
de un segmento las dos dimensiones (la topologica y la de Hausdorff) coinciden en el
valor de 1, en el cuadrado también coinciden pero en el valor de 2, para el triAngulo
de Sierpinski la dimension topoléogica es 1 mientras que la de Hausdorff es In3/1n 2,
y para la pirdmide de Sierpinski la dimension topologica también es 1, mientras que
la de Hausdorff es 2. Lo que ocurre, en el caso de los conjuntos que tienen carac-
teristicas fractales, es que su dimension de Hausdorff es estrictamente mayor que
su dimensién topoldgica, v hecha esta observacion, pasamos entonces a escribir una
definicién relativamente aceptable, aunque todavia no plenamente formal, desde el

punto de vista matemaético:

Un fractal es un conjunto autosemejante y cuya dimension de Hausdorff es

estrictamente mayor que su dimensién topologica.

Autosemejante Autosemejante Autosemejante
Dy =2 Dr=1 Dr =
Dy =2 Dy ~ 1,584 Dy =2
Dy = Drp Dy > Dr Dy > Dr

Figura 1.15: En estas figuras Dr significa dimension topologica y Dp, dimension de Hausdorff.
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1.2. Algunos datos historicos

La mencién explicita quizé méas remota en la historia sobre el fenomeno de autoseme-
janza se remonta al siglo V a.C., al examinar las ideas del fil6sofo jonio Anaxagoras
de Clazomene (c. 500-428 a.C.). Segin Anaxégoras, el universo fue un caos de in-
numerables semillas (spermata), al cual la mente (nus), mediante un movimiento de
rotacion (perichoresis), dio orden y forma. Estas “semillas” no son elementos pues,
cada una es tan compleja como el todo. La alusiéon a la autosemejanza es clara. Segin
Anaxégoras, “los elementos son homedmeros, |.. .| pues cada uno de ellos es un con-
glomerado de cosas homedmeras invisibles. [...| Cada homeomeria contiene en si
todas las cosas, de modo similar al todo, [de modo que las homeomerias| no solo son
infinitas, sino infinitas veces infinitas” [19]. Asi cada semilla o spermata, no es mds

simple que el resto, ni esencialmente distinta en su composicion |33, pag. 297].

Ejemplos de conjuntos autosemejantes se conocen desde hace mucho tiempo. A una
buena parte de ellos se los denomina actualmente conjuntos fractales. La prehistoria
de este tipo de conjuntos se remonta a finales del siglo XIX y principios del siglo XX,
con el descubrimiento de fenémenos como el movimiento browniano y de conjuntos
“extranos” o situaciones que en esa época fueron consideradas “patologicas”, tales
como el conjunto de Cantor (1883), el triangulo de Sierpiniski (1916), las funciones
continuas y nunca diferenciables (1872), la curva de Von Koch (1904), las curvas
de Peano que llenan el espacio (1890), entre otros. En el momento de aparecer este
tipo de conjuntos y fenémenos, muchos de ellos fueron subestimados y sencillamente
“dejados a un lado”. En 1919 Hausdorff* proporciona la herramienta fundamen-
tal para medir estos conjuntos tan particulares, al introducir lo que hoy se conoce
como medidas y dimensiéon de Hausdorff, y durante los anos veinte se sigue
desarrollando la teoria geométrica de la medida, cuyo papel es fundamental en el
estudio de este tipo de conjuntos. En 1918 Gaston Julia (1893-1978) publica sus
trabajos sobre sistemas dinamicos complejos, y lo mismo hace en 1926 el matematico
francés Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929). En los anos veinte los trabajos

de Julia y Fatou fueron de reconocida importancia, pero posteriormente quedaron

4HauspoRFF Félix (1868-1942). Topologo aleméan, estableci6 los fundamentos de la topologia
general; desarrollo las nociones béasicas de limite, continuidad, conexiéon y compacidad, piezas fun-
damentales de muchas estructuras matematicas; una de sus ideas revolucionarias fue la de espacio
de dimensién no entera. Fue también filésofo y escritor.
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en el olvido hasta que, en los anos setenta Benoit Mandelbrot (1924-2010), resca-
ta dichos trabajos con la ayuda importante de los computadores. Basado en estos
trabajos y en ejemplos como los que mencionamos anteriormente, Mandelbrot logra,
con una vision particular muy geométrica, detectar ciertas caracteristicas comunes,
(autosemejanza, dimension extrana), en objetos, situaciones y fenémenos de natura-
leza muy diversa: el conjunto de Cantor, el triAngulo de Sierpiniski, la curva de Koch,
el movimiento browniano, las curvas de Peano, la medicién de la longitud de una
costa (en este caso fueron importantes los trabajos de Lewis Fry Richardson), las
fluctuaciones en las lineas de transmisiéon de datos entre ordenadores, la turbulencia
en fluidos, la distribucién de las galaxias en el universo, las variaciones de los pre-
cios en la bolsa de valores, etc., etc. Crea entonces el término “fractal” para agrupar
bajo él esta gran variedad de fenémenos, y expone sus ideas y teorias al respecto,
principalmente en dos libros que son quizé sus dos obras méas importantes en lo que
se refiere a la geometria fractal: Les Objets Fractals: Forme, hasard et dimension
[21] y The Fractal Geometry of Nature [22]|. El primero, publicado en 1975, es un
ensayo en el cual, a través de una serie de pequenos capitulos sobre diversos temas
de la ciencia, Mandelbrot expone las ideas fundamentales de sus teorias acerca de los
fractales (irregularidad, azar, autosimilitud, dimension fractal, etc.). En la ya men-
cionada traduccion al espanol de este libro [23], Mandelbrot cita a Perrin, quien en

1913 habia escrito lo siguiente:

... Todos sabemos cémo, antes de dar una definicién rigurosa, se hace obser-
var a los principiantes que ellos mismos tienen ya la idea de continuidad. Se
traza ante ellos una curva bien clara, y se dice, aplicando una regla contra su
contorno: “Veis como en cada punto hay una tangente”’”. O también, para sentar
la nocién mas abstracta de la verdadera velocidad de un mévil en un punto de
su trayectoria, se dira: “Estais de acuerdo, verdad, con que la velocidad media
entre dos puntos proximos de esta trayectoria acaba por no variar apreciable-
mente cuando dichos puntos se acercan entre si indefinidamente”. Y, en efecto,
son muchos los que, recordando que para ciertos movimientos usuales parece

que es asi, no ven que esto entrana grandes dificultades.

Los mateméticos, sin embargo, han comprendido muy bien la falta de rigor

de estas consideraciones geométricas, y lo pueril de, por ejemplo, intentar de-
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mostrar, trazando una curva, que toda funcién continua admite una derivada.
Si bien las funciones derivables son las mas simples, las més faciles de manejar,
constituyen a su vez, la excepcion; o bien, si se prefiere un lenguaje geométrico,
las curvas que no admiten tangente son la regla, y las curvas regulares, tales
como el circulo, son casos interesantisimos, pero particularisimos [...] Y como
ocurre la mayoria de las veces, aquellos a quienes se habla de curvas sin tangente
o de funciones sin derivada empiezan pensando que la naturaleza no presenta
tales complicaciones y que, evidentemente, no nos sugiere esas ideas. Sin em-
bargo, lo cierto es lo contrario, y la logica de los matematicos los ha mantenido
mas cerca de la realidad que las representaciones practicas empleadas por los
fisicos [. ..] Observamos, por ejemplo, uno de esos copos blancos que se obtienen
al salar el agua jabonosa. De lejos, su contorno puede parecer claro, pero tan
pronto como uno se acerca un poco, esa claridad desaparece. El ojo no consigue
ya determinar la tangente en un punto cualquiera: una recta que lo pareceria a
primera vista, pareciera también, con un poco mas de atencién, perpendicular
u oblicua al contorno. Si uno toma una lupa, o un microscopio, la incertidumbre
no se desvanece, pues cada vez que se incrementa el aumento, se ven aparecer
nuevas anfractuosidades, sin que se llegue nunca a sentir la impresioén tranqui-
lizadora y clara que da, por ejemplo, una bola de acero pulido. De manera que
si dicha bola da una idea 1til de la continuidad clésica, logicamente también
nuestro copo puede sugerir la nocién més general de las funciones continuas sin

derivada.

Y lo que hay que tener muy en cuenta es que la incertidumbre en la posicion del
plano tangente en un punto del contorno no es de hecho del mismo orden que
la incertidumbre que habria para determinar la tangente en un punto del litoral
de Bretana, segun se utilizara para ello un mapa de tal o cual escala. Segin la
escala, la tangente cambiaria, pero cada vez habria una. El mapa es un dibujo
convencional, en el que, por la propia construcciéon, cada linea tiene tangente.
Por el contrario, la caracteristica esencial de nuestro copo (igual que el resto del
litoral, si en vez de estudiarlo con un mapa se lo mirara directamente de mas
o menos lejos) es que, a cualquier escala, se suponen, sin verlos del todo bien,

detalles que impiden definitivamente determinar una tangente.
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Seguiremos aun en la realidad experimental si, mirando por el microscopio,
observamos el movimiento browniano que agita cualquier pequena particula en
suspension en un fluido. Para fijar una tangente a su trayectoria, tendriamos que
encontrar un limite, por lo menos aproximado, a la direccién de la recta que une
las posiciones de dicha particula en dos instantes sucesivos muy proximos. Ahora
bien, hasta donde permite llegar la experiencia, esta direccién varia localmente
cuando se disminuye el tiempo transcurrido entre ambos instantes. De modo
que lo que este analisis sugiere al observador sin prejuicios es la funcién sin

derivada y no, en absoluto, la curva con tangente |...]| [23, pag. 15-16].

Aunque Mandelbrot cita a Perrin, aclara también que fue la obra de Norbert
Wiener su principal fuente de inspiraciéon. Veamos lo que exactamente escribe

Mandelbrot al respecto:

Dejemos la lectura de Perrin (que se puede continuar en Les Atomes, o
en mi edicion de 1975), para describir la importancia historica de estas ulti-
mas observaciones. Hacia 1920 deberfan trastornar al joven Norbert Wiener y
lo estimularian en la construcciéon de su modelo probabilistico del movimiento
browniano. Hablaremos mucho de ello en este ensayo. Y desde ahora tomaremos
de Wiener un término al que tenia aficion para denominar una forma extrema
del desorden natural. La palabra es “caos” y nos permite apreciar que Perrin hi-
zo dos observaciones distintas. Por una parte, que la geometria de la naturaleza
es cadtica y estd mal representada por el orden perfecto de las formas usuales
de Euclides o del calculo diferencial. Por otra parte, que dicha geometria mas
bien evoca la complicacion de las matematicas creadas hacia 1900. Desgraciada-
mente, la influencia de estas observaciones de Perrin parece haber terminado
con su efecto sobre Wiener. Es la obra de Wiener la que ha sido mi principal
fuente de inspiracion, y la filosofia de Perrin no me ha llegado més que cuando
este ensayo estaba siendo sometido a las ultimas correcciones. Como ocurre a
veces, el dominio fractal habia emergido (sin nombre) cuando abordé ciertos
fenémenos cadticos completamente modestos por medio de técnicas matemaéti-
cas reputadas de “avanzadas”, con las que el azar me habia familiarizado |...]

[23, pag. 17-18].
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El libro Les objets fractals: forme, hasard et dimension [21], muy informal, poco
riguroso y dirigido a publicos dispares, finalmente genera una especie de “explosion”
de publicaciones, investigaciones y discusiones alrededor de los fractales en diversos
campos de la ciencia. Constituye, como ya se habia anotado, una de las principales

obras de Mandelbrot, y un documento histoérico.

El segundo libro, The Fractal Geometry of Nature, reemplaza ampliamente su en-
sayo original de 1975 y conserva aproximadamente el mismo estilo de Los objetos
fractales, aunque abarca mas temas y constituye también una obra fundamental de
Mandelbrot.

Por supuesto, existen esfuerzos importantes de formalizacion matematica y elabora-
cion de una teoria unificada de los fractales. En particular, en relaciéon con la nocion
de autosemejanza John E. Hutchinson publica, en 1981, su articulo “Fractals and
Self-Similarity” [17], en el cual, a partir de las ideas de B. Mandelbrot expone una
teoria muy formal y bien fundamentada de los que él llama conjuntos estrictamente
autosimilares. Alli hace un estudio riguroso de la nocién de autosimilitud en espacios
métricos, usando conceptos y herramientas de la teoria de la medida. Es este un
articulo muy importante en lo que a geometria fractal se refiere, puesto que cons-
tituye uno de los trabajos pioneros formales y rigurosos en cuanto al tratamiento

matematico del tema.

A partir de este articulo, y usando las definiciones alli establecidas, se genera una
enorme cantidad de trabajos y publicaciones alrededor de los fractales, sus aplica-
ciones y la nocién de autosimilitud; para el lector interesado mencionamos en las

Lecturas recomendadas varias de estas publicaciones.

1.3. Cuatro ejemplos clasicos de conjuntos fractales

En esta seccion presentamos una descripciéon muy general de cuatro conjuntos que

ocupan un lugar destacado en la familia de los fractales.
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1.3.1. El conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor es un ejemplo clasico de conjunto no numerable con el mismo
cardinal del continuo, pero que a pesar de ello tiene longitud nula. Fue presentado

por el mateméatico Georg Cantor® en 1883. Se construye como sigue:

Partimos del intervalo unidad C' = [0, 1] C R. Dividimos dicho intervalo en tres partes
iguales, descartamos la parte central y consideramos los dos intervalos cerrados de

los extremos (Figura 1.16)
Cu =10,1/3], Ci2 = [2/3,1],
cada uno de ellos de longitud 1/3.

Cada uno de estos intervalos se divide a su vez en tres intervalos iguales. Descarta-
mos los intervalos centrales que resultan de tal divisién y consideramos los cuatro

intervalos cerrados
Co1 =10,1/9], C2 =12/9,1/3], C2=1[2/3,7/9], Cau =[8/9,1],
cada uno de ellos de longitud 1/9.

Si continuamos indefinidamente de esta forma, en la etapa j-ésima habremos obtenido

2J intervalos cerrados Cik, k=1,2,... .27 cada uno de ellos de longitud 377.
} o } y Cl
[ | [ | [ | [ | Co

o o o o Cs

Figura 1.16: Descripcién de la construccién del conjunto de Cantor.

Para cada j =1,2,... sea
27

Ci=J C.

k=1

SCaNTOR Georg (1854-1918). Matematico aleman de origen ruso. Se le considera el creador de
la llamada teoria de conjuntos y de la teoria de nameros transfinitos. Su obra impulsé una revision
en profundidad de los fundamentos de las matemaéticas.
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Observamos que los conjuntos Cj, j = 1,2,... forman una sucesién decreciente, eso

es Cj41 C Cj, V). El “conjunto limite” de este proceso, es decir,

= ﬁ cj,
j=1

se denomina conjunto ternario de Cantor.

Aunque en este caso la “figura limite” no es tan vistosa como por ejemplo para el caso
del tridngulo de Sierpiriski, descrito en la primera seccién de este capitulo, el conjunto
de Cantor constituye un ejemplo muy importante en matematicas, particularmente
en analisis y topologia. Es claro que C esta formado por dos copias maximales de
si mismo (autosimilitud) y que cada copia debe ser multiplicada por un factor de 3
para restablecer todo el conjunto C. De esta manera su dimensién de Hausdorff esta

dada por
In 2
Dy = 22 ~0,63093,
In3
y por otra parte la dimensién topologica Dr de C es cero, de modo que se cumple la

condicién Dy > Drp.

En el Apéndice B se establecen algunas propiedades del conjunto de Cantor.

1.3.2. La carpeta de Sierpinski

La carpeta de Sierpinski se forma partiendo de un cuadrado (con su interior), que
se divide en nueve cuadrados iguales y se descarta el cuadrado central; después, a
cada uno de los ocho cuadrados que quedan se le aplica el mismo proceso, y asi

sucesivamente (ver Figura 1.17). Se obtiene la sucesion de figuras Ag, Aj, Ag, ...,

Apg, ...,y se define la carpeta de Sierpiriski A por
[e.e]
A=A
7=0

En cuanto a la autosemejanza, es claro que A esta formada por 8 copias maximales

de si misma, con un factor de ampliaciéon 3, luego su dimensiéon de Hausdorff es

In8
Dy = 22 ~1,89279,
In3

Una introduccién a la geometria fractal]
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_,40 ./41 AQ

Figura 1.17: Descripcion de la construcciéon de la carpeta de Sierpiniski.

mientras que su dimension topoldgica es 1; asi, se tiene que Dy > Dp. Recordando
que la dimension del tridangulo de Sierpinski es aproximadamente 1,584, podriamos

afirmar que la carpeta A, “llena” un poco més el espacio que el tridngulo S.

1.3.3. La curva de Koch

La curva de Koch debe su nombre al matematico Helge Von Koch®, quien la construyo
por primera vez en 1904. Se forma partiendo de un segmento unidad Ky, el cual se
divide en tres partes iguales. La parte central se sustituye por dos segmentos del
mismo tamano que el eliminado, que junto con dicha parte anulada formaria un
triangulo equilatero; se obtiene asi la poligonal Iy (ver Figura 1.18). A continuacion
se repite el proceso por cada segmento formado y se obtiene entonces una sucesiéon

(le)jeN. El “limite” de esta sucesiéon, denotado K, se llama curva de Koch.

Ko Ky K K;

Figura 1.18: Descripcion de la construcciéon de la curva de Koch.

Nuevamente se percibe la autosimilitud de la figura limite, se detectan cuatro copias
maximales y un factor de ampliacion igual a tres, de modo que su dimensién de
Hausdorff es
Dy = 1n_4 ~ 1,26186,
In3

mientras que la dimensién topoldgica es D = 1.

SKocn Helge Von (1870-1924) matematico sueco, nacido en Estocolmo. Tras los estudios de
escuela elemental acudié a estudiar matemaéticas en la Universidad de Estocolmo con el famoso
matemaético sueco Magnus Gosta Mittag-Leffler, quien fue su guia y consejero. Von Koch escribio
muchos articulos sobre teoria de nimeros.
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1.3.4. La esponja de Menger

Este bonito fractal, creado por Karl Menger” en 1926, se puede pensar como una
version en R? de la carpeta de Sierpiriski. Se construye partiendo de un cubo My, el
cual se divide en 27 cubitos y se elimina el cubito central de cada cara y el que queda
en exactamente el centro del cubo, es decir en total se eliminan 7 cubitos, quedando
20 y obteniéndose M; (ver Figura 1.19). En cada uno de los 20 cubitos que quedan

se repite el mismo proceso (dividir en 27 cubitos y eliminar 7) y asi sucesivamente.

Se obtiene la sucesion de figuras Mg, My, Ma, ..., M;, ...,y se define la esponja
M por
(o]
M= M;.
§j=0

En cuanto a la autosemejanza es claro que M esté formado por 20 copias maximales

X
“
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Figura 1.19: Descripcién de la construccion de la esponja de Menger.

de si misma, con un factor de ampliaciéon 3, luego su dimensiéon de Hausdorff es

In 20
Dy = —— =~ 2,7268,
In3
mientras que su dimensién topologica es 2, asi que de nuevo Dy > Dp. Este valor
2,7268 nos indicaria que M no es una superficie, pero tampoco es un soélido, sino

algo intermedio entre ellos.

"MENGER Karl (1902-1985). Matematico austriaco nacido en Viena. Elabor6é una importante
teoria de curvas y de dimensiéon. Su libro: Dimension theorie, publicado en 1928, constituye un do-
cumento histérico. Estuvo interesado en la economia e hizo contribuciones a la mecéanica cuantica;
en 1951 introdujo el concepto de “conjunto confuso” que fue redescubierto posteriormente y renom-
brado “conjunto difuso”. Intenté una reforma del célculo y se caracterizé por su espiritu original e
independiente.
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1.4. Ejercicios

1. Dé al menos tres ejemplos (distintos a los que se mencionan en este capitulo),

de objetos o fendémenos de la naturaleza que en su opinién sean autosemejantes.

2. Para cada una de las siguientes sucesiones de figuras, haga un dibujo aproxi-

mado de la “figura limite”, analice su autosemejanza y calcule su dimensién de

Hausdorf:
1o 2

' — HeH HeH
b) Jo J1 J2
1/4 iy
1/ 1/4 ‘:l
: L4 nh
C) Ko Kl K2
]
1 1/2 |
1/2 1/2
d) LO L1 L2

3. Discuta con sus companeros el siguiente parrafo (tomado de [29]):

Enraizadas profundamente en la realidad, el arte y la matematica com-
parten la libertad absoluta de la abstracciéon. En vaivén constante entre
imaginacién y realidad, tanto el artista como el matematico se ocupan
en construir signos siempre cambiantes que intentan captar y expresar lo

vislumbrado.

[S.M. SaBocAaL & G. ARENAS



Capitulo 2

Nociones de espacios métricos

La historia de la matemética nos muestra como, hacia finales del siglo XIX, uno
de los problemas principales en los fundamentos del analisis era formalizar la idea
de que “algo” estuviese arbitrariamente cerca de otro “algo” la idea de magnitudes
tan pequenas como se quisiera (nociones ademéas muy importantes en el calculo y la
geometria). Esto claramente involucra el concepto de distancia, ya que la posibilidad

de medir distancias permite distinguir entre puntos cercanos y lejanos.

Intuitivamente un espacio métrico es un conjunto en el cual tiene sentido “medir dis-
tancias”, es decir en el cual, dados dos elementos cualesquiera del conjunto, digamos x
e y, se puede calcular la “distancia entre” ellos, que notaremos d(x,y). Naturalmente
se esperarfa que d(z,y) sea un namero real positivo, o podria ser igual a cero en el
caso (extremo) en que x = y y solamente en este caso. Otra propiedad importante
del namero d(z,y) es que es igual al namero d(y,x) (es claro que, por ejemplo, la
distancia que hay entre Bogoté y Bucaramanga, es igual a la distancia que hay entre

Bucaramanga y Bogota).

Por otra parte, recordando un teorema de la
geometria euclidiana, segin el cual en todo trian-
gulo cada lado es menor que la suma de los otros

dos, podemos escribir:

z

d(z,y) <d(x,z) +d(y,z) (ver Figura 2.1).
Figura 2.1: Desigualdad triangular.
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Esta desigualdad se conoce con el nombre de desigualdad triangular (jcuando se

cumple la igualdad?).

Formalizamos en el presente capitulo el concepto de distancia y otros conceptos

relacionados.

2.1. Definicién y ejemplos

Definiciéon 2.1.1 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un conjunto no vacio

X de objetos que llamaremos puntos, dotado de una funcion

d: XxX — R
(z,y) +— d(z,y)

(llamada métrica o distancia en el espacio), que satisface los dos siguientes axiomas:

EML: Vz,y € X, d(z,y) =0<=x =y.

EM2: Vz,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) +d(y,z).

Usando estos axiomas se puede probar (Ejercicio 2.9.1) que, no importa cudles
sean los puntos z,y,z € X, se cumple d(x,y) > 0 (la distancia es no negativa),

d(z,y) =d(y,z) (simetria) y d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (desigualdad triangular).

Ejemplo 2.1.2.

1. El conjunto de los ntimeros reales con la distancia definida por d,(z,y) := |[x—y|
(distancia usual o euclidiana sobre R) forma el espacio métrico (R,d,),
llamado espacio euclideo de una dimensiéon. En efecto: sean z,y,z € R,

entonces

EMIL: dy (z,y) =z —y|=0< |z —y|=0cz—-—y=02=y.
EM2:

du(z,y) = | —yl=|(x—-2)+(z—-y)
<z =24z -yl
= |z —z[+]y -2

dy (z,2) + dy (y,2) .

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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2. En general, sobre un conjunto podemos definir varias distancias, por ejemplo,
sobre el conjunto de los nimeros reales ademés de la distancia usual podemos

definir la distancia dj, por:
din (2, y) == In(1+ [z —y|);

o podemos definir la distancia m por m (x,y) := ‘x?’ —y3 ‘ No es dificil verificar

que (R,dp,) y (R,m) son espacios métricos (Ejercicio 2.9.2).

3. El conjunto de parejas ordenadas de ntimeros reales, x = (x1,z2) (o R?) con

la distancia

du((z1,22), (Y1, 92)) ==V (y1 — 21)2 + (y2 — 22)2,

llamada distancia usual o euclidiana sobre R?, se denomina espacio eu-

clideo de dos dimensiones, (R?,d,,). Veamos que en efecto d, es una métrica.

EM1: Para cualesquiera x = (21, x2), ¥y = (y1,%2) tenemos

dy (%,y) =0 & V(1 —71)2+ (y2 —12)2 =0
& (p—21)=(y2—22)*=0
S Yr=T1 N Y =22

& x=Y.

EM2: Para probar la desigualdad triangular haremos uso de otra desigualdad
conocida como la desigualdad de Cauchy-Schwarz, cuya demostraciéon puede

consultarse en el Anexo A, y que establece:

Para cualesquiera a1, as, b1,bs € R se cumple
(arby + aghy)? < (a +a3) (bf +13). (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

De esta desigualdad es inmediato que:

a1by + asby < |a1b1 + a2b2| < \/CL% + a%\/b% + b% (2.1)

Una introduccién a la geometria fractal]
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Por otra parte tenemos, usando al final (2.1),
(a1 +01)* + (a2 + b2)?® = (a} +a3) +2(arby + asbo) + (b? + b3)

< (af +a3) +2 <\/a§ +a§\/b§ +b§> + (b7 + b3)

_ <\/a§+ag+ \/b§+b§>2.

De esta manera, tomando x = (z1,22), Yy = (y1,%2) ¥ z = (21, 22) elementos
cualesquiera de R?, y tomando ademés a1 = 21 — 1, as = 22 — T2, b1 = y1 — 21
v ba = yg — 2o, tenemos a1 + by =y — x1 y ag + by = yo — x2, y por tanto

2

(1 — 1)+ (y2 — 22)° < (\/(21 — 1)+ (22— m2) + \/(yl —z1)%+ (y2 — 22)2> ;

de donde

\/(y1 —21)” + (g2 —22)" < \/(21 —21)’ + (2 — m2)” + \/(y1 —21)" + (42 — 22)%,
es decir d,, (x,y) < dy (x,2) + d, (y, z), como se queria ver. O

Los ejemplos 1 y 3 (R y R?) se pueden generalizar para obtener el espacio

euclideo de n dimensiones, siendo
R™ :={(x1,22,...,2p) |zs €R, 1€ {1,2,...,n}}.

Considere x = (z1,22,...,2,) €y = (Y1,Y2, - .-, Yn); entonces

(2.2)

En adelante siempre que hablemos de R™ como espacio métrico, sin especificar
la métrica, se entendera que es la métrica d,, definida en (2.2) y llamada la

distancia usual o euclidiana sobre R".
. Tomando un conjunto arbitrario X, se define para x, y € X,

0, si z=y,
1, siz#y,

ddisc(xay) = {

entonces (X, dg;sc) es un espacio métrico denominado espacio métrico discreto

(ejercicio 3).
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5. El espacio de los cddigos*. Sean N un entero positivo fijoy ¥ = {1,2,..., N}
N .= {x =x12923... | 2; € ¥,i € N}.

Los elementos de ¥N los llamaremos cddigos o palabras semi-infinitas.

Tlustracioén: si ¥ = {1,2,3}, un elemento de X seria por ejemplo:
x = 211323123131313131 ... = 2113231231 € =,

La barra sobre los ntimeros indica que ese “grupito” de ntmeros se repetira

indefinidamente (periodo).

Ahora bien, en ¥V se define la distancia entre los codigos x = x1z023... €

Y = ¥y1y2¥y3 ... por

|
Z (N + 1 23)

Tustracion: si x = 212, y = 3213 son codigos en {1,2,3}" entonces

p o2=3 =2 2—-1]  [2-3]  [2-3
(X7y) - 4 + 42 + 43 + 44 + 45 +

Veamos que en efecto d es una métrica sobre XN, En primer lugar debemos
probar que la serie en (2.3) es siempre convergente. Como 1 < z;,y; < N, para
todo ¢ =1,2,3,..., entonces |x; — y;| < N, Vi € N, luego

i —vil N

(N+1)  (N+1)"

lo que implica
(o]

— |zi — uil 1
Y
;(N+1)Z ;(NH)“
y basta entonces usar el criterio de comparacién para concluir que d(x,y)

siempre existe. Las propiedades (EM1) y (EM2) se demuestran facilmente y lo

dejamos como ejercicio para el lector (Ejercicio 2.9.4).

!Para estudiantes que han visto los conceptos basicos de series.
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6. Obsérvese que la métrica usual en R? (Ejemplo 3), en efecto mide la distancia
en el sentido cotidiano usual de distancia que separa los puntos x e y (esto es
consecuencia del teorema de Pitagoras), es decir calcula la medida del segmento
que une dichos puntos. Sin embargo, pensemos en x e y como dos puntos
en el plano de una “ciudad cartesiana”. Si tomamos un taxi en el punto x
para trasladarnos hasta el punto y, la trayectoria del taxi dificilmente sera el
segmento que une los dos puntos, ya que el taxi tendrd que desplazarse por
“calles y carreras”, de manera que la distancia total recorrida sera la suma de
las medidas de los segmentos xz' y 'E como en la Figura 2.2, lo que podemos

escribir asi:

diaz (X,y) = |y1 — 21| + |y2 — 22 (2.4)

’y = (’!/17’!/2)

\yz —-1“2\

---------------------- dior © métrica del taxista

d, : métrica usual

Figura 2.2: Comparacion entre métrica usual y métrica del taxista.

Se puede probar entonces (Ejercicio 2.9.5) que (2.4) define una métrica en R?

que llamaremos la métrica del taxista.

7. En el conjunto de parejas ordenadas de numeros reales, x = (x1,x2)

(o R?), se define el producto interior entre dos elementos x = (z1,2),

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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y = (y1,v2) € R? como

Xy = 21Y1 + X2y2;

se define también la norma de un elemento x = (71, z2) € R? como

| := /@ + 23,

y el angulo 6 (x,y) entre x e y como

f:R2xR2 — R

0, si x=y=0;
(x,y) — 0(x,y) == /2, si x=0VYy=0; (25
arc cos , 8 X£ZO0 Ny #0.
=l [l

Utilizando las definiciones anteriores introducimos la métrica d, como sigue:

d,: RZxR? — R

(y) e detey) =kl Dyl [ foey). B

[yl

0(x,y)

Bl

Figura 2.3: La métrica d..

Verifiquemos que la métrica d, esté correctamente definida.

EMI: 1) Six =y, de (2.6) se sigue inmediatamente que d, (x,y) = 0.
2) Sid, (x,y) =0, entonces | [|x|| — |ly|| |+ 6 (x,y) = 0, pero como cada
término de la suma es no negativo, si su suma da 0 es porque cada
uno de ellos es 0, y por lo tanto ||x|| = ||y||, por un lado, y por otro

y = ax para algin o > 0, asi que x =y.

Una introduccién a la geometria fractal]
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EM2: Demostremos que
d* (X7 y) < d* (X7 Z) + d* (y7 Z) . (27)

En efecto, observemos primero que si x,y,z € R? con el producto interior

definido, se tiene la desigualdad
0(x,y) < 0(x2)+0(y,7). (2.8)

Aplicando (2.8) en (2.6) tenemos

dy (x,) [IxI = [yl | +6 (%, y)
%) = [zl | + 6 (x.2) + | llyll = llzl| | + 6 (v, 2)

= di(x,2) +di (y,2z).

IA

Por tanto, se satisface la desigualdad (2.7).

Por consiguiente, de EM1 y EM2 tenemos que (Rz, d*) es un espacio métrico

correctamente definido.

2.1.1. Subespacio métrico

Dado un espacio métrico cualquiera (X, d), él autométicamente determina una gran
cantidad de espacios métricos, ya que cada S C X, “hereda” la estructura de espacio

métrico, al restringir a S la métrica definida en X.
Maés exactamente, tenemos lo siguiente:

Definicién—Afirmacion 2.1.3 (Subespacio métrico). Sean (X, d) un espacio métri-
coy S C X. La funcién d restringida a S x S, d|, es una métrica y el espacio (S, d)

se llama subespacio métrico.

Sea
d: XxX — R

(z,y) — d(z,y);
como S C X, entonces S x S C X x X,
d: Sx8 — R
(,y) — di(z,y) =d(z,y).
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Demostracion. Es inmediato que si d satisface (EM1) y (EM2) en X, entonces siguen

satisfaciéndose estos axiomas en S C X. O

Ejemplo 2.1.4. Sea X = R? con la métrica
usual y S = [0, 1] x [0, 1]. (S, du‘) es un subes-
pacio métrico de (RQ, du).

1

Figura 2.4: S =[0,1] x [0,1]
2.2. Nocién de convergencia

El concepto de sucesiéon serd muy importante en nuestro trabajo. Intuitivamente una

sucesion es una “lista ordenada” de elementos u objetos, por ejemplo:

11 1 1 1
727374757

A L LSS

Formalmente una sucesién en X es una funcion s : N — X. Por ejemplo s : N — R
definida por s (n) := % Como lo que més nos interesa de esta funcion son los valores
que va tomando, es decir, su imagen o recorrido, se acostumbra a identificar la funcién
s con su recorrido,

s:={s(n)|neN},

de manera que la sucesion definida anteriormente quedaria:
] 11 1 1 1
5 — R
) 2 7 3 7 4 7 5 ) 7 n )

Puesto que el orden en que se escriben los elementos o términos de la sucesiéon es
importante, entonces el recorrido se puede pensar més como un conjunto ordenado,

por lo que usaremos la siguiente notaciéon:
S = (S")neN = (817 327 337... 7877,7”’)

o simplemente (sy),,.

Una introduccién a la geometria fractal]
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Nota. Obsérvese que para simplificar la notacién estamos escribiendo s,, en lugar de
s(n).
Ejemplo 2.2.1.

1. Los siete primeros términos de la sucesion (s,),, definida por:

S§1 = S92 = 1
Sp = Sp—2 + Sn—1, Vn >3

son: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 (Esta sucesion lleva el nombre de un matematico

importante del siglo XVII. Investigue: ;como se llama?).

2. Si PR denota la familia de todos los subconjuntos de R, definimos la sucesiéon

(Cpn),, en PR como sigue:

Ci = :]0,1]
Cn, = :conjunto que se obtiene de C,,_1, eliminando el
“tercio medio” de cada uno de los 2”2 intervalos

que conforman a C,_1.

Los tres primeros términos de (Cy),, son:
[0,1], [0,1/3] U[2/3,1], [0,1/9] U [2/9,1/3] U[2/3,7/9] U[8/9,1].

(Dibuje los conjuntos Cy, Ca, Cs; {a cual ejemplo del capitulo 1 corresponde

esta sucesion?).

Con el fin de precisar varios conceptos como compacidad, continuidad o la nocién
misma de fractal, es necesario definir la nocién de convergencia en un espacio métrico.
(Decimos que (xy), es una sucesion en un espacio métrico (X,d) si esta es una

sucesion en el conjunto X).

Definicién 2.2.2 (Sucesién convergente). Sea (X, d) un espacio métrico y (sp),,
una sucesion en X. Diremos que (sy), converge siy solo si existe S € X, tal que
para todo € > 0, existe N € N tal que n > N implica d(s,,S) < . S se llama lémite
de la sucesién, y lo notaremos

lim (s,), =5 ) (Sn), — S.

n—:aoQ
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Si la sucesion converge a un elemento S € X, se dice que la sucesion es convergente

en X; en caso contrario diremos que no converge en X, o que es divergente.

Al analizar un poco la Definicion 2.2.2 se observa que se esta formalizando la idea de
que los términos de una sucesién se van acercando cada vez més a un determinado
punto S € X, es decir, a medida que “avanzamos” en los términos de la sucesion,
estos se acercan arbitrariamente al valor de S, de modo que la distancia d (s,,S) se

puede hacer “tan pequena como se quiera’.

Ejemplo 2.2.3.

1
n

(Ver Figura 2.5).

1. La sucesion ( )n es convergente en el espacio métrico (R, d,,) ya que (%)n — 0.

Y™~ TN — T~
S1

Sn S4 S3 S9

1

)
3=

11 1
4 3 2

Figura 2.5: Los términos de (7—1L)n se “acercan cada vez més” a cero.

En efecto: dado € > 0, sabemos por la propiedad arquimediana’ que existe

N € N tal que Ne > 1, es decir, N > % De esta manera siempre que n > N

(39
n

De modo que, segin la Definicién 2.2.2 concluimos que (%)n — 0.

tendremos:
1 ol 1 < 1 e
n " n~ N '

2. La sucesion (2n),, no converge en (R, d,). Esto es intuitivamente claro al ob-
servar la Figura 2.6. Una demostracion formal de este hecho seria como sigue:

supongamos que existe un L € R tal que (2n), — L.

5]/\92/\;93/\94/-\/\/\
2 4 6 8 10 12 T

Figura 2.6: Sucesion (2n), .

?Propiedad arquimediana: sean z,y € R, con = > 0; entonces existe N € N tal que Nz > y.

Una introduccién a la geometria fractal]



36 2. Nociones de espacios métricos

Observemos que para cualesquiera naturales n y m, con n # m se tiene que
|m —n| > 1. Tomemos por ejemplo ¢ = % > (0. Como estamos suponiendo

(2n),, — L debe existir N € N tal que n > N implique [2n — L| < 3.

Tomemos cualquier M > N, entonces
2<2|N—-M|=12N-2M+L—-L|<|2N —L|+|2M - L| <1,

lo cual claramente es absurdo.

Volviendo a nuestro ejemplo 1, donde demostramos que (%)n — 0, podemos pregun-
tarnos si es posible que exista otro valor L tal que (%)n — L. La respuesta es NO,

como lo garantiza el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (Unicidad del limite). Si (s,)n converge, entonces lo hace a un inico

punto limite.

Demostracion. (Por contradiccion)

Supongamos que (s,) — a, ($,) — by a # b, entonces d(a,b) > 0.
Sea € = M.

2
Como (sy,),, — a, existe Ny € N:n > Ny — d(s,,a) < ¢.

Como (sp),, — b, existe No € N:n > Ny — d(sp,b) <e.
Sea n = max { Ny, Na}. Para todo n > N se tendra

d(a,b d(a,b
0< d(a7 b) < d(a, Sn) + d(b, Sn) < (CL2, ) + (C;, )

Luego d(a,b) < d(a,b), jcontradiccion! O

Otro concepto que necesitamos es el de subsucesion.

Definicién 2.2.5 (Subsucesion). Sea (xy), una sucesion en X. Sea k : N — N
una funcién creciente (i.d., ny < ng implica k (n1) < k(n2)). La funcién compuesta

zok:N — X sellama una subsucesion de (x),,.
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2.3. Sucesiones de Cauchy, ... 37

Analicemos un poco esta definicién: se tiene

N N & X

n +— k, — =z,
De esta manera x o k es una sucesion en X cuyos términos xy, son “extraidos” de
la sucesion original (x,),, pero extraidos no de cualquier manera, puesto que la
condicion
n<m=ky <kp (i.d., k es creciente)

significa que de (), se van tomando términos ., Tky, - -, Tk -, pero conser-

m )

vando el orden.

Ejemplo 2.2.6. Dada la sucesion (y/n),, entonces (\/5, V7, V10, V12, V14, - )
es una subsucesiéon de ella, pero (1, V2, V5, V3, V12, V10, \/ﬁ,) no lo es

(;por qué?).

Proposicién 2.2.7. Sea (x,,), sucesion en un espacio métrico. Entonces (xy,), — L

si y solo st toda subsucesion de (), también converge a L.

Demostracion. Sitoda subsucesion de (z,,),, converge a L entonces es inmediato que
(xn), — L, pues la sucesion completa es subsucesion de si misma. Reciprocamente,

supongamos que (z,),, — L y sea (xy,), subsucesion de (z,),. Sea ¢ > 0. Existe

n

N € N tal que, n > N implica d(z,,L) < €. En particular para cada k, > N se

tendra d (z,, L) < €. O

n

2.3. Sucesiones de Cauchy, espacios métricos completos,
punto adherente, bolas, conjuntos cerrados

Cuando en una sucesion en un espacio métrico ocurre que al ir “avanzando” en los
términos de la sucesién se encuentra que dichos términos se van acercando cada vez
més entre si, se dice que esta es una sucesion de Cauchy. Formalmente tenemos la

siguiente definicién.

Definicién 2.3.1 (Sucesion de Cauchy). Sea (X,d) un espacio métrico, (s,), una
sucesion en X. Diremos que (sy,),, es de Cauchy si: Ve > 0,3N € N tal que m,n > N

implica d(sm, sn) < €.
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38 2. Nociones de espacios métricos

Comparando los conceptos de sucesion de Cauchy y sucesion convergente, percibimos
que hay cierta semejanza en las dos definiciones, que nos hace plantear la pregunta:
jcudl es exactamente la relacion o la diferencia entre los dos conceptos? Hay un

elemento que aparece en uno de ellos y en el otro no y es el elemento limite L.

55 \_,,. 5.7 o/\. St
s6 s, 55 L.
-~ 56 o.o.. Sn
L
Sucesioén convergente Sucesion de Cauchy
Los términos s, se acercan Los términos s, se acercan
cada vez més a un punto L. cada vez mas entre si.

Figura 2.7: Sucesién convergente vs. sucesién de Cauchy.

Si los términos de la sucesion se acercan cada vez mas a un punto L (sucesion
convergente), es intuitivamente claro que entonces estos términos se estaran también
acercando entre si cada vez mas (sucesion de Cauchy). Sin embargo, el hecho de que
los términos se acerquen cada vez mas entre si no parece implicar que necesariamente
exista el punto limite L. Veamos esto formalmente mediante algunos ejemplos y un

teorema.

Ejemplo 2.3.2.

1. Consideremos el conjunto X = (0,00) C R. En el espacio métrico ((0,00),d,,),

(subespacio del espacio euclideo R),

1 1
<—> es de Cauchy pero <—> no converge en X.
n n n

n

En efecto: sea € > 0; por propiedad arquimediana, existe N € N, tal que % < e.
Sean m,n > N, podemos asumir sin pérdida de generalidad que m > n; esto

implica que % < %, y esta desigualdad implica que % - % > 0.

Luego Vm,n > N se cumple:

<e.
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1
Por tanto, <—> es de Cauchy.
n n

Ahora veamos que (%)n no converge en X. Supongamos que si, es decir que

existe L € X = (0,00), tal que () — L, luego L # 0y L € R.

n
Pero ya habiamos demostrado (Ejemplo 2.2.3) que (%)n — 0 en R, de mo-
do que existirfan dos numeros reales, L y 0, que son limite de la sucesion,

contradiciendo esto el teorema de la unicidad del limite.

2. Sea (sp), la sucesion que resulta de tomar aproximaciones a la raiz
de 2 mediante la adicibn en cada paso de un nuevo decimal, i.e.,
(sn), = (1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ...). Esta es evidentemente una suce-

sion en Q (se entiende que con la métrica usual), pero es claro que no converge
en Q.

(Sn),, es de Cauchy y no converge en Q.

3. Si (sp)n es la sucesion de Fibonacci (Ejemplo 2.2.1(1)), entonces se puede

. sz S 2 .2
definir la sucesién g, = ——. Obsérvese que (g,), es una sucesién en Q, la
Sn+1
V5 —1

cual converge a ¢ =

5 ¢ Q (el ntuimero ¢ se llama la razon dorada).

Proposicién 2.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico y (sp),, una sucesion convergente

en X. Entonces (sy),, es de Cauchy.

Demostracion. Sea (sy), una sucesiéon convergente en X y sea L el limite de dicha
€
sucesion. Sea ¢ > 0. Por hipotesis, existe N € N tal que n > N implica d (s, L) < X

€

Sean m,n > N, entonces d (sy,Sm) < d(sp, L) +d(sm, L) < =+ % =c.

[\)

De esta manera se concluye que (s;),, es de Cauchy. U

Se ha demostrado entonces que, en cualquier espacio métrico, toda sucesion conver-
gente es de Cauchy, pero lo reciproco no se cumple, como lo hicimos notar en el
ejemplo 2.3.2 para los casos (0,00) y Q. Sin embargo, si existen espacios métricos
en los cuales toda sucesion de Cauchy es convergente, y seran precisamente estos

espacios los que nos van a interesar.
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40 2. Nociones de espacios métricos

Definiciéon 2.3.4 (Espacio métrico completo). Diremos que un espacio métrico

(X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

Ejemplo 2.3.5. 1. R,R2,...,R" son completos. Esto es un resultado clasico del

analisis y su demostracion puede encontrarse por ejemplo en [1].
2. (0,00), (0,1], Q son no completos (ver ejemplo 2.3.2).

3. 0,1], [a,b], {% | n € ZT}U{0}, [0, c0) son completos. Esto quedaré plenamente

justificado més adelante, una vez se demuestre la Proposicién 2.3.18.

Definicién 2.3.6 (Punto adherente). Sea (X,d) un espacio métrico, S C X y
x € X. Diremos que z es un punto de adherencia de S (o punto adherente a S) si
existe una sucesion (sy), en S tal que (s,), — .

Ejemplo 2.3.7. Sean X = R, S = (0,1]. 0 es un punto de adherencia de S, pues

existe (%)n sucesion en S tal que (1), — 0.

Obsérvese que 0 ¢ S. También %, %, %, %, %, son puntos de adherencia de S. ;Cuales

son exactamente todos los puntos de adherencia de S?
Definiciéon 2.3.8 (Adherencia de un conjunto). El conjunto de todos los puntos

de adherencia de un conjunto S se llama la adherencia o clausura de S; se notara S

o adh(S).

Es decir S = {z € X | z es punto de adherente de S}.

Ejemplo 2.3.9. (0,1] =[0,1] ; [0,00) = [0,00); (0,1) U{2} =[0,1] U {2}.

Una forma alternativa de caracterizar los pun-
tos adherentes a un conjunto es usando el con-
cepto de “bola”; el cual es también muy til en
el contexto general de los espacios métricos. Lo

definimos a continuacion.

Definiciéon 2.3.10 (Bola). Sean (X,d) espa-
cio métrico, a € X y r € RT. Se define la bola
de centro a y radio r, notada B%(a) 6 By (a;r),

por
Figura 2.8: Bola de centro a y radio r.

B%(a) = By (a;r) :={z € X | d(z,a) < r}.
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2.3. Sucesiones de Cauchy, ... 41

Si no hay lugar a confusion se puede omitir la “d” y notar simplemente: B,(a) 6
B(a;r).

Ejemplo 2.3.11.

1. En (R,dy): By(a) = (a —r,a+r). Justifique esta igualdad. (Figura 2.9).

2 EnR2: Br((a1,02) = {(,9) € R | V(& —a)’ + (y — a2’ <7}
= {(az,y) ER? | (x—a)?+ (y—ap)? < 7‘2}.

Por tanto en R? las bolas son discos abiertos (Figura 2.10).

< SO
7 N
/ N
/ \
/ \
/ a \
| T 1
\ 1
a—r a+r ¥ /
. a ¥ < )
\ ! ] < 7
N 7
\\_’/

Figura 2.9: Bolas en (R, dy).
Figura 2.10: Bolas en (R?,d,,).

3. Veamos como seria la bola By, ((0,0);1). Recordemos que la métrica del

taxista (en R?) esta definida por

diaz ((21,91) 5 (72, 2)) =1 |21 — 22| + |1 — Y2,

de modo que

By, ((0,0);1) = {(2,9) | diax ((z,9),(0,0)) <1}

{
{(@y) [l + [yl <1},

La grafica de la desigualdad |z| 4 |y| < 1 es un rombo (abierto) con vértices
en los puntos (1,0), (0,1), (—=1,0) y (0, —1) (ver Figura 2.11). En general, una
bola con centro a = (aj,az) y radio 7 con la métrica del taxista es un rombo

con centro a y diagonal es 2r (ver Figura 2.12).
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42 2. Nociones de espacios métricos

: 2
Figura 2.11: Bola de centro (0,0) y radio 1 segin T 1gura 2.12: Bolas en (R%, draz).

la métrica del taxista.

4. En un espacio discreto (X, dg;s.) se puede verificar que dados a € X y r € RT

entonces:
{a}, sir<1

Biuc(air) = X sir>1

(ver Figura 2.13).

5. Consideremos D = {(z,y) | 22 + y? < 1} como subespacio de R%. Las bolas en

D corresponden a las bolas en (R2,d,,), intersecadas con D (ver Figura 2.14).

Figura 2.13: Bolas en (X, daisc) Figura 2.14: Bolas en D = {(z,y) : > + 3> < 1}

Nota. Generalmente las bolas son conjuntos convexos (esto es, para cualquier

par de elementos de la bola, el segmento® que los une queda totalmente con-

3La definicion del segmento entre dos puntos a y b depende de la métrica del espacio, y es

ab={z € X | d(a,x) + d(z,b) = d(a,b)}.
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tenido en la bola). Pero hay excepciones; veamos a continuaciéon un par de

ejemplos.
6. Se define en R la siguiente métrica.
0, si xz=1y;

dlz,y) =41, si z#y A (x#2y A y#2a);
2, si x#Fy A (z=2y VvV y=21).

1 4

Figura 2.15: Bola B(2;2) no convexa.

(Demuestre que en efecto d es una métrica). Si se considera la bola B(2;2), se
verifica facilmente que 3 y 6 son elementos de la bola, pero el nimero 4, que

pertenece al segmento entre 3 y 6, no esta dentro de la misma* (ver Figura 2.15).

7. (Para estudiantes que han visto coordenadas polares). Consideremos el espacio
métrico (]R2, d*) definido en (2.6), y la bola con centro en (7,0) = ¢ y de radio
7T:

By, () ={x € R? | d, (c,z) < T}, (2.9)

Abreviando 6 (¢, z) simplemente como 6, desmenucemos la condicion de (2.9)

segin (2.6):

di (c,a) <m & ||l =zl |+ 0 (c,x) <7
& |r—|=|+0<m
& |r—|lzl||<m—6
& —Trt+l<m—|z]|<m—0
& 2r+0<—|z)| < -6
& 0 <|z|| <27 —6.
Si denotamos ||z|| = 7, tendremos que los puntos que constituyen la bola (2.9)

son aquellos cuya norma 7 es mayor que el valor 6 del angulo que hacen con el

“En este caso: d(3,4) +d(4,6) =14+ 1=2=4d(3,6) y d(4,2) =2 &£ 2.
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44 2. Nociones de espacios métricos

punto ¢, pero menor que 27 — 6:

0 <r<2m—90. (2.10)

Construyamos ahora sobre el plano cartesiano el modelo de la bola (2.9) em-

pleando las desigualdades polares (2.10).
Teniendo en cuenta que 6 € [0, 7], la primera desigualdad de (2.10) nos da la

zona del semiplano superior que se encuentra “por fuera” de la espiral r = 6,

junto con su correspondiente reflejo en el semiplano inferior.

Anélogamente, la segunda desigualdad de (2.10) nos da la zona del semiplano

superior que esta “por dentro” de la espiral r = 27 — 6, junto con su reflejo en

el semiplano inferior.

(0,37/2)
P o
// \\\
P N
// \\
// N
y \\\
/// a \\
\
1/ //”’ o= 9 \\\
{/ \ \
L 7 I \
(-7 0)',’\\ D(—2v/2,0) 0 N c(r,0) ! (27,0)
/
I \ 1 /
| 4 y
\ S~ /
b
\\ //
\\ /,
Y 4
q p
% -
-~ -
e
(0,-37/2)

Figura 2.16: Bola Bg, (¢;7) en (R27d*).

La interseccién de los dos modelos anteriores nos da el modelo de la bola
By, (¢;7) que se muestra en la Figura 2.16. El segmento® que une los puntos

a(—2,2) y b(—2,—2) no estd completamente contenido en By, (¢;m), por lo

tanto dicha bola no es convexa®.

—t
5 . " . . .
°En este espacio métrico el segmento a,b corresponde al arco entre a y b de la circunferencia
con centro en el origen y radio |ja|| = 2v/2.

5Por ejemplo el punto p = (—2v/2,0) € 'ﬂ — Ba, (¢;m).
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Veamos como se puede caracterizar la adherencia de un conjunto, usando el concepto
de bola.

Proposicién 2.3.12. Sean (X,d) espacio métrico, S C X yx € X. Entonces v € S

sty sdlo si toda bola con centro en x interseca a S. En simbolos:

r€8S <= (Vr>0)(B,(2)NS#0).

Demostracion.

=) Por hipotesis existe (s;,),, sucesion en S tal que (s,) — .

Sea r > 0; como (sy),, — =, existe N € N tal que

N
v

N = d(sp,z)<r, n>N = s,€B(x),
n > N = s,€B.(x)NS#0.

<) Para cada r, = 2, (n € N) existe s, € B1 (z) NS, luego (s,),, es una sucesion

en Sy
1
d(sp,z) < — — 0,
n n—oo
de modo que (s,),, — x, por tanto = € S. O

Ya, sea usando directamente la definicion de punto adherente, o la proposiciéon ante-

rior, se obtiene el siguiente lema de manera inmediata.

Lema 2.3.13. Si (X,d) es un espacio métrico, para todo S C X se cumple S C S.

En el ejemplo 2.3.9 se establecio que (0,1] = [0,1] y (0,1) U {2} = [0,1] U {2} (en
(R,d,)), lo cual demuestra que, en general, la contenencia S C S no se tiene. Cuando
si se cumple esta contenencia, se dice que el conjunto es cerrado. Es decir, tenemos

la siguiente definicién:

Definiciéon 2.3.14 (Conjunto cerrado). Sean (X, d) espacio métricoy S C X. Di-

remos que S es cerrado si S = S.
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Ejemplo 2.3.15. Observando el ejemplo 2.3.9 podemos concluir que en (R,d,),
[0,1] y [0,00) son ejemplos de conjuntos cerrados, mientras que (0,1] y (0,1) U {2}
son no cerrados. Otros ejemplos de conjuntos cerrados en este espacio son: cualquier

intervalo de la forma [a,b], {1 | n € N} U{0} y cualquier conjunto finito.

Ejemplo 2.3.16. En (R?,d,,) el conjunto S = {(2,1) | n € Z+}U{(0,0)} es cerra-

n’n
do. jJustifique!
Ejemplo 2.3.17. Dada una bola B(a;7) en un espacio métrico (X, d), se define la

bola cerrada B(a;r) por:
Bla;r) = {z € X | d(x,a) <r}.

'E(a; ) es en efecto un conjunto cerrado, ya que si x es un punto adherente de E(a; T)
entonces existe una sucesion (ay ), de puntos de B(a;r) tal que (an )y — 2; probemos

que z € B(a;r).

Supongamos que d(z,a) > r. Entonces para ¢ = d(x,a)—7r > 0, existe N € N tal que:
n > N = d(x,a,) < e. Por tanto, n > N = d(z,a) < d(x,a,) + d(ap,a) <e+r,
de donde se tendria € < ¢, absurdo. De esta manera, d(z,a) < r, luego = € ’E\(a; ),

como se queria ver.

Recordemos el ejemplo 2.3.5, en el cual se afirm6 que en R los conjuntos [0, 1], [a, b],
[0,00) y {|neZ'} U{0} son completos. Esta afirmaciéon es una consecuencia
directa de la siguiente proposiciéon, que garantiza que en un espacio completo los

subespacios que “heredan” la completez son exactamente los subespacios cerrados.

Proposicion 2.3.18. Sean (X,d) un espacio métrico completo y S C X. S es

cerrado si y sdlo si S es completo.
Demostracion.

=) Sea (sp),, una sucesion de Cauchy en S. Debemos demostrar que (s,) converge

en S.

Tenemos que (s;,),, converge en X, ya que X es completo, luego existe z € X
tal que

(Sn), — .
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Claramente x € S = S (S es cerrado), de modo que (s;,), converge en S.

<) Para probar que S es cerrado, basta probar que S C S.

Sea x € S. Entonces existe una sucesion (s;,), en S tal que
(Sn), — . (2.11)

Como (sy), es convergente, entonces es de Cauchy, y como S es completo,

entonces (sn)n converge en S, es decir, existe s € S tal que
(Sn), — s. (2.12)

De (2.11) y (2.12) y por la unicidad del limite se concluye que z = s, y por

tanto x € S, como se queria probar. O

Proposicion 2.3.19. Sea (sy), — s. Entonces {s, |n € N} ={s, | n € N}U{s}.

Demostracion.  Denotemos D = {s, | n € N}, de modo que lo que queremos de-
mostrar es D = D U {s}. La contenencia D U {s} C D es inmediata recordando que
D C D, y ademas la definicién de punto adherente. Reciprocamente, sea € D.
Entonces existe una sucesién (s, ), de elementos de D tal que (s, ), — . Si
{sn, | k € N} es finito, debe existir un ¢ € N tal que s,, = Sp,; = Snyyo = -3
es decir, la sucesion (s, ), es “casi constante” (ver Ejercicio 2.9.13), de modo que
(Sng ) — Sne- Pero (sp, ), — x, luego, por el teorema de unicidad del limite, s,, = =,
y asi x € D C DU {s}. Ahora, si {sy, | kK € N} es infinito, entonces debe existir
una sucesion creciente de naturales ng, < ng, < ... <ng, < ... tal que los elemen-
tos Spy s Sny, -5 Sny,, - -SON distintos dos a dos. Se tiene asi que <Snkt)t es una

subsucesion de (s, )., por lo tanto
<3nkt)t B (2.13)

Pero también <3nkt) es una subsucesion de (sy,),,, de modo que
t

<Snkt)t s (2.14)

Finalmente, de (2.13) y (2.14), y de nuevo por la unicidad del limite, se concluye que
x=s¢€ DU{s}. O
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2.4. Conjuntos abiertos

Usando el concepto de bola definiremos la nocién de conjunto abierto, el cual a su
vez proporciona formas alternativas de caracterizar conceptos ya definidos como el

de conjunto cerrado, o que se definiran mas adelante, como el de conjunto compacto.

Definicién 2.4.1 (Conjunto abierto). Sea (X,d) un espacio métrico y S C X.
Diremos que S es abierto si para todo elemento s € S, existe una bola que contiene

a sy que esta contenida en .S. En simbolos:
S es abierto <= (Vs € S) (3B, B bola) (s € BCS).

Si para el punto s existe una bola B tal que s € B C S, se dice que s es un punto
interior de S. El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama el interior
de S y se nota S°.

En realidad, es posible seleccionar una bola centrada precisamente en el punto s. Es

decir, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.4.2. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Las siguientes afirma-

ctones son equivalentes:

(1) S es abierto;
(7i) para todo s € S, existe € > 0 tal que B (s;e) C S;

(iii) S = S°.

Demostracion.

(i) — (4i): Si S es abierto y s € S, existe (por definicion)
una bola B tal que s € B C S. Sean a el centro de B y r
el radio de B. Entonces d (a,s) < r. Sea e =r —d(a,s)
(ver Figura 2.17). Se tiene: B (s;e) C B (a;r) C S.

En efecto: si z € B (s;¢),

d(a,z) < d(z,s)+d(a,s)<e+d(a,s)
< r—d(a,s)+d(a,s)=r. Figura 2.17: Punto interior.
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(73) — (i4i): La contenencia S° C S siempre se cumple, debido a la definicion misma
de punto interior. La otra contenencia se obtiene de manera inmediata usando la

hipétesis y la definiciéon de conjunto abierto.

(73i) — (4): Si S = S° entonces S C S°, lo cual significa que S es abierto. O

De la demostracion anterior se obtiene como consecuencia inmediata:
Corolario 2.4.3. Toda bola B (a;r) es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.4.4. En R los conjuntos (0, 1), (0,00), (a,b), (2,3)U(5,7), U (n,n+1)
nez
son abiertos; mientras que [0, 1), [0,1], {a1, a2, ,ax}, (—o00,a], N, no son abiertos.

Se puede verificar mediante ejemplos que, rifiendo un poco con el lenguaje cotidiano,
un conjunto puede ser simultaneamente abierto y cerrado, o puede ser abierto y no

cerrado, o cerrado y no abierto, o ni abierto ni cerrado. Veamos:

Ejemplo 2.4.5. Consideremos el espacio métrico X = [0,1) U [2, 3]. En este espacio

tenemos que:

[0,1) es abierto y cerrado, ([2,3] también).

. = [0, %) es abierto, pero no cerrado.
-—-—t---1t—3--
0 1 2 3 = [0, %] es cerrado, pero no abierto.
] (2, %} no es abierto, ni cerrado.

Sin embargo, existe una relaciéon importante entre los conceptos de abierto y cerrado,

la cual establecemos en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.4.6. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. S es abierto si y sélo

st S¢ es cerrado.

Demostracion. Suponga que S es abierto. Sea x € S¢ (si S¢ = () entonces S¢ =0 y ()
es cerrado). Queremos probar que x € S¢. Por contradiccion supongamos que x ¢ S€,
entonces © € S, y puesto que S es abierto, existe una bola B tal que x € B C S

pero esto implica que z € B'y BN S¢ = {), lo que contradice que z € S¢ (véase
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Proposicion 2.3.12). De esta manera se concluye que S¢ C S¢, de modo que S¢ es

cerrado.

Ahora reciprocamente, si S¢ es cerrado, veamos que S es abierto. Seax € S (si.S =0
ya es abierto); entonces x ¢ S¢ luego x ¢ S¢ (pues S¢ = S), lo cual significa que

existe € > 0 tal que B (z;e) NS¢ = () o, equivalentemente, tal que B (x;¢) € S. O

En la siguiente proposicién se caracterizan los abiertos de un subespacio de un espacio

X, como las “trazas” o intersecciones de los abiertos de X, con el subespacio.

Proposicion 2.4.7. Sean (X,d) un espacio métrico, SC X y G C S. G es abierto
en el subespacio S st y sdlo st G = O NS para algin O abierto de X.

Demostracion. Si G es abierto en S, para cada x € G existe una bola B, tal que
x € B, C G, donde
B, = {ye S | d(yaa) <7"},

siendo a y r el centro y el radio de la bola, respectivamente. Obsérvese que:
B,={ye X |d(y,a) <r}nS=8B,NS5,

siendo B, una bola (y por tanto un abierto) del espacio X. Se tiene entonces:

G = ( U Bx> NS, luego basta tomar O := |J B, y usar la parte (b) del Ejer-
z€G z€G
cicio 2.9.16.

Reciprocamente, si G = ON.S para algin O abierto de X, veamos que G es abierto en
S. Sea x € G entonces € Oy x € S. Existe una bola B (de X) tal que x € BC O,
de donde z € BNS CONS =G. Como BN S es una bola en 5, se concluye que G

es abierto en S. O

2.5. Conjuntos compactos, conjuntos acotados y total-
mente acotados, puntos de acumulacién y puntos
frontera

De la familia de los cerrados de un espacio métrico, nos interesaran principalmente
aquellos que cumplen la propiedad de ser compactos, propiedad que definimos a

continuacioén:
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Definiciéon 2.5.1 (Compacto). Sean (X, d) un espacio métrico y S C X. Diremos

que S es compacto, si toda sucesion en S admite una subsucesion convergente en .S.

Ejemplo 2.5.2. En X = R, sean S = [0,1], S; = [0,1) y S2 = [0,00). Entonces
S es compacto (esto parece intuitivamente claro si pensamos en las sucesiones de
S; sin embargo, esta compacidad quedara plenamente justificada mas adelante, con
la Proposicion 2.5.5), mientras que el conjunto S; = [0,1) no es compacto, ya que,

por ejemplo, la sucesiéon es una sucesion en S7 que no admite subsucesiéon

_n_
ntl) neN .
convergente en Si; finalmente Sy = [0,00) tampoco es compacto; por ejemplo la
sucesion (n),, no admite subsucesiones convergentes. Obsérvese que Si no es cerrado,

mientras que So si lo es.

o S 1 o 51 0 S2
compacto no compacto no compacto

Figura 2.18: Ejemplos de compacidad.

En el caso particular de los espacios euclidianos R™, existe una caracterizaciéon de
los subespacios compactos que puede ser muy tutil, pero antes debemos definir el

concepto de conjunto acotado.

Definicion 2.5.3 (Conjunto acotado). Sean (X,d) un espacio métrico y S C X.
Diremos que S es acotado si existen a € X y r € R tales que S C By (a;7).

En palabras: un conjunto es acotado si es posible “encerrarlo” dentro de una bola.

Ejemplo 2.5.4. Para los conjuntos S, S1 y S del ejemplo 2.5.2 se tiene que S y Sy

son acotados, mientras que S no lo es.

La siguiente proposicion es un resultado clasico del anélisis, y su demostracién puede

encontrarse en [1].

Proposicion 2.5.5. Sea S C R"™, entonces S es compacto si y sdlo si S es cerrado

y acotado.

Esta equivalencia entre “ser compacto” y “ser cerrado y acotado” no es valida en el

contexto general de los espacios métricos. Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 2.5.6.

1. Sea X =QnN[,2] CQCR.
X es cerrado: X C X porque X es todo el espacio, es el “universo”.

X es acotado: XQB(%;l) = {xeX: ‘x—%‘ < 1} - (%7%)
X no es compacto: (1, 1,4, 1,41,...) es una sucesion en X que no admite

subsucesién convergente en X.

2. Sea X un conjunto infinito con métrica discreta. Entonces (X, dg;sc) es cerrado
y acotado pero no compacto. En efecto: X es cerrado porque es el universo;
es acotado porque claramente X C By . (a;2) para cualquier a € X. Ahora,
como X es infinito podemos escoger {z1, x2, ..., Zp, ...} € X con z; # x;
para todo i # j, de modo que (x,), es sucesion en X, y si suponemos por un
momento que X es compacto, entonces (z,), debe admitir una subsucesion
(2k,), convergente, pero esto implicarfa, por tratarse de un espacio discre-

to (ver Ejercicio 2.9.13) que (xg, ), es “casi constante”, lo que contradice la

n

condicioén: x; # x; para todo i # j.

Asi, en general, en un espacio métrico, ser cerrado y acotado no implica ser compacto.

Sin embargo lo reciproco si se cumple. Para probarlo veamos antes un lema.

Lema 2.5.7. Sean (X, d) un espacio métrico y S C X. S estd contenido en una bola

sty solo si estd contenido en la union de un nimero finito de bolas.

Demostracion. Si S esta contenido en una bola entonces el resultado es inmediato
(una bola se puede ver como la uniéon de un nimero finito de bolas). Reciprocamente,

supongamos que
k
S - U B(ai;ri) .
i=1

Sea r = max {ry,re,--- ,rx} y t = max{d (a;,a;) :i,j =1,2,--- ,k}. Seleccionemos
uno cualquiera de los centros de las bolas cuya union recubre a S, digamos aj, y
probemos que:

S CB(ap;;r+t).

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



2.5. Conjuntos compactos, ... 53

Sea s € S; entonces s € B (a;;1;) para algun i € {1,2,...,k}. Tenemos:
d(s,a1) <d(s,a;)+d(ar,a;) <ri+t<r+t. O
Proposicion 2.5.8. Sean (X,d) un espacio métrico y S C X. Si S es compacto

entonces S es cerrado y acotado.

Demostracion. Supongamos que S es compacto. Veamos que S C S. Sea z € S.

Existe una sucesion (s,),, en S tal que:

(Sn), — .

Como S es compacto, (s,),, admite una subsucesion convergente, luego existe (s, ),,,

subsucesion de (sy),,, tal que:

a) (s,), — S, donde s € S.

Como (s, ),, es subsucesion de (sy,),, ¥ (Sn), — @, entonces

b) (sk,), — « (Proposiciéon 2.2.7).

De a) y b) se tiene que x = s luego = € S.

Veamos que S es acotado. Por contradiccion: supongamos que S no es acotado. Sea
s1 € S (si fuera S = (), ya esta acotado). Tenemos:
S¢ B(s1;1) < 3dspe€ S tal que sy ¢ B(sy,1)
< sp€ Syd(s1,s2)>1.
Tenemos:
S ¢ B(s1;1)UB(s2;1) (Lema 2.5.7),

de modo que existe s3 € S tal que s3 € B(s1;1) U B(s2;1), es decir, tal que
d(ss,s1) > 1y d(s3,s2) > 1. De esta manera podemos continuar, y en el paso

n obtendriamos .
S¢|JB(si1),
i=1

de modo que debe existir s, 1 € S tal que d(sp41,8;) > 1Vi=1,2,...,n.
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De manera inductiva se ha construido una sucesion (s,),, en S con la propiedad de
que

d(Si, Sj) > 1, Vi 75 j (2.15)
Pero S es compacto, lo que implica que (s,), admite una subsucesién convergente,

digamos (sg,, ),,, 1o cual es imposible pues contradice la propiedad (2.15). Por lo tanto
S debe ser acotado. O

De esta manera, en el contexto general de los espacios métricos se tiene:

S compacto i S cerrado y acotado.

Sin embargo, en el contexto méas particular de los espacios métricos completos, si es
posible obtener una equivalencia, sustituyendo la propiedad de ser acotado, por la
propiedad de ser totalmente acotado que se definird méas adelante (Definicion 2.5.11).
Necesitamos ahora las nociones de recubrimiento, recubrimiento abierto y subrecu-

brimiento.

Definicién 2.5.9. Sea (X, d) un espacio métrico y F = {S;};c; una familia de

subconjuntos de X . Diremos que F es un recubrimiento de X o que F recubre a X si

X C | S;; y diremos que F es un recubrimiento abierto de X, si es un recubrimiento
el

de X y cada elemento S; es un conjunto abierto.

Ejemplo 2.5.10. {[n,n+1)}, ., es un recubrimiento (no abierto) de R y

{(n —1,n 4+ 1)}, o, es un recubrimiento abierto de R.
Ahora, si {S;},c; es un recubrimiento (abierto) de X, entonces llamaremos subrecu-
brimiento (abierto) a cualquier subfamilia de {S;},.; que también recubre a X.

Definamos ahora si lo que es un conjunto totalmente acotado.

Definicién 2.5.11 (Conjunto total-

mente acotado). Sean (X, d) un espacio

métrico y .S C X. Diremos que S es total-

mente acotado si para todo € > 0, existe

una e-red que recubre a S.

Entenderemos por e-red un ntmero finito

de bolas de radio ¢. Figura 2.19: Nocién de e-red.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



2.5. Conjuntos compactos, ... 99

Ejemplo 2.5.12. 1. [0,1) es totalmente acotado. En efecto: dado € > 0, por la
propiedad arquimediana existe N € N tal que N(2¢) > 1, de modo que es
posible “recubrir” el intervalo [0,1) con N intervalos abiertos de longitud 2e¢, o

lo que es lo mismo, con N bolas de radio «.

2. [0, 00) no es totalmente acotado. Si fuese totalmente acotado estaria contenido

en un intervalo de la forma (a,b) lo cual claramente es imposible.

Veamos la relacion que existe entre los conceptos: acotado y totalmente acotado:

Proposicion 2.5.13. (X,d) espacio métrico S C X. Si S es totalmente acotado

entonces S es acotado. Lo reciproco, en general no es cierto.

Demostracion. Por definicién, S esta contenido en la unién de un ndmero finito de

bolas; basta entonces usar el Lema 2.5.7 y se obtiene el resultado.

Ahora veamos un ejemplo para mostrar que lo reciproco, en general no es cier-
to. Tomemos X cualquier conjunto infinito con la métrica discreta. Claramente
X C B (a;2) para cualquier a € X, asi que X es acotado; pero no existe por ejemplo

una € = %—red que recubra a X, pues de lo contrario se tendria

k
X = UB(CM;%) ={ai,ag,...,ax},

i=1
lo que contradice que X es infinito. Se concluye entonces que X no es totalmente
acotado. O

Teorema 2.5.14. Sean (X, d) espacio métrico completo y S C X. Entonces S es

compacto si y sélo si S es cerrado y totalmente acotado.

Demostracion. Si S es compacto ya sabemos (Proposicion 2.5.8) que entonces S es
cerrado. Veamos que es totalmente acotado. Sea € > 0. Si no existiese una e—red que

recubre a S, entonces se puede construir una sucesion (z,),, en S tal que
d(l‘i,l‘j) > €, Vi 75 j (2.16)

Como S es compacto, (z,,),, admite una subsucesion (zy,, ),, convergente, por lo tanto

(%K, ), es de Cauchy, pero esto contradice la desigualdad (2.16). Por lo tanto existe
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una e—red que recubre a S. Reciprocamente, supongamos que S es cerrado y total-
mente acotado. Sea (z,),, una sucesion en S. Si {z,, | n € N} es finito, entonces existe
un término de la sucesion, digamos xj, que se repetird indefinidamente, es decir, tal
que para todo n € N es posible encontrar N > n tal que zy = xx. De esta manera
la sucesion constante (xy, g, ..., %k, ...) es una subsucesion convergente de (x,,),,.
Ahora, si {x, | n € N} es infinito, tomamos una coleccion finita de bolas cerradas
de radio 1 tal que S esta contenida en la unién de esas bolas. Una de estas bolas,
digamos Bj, contiene infinitos puntos de la sucesion (z,),. Escojamos N; tal que
zN, € B;. Como B; NS también resulta totalmente acotado, tomamos una coleccién
finita de bolas cerradas de radio 1/2 tal que By NS esta contenido en la uniéon de
esas bolas. Nuevamente como BN S contiene infinitos términos de la sucesion (x,),,,
entonces alguna de estas bolas, digamos Bs, debe contener infinitos términos de la
sucesion. Escojamos Na > N tal que zy, € By. Asi continuamos, hasta obtener una

sucesion “decreciente” de cerrados:
BiNS>B,NSO>B3NSD---ODB,NSD .-,

donde cada B,, tiene radio 1/2"~1 y (NN,,),, es una sucesion creciente de enteros tal que
xn, € B,NS.Sim > nentonces By,, NS C By, NS, de modo que zn,,,zN,, € Bn,,,

y por tanto
1

2m—2

d (an ? ‘TNm) <

(el didmetro de la bola By, ), lo cual implica que (zy, ),, es una sucesion de Cauchy.
Como S es cerrado y X es completo, entonces S es completo (Proposicion 2.3.18),
luego (xn, ), converge a un punto en S. De esta manera obtenemos que S es com-

pacto. O

En el caso particular de los espacios euclidianos R™ se tiene que ser acotado es

equivalente a ser totalmente acotado.

Proposicion 2.5.15. Sea S C R™. Entonces S es acotado si y sdlo si S es totalmente

acotado.

La demostracion de esta proposicién debemos posponerla para después de demostrar

la Proposicion 2.5.20.
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Definiciéon 2.5.16 (Puntos de acumulaciéon y puntos frontera). Sean (X,d) un es-

pacio métrico, SC X y z € X.

1. Diremos que x es un punto de acumulacion de S si toda bola con centro en x,

interseca a S, en un punto distinto de x. Es decir, x es punto de acumulacion

de S si y solo si

(Ve > 0) ((B(x;e) —{z})NS #0).

El conjunto de todos los puntos de acumulacién de S se llama el derivado de

Sy se denota S’

2. Diremos que x es un punto frontera de S si toda bola con centro en z interseca

aSyaX—95=5¢°Esdecir, z es punto frontera de S si y sélo si

(Ve >0)(B(z;e)NS#Dy B(z;e) NS #0).

El conjunto de todos los puntos frontera de S se llama la frontera de S y se

denota Fr(S) o 0S.

Ejemplo 2.5.17. En R:

S; Si Si
[0,1) [0,1] [0,1]
(0, 00) [0, 00) [0, 00)
{7 IneN} {# IneNju{o} {0}
{|neN}u{0} {IneN}u{o} {o}
[0,1) u{2} [0,1] U {2} [0,1]
Z Z 0

Q R R

C (Conjunto de Cantor) C C
{z1,29,23,..., 2k} {z1,29,23,..., 28} 0
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{0,1}

{0}
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{% |nEN1}U{0}
{0,1,2}

z

R

C (véase el Apéndice B)

{$1,$2,$3,. .. ,Z’k}
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Proposicion 2.5.18. Sean (X,d) espacio métrico y S C X. Entonces:

i) S=Sus. ii) S es cerrado siy sélo si 9S C S.

Demostracion.

i) Sea x € S. Si z ¢ S veamos que entonces z € S’

Sea ¢ > 0, entonces B (z;¢) NS # (), luego, existe y € B (x;¢) NS, lo cual
implica que y € B(x;e) e y € S, de modo que © # y; en consecuencia,

y € (B(x;e)—{z})NS. Asi, SC SUS'.

Reciprocamente:

Sea x € S; entonces = € S (dado que S C S).

Si z € S, entonces existe € > 0 tal que (B (x;e) —{z})NS #0, luego
B (x;6) NS # 0, y en consecuencia x € S; asi, SUS' C S.

i) =)

<)

Si S es cerrado, sea x € 95, y veamos que x € S. Dado £ > 0, se tiene
que B(z;e) NS # 0y B(x;6) NS¢ # (); en particular, B (x;¢) NS # 0,
entonces z € S = S, luego = € S.

Para probar que S es cerrado, demostramos que S C S.

Sea x € S; veamos que x € S. Por contradiccién, supongamos que x ¢ S;

entonces = ¢ 95 (hipotesis), luego existe € > 0, tal que
a) B(z;e)NS =10 o b) B(z;e) NS =0.

Como x € S, entonces a) es imposible, de modo que se debe tener b), o

sea B(x,e) C S, lo que implicarfa z € §  (contradiccion). O

Veamos una caracterizacion de la nociéon de compacidad en términos de recubrimien-

tos abiertos. Pero antes introduzcamos la nocién de didmetro de un conjunto.

Definicién 2.5.19. Sean (X, d) espacio métricoy A C X, A acotado y no vacio. Se

define el didmetro de A por:

diam(A) := sup{d(a1, a2) | a1,as € A}.
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Observe que como A es acotado y no vacio, entonces el conjunto
{d(a1,a2) | a1,a2 € A} es un conjunto de reales, no vacio y acotado superior-

mente, de modo que la definicién anterior esté bien formulada.

Proposicion 2.5.20. Sea (X, d) un espacio métrico. X es compacto si y solo si todo

recubrimiento abierto de X se puede reducir a un subrecubrimiento finito.

Demostracion. =) Si X es compacto, sea A un recubrimiento abierto de X. De-
mostremos que existe § > 0 tal que cada conjunto de didmetro menor que d,
estd contenido en un elemento de A. Por contradiccién, supongamos que no
existe tal . Entonces para cada entero positivo n existe un conjunto C), con
didmetro menor que 1/n que no esta contenido en ningtn elemento de A. To-
memos un z,, € C, para cada n. Por hipotesis, existe una subsucesion (mn])n

de la sucesion (z,),, que converge a un punto a € X. Existe un A € A tal

que a € A. Como A es abierto, existe € > 0 tal que By (a;e) C A. Tomemos

j suficientemente grande para que n_1] < 5, de modo que C, ; € By (a;n i) e/ 2)

(puessiy € Chn;, como z,,; € Cp;, entonces d (y,mnj) < diam (an) < n—lj < %)

También podemos escoger j suficientemente grande para que d (:Enj,a) < e/2.

De esta manera obtendriamos, para j suficientemente grande, C,; C Bg (a;¢);

luego Cp; C A, lo que contradice que cada C, no esté contenido en ningin

elemento de A.

Ahora demostremos que X es totalmente acotado. Sea ¢ > 0. Supongamos
que X no se puede recubrir con un ntmero finito de bolas de radio €. Sea
x1 € X. Como X & By (x1;¢), escogemos xo € X tal que d(z1,22) > €. Como
X & By (z1;¢) U By (x2;€), escogemos x3 € X tal que d (z3,2;) > e,i=1,2.
Asi sucesivamente, hasta construir una sucesion (z,), en X que no puede
admitir una subsucesion convergente (por la condicion d (z;, ;) > €, Vi # j).

Por lo tanto X es totalmente acotado.

Para el 6 > 0, encontrado anteriormente consideremos ¢ = ¢/3. Existe un
cubrimiento finito de X por e—bolas. Cada bola tiene didmetro 2 = %5 < 4,
de modo que cada bola de estas esta contenida en un elemento de A. Digamos
que estas bolas son By, By, ..., By y B; C A;, A; € A, i =1,2,...,N. Asi,
{A1, Asy,..., AN} es un subcubrimiento finito de X.
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<) Supongamos que todo recubrimiento abierto de X se puede reducir a un sub-

cubrimiento finito, y sea (z), una sucesion en X. Si el conjunto {z,, | n € N}
es finito, entonces existe un punto x tal que x = x,, para un nimero infinito de
valores de n, y en tal caso la sucesion (z,,),, tiene una subsucesion que es cons-
tante y, por tanto, convergente. Ahora bien, si A = {z,, | n € N} es infinito,
probemos que entonces A tiene un punto de acumulacién. Por contradiccion:
si A’ =0 entonces A=AUA = AU = A, luego A es cerrado. Ademés, para
cada x, € A, x, no es punto de acumulaciéon de A, lo que significa que para

cada x,, existe una bola B (z,;r,) tal que
(B (zp;rn) —{zn}) NA=10. (2.17)

Ahora bien, X = AU (X —A) C < U B(wn;rn)> U (X — A), de modo que
neN
{By (xn;m0) | n € N} U{X — A} es un recubrimiento abierto de X y podemos

aplicar la hipotesis para extraer un subcubrimiento finito. Como claramente

N

X — A no interseca a A, entonces A C |J B (zp,;7y,) para algin N € N; pero
i=1

ademas cada bola interseca a A solamente en su centro (por (2.17)), de modo

que esta ultima contenencia implicaria que A es finito (contradiccion).

Sea entonces x un punto de acumulacion de A. Construiremos una subsucesion
de (z,),, convergente a x, como sigue: elegimos z,,, € B (x;1). Como B (z;1/2)
interseca a A en un numero infinito de puntos, es posible escoger no > ny tal
que Tn, € B(x;1/2). De nuevo, como B (z;1/3) interseca a A en infinitos
puntos, se puede seleccionar ng > ng tal que z,, € B (z;1/3). De esta manera
se continda, y se obtiene entonces una subsucesion ($nj) de (xy), tal que
(:Enj) — . O

El resultado anterior se usa en la demostraciéon de la Proposiciéon 2.5.15, la cual

habiamos dejado pendiente, y la presentamos en seguida.

Demostracion de la Proposicion 2.5.15. En virtud de la Proposicion 2.5.13 sélo falta

probar que si S es acotado entonces es totalmente acotado. Si S C B(a;r), consi-

deremos ¢ > 0y K = B(a;r), de modo que S C K; K es cerrado (Ejercicio 2.9.12)
y acotado (por ejemplo, K C B(a; %T)), por lo tanto K es compacto.
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Tenemos: K C (J,c i B(t;€), de modo que usando la Proposicion 2.5.20 existe N € N
N

tal que K C |J B(ti;¢), y de esta manera {B(t;;¢)} | es una e-red para S. O
i=1

Proposicion 2.5.21. Si (X, d) es espacio métrico compacto, F C X y F es cerrado,

entonces F' es compacto.

Demostracion. Sea {O;};c; un recubrimiento abierto de F'; entonces

X=FU(X-F)C <Uo,-) U(X —F).
el
{0i};e1U{X — F} es un recubrimiento abierto de X, y como X es compacto, este re-
cubrimiento se puede reducir a un subcubrimiento finito, de lo cual podemos concluir

%

N

que debe existir un N € N tal que F' C |J Oy, ; luego F' es compacto. O
k=1

Proposicion 2.5.22. Sea (X, d) un espacio métrico; entonces:

(i) La union finita de compactos es un compacto;

(#9) La interseccion arbitraria de compactos es un compacto.
Demostracion.

(i) Basta hacer la prueba para dos compactos y luego aplicar inducciéon matemaética.

Sean A y B compactos y sea {O;},.; un recubrimiento abierto de A U B.

Tenemos: A,B C AUB C |J Oy, luego {O;},.; es recubrimiento abierto tanto
el

de A, como de B. Por hipotesis existen {O;,, }]kvzl y {0, }éwzl subrecubrimientos

finitos de A y de B respectivamente, de modo que {Oik}]kvzl U {Ojk}g/il es un

subrecubrimiento finito de A U B.

(i1) Sea {K;};c; familia de compactos. Entonces cada K; es un cerrado (Proposi-
cion 2.5.8) de modo que () K; es también un cerrado (Ejercicio 2.9.10).
el
Ademés, (| K; C K; para cada j € I, e () K; sigue siendo cerrado como
i€l iel
subconjunto de K; (si A C K C X y A es cerrado en X, entonces A tam-

bién es cerrado en K porque K — A = (X — A) N K, X — A es abierto en
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X, v se puede entonces aplicar la Proposicion 2.4.7 para concluir que K — A
es abierto en K). Se tiene entonces que [ K; es un cerrado en K; y Kj es
i€l
compacto, luego, en virtud de la Proposicion 2.5.21, se concluye que [ K; es
i€l
compacto. ]

2.6. Continuidad en espacios métricos

Recordemos la definicién de continuidad que se estudia en un primer curso de calculo:
dados una funcién f: R — R y a € R, se dice que f es continua en a, si para todo

€ > 0, existe § > 0 tal que
siempre que |x —a| <0 entonces |f (z)— f(a)] <e (2.18)

(ver Figura 2.20).

fla) + e
f(a)
fla) — &7

Figura 2.20: f es continua en a.

Recordemos también que la métrica usual en R estd dada por

du(x7y) = ’Z’—y‘,

de modo que en la definicién anterior estd involucrada la nocién de distancia, y la

condicion (2.18) se puede escribir como sigue:

siempre que d, (z,a) < §, entonces d, (f (x),f(a)) <e. (2.19)
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De esta manera la definiciéon de continuidad de una funcioén en R se puede generalizar
al contexto de los espacios métricos, cambiando R por cualquier espacio métrico y

d, por la métrica del espacio, obteniendo entonces la siguiente definicion:

Definiciéon 2.6.1. Sean (X,d) y (Y, m) espacios métricos, f : X — Y ya € X.
Diremos que f es continua en a, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que siempre
que d(z,a) < 0, se tiene m(f(x), f(a)) < e. Diremos que f es continua en X (o

simplemente continua), si f es continua en a, para todo a € X.

Si f no es continua en a, se dice que f es discontinua en a.

La continuidad se puede también caracterizar en términos de bolas o en términos de

abiertos. Veamos:

Proposicion 2.6.2. Sea f: (X,d) — (Y,m). Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(1) f es continua;

(#3) Para todo a € X y para toda bola By, (f (a);€) existe una bola By (a;d) tal que
f(Ba(a;0)) € By (f (a);¢)

(iii) Para todo O abierto en'Y, se tiene que f~1(O) es abierto en X.

Demostracion.
(1) = (i1): Dada la bola B(f (a);¢), para € > 0 existe § > 0 tal que d(z,a) < d
implica m (f (z), f (a)) < &, es decir, tal que

x € By (a;9) implica f (z) € By, (f (a);¢).
Ahora sea y € f(B(a;0)); existe z € B(a;d) tal que y= f(z), entonces
Y € By (f (a);€), de modo que, f(By(a;6)) € B (f (a);€).

(ii) = (#ii): Sea O abierto en (Y,m). Si f~'(0O) = (), entonces es abierto. Si
71 O0) # 0, sea a € f71(0), es decir f(a) € O, y puesto que O es abierto,
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existe € > 0 tal que By, (f (a);e) C O. Por hipoétesis existe una bola By (a;d) tal
que, f(Bg(a;0)) C By, (f (a);e), de lo cual se tiene

By(a;0) C f7f (Ba(a;8)) € f~1 (B (f(a)5€)) € f71(O).
Esto prueba que f~!(O) es abierto.

(i7i) = (i): Sea a € X y € > 0. Consideremos la bola By, (f (a);¢), que es
un abierto en Y. Por hipotesis =1 (B, (f (a);€)) es abierto en X, y puesto que
a € f~1 (B (f (a);¢)), entonces debe existir un § > 0 tal que

By(a;8) € f~H (B (f (a):€)).

De esta manera, si d (z,a) < §, entonces x € By (a;9), luego € f~1(B,, (f (a);¢)),
es decir f(x) € By, (f (a);€), o equivalentemente, m (f (z), f (a)) < e. O

Ejemplo 2.6.3.
1. La funcion f: (R,d,) — (R,d,) definida por f (x) = x es continua.
2. La funcion f: (R,d,) — (R, dgis.) definida por f (z) = x no es continua.

3. La funcién f : (R,dgs.) — (R,d,) definida por f (x) = [z] es continua.

(R, dy) (R, dise) R du)y flo) =[] —
________ f@) == fa)=c —o
0 | 0] S 0F-—-——o
Bz | —o

! 1 |
| 1 | [ )
I J . 1
o) ®d) o) ®da)  —y SO (B

Figura 2.21: Funciones R en R.

4. Toda funcién constante es continua.

(X, d) f (Y, m) f:(X,d) — (Y,m) definida por
— A .
f(xz) =y, siendo yo € Y, yo fijo.

\\ Sea O abierto en (Y,m). Si yo € O
(( entonces f~1(0) = 0 y () es abierto.

Si yo € O entonces f~1(0) = X,

que también es abierto, luego f es

Figura 2.22: Funcién constante. continua.
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Nota. Obsérvese como, en general la continuidad de una funcién depende no sola-
mente de la forma como esta definida la funcién, sino también de las métricas, tanto

del dominio como del codominio de la funcién.

La continuidad en espacios métricos también se puede caracterizar en términos de

convergencia de sucesiones, como sigue:
Proposicion 2.6.4. Sean f : (X,d) — (Y,m) ya € X. [ es continua en a si y

solo si (zy,),, — a implica (f (xy)), — f(a), para cada sucesion (zy), en X.

Demostracion.
=) Si f es continua en a y (z,), — a, veamos que entonces (f (z,)), — f (a). Sea
e > 0. Existe 0 > 0 tal que
d(zpn,a) <0 implica m(f (zn),f (a)) <e.
Como (z,,),, — a, para 6 > 0 existe N € N tal que,
n > N implica d(x,,a) <0,
lo cual a su vez implica que m (f (z,), f (a)) < e. Luego (f (zy)),, — f (a).
<) Sea ¢ > 0. Por contradiccion, supongamos que no existe 6 > 0 tal que
f(Ba(a;0)) € B (f (a) ;¢).
Entonces para cada n € N se tiene
f(Ba(a;3)) € B (f (a)3e),

de modo que para cada n € N existe z,, € B (a; £) tal que f (z,,) & B (f (a) ;€),

es decir, )
d(zn;a) < — y  m(f(zn),[f(a) Ze

Esto significa que (x,),, — a pero (f (z,)),, 7 (f (a)), contradiciendo la hipote-
sis. O

Para efectos de construir fractales nos interesara cierto tipo de funciones que abor-

damos en la siguiente seccion.
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2.7. Contracciones en espacios métricos

Intuitivamente una contraccion es un funcién de un espacio métrico en si mismo, que

“reduce distancias”.

(X)X
f

- y)) < rd(z,y)

Figura 2.23: Nocién intuitiva de contraccién.

Formalmente:

Definicién 2.7.1 (Contraccién). Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X. Di-
remos que f es una contraccion si existe r € R, 0 < r < 1 tal que para cualesquiera

x,y € X se tiene que

d(f(x),f(y) <rd(z,y).

En tal caso la constante r se llama factor de contraccion de f.

Nota. Una contraccion tiene infinitos factores de contraccion, ya que si r es factor

de contraccion de f, entonces también s lo es, para todo s tal que r < s < 1.

Ejemplo 2.7.2.

1. f:R—-R, f(a;):%x—k

wino

1@ 1) =|ga+ 3 (qr+3)| = 5le- vl =gat.

f es contraccién, con factor de contraccion % Cualquier r € [%, 1) es también

un factor de contraccién de f.
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2. f:R? = R?,

)= G E)-20 )06
0015 -0

Recordemos, (véase el Apéndice A) que si z = (21, 22) y w = (w1, wy) entonces

O Nl

la norma de z — w esta dada por

IIz—WIIZ\/(z—W)'(Z—w)Z\/(21—w1)2+(22—w2)2=du(z,w-

Luego

A(f(2).f (W) = |If ()~ f ()] = H§Z+ e %H

1 1
= glz—wl=3d(zw).

Asi, f es una contracciéon con factor de contraccion %

Este ejemplo lo podemos generalizar como sigue:

3. Sea f : R? — R? definida por f(z) = rzet 4+ a + b, donde r,a,b € R,

0 <r <1, i es la unidad imaginaria y e es la constante de Euler’.
Recordemos que % = cos 6 + isen 6 = (cosf,senf), de donde HeieH =1

Ahora bien,
If(z) = f(w)]| = Hrzeei—l—a+bi—rwe9i—a—biH
= rHemH |z —w| =7r|z—w|.

Entonces
1f (2) = f(w)]| = rllz —wl,
o de forma equivalente

d(f(2), f(w)) =rd(z,w).

Luego f es una contracciéon con factor de contraccion r.

Te = 2,7182818284590452353602874713527
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4. Toda funciéon constante es una contraccion. En efecto: sea f: (X,d) — (X, d),

xo € X, donde ¢ es fijo. Definamos f (z) = xy, Vo € X. Entonces

d(f (z),f(y) = d(xo,20) = 0 < rd(z,y)

para cualquier r, 0 < r < 1.

x x
5. La funcién f : R3 — R3, definidapor f | y | = % y |, es una contracciéon
z z

con factor de contraccién 3 (jcompruébelo!).

Proposicion 2.7.3. Toda contraccion es continua.

Demostracion. Sean f: X — X una contraccion, a € X y € > 0. Debemos encontrar
6 > 0 tal que
d(z,a) <d—d(f(z),f(a)) <e.

Dado que f es contraccion, existe r, 0 < r < 1 tal que d(f (x), f (y)) < rd(x,y). Si
r =0 se tendria d (f (x), f (y)) =0, Va,y € X, luego f (z) = f(y), Vz,y € X, lo

que significa que f es una funcién constante y por tanto continua (Ejemplo 2.6.3.4).

€ €
Sir > 0, basta tomar 6 = —, ya que si d(z,a) < d = —, entonces
r r

d(f(m),f(a))§7‘d(az,a)<7‘;:€. O

Definicion 2.7.4. Sea f: X — X; un punto xg € X se denomina punto fijo de f

si satisface f (xg) = xo.

Ejemplo 2.7.5.

1. La funcién f : R — R definida por f(z) = 22 tiene dos puntos fijos: 0 y 1,

como facilmente se puede verificar.

2. La funciéon f : R — R definida por f(z) = %x + 1 tiene a % como punto fijo,
como facilmente se puede verificar. En este caso, ademés, % es el tinico punto
fijo de f, ya que es el tnico real que satisface %x + 1 = z. Por otra parte
este Gnico punto fijo cumple también una propiedad especial que explicaremos

después de introducir la siguiente notacion:
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Nota. Si f: X — X y x € X, obsérvese que entonces los elementos f (z), f (f (x)),
f(f(f(x))), etc., quedan bien definidos.

Notemos f (f (z)) por f°2(x), f (f (f (z))) por f°3 (x), y asi sucesivamente. Lo pode-

mos también definir recursivamente como sigue:

{ fo(w) = f
fon (gj) = f (fo(n—l) ($)) , Vn > 2.

De esta manera, para todo x € X queda definida la sucesion:
z, f(x), f2(@), ..., [ (), ...

que suele llamarse la 6rbita de x.

Volvamos a nuestro ejemplo y analicemos la orbita de cualquier z € R:

(r) = 3z+1
@) = FGeen) =4 (e +1= () e b
P = 5 (b)) =1 e e 1= (B ()P4 d 4

;,Como se comporta esta orbita?, jconverge?, jno converge?; si converge, ja dénde

lo hace? Veamos:

" 1\ 1\? 1
[ f (@) = ﬁ%[(g) “(5) +"'+<§> gl

1\ oy 1 3
= i (5) e+ m 3 (5) <=3

=0

que es precisamente el punto fijo de f.

Veremos en la siguiente seccidon que esto no es una coincidencia, sino que es un caso

particular de un importante teorema.
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2.8. El teorema del punto fijo para espacios métricos
completos

El siguiente resultado, llamado Teorema del punto fijo para espacios métricos comple-
tos, es de gran importancia para la geometria fractal, pues es justamente el resultado
que va a garantizar la existencia y unicidad de cada fractal obtenido por medio de

un sistema iterado de funciones, como lo veremos en el capitulo 4.

Teorema 2.8.1 (Teorema del punto fijo). Sean (M,d) un espacio métrico completo
y f: M — M una contraccion. Entonces f tiene un unico punto fijo, es decir, existe
un unico p € M tal que f(p) = p. Ademds, para cualquier x € M se tiene que

lim f°"(x) = p.

n—oo
Bosquejo de la demostracion. Sea x € M. Puesto que f es una contraccion, se puede

demostrar que la sucesion

(S (@) = (. f(2), fP(2),..., f(2),...)

es una sucesion de Cauchy (intuitivamente, cada vez que se aplica la funcion, las dis-
tancias se van reduciendo, de modo que los términos de la sucesién se van acercando
cada vez més entre si). Como M es completo la sucesion converge, es decir existe un

p € M tal que
lim f°"(x) = p.

n—oo

Entonces:

f(Jim (@) = ),

n—oo
y como f es continua (por ser contraccion), se tiene

lm f (f*"(x)) = f(p),

n—oo

luego

lim f"(x) = f(p),

es decir, p = f(p) de modo que p es punto fijo de f. Ahora bien, si ¢ fuese otro punto
fijo de f, se tendria
d(p,q) = d(f(p), f(q)) < rd(p,q),
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siendo r factor de contraccion de f. Entonces d(p,q)(r —1) >0, y puesto que

0 <r < 1 se concluye que d(p,q) = 0.

La prueba formal de que (f°" (z)),, es de Cauchy es como sigue:

tomemos m,n € Z™, m > n. Tenemos:

d(f™(2), 1" (2)) <

rd (£ (2), 07D (2)

< (£ (), 207 (7))
< (£ (), 20 (7))
< (fnn) (2),2)
< o fa (e (2, o ()
+d (o0 (z), 0 (2) 4+ d(f(2),2)
< PN (), 2) RS (), 2)
+...4+rd(f(2),2) +d(f(2),2)]
= r"d(f(z),2) [T TR e 4
< (). = (2.0 e — 0
=
Luego (f°" (2)),, es una sucesion de Cauchy. O

2.9. Ejercicios

1. Demuestre que los axiomas EM1 y EM?2 de la definicién de espacio métrico

(Definicion 2.1.1) implican que para cualesquiera z,y,z € M se cumple que:

a) d(z,y)>0;

b) d(z,y)=d(y,z); ¢ d(z,y) <d(z,2)+d(zy).
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. Para cada una de las siguientes funciones de R x R en R, determine cuéles de

ellas definen una métrica y cuéles no. Justifique su respuesta.

a) di (2,y) = In(1+ |z —yl); ) 0, siz=y,
d) t(x,y)=¢1, six=2yVy=2x
— 3 3 . ? Y Y

b) m(@:9) = ‘:E - " 2, en otro caso.

¢) d(z,y) = |2 —¢?

7

. Demuestre que la funcion dgy;,. definida en el ejemplo 2.1.2.4 es en efecto una

métrica en X (métrica discreta).

. Demuestre que la funcién d definida en el ejemplo 2.1.2.5 en efecto satisface los

axiomas (EM1) y (EM2).

. Se definen las funciones diqz, dmsx : R? x R? — R por:

diaz (71, 72) 5 (Y1,92)) = |y1 — 21| + |y2 — 22|,
dmax ((71,22) , (Y1,92)) = méax{|ly1 —z1],[y2 — 22|} .

Demuestre que digz ¥ dmax son métricas en R2.

. Escriba los siete primeros términos de la sucesion (sy,),, definida por:

a) (sn), = (2n),; b) (sn), = ((=1)"),

. Escriba una “férmula” que defina la siguiente sucesién (en PR?):

A L LS4

. Considere el espacio métrico (]R2, dméx), y dibuje la bola By_. ((0,0);1).

. Considere el espacio de los codigos (ZN, d), Y ={1,2,...,N} (Ejemplo 2.1.2.5)

y sean k € N, k fijo, a = ajazas ... € Y. Demuestre que

1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea (X, d) espacio métrico. Demuestre que:

a) Oy X son cerrados.
b) La unién finita de cerrados, es un cerrado.
¢) La interseccién arbitraria de cerrados, es un cerrado.

)
)
)
d)

L, Qué se puede decir de la union arbitraria de cerrados? Justifique.
Considere una bola B(a;r) en un espacio métrico (X, d). ;Qué relacion existe

entre la adherencia B(a;r) y la bola cerrada B(a;r)? (recuerde que la bola
cerrada se define por: B(a;r) := {2z € X | d(z,a) <r}).

Demuestre que en un espacio métrico, la adherencia de cualquier conjunto, es
un conjunto cerrado. Ademaés S es el “menor” cerrado que contiene S, es decir
si C es cerrado y S C C, entonces S C C.

Una sucesion (zy), en un espacio métrico se dird “casi constante” si existe
k € N tal que x, = 441 = Tpao = - -
Demuestre que en un espacio discreto (X, dg;s.) una sucesion converge si 'y solo

si es casi constante.

Sea (X, d) espacio métrico y S C X. Demuestre:

a) O =10,00 =0, X = 0; b) S = 9S°.

Sean (X,d) espacio métrico, S C X y = € X. Demuestre que x es punto de
acumulacion de S si y sélo si existe una sucesion (xy,), de puntos de S — {z}

tal que (z)n, — .
Sea (X, d) espacio métrico. Demuestre:

a) 0y X son abiertos.

b) La unién arbitraria de abiertos, es un abierto.
c¢) La interseccion finita de abiertos, es un abierto.
a)

., Qué se puede decir de la intersecciéon arbitraria de abiertos? Justifique

Demuestre que todo espacio finito es compacto.

Una introduccién a la geometria fractal]
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18.

19.

20.

Demuestre que en un espacio discreto los subespacios compactos son exacta-

mente los subconjuntos finitos.

Demuestre que no siempre la unién de compactos es un compacto.

Para cada uno de los siguientes subconjuntos S; de R?, determine: jes comple-

to?, S;, {es cerrado?, jes acotado?, jes compacto?, S/, dS;, 87, (es abierto?

a

ISH o >

a

Q

h

1

J
k

[
m
n

n

)
)
)
)
)
)
)

)
)
)
)
)

)
)
)

S ={(z,y) | 2* +y* < 1};
So={(z,y) [2* +y* < 1};
Sz =S U{(1,)}
Si=8U{(1,)}

S5 = {p1,p2,P3, -+ ,pr} (un conjunto finito de puntos);
Se = {(z,y) |z > 1};
Sr={(z,y) |y =2"};

Ss = {(z,9) [ lyl > 2};

Sy = Tridngulo de Sierpinski;
Sw={(54) Inen)

Si1 = So;

S12 = [0,1] x [0, 1];

S13 = (0,1] x [0,1);

Sy =7 xQ;

S15=Q x Q.

Puede resumir toda la informacion obtenida completando las tablas 2.9.1 y
2.9.2.

21. Demuestre que en un espacio métrico discreto (X, dg;s.) todo subconjunto de

22. Sean

X es simultaneamente abierto y cerrado.

(X,d) un espacio métrico, (Y,dgs.) un espacio discreto y

f:(X,d) — (Y,dgsc) inyectiva. Demuestre que f es discontinua en X'.
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23. Demuestre que toda funciéon cuyo dominio sea un espacio métrico discreto, es

continua.

24. Sea f : R — R definida por f (z) := ax + b, donde a y b son constantes reales.

a) Demuestre que f es una contraccion si y solo si |a| < 1.

b) Dé un ejemplo de una funciéon f de la forma definida en a), y calcule
la imagen bajo f de los conjuntos: [0,1], [—1,3] y [-2,—1], esto es, cal-
cule f([0,1]), f([-1,3]) v f([-2,—1]). Describa en palabras el efecto

geométrico de f.

25. Sea f:R? — R? definida por f (z) = rz e¥ 4 g+ bt, donde r,a,b € R, 4 es la
unidad imaginaria y e es la constante de Euler.

a) Demuestre que f es contraccion si y solo si |r| < 1.
b) Dé un ejemplo de una funcion f de la forma definida en a) y calcule la
imagen bajo f del rectangulo: R = [0,1] x [0,2], esto es, calcule f(R).

Describa en palabras el efecto geométrico de f.

26. Determine cuéles de las siguientes funciones son contracciones, y justifique su

respuesta. Para cada funcién encuentre, si los tiene, sus puntos fijos.

a) f:R—=R, f(x)=b5x

b) FiR—R, f(z) =%

¢) fiR—R, f(x)=lal

d) f:[0,3] = [0,3], f(z)=a%
e) fiR—R, f(a)=—2u;

/) fiR—R, f(x)=cosz

27. Dibuje la grafica de cada una de las funciones anteriores y dé una interpretacion

geométrica al problema de encontrar los puntos fijos de una funciéon f : R — R.

Una introduccién a la geometria fractal]
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Capitulo 3

El espacio (H(X), h): el espacio
donde viven los fractales

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de un espacio métrico particular, el cual

ha sido denominado por M. Barnsley [4] como “el espacio donde viven los fractales”.

3.1. El conjunto H(X) y la métrica de Hausdorff

Definicién 3.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Notemos H(X) la familia de todos

los subconjuntos compactos no vacios de X, es decir:
H(X):={K C X | K es compacto, K # 0} .

Ejemplo 3.1.2. Consideremos (R?,d,,). Los conjuntos K; a K7 que se muestran en
la Figura 3.1(a) pertenecen a H (Rz), mientras que S1 a Sg no pertenecen a H (Rz)
(ver Figura 3.1(b)).

Una caracteristica importante en H(X) es que la continuidad preserva la compaci-

dad, es decir:

Proposicion 3.1.3. Sean (X,d) y (Y, m) espacios métricos y f : X — Y continua.
Si K € H(X) entonces f(K) € H(Y).
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Ks

Kg* L
. 54.

(a) Elementos de H(R?). (b) Elementos que no estan en H(R?).

Figura 3.1: Caracterizando los elementos de H(R?).

Demostracion. Sea (yy), una sucesion en f (K). Debemos probar que (yy), admite

una subsucesion convergente en f(K).
f(K)={yeY|y=f(k) paraalgin k€ K}.

Para cada n € N, y,, = f (k) para algtn k, € K. Dado que (ky),, es una sucesién

en K,y que K es compacto, entonces existe una subsucesion (ky, ), de (ky,),, tal que

(kn,); = k paraun k€ K. (3.1)

(f (kn,)); es una subsucesion de (y,), v (f (kw)), — f(k) € f(K) por (3.1) y
porque f es continua (Proposicion 2.6.4). O

Se quiere ahora definir una métrica en el conjunto H(X). Observe que los “puntos”
o elementos de H(X) no son sencillos o “elementales”, en cuanto cada elemento
es a su vez un conjunto; mas exactamente, un subconjunto compacto no vacio del
espacio métrico X. De esta manera, para definir una métrica en el conjunto H(X)

procedemos por etapas.

Definicién 3.1.4 (Distancia de punto a compacto). Sean (X, d) espacio métrico,
ae Xy K eH(X). Se define d (a, K) por:

d(a,K):=min{d(a,z) |z € K} (ver Figura 3.2).

Proposicion 3.1.5. El minimo de la definicion anterior siempre existe.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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Demostracion. Sea f: K — R definida por f(x) :

=d(a,x), Yz € K. Veamos que f
es continua. Sea € > 0. Observemos que: —d(z,y) < d

(z,a) —d(y,a) < d(x,y); por
tanto,

[f (@) = f(y)l = ld(z,a) = d(y, a)] < d(z,y).

De esta manera basta tomar § < e para tener la continuidad de f.
Ahora consideremos el conjunto
S:={d(a,z) [z € K}(={f(z) |z € K}).

Claramente S C R, S # () (pues K # () y S es acotado inferiormente; por el axioma
de completez de R, existe P = inf S. Como P es la méaxima cota inferior de S, para

1 1
cadan € Nexistey, € K tal que f(y,) < P+—,ysetiene —— <0< f(y,)—P < —;
n n n
1
por lo tanto, |f(y,) — P| < —, de lo cual se deduce que
n
lim f(y,) = P. (3.2)
n—oo
Como K es compacto, existe (Y, )n, subsucesion de (yn)n, tal que lim yg, =7,
n—oo

con § € K. Tenemos f ( lim ykn) = f(9), y puesto que f es continua,
lim f(yx,) = f(9) (ProposicingoaBA). Pero (f(yk,))n es una subsucesion de
?ﬂogjn))n, entonces, aplicando la Proposicion 2.2.7 y teniendo en cuenta (3.2), se
concluye que P = f(f), de modo que P es en realidad el minimo de S, como se

queria ver. O

NS4
Figura 3.2: d(a, K) Figura 3.3: d(A, B)
Definicién 3.1.6 (Distancia de compacto a compacto). Sean (X, d) espacio métrico
y A, B € H(X). Se define d (A4; B) como
d(A,B) = méx{a?(a,B) la € A}
= méx{min{d(a,b) |be B} |ac A} (ver Figura 3.3).

Una introducciéon a la geometria fractal]
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Es de aclarar que d no es métrica, ya que en general, no se cumple que
ci(A,B) = J(B,A), es decir la propiedad de simetria, lo que se observa en los si-

guientes ejemplos.

Ejemplo 3.1.7.
1. Considere en 'H(R2) los siguientes dos B

conjuntos
A=10,1] x[0,1] y B=11,7] x[0,8].

Al calcular se obtiene que

= d(]0,1] x [0,1],[1,7] x [0,8]) = 1. A

= d([1,7] % [0,8],]0,1] x [0,1]) = v/35. d(A, B)
Claramente Ci(A, B) 7é Cz(B, A). Figura 3.4: d(A, B) # d(B, A)
2. Considere ahora en (R,d,,) los conjuntos 0 1 9

A =10,1] y B =0,2]. Entonces I ; {

4(0.1),0,2) =041 =d([0,2],[0,1]). ~ Fiewws 35 dA5) £dB.4)

Para que la Definicion 3.1.6 quede bien establecida, tenemos que demostrar la si-

guiente proposicion.

Proposicion 3.1.8. El mdzrimo de la Definicion 3.1.6 siempre existe.

Demostracion. Definamos f: A — R por f(z):=d(z,B), Vx € A. Por la Proposi-

cion 3.1.5, f (z) siempre existe. Veamos que f es continua. Sea € > 0. Tenemos,
f (@) = f () = |d(2,B) —d(y, B)| = |d(z,b1) — d(y,bs)|

para algunos by, by € B; es decir,

d(z,B) =d(z,b;) (=min{d(z,b)|be B})

d(y, B) =d(y,b2) (=min{d(y,b)[be B}).
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Por lo tanto,
d($7b1) < d(ﬂf,bg) < d($7y) +d(y7 b2)

d(y,b2) < d(y,b1) < d(y,x) +d(z,b).

De las desigualdades anteriores se obtiene:
_d($7y) < d(xabl) - d(y7b2) < d(m,y) )

es decir,

|d(z,b1) —d(y,b2)| < d(z,y),
y basta entonces tomar 0 < § < ¢ para obtener la continuidad de f.

Ahora consideremos el conjunto
S = {J(:E,B) |z € A}.

SCR,S #0 (pues Ay B son no vacios). Como f : A — R es continua y A es
compacto, f(A) es compacto (Proposicion 3.1.3). Pero claramente f(A) = S, luego
S es compacto y por lo tanto acotado. Aplicando entonces el axioma de completez
de R podemos afirmar que existe P = sup S. Queremos ver que en realidad P es el

maximo de S. Para cada n € N, existe y,, € A tal que: P — % < f (yn); luego:

1 1
n n

de donde [P — f (y,)| < 2 y por tanto

lim f (y,) = P. (3.3)

n—oo
Ahora bien, como A es compacto y (yn),, €s una sucesion en A, existe (yg, ) subsuce-
sion de (yp),, tal que lim y = @ para algin a € A. Por tanto f ( lim ykn> = f(a),
n—oo n—oo
y como f es continua, lim f(yx,) = f(a) (Proposicién 2.6.4). Observando (3.3) y
n—oo
por la Proposicion 2.2.7 se concluye que P = f (a), de modo que P es el maximo de

S, como se queria ver. O

Lema 3.1.9. 8i A, B € H(X) y A C B, entonces d(A, B) = 0.
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Demostracion.
d(A,B) = méx{cz(a,B) ]aeA}
— d(ag,B) para algin ap € AC B
= min{d(ap,b) | b€ B};
pero ag € B, luego min {d (ap,b) | b € B} = 0. O

Definicion 3.1.10. Sean A, B € H(X); se define h (A, B) como
h(A,B) =: max{d(A, B) ,CZ(B,A)}.

Ejemplo 3.1.11.
1. En H(R?), h([0,1] x [0,1],[1,7] x [0,8]) = méx{1,/85} = v/85.
2. En H(R), h([0,1],]0,2]) = max {0,1} = 1.

El objetivo ahora es demostrar que h si define una métrica en H(X), pero para esto

necesitaremos de algunos resultados previos.

Lema 3.1.12. Sean S CR y k € R, k constante; entonces,
min{k+s|se€S}=k+minS.

Demostracion. Notemos H = {k+s|s e S}. Es claro que k + minS € H. Sea

k4 s € H; como s € S se tiene que min S < s, por tanto k+minS < k+s, Vs € S,
es decir, kK +min.S = min H. U

Lema 3.1.13. Sean a,b,c,d, e, f € R, tales que cumplen las desigualdades a < b+ c
yd<e+ f, entonces

méx {a,d} < max{b,e} + méx{c, f}.

Demostracion. Si max{a,d} = a, se tiene:
max{a,d} = a < b+ ¢ < max{b, e} + méx{c, f}.
Si méx{a,d} = d, se tiene
méx{a,d} =d < e+ f <max{b,e} + max{c, f}. O
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Lema 3.1.14. Sean A,B,C € H(X), a € A, c € C (a,c fijos). Entonces

min{d(a,b) | b€ B} <min{d(a,c) +d(c,b)|be B}.

Demostracion. Sean by y by elementos de B tales que

d(a,c) +d(c,bp) =min{d(a,c)+d(c,b) | be B}

d(a,b1) =min{d(a,b) | b€ B};
se tiene entonces d(a,by) < d(a,by) < d(a,c)+d(c,by). O

Lema 3.1.15. d(A,B) < d(A,C) +d(C,B), YA, B,C € H(X).

Demostracion. Para cada a € A se tiene:

A~

d(a,B) = min{d(a,b)|be B}
< min{d(a,c) +d(c,b) |be B}, VeeC (usando el Lema anterior)
< d(a,c) +min{d(c,b) |be B}, VceC (usando el Lema 3.1.12).

Luego, considerando ¢y € C' tal que: (i(a, C) =d(a,cp), se tendria:

d(a,B) < d(a,co)+min{d(co,b)|be B}
< d(a,C) +méx {min{d(c,b) |be B} |ceC}
= d(a,C)+d(C,B).

Considerando en particular a = ag, donde d(ao, B) = cz(A, B), se obtiene:

d(A, B)

IN

d (ap,C) +d(C,B)
max{cz(a,()) |aeA}+J(0,B)
= d(A,C)+d(C,B). O

IN

Proposicion 3.1.16. h es una métrica sobre H(X).

Demostracion.
(EM1) h(A,B)=0< A=B.
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=) Sea ag € A. Como h (A, B) = 0, entonces d (A, B) = d (B, A) = 0. Por tanto
d(A,B) = méx{ci(a,B) la € A} = 0, lo cual implica que existe a; € A tal
que d (a;, B) = 0.
Por otra parte, se tiene que (i(ao,B) < cZ(al,B) = 0; en consecuencia,
d (ag, B) = 0, luego existe by € B tal que d (ag, B) = d (ag,by) = 0, de modo
que ag = bg. Entonces ag € B. Con esto hemos probado que A C B.

Anélogamente se prueba que B C A.

<) Supongamos (sin pérdida de generalidad) que

h(A,B)=d(A,B).

Para cada a € A se tiene que d (a, B) = min {d (a,b) | b € B} =0, pues A C B;
entonces d (A, B) = max {0} = 0.

(EM2) h(A,B)<h(A,C)+h(B,C) VA, B,CecHX).
En efecto, por el Lema 3.1.15 se tiene que

d(A,B)<d(A,C)+d(C,B) y d(B,A) <d(B,C)+d(C,A). (3.4)
Ahora usando el Lema 3.1.13 se puede ver que
méx{J(A,B) ,J(B,A)} < maX{J(A, 0),d(C, A)} + maX{J(C,B) ,J(B,o)} .
En consecuencia,

h(A,B)<h(A,C)+h(B,C) VA B,CecH(X). O

Ahora si estamos en condiciones de formular la siguiente definicion.

Definicién 3.1.17 (Métrica de Hausdorff). Llamaremos al espacio métrico

(H(X),h) el espacio donde viven los fractales. La métrica h se llama métrica

de Hausdorff.

Como los elementos de H(X) son subconjuntos de X (es decir son elementos que a

la vez son conjuntos), también se suele decir que H(X) es un hiperespacio de X.

En la siguiente seccion se demuestra la completez de H(X) a partir de la completez
de X, (en realidad se prueba la equivalencia entre la completez de X y la de H(X)).

También se demuestran otros resultados que se usaran en el proximo capitulo.
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3.2. Completez del espacio H(X)

Un objetivo importante del presente capitulo es probar que la completez de (X, d)
implica la completez de (H(X),h), para lo cual se deben establecer antes varios

conceptos y resultados.

Definicion 3.2.1. Sean (X, d) espacio métrico, A € H(X) y € > 0. Se define la

nube de centro A y radio €, denotada N (4;¢) como

N (A;e) == {x eX |d(z A < 6} (ver Figura 3.6).

N(A;e)

Figura 3.6: Nube N (4;¢). Figura 3.7: Nube cerrada.

Es facil verificar que:

N (A;e) ={x € X | d(z,a) < ¢ para algin a € A}.
Lema 3.2.2. Sean A,B € H(X) y ¢ > 0. Entonces: h(A,B) < € si y solo si
AC N (B;e) y BC N (4;¢).

Demostracion. Basta probar que:

(i) d(A,B) <esiysolosi AC N (B;e)

y

(1) d(B,A) <esiysolosi BC N (4;¢).
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Si d(A,B) < ¢ entonces méx{(i(a,B) |a € A} < g, por lo tanto, J(a,B) < g,
Va € A; entonces a € N (B;e), Ya€ A y AC N (B;e). Reciprocamente, si
A C N (B;e), entonces para todo a € A se tiene que d(a,B) < e. Si en particu-
lar tomamos ag € A tal que d (ag, B) = d (A, B), entonces se obtiene d (4, B) < ¢.

Analogamente se prueba (i). O

Si A€ H(X)ye >0, definimos la nube cerrada de centro A y radio €, notado por
N (A;¢), como sigue:

N (A;e) = {m eX |d(z,A) < E} (z {reX|3acA:d(z,a) SE}).
Lema 3.2.3. Sean A € H(X) ye > 0. El conjunto N (A;e) es cerrado.

Demostracion.  Veamos que (TV'(A;E)) es abierto. Sea y € (W(A;E)).

Entonces d(y,A) >e. Sea agc A tal que d(y,A)=d(y,a0). Veamos que

B (y;0) C <W (4; 5)) , donde 6 = d(y,ap) —e > 0.
Sea z € B (y;0). Debemos probar que d(z,a) > € para todo a € A.
Sea a € A. Tenemos
d(y,a0) < d(y,a) <d(y,z) +d(z,a)
< 0+d(z,0) =d(y,a) —e+d(z,a),

de donde € < d(z,a), como se queria ver. O

De manera analoga a como se demostro el Lema 3.2.2; se puede demostrar el siguiente

resultado.

Lema 3.2.4. Sean A,B € H(X) ye > 0.
h(A,B)<e <= ACN(B;e) y BCN(45).

Lema 3.2.5 (Lema de Extension). Sean (A,), una sucesion de Cauchy
en (H(X),h) y (nj);.’il una sucesion creciente de naturales. Suponga que
{an, € A, | =1,2,... } es una sucesion de Cauchy (en (X,d)). Entonces existe

una sucesion de Cauchy {Z, € Ap |n=1,2,...} tal que Tp; = zy,, Vj =1,2,3,...
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Demostracion. Se construye la sucesion (&), como sigue: para cada
ne{l,2,...,n; — 1} escogemos &, € A, tal que d (z,,, An) = d (&, , E,). Andloga-
mente, para cada j € {2,3,...} y cada n: nj_1 <n < n; se escoge T, € Ay, tal que
(i(:nnj,An) =d (:Enj,in), y por supuesto Tp; := Tn;, Vi =1,2,3,... Veamos que
(Zn),, asi definida es la sucesién buscada: claramente (Z,), es una extension de
(mnj)j y &n € A, para todo n. Veamos que (Z), es de Cauchy. Sea € > 0. Como

(mnj)j es de Cauchy, existe N1 > 0 tal que
ng,n; > Ny :>d(a:nk,mnj) < e/3. (3.5)
Como (Ay),, es de Cauchy, existe Ny > 0 tal que:
m,n; > Ny = h (A, An;) <e/3. (3.6)
La ultima desigualdad significa, segin el Lema 3.2.2, que:
Ay CN (Ap;ie/3) y An; €N (Amse/3).
Luego para m,n; > Na, x,; € N (A;,;€/3), es decir d ($nj,Am) < /3, y por tanto
d (T, Em) = d (T, Am) < /3. (3.7)
Analogamente, si n,ng; > Na, entonces
d(zp,,Tn) < /3. (3.8)
Basta entonces tomar N = max { N1, Na}, y se tendra: m,n > N implica
d(Zpm,ZTn) < d (im, :Enj) +d (:Enj,:Enk) +d(xn,,Tn)

< ¢/3+¢/3+¢/3=c¢. O

Un resultado central de este capitulo, como ya se habia comentado antes, es la
obtencion de la completez del hiperespacio H(X) a partir de la completez de X.

En realidad se tiene la siguiente equivalencia:

Teorema 3.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico. (H(X),h) es completo si y sdlo si
(X,d) es completo. Ademds, si (An)n es una sucesion de Cauchy en H(X) y
A= lim A,,
n—oo
entonces A se puede caracterizar asi:

A= {x € X | existe (xn)n sucesion en X, con (xp)p — T y T € Ay, Yn}.
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Demostracion. =) Sea (xy), una sucesion de Cauchy en (X, d). Como claramente
cada conjunto unitario {z,} es un compacto no vacio, entonces ({z,}),, es una suce-
sion en H(X). Ademas,

h({zn} {zm}) = J({xn} Azm}) = d(mn, {zm}) = d(zn, 2m),

de modo que ({z,}),, es una sucesion de Cauchy en H(X). Por hipotesis,
{zn}),, — K para algin K € H(X). Veamos que K es un conjunto unitario. Sean
a,b € K ye > 0. Existe N € N tal que n > N implica que h (K, {z,}) < £/2.

Observemos que

A (K. {wn}) = mix {d (y, {a}) |y € K} = méx{d(y, ) | y € K}
Ahora bien, para n > N se tendra:

d(a,b) < d(a,zn)+d(b,x,) <2méx{d(y,z,) |y € K}
= 2d(K,{z,}) <2h (K, {z,}) <2-¢/2 =¢.

De esta manera, para todo ¢ > 0 se tiene d (a,b) < ¢, lo que implicaa = by K = {a}.

Por tanto,
d(zn,a) = h({zn}, {a}) = h ({zn}, K)
se puede hacer tan pequefla como se quiera, es decir (zp),, — a.

<) Sea (A,),, una sucesion de Cauchy en H(X). Definamos:

A:={z € X | existe (xp), sucesion en X, con (z), = ¢y =, € Ayp, Vn}.

(a) Probemos que A # (). Para esto basta probar que existe una sucesion de Cauchy
(ap), con a, € A,, Vn, ya que la completez de X garantiza que en tal caso

(ap), — a para algin a € X, y por tanto a € A.

Como (A,,),, es de Cauchy, podemos escoger una sucesion creciente de naturales,
N <Nog <  <Np<-vv

tales que

1
h (A, A,) < o0 Ym,n>N;, i=1,2,...
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Sea zn, € An,. Como h(An,,An,) < % implica que Ay, C N(ANz;%), en-
tonces d (N, AN,) < %, lo que a su vez implica que existe zy, € An, tal que
d(ﬂle,ﬂjNQ) < %

Como h (An,, Ans) < 2%, entonces An, € N (An; 2%), luego d (zn,, An,) < 2%,
de donde existe zn, € Ay, tal que d(zpn,,TN,) < 515, y asi sucesivamente se ob-
tiene una sucesion (zy,); con zy, € Ay, y tal que d (zn,, zn,,,) < % Tomemos

Ny, < N,,; entonces

d(:ENm,ﬂan) < d(fﬂNm,meH)+d($Nm+1a$Nm+2)+“‘+d(517Nn,1,33Nn)

1
o + ST 0.

=1 nm—oo

De esta manera, (zy,); es de Cauchy, y por el Lema de Extension (Lema 3.2.5)
existe (Z,),, sucesion de Cauchy tal que Z,, € Ay, Vny Zn, = xn;,Vi. Como X

es completo, existe x € X tal que (&), — =, de modo que z € Ay asi A # 0.

Probaremos ahora que A es cerrado. Sea una sucesion de elementos (a;); de A

tal que (a;); — a, y probemos que a € A (de esta manera se tendra que A C A).

Como cada a; € A, entonces para cada i existe una sucesion (z},) , con z, € A,,
n

Vn y (azﬁl)n — a;:

() = (alal ..ol .. = a
(@) = (@ad...22..) - a
() = (dih .. ai ..) =
(xgk)n = <lev’“ xévk AN ) — an,
!
a.

Como (a;); — a, es posible encontrar una sucesion creciente de naturales
Ny <Nog <o <Np<---

tal que para cada k,

> =

d(an,,a) <
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Como (m%)n — an,, para k existe my, tal que

d(:n%’z,ajvk) <

| =

Entonces

1 1 2
d(m%’;,a) < d(m%’;,a;vk) +d(an,,a) < E—i— Pl — 0.

Notemos yp,, = x%’;c Entonces para cada k, ym, € Am,, y ademas (Ym, ), — a,
luego (Ym,),, es de Cauchy. En estas condiciones aplicamos de nuevo el Lema de
Extension para obtener una sucesion (9p,),, tal que g, € A, VM, Jm, = Ym,
Y (Um),, sea de Cauchy. Por la completez de X, (9m),, debe ser convergente,
y como su subsucesion (Y, ), converge a a, entonces también (f,),, — a. De
esta manera a cumple todos los requisitos para pertenecer a A, como se queria

probar.

Sea £ > 0. Probaremos que existe N tal que paran > N, A C N (Ap;e). Como
(A,)n es de Cauchy, existe N tal que si m,n > N entonces h (4, A,,) < g, luego
A, C'N(Ay;e) (Lema 3.2.2). Sea a € A. Entonces existe una sucesion (a;); tal
que cada a; € A; y (a;); — a. Podemos asumir ademas que N es suficientemente
grande para que m > N implique d(an,,a) < . Entonces a,, € W(An;a),
pues A,, C ‘N (A,;€). De esta manera (ay, an41, an+2,...) €S una sucesion en
N (An;€) que converge a a, es decir, a € N (Ap;e) = N (Ap;e) (Lema 3.2.3).
Hemos probado asi que paran > N, A C N (Ap;e).

Probemos ahora que A es compacto. Para esto basta probar que A es totalmente
acotado y aplicar entonces el Teorema 2.5.14.

Por contradiccion, supongamos que A no es totalmente acotado. Entonces existe

€ > 0 para el cual no existe una e—red que recubra a A. Sea x; € A; entonces:

A ¢ B(x1;e) = Jwa € A:d(z1,22) > €,
A ¢ B(x1;6)UB (x9;6) = Jag € A:d(x3,21) > ey d(xs3,22) > ¢,

Se construye de esta manera una sucesion (x;); de elementos de A tal que

d(xz;,xj) > €, Vi # j. Ahora bien, por (c) existe un n suficientemente grande
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tal que A C W(An;z—:/3). Entonces para cada x;, existe y; € A, tal que
d(zs,y:;) < €/3. Como A, es compacto, existe una subsucesion (yy,) de (yn),,,
convergente en A,. Por tanto (yy,) es de Cauchy, asi que es posible encontrar

Yn;s Yn; tales que d (yni, yTL]‘) < ¢/3. Por tanto,

d (‘/Enm xTL]‘) S (IETL” ynz) (ynly Ill‘nj)
< (:cnz,ym) d (Ynis yn;) +d (Yn;» Tn,)
< g + g + g =€

Esto claramente contradice la forma como fue construida (z,),,. De esta manera,
A es totalmente acotado, y puesto que en (b) se demostro que es cerrado, entonces

se concluye (Teorema 2.5.14) que A es compacto.

Probaremos ahora que

lim A, = A.

n—oo
Sea ¢ > 0. Probaremos que existe N tal que n > N implica A, C N (A;¢). Esto
seré suficiente teniendo en cuenta (c) y el Lema 3.2.4.
Existe N tal que m,n > N implica h (A, A,,) < /2. Entonces para m,n > N,
Ap €N (An;e/2). Probemos que n > N implica A, C N (A;¢).

Sea y € A,. Existe una sucesiéon creciente de enteros
NN <Ny <--- <N <---

€
tal que para m,n > Nj, A, C N <An; W> Entonces A, C' N (ANl; %) Co-
mo y € A,, existe zn, € Ay, tal que d(y,zn,) < e/2. Como zn, € Ap,, existe

TN, € Ay, tal que d (xn,,TN,) < £/22. De esta manera continuamos y se encuen-
€

tra una sucesion Ty, , Tn,, TNy, .. tal que zy; € An; y d (a:Nj,mNjH) < CYESE
Entonces
d(yaxNj) < d(y,le)+d($N1,.Z'N2)+”‘+d($Nj71,.Z'Nj)
e € € .
< -4+ =+-+=<eg, paratodo j.

2 22 2i

Ademas (:17 Nj) es una sucesion de Cauchy, luego (3: Nj) — x, para algin z. Esto

implica que = € A.
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Veamos que d (y,x) < e. Supongamos que d (y,z) > e. Entonces d (y,xz) —e > 0,
y como (a;Nj) — x, existe M > 0 tal que N; > M implica d (a:Nj,m) <d(y,z)—e¢,
de donde

e < d(y,m)—d(mNj,a;)
< d(y,xNj)—l—d(xNj,x)—d(xNj,x) = d(y,xNj)<s.

Se obtendria ¢ < ¢, lo cual es absurdo. Por lo tanto, d(y,z) < e, y puesto
que = € A se concluye que y € N (4;¢), luego A4,, C N (A;e), como se queria

demostrar. O

El teorema anterior, cuya demostraciéon es un poco ardua, desempeiia un papel muy
importante en nuestro camino de acercamiento a los fractales; podriamos decir que
este teorema proporciona la mitad de los “ingredientes” que usaremos para construir
nuestros fractales. La otra mitad la constituye un nimero finito de contracciones
que conformaréan lo que en el proximo capitulo se denomina un sistema iterado de
funciones. De esta manera, los lemas que se presentan en lo que queda del presente
capitulo se incluyen porque se usarédn para garantizar el buen funcionamiento de los

sistemas iterados de funciones.

Lema 3.2.7. Sean (X,d) un espacio métrico completo y (An)n una sucesion de

Cauchy en H(X) tal que

entonces

nh_)ngo A, = ﬁ A,.
n=1

Demostracion. Por el Teorema 3.2.6 sabemos que H(X) es completo, y que

A:= lim A, = {z € X| existe (z,),, sucesion en X con (z,,),, =y =, € Ap,Vn}.
n—oo

o
Probemos entonces que A = (| A,. Sea x € A. Existe (xy),,, sucesion en X, tal que
n=1

o
(), — xy n € Ay, Vn. Supongamos que x € (| Ap, es decir, existe M € N tal
1

n=
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que x € Apr. Como Ajps es compacto, entonces es cerrado, luego Ayr = Ay, asi que
x & Apr, lo cual significa que existe e > 0 tal que B (z;¢) N Ay = (. Ahora bien,

como (z,), — «, para € > 0 existe N € N tal que d(z,,x) < ¢ siempre que n > N.

Sea T' = max{M, N}. Se tiene d(xr,x) < ¢, luego xr € B (z;¢). Como T > M,
Ap C Ap; y como xp € Ap, entonces zp € Ay, de modo que xp € B (x;e)NAy = 0,

lo cual es una contradiccién.

[ee]

Reciprocamente: sea € () Ap; entonces € A, para todo n, y basta entonces
n=1

considerar la sucesion constante (x,z,...,z,...) — x para concluir que z € A. O

Lema 3.2.8. Sean (X,d) un espacio métrico y f : X — X una contraccion. Defini-
mos la funcion f : H(X) — H(X) por f(K) = f(K), VK € H(X). Entonces | es

una contraccion en H(X), con el mismo factor de contraccion de f.
Demostracion. En primer lugar obsérvese que f estd bien definida en virtud de la
Proposicién 3.1.3.

Dado que f es una contraccion, existe r € [0,1) tal que Vz,y € X

d(f (), f(y) <rd(z,y). (3.9)

Sean A, B, € H(X). Tenemos entonces

B (f(A),f(B)) = h(f(4),f(B) = mix{d(f(4),f (B)),d(f(B),f(4)}

sin pérdida de generalidad, supongamos que

h(f(A).f(B) = d(f(A).f(B)
= max{min{d(f(a),f (b)) |a€ A} |be B} (por (3.9))
< méx{min{rd(a,b) |a € A} |be B}.

En consecuencia,

h(fA).f(B)

IN

rméx {min {d (a,b) |a € A} | be B} =rd (A, B)

< rmax{d(A,B),d(B,A)}:rh(A,B). O

Lema 3.2.9. d (AU B,C) = méx {d(A, C),d (B, 0)} .
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Demostracion.

d(AUB,C) = méxJd(z,C) |:EEAUB}

= max} z,C) \xeA\/xeB}

- max{m { (z,C) |x€A},méX{cZ(x,C)|:EGB}}

- max{ B(J)} O
D

Lema 3.2.10. h(AUB,CUD) <mix{h(A,C),h(B,D)}.

Demostracion. Por el Lema 3.1.15,

d(A,CUD)<d(A,C)+d(C,CUD);

como d (C,C'UD) =0, ya que C C CUD (Lema 3.1.9), entonces

d(A,CUD)<d(ACQC). (3.10)
De forma anéloga,

d(B,CUD)<d(B,D)+d(D,CUD) = d(B,CUD)<d(B,D), (3.11)

d(C,AUB)<d(C,A)+d(A,AUB) = d(C,AUB)<d(C,A) (3.12)
d(D,AUB)<d(D,B)+d(B,AUB) = d(D,AUB)<d(D,B). (3.13)
Por la definicion de h, el Lema 3.2.9 y las inecuaciones anteriores, se obtiene
h(AUB,CUD) =

:méx{d(AuB,CUD),d(CuD,AuB)}
:max{max{d(A,(JuD),J(B,OUD)},max{J(O,AuB),CZ(D,AUB)}}
méx{d(A,CUD),d(B,CUD),d(C,AuB),d(D,AuB)}

§méx{J(A,C’), d(B,D), d(C,A), J(D,B)}

= max {mix {d(4,0), d(C.4)}, mix{d(B,D), d(D,B)}}
=méx{h(A,C), h(B,D)},
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esto es,
h(AUB,CUD) <méx{h(A,C), h(B,D)}. O

Los lemas anteriores se usarédn para demostrar el siguiente, el cual a su vez constituye

un resultado béasico para el desarrollo de nuestro préximo capitulo.

Lema 3.2.11. Sean (X,d) espacio métrico y f; + X — X wuna contraccion en X,
coni=1,2,3,....,N (N €N, N fijo). Si se define F: H(X) — H(X) como

N
F(K)=: fi(K)U f2(K)U fs(K)U---U fy (K) = | fi (K),
i=1
entonces F es contraccion.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que F' esta bien definida en virtud de las

proposiciones 2.5.22 y 3.1.3.

Para probar que F' es contracciéon basta considerar el caso N = 2 (luego se aplica

induccién matematica).

Existen ry, ro, € [0,1) tales que Vz,y € X,
d(fl (‘T)7 fl (y)) < rld(x7y)7
d(f2(z), f2(y) < rad(z,y).

Sean A, B € H(X); utilizando los lemas 3.2.10 y 3.2.8, respectivamente, obtenemos

h(F(A), F(B)) = h(fi(AU/fa(4), fi(B)U f2(B))

< méx{h(f1(A), f1(B)), h(f2(4), f2(B))}
< méax{rih(4,B), rsh (A, B)}
< rméx{h(A,B), h(A,B)} =rh(A,B),
donde r = max {r;, ro}. Por lo tanto F' es una contraccion. O

3.3. Ejercicios

1. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B € H(X). Pruebe que puede ocurrir

d(A,B) =0, pero A # B.
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. Sean (X, d) un espacio métrico y K € H(X), z ¢ K. Discuta la veracidad o

falsedad de la igualdad
d(z,K) =d(z,0K).

. Sean (X, d) un espacio métrico, A € H(X) y € > 0. Considere la bola By, (4;¢)

en el espacio (H(X),h), y demuestre que

N (A;e) = | B (4Ase) (:U{KE’H(X) | h (K, A) <a}).

. Demuestre que la sucesion (Sy,),,, definida en la seccion 1.1.1 es una sucesion

de Cauchy en H(R?).

. Demuestre que la sucesion (05,,),,, siendo (Sy,),, la sucesion del ejercicio ante-

rior, es una sucesion de Cauchy en H(R?).

. Demuestre que la sucesion (Cy,),,, definida en la seccién 1.3.1 es una sucesion

de Cauchy en H(R).

. Demuestre que las sucesiones (Ay),, v (Ky),,, definidas en las secciones 1.3.2 y

1.3.3 respectivamente, son sucesiones de Cauchy en H(R?).

. Iustre con un ejemplo el Lema 3.2.7.

. Sean (X, d) un espacio métrico y (A4,), una sucesion de Cauchy en H(X) tal

que
AiCAyC---CA,C...

Demuestre que

nh—>n;o A, = COJ A,.
n=1

Ilustre con un ejemplo. Compare con el Lema 3.2.7.
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Capitulo 4

Sistemas 1terados de funciones

Abordamos en este capitulo el estudio del mecanismo més usado, y ya clésico, para
construir fractales. Esto nos permite ademaés establecer una definiciéon formal de la
nociéon de autosemejanza, que se discutié de manera intuitiva en el primer capitulo

y que constituye una de las propiedades esenciales de los fractales.

4.1. Sistema Iterado de Funciones (SIF), atractor de un
SIF

Definiciéon 4.1.1 (SIF). Un Sistema Iterado de Funciones (SIF), es una es-
tructura de la forma {X; fi, fo, f3,..., fn}, donde X es un espacio métrico completo

ycada f;: X — X,7=1,2,..., N, es una contraccién en X.

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de lo que llamaremos el atrac-
tor de un SIF.

Teorema 4.1.2. Dado un SIF {X; fi, fo,..., fn}, se define
F: H(X) — H(X)
K PE) = U ()
N

entonces existe un unico A € H(X) tal que F(A)=A= U fi(A).

i=1
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Ademds, para cualquier K € H(X) se tiene que

lim Fo"(K) = A.

n—~0o0

El conjunto A lo llamaremos el atractor del SIF.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que F' esta bien definida en virtud de las
proposiciones 2.5.22 y 3.1.3; ademaés, por el Lema 3.2.11, F' es una contracciéon en

H(X).

Por otra parte, dado que X es completo, tenemos que H(X) es completo (Teorema
3.2.6), de modo que podemos aplicar el teorema del punto fijo (Teorema 2.8.1) a la
funcion

F:H(X) — HX),

para concluir que existe un unico A € H(X) tal que

N
U fi(4)=F(4) = A (4.1)
=1

Finalmente, aplicando la segunda parte del teorema del punto fijo, se obtiene la
segunda parte del teorema. O
Ejemplo 4.1.3. Consideremos el SIF {R; fi, f2}, donde

fi() = 5. fola) = 3+ 2

En este caso F : H(R) — H(R) esta definida por

F(K) = fi(K)Uf2(K), VK eH(R).
Tomemos como conjunto inicial (llamado también semilla) el conjunto Cy = [0, 1].
Entonces,

Es intuitivamente claro que el atractor de este SIF es el conjunto de Cantor C.
Para probarlo formalmente basta observar que (Cy),, es una sucesion de Cauchy
(jcompruébelo!) en H(R) que cumple

Co2C120C22---2C, 2 ...
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0 1

I I C(0 :[071]

0 1/3 2/3 1

———t - (1 =F(Cy) = f1([0,1)) U f2([0,1])
2[0,1/3]U[2/3,1]

0o 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

— 1 ¢, =F(C) = fi(C1)U f2 (Cy)

=[0,1/91U[2/9,1/3] U[2/3,7/9] U [8/9,1]

Figura 4.1: Descripcién de la construccion del conjunto de Cantor.

Entonces se puede aplicar el Lema 3.2.7, y por supuesto el teorema anterior, para

obtener

Atractor del SIF = lim C), = ﬂ C,, =C (recuerde la seccion 1.3.1).

n=1

Analizando la expresion (4.1), y recordando que cada f; es una contraccion, de modo
que cada f; (A) se podria interpretar como una “copia reducida” de A, entonces la
igualdad (4.1) podria también expresarse informalmente, diciendo que el conjunto A

es la unién de un numero finito de copias reducidas de si mismo. Formalmente:

Definicién 4.1.4. Diremos que un conjunto es autosemejante (o autosimilar) si

es el atractor de un SIF.

Ejemplo 4.1.5.

1. Consideremos el SIF {Rz; %z, %2 + %, %z + %} En este caso F: H[R?) —HR?

esté definida por
F(K):=fi(K)Ufa(K)U f3(K), VK € H(R?),

siendo f1(2) = 32, fa(2) = 52+ 3 v f3(2) = 32 + 3.
Tomemos como conjunto inicial el tridngulo rectdngulo “relleno” K, de vértices
(0,0), (0,1) y (1,0). Se obtiene:
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dddd

Sk
AR

K)) Fo(K)

Figura 4.2: Construcciéon de una version del tridngulo de Sierpiriski.

Aunque la sucesién de figuras que aqui se obtiene no es exactamente la misma
obtenida en la secciéon 1.1.1, si parece que, “de alguna manera”, los conjuntos
limite son “esencialmente” iguales. Veremos en la seccién 4.4 una proposiciéon
(Proposicion 4.4.13) que nos permitira concluir que en efecto el atractor del

SIF de este ejemplo, es justamente (homeomorfo! a) el triangulo de Sierpiiiski.

2. Tomemos ahora el SIF {[0,1]; 2z}

0 1 0 2/5 04/25 o (2/5)" 0
: i, ., HH , H , - e

Figura 4.3: Construccién del atractor del SIF {[0,1]; 2z }.

Su atractor es A = {0}. En efecto: segtin el Teorema 4.1.2 basta demostrar que
A es el punto fijo de la contraccion F' : ‘H ([0,1]) — H ([0, 1]) definida por

F(K)=fi(K), YKeH(01), fi(e)=

Tenemos:
F({0}) = f1({0}) = {f1 (0)} = {0}.

Obsérvese que este ejemplo naturalmente se puede generalizar a cualquier SIF

que tenga solamente una contraccion (Ejercicio 4.6.3).

3. Sea {R; 1z, 1}. En este caso el atractor es A = {0} U {5 | n € No}.

Dos espacios métricos X e Y se dicen homeomorfos si existe una biyeccién b : X — Y tal
que h y h™! son continuas.
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En efecto: probemos que,

F({O}u{;ﬂ\neNo})={0}u{2in|neNo}.

0 1

= 1 Oy =10,1]

0 1/2 1

— * Ci=F(Cy)=[0,1/2]u{l}

0 1/4 1/2 1

— . * Cy=F(C))=[0,1/4uU{1,1/2}

0 1/81/4 1/2 1

= e . ® (C3=F(Cy)=10,1/8]U{1,1/2,1/4}

0l/2™ 1/4 1/2 1 :

Heeo o . ® Cn=F(Cp1) =[0,1/2"U{1,1/2,1/4,...,1/2" "'}

Figura 4.4: Construccion del atractor del SIF {]R; %x, 1}.

Sea y € F'(A). Entonces y € fi1 (A) U fa (A). Si y = f1 (z) para algin z € A,
tenemos: si = 0 entonces y = f1 (0) = 0, de modo que y € A. Si z = 2% para
algin n € N, entonces y = fi (2%) = 2,1% € A. Ahora, si y € fy(A) = {1},
entonces y=1= 2% € A. De esta forma, F(A) C A. Reciprocamente, sea
yeA; si y = 0 entonces y= f1(0) € f1(A) C F(A). Si y—%n para al-
gin n € N, n > 1, entonces y = % (2n r)=h (2n :) € f1(A) C F(A). Final-
mente, si y = 1 entonces y = fa (1) € fo (A) C F (A). Por tanto, A C F'(A).

4. Considere el mismo SIF del ejemplo 1, pero ahora tomemos como semilla un

cuadrado (relleno) como en la Figura 4.5.

Mhbb

F02 (K) FoS(K
Figura 4.5: Construccion del triangulo de Sierpinski tomando otro compacto inicial.
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Este ejemplo ilustra lo afirmado en el Teorema 4.1.2 en relacién con que el
atractor de un SIF es independiente del compacto K que se elija como semilla

o conjunto inicial. jExplique!

Podemos ahora afirmar que el conjunto de Cantor, el tridngulo de Sierpiniski, {0}
(y en general cualquier conjunto unitario {x} en un espacio métrico completo), y

{0} U {5k | n € N} son conjuntos autosemejantes.

4.2. SIF con condensacion

Es comuin que al observar figuras como las siguientes,

O

Aﬁﬁﬁ

Figura 4.6: SIF con condensacién.

(a)

se piense en fractales. Si bien es intuitivamente claro que “dentro de” la figura com-
pleta se pueden observar varias copias reducidas de si misma, en realidad en estos
ejemplos no se cumple “rigurosamente” la condicién de la “lupa” o efecto de “zoom”
(ver seccion 1.1.1, Figura 1.9), en el sentido de que no es cierto que al poner una
lupa en cualquier parte del conjunto, se pueda observar ahi una copia reducida del
mismo (Figura 4.7). Sin embargo, si es posible obtener este tipo de figuras como
atractores de cierta clase de sistemas iterados de funciones, que se llamaréan SIF con

condensacion.
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&

Figura 4.7: No se cumple la “propiedad de la lupa”.

Definicién 4.2.1. Sean (X,d) espacio métrico y C € H(X). Definimos
wp : H(X) — H(X) por wy (K) := C,VK € H(X). Se dice entonces que wy es una
transformacién de condensacion, y C se llama el conjunto de condensacién

asociado.

Nota. Obsérvese que wy sencillamente es una funcioén constante de H(X) en H(X);
por lo tanto wp es una contraccion (con factor de contraccion cero) cuyo punto fijo

es el conjunto de condensacion C.

Definicion 4.2.2. Sea {X; wy, ws, ..., wy} un SIF y sea wy : H(X) — H(X)
una transformacion de condensacion. Entonces {X; wg, wy, we, ..., wy} se llama

un SIF con condensacioén.

Ejemplo 4.2.3. Sea {RQ; wp, Wi, wg} donde

1 ; . 1 .
wo (K) :== {0} x [0,1], w1 (2):= §ze_”/4 +i oy wy(z):= §ze“/4 +i.

Obsérvese que la tnica diferencia entre SIF y SIF con condensacion es la presen-
cia, en este ultimo, de una contracciéon “diferente” de las otras del SIF, en cuanto
wp : H(X) — H(X); es decir el dominio y codominio de wy es H(X), mientras
que el dominio y codominio de las demés contracciones, es X. Sin embargo, el SIF
con condensacién puede “funcionar” de la misma manera que los otros y generar
una sucesién convergente de compactos. Veamos como seria esto para el SIF con

condensacién del ejemplo anterior:
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Ejemplo 4.2.4. Para el SIF del Ejemplo 4.2.3 se tiene que W : H(R?) — H(R?)

esta dada por

W(K) = wo(K)le(K)U’wg(K)
= ({0} x [0,1]) Uw (K) Uws (K) .

Tomemos como semilla o conjunto inicial el mismo conjunto de condensacién, es

decir, tomemos K = {0} x [0, 1]. La sucesion
K, W(K), W2 (K), W3 (K), ..., W"(K), ...

se veria aproximadamente como sigue:

Yy

Figura 4.8: Construccion de un arbol fractal.

De manera totalmente analoga a como se obtuvo la demostracién del Teorema 4.1.2,

se obtiene la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 4.2.5. Sea {X; wowi,ws,..., wy} un SIF con condensacion. Entonces

la transformacion W : H(X) — H(X) definida por
N
W(K):=Jw (K), KeHX)
i=0
tiene un unico punto fijo, es decir, existe un unico A € H(X) tal que
N
W(A)=A=|Jw(4).
i=0
Ademds, para cualquier K € H(X) se tiene que

lim We™(K) = A.

n—~o0

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



4.3. La funcién de direccionamiento 107

Definicién 4.2.6. Sea {X; wowi,ws,..., wy} un SIF con condensacion. El con-

junto A del teorema anterior se llama el atractor del SIF con condensacion.

Ejemplo 4.2.7. El atractor del SIF {]R2; wo, wl}, donde wq es la transforma-
cion de condensacién definida por wg (K) := 0 ([0,1] x [0,1]), VK € H(R?) ¥y

wy (2) == @zei”/4 + %, es el conjunto de la Figura 4.9.

O

Figura 4.9: Atractor de un SIF con condensacion.

En la siguiente seccion se estudia una funciéon que desempena un papel muy impor-

tante en la geometria fractal.

4.3. La funcion de direccionamiento

Esta funcién permitira, entre otras cosas, asociar a cada punto del atractor de un

SIF un codigo, es decir un elemento del espacio de los codigos (ver Ejemplo 2.1.2.5).

En primer lugar veamos cémo el atractor de un SIF determina un espacio de co6digos,

de acuerdo con el nimero de contracciones del SIF.

Definicién 4.3.1 (El espacio de codigos asociados a un SIF). Dado un SIF
{X; f1, fo, ..., fn}, se define su espacio de codigos asociado como el espa-
cio métrico XN, donde ¥ = {1,2,...,N}.

[e.e]
Nota. Rectierdese que la métrica en YN esta dada por d. (o, 3) = i =5 para
i=1

2 (N+1)"
todo a = ajay..., B=F1fB... € BN,
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Ejemplo 4.3.2. El espacio de coédigos asociados al SIF {Rz;wl,wg,wg}, donde

wi (z) = %z; wy (z) = %z + %; ws (2)

contracciones) es {1,2, 3},

2+ 1+ @i (y a cualquier SIF con tres

(29)
27 2
333,70
33 7332
313,70, 7
3 31 32 322
133,70 ‘
13 23 (10232
(0,0) 1 2 (1,0) 11 12 21 22 A A A 222
111 121 211 221

Figura 4.10: El espacio de cédigos asociado con el tridngulo de Sierpiriski.

Los siguientes lemas se usarén en la demostracion del Teorema 4.3.5, el cual a su vez

constituye el resultado central de esta seccion.

Lema 4.3.3. Sea {X;wi,ws,...,wy} un SIF. Sea K € H(X). Entonces eriste
K € H(X) tal que K C K y para cadai=1,...,N, w; : K — K. En otras palabras,
{K; Wi, .-

Lwn ¢ es un SIF cuyo conjunto subyacente es un compacto.

Demostracion. Para construir K considere el SIF con condensacion

{X;wo,w,...,wN},

donde la funcién wg es la funcién de condensaciéon determinada por K, es decir:

wo (B) == K, VB € H(X).

Por el Teorema 4.1.2 existe el atractor de este SIF con condensacion, es decir existe

el punto fijo K de la contraccion
Wy : H(X) — H(X)

definida como
W(B)

A

W()(B) = wo(B)le(B)U...UwNB = KUW(B)

Claramente K es Wo(K) =K, es
KUW(K)=K, de donde K CK y W(K)C K; esta ultima contenencia im-
plica w; : K — K, V; =1,...,N. O

compacto y ademéas cumple decir
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Lema 4.3.4. Sea {X;wr,...,wny} un SIF con factor de contraccion X\ (es
decir X = méx{A\1,\a,..., AN, }, donde N\; es el factor de contraccion de wj,
i=1,2,...,N). Sea ¥V el espacio de cidigos asociados al SIF. Sea

XN xNx X — X

definida por

O (Q,N,T) := Wpy O Way O ...0 Wy, ().

Sea K € H(X). Entonces existe una constante D tal que
d (¢ (Oé, m, acl) , (;5 (Oé, n, 5172)) < D/\min{m,n}

Vae XN Vm,neN y Vo, z0 € K.

Demostracion. Sean «, m,n,x1,Te como se establecen en el lema. Construya el com-
pacto K como en el Lema 4.3.3, de modo que cada w; : K — K. Podemos suponer

m < n. Tenemos:

¢ (a,n,22) = Way O...0Wa,, ©Wayyy ©--- 0 Wa, (T2) = ¢ (o, m,x3).

x3

De modo que

d(gb(a,m,xﬁ,qﬁ(a,n,m)) = d((ﬁ(a,m,xl),qﬁ(a,m,a}g))
= d(wq, ©...0Wy,, (T1),Way ©...0wW,,, (£3))

< A"d (‘Tl7x3) < )‘mD7

donde D = méx {d (z,y) | x,y € IN(}, D existe puesto que K es compacto. O

Establecidos los lemas anteriores, podemos ahora si abordar la funcién que nos in-

teresa.

Teorema 4.3.5 (La funcion ¢ o la funcién de direccionamiento). Sean
{X;wy,...,wn} un SIF y A su atractor. Sea XN el espacio de cédigos asociado
al SIF. Para cada oo € ¥N,n e N yz € X, sea
¢ (a):= lim ¢ (a,n,x).
n—oo
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Entonces ¢ («) siempre existe, pertenece a A, es independiente de x, y la funcion

o 2N ——4
a — o (o)

es continua y sobre.

Demostracion. Sean z € X y K € H(X) tales que z € K. Construya K como en el

Lema 4.3.3. Sabemos que el atractor A se puede obtener como

A= lim W (K).

n—oo

Obsérvese que:

d(a,l,x) = we, (x) € W(K),
$(0,2,,2) = Wa 0Wa, (z) € W2(K),

¢(a,n,x) = Wa, ©...0w,, (v) € W (K),

Por el Lema 4.3.4 la sucesion (¢ (o, n,x)), es de Cauchy en K, que es espacio métrico
completo, y aplicando entonces el Teorema de Completez de H(X) (Teorema 3.2.6),
podemos afirmar que dicha sucesién converge a un elemento del atractor A (ver
Proposiciones 2.3.18 y 2.5.8), es decir,

lim ¢ (a,n,z) € A.

n—oo

Veamos que @ es continua. Sea € > 0. Por la propiedad arquimediana, existe ng € N
tal que A™ D < g, (X es factor de contraccion del SIF y D es el didmetro de K ). Para
a, 3 € N que cumplan

1
dc(a,ﬂ) < W :6>O,
se tiene
= QG — ﬂz‘
N + 1 no+1 ‘ < 1’
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no o
> lai = BIN + 1" 4 ST o= B (N + )T < 1
=1 i=no+1
I
tezt u{o}
Luego necesariamente ¢ = 0, de modo que o; = f3;, Vi = 1,...,ng (es decir a y 3

coinciden en sus primeras ng cifras).

Para m > ng se tiene que A™ < A\ por lo tanto, si x1,x9 € IN(,

d(¢(a7m7x1)7¢(/37m7x2)) :d(wal O"'Owam (x1)7w51 O"'Ow/B’!?L ('1;2))7
=d(¢(a,m,x1),d(a,m,x2)) < A"D < ND < ¢,

y tomando el limite cuando m — oo,

m—00

a( Jim ¢ (amz), lin 6 (3,m,22)) <e,
luego d (¢ (), (B)) < e. Asi, ¢ es continua.

Solo falta probar que ¢ es sobre. Sea a € A. Claramente {z} € H(X) para cualquier
x € X, de modo que
A= lim W°" ({z}).

n—oo

Considere la sucesion de compactos

W({‘T}) = {wl(‘r)w”?wN(‘T)}v
WO2({$}) = {wlowl(fﬂ),---,wlown(fﬂ),

wyowy (2),...,weown (z),...,wyowi(x),...,wyown (z) },

W ({z}) = {wa, cway0...0w,, ()| a; €{1,...,N}, 1 <i<n},

Como W°"({z}) es convergente, claramente es una sucesion de Cauchy (en H(X));
usando el Teorema de Completez de H(X) (ver Teorema 3.2.6), debe existir una
sucesion (an),, tal que (an), — ay a, € W ({z}), Vn € N. Asi, para cada n,

an:wa?owago”.owa%(x).

Se determina entonces una sucesion de codigos (o), donde o” = (« . Como

m)m
k

YN es compacto, (a™),, admite una subsucesion convergente, digamos (a ") — a,

n
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a € YN, Por la dltima convergencia, los “segmentos iniciales” de los codigos o,
coincidentes con los de «, se van haciendo cada vez “més largos”, de modo que
a (o (a,n,2), 6 (™ n,z)) < XD,
donde
t(n):#{jeN\akn:ak,lgkgj}.
Tomando limite en los dos lados de la desigualdad, se obtiene:
lim ¢ (o, n,x) = lim ¢ <0zk",n,:17> ,
n—oo n—oo
v(a) = lm w k, 0...0w k, (r) = lm ag, = a. O
n—00 1 An n—00

De esta manera, para cada punto del atractor de un SIF podemos ahora definir lo

que llamaremos una direccién del punto.

Definicién 4.3.6 (Funcion de direccionamiento). Sean {X;wy,...,w,} un SIF, ©N
su espacio de codigos asociado y ¢ : N — A la funciéon construida en el teorema
anterior. Sea a € A; llamaremos una direccién o cédigo de a, a cualquier elemento

del conjunto,
o ! (a) = {a exNpla)= a}.
El conjunto ¢! (a) lo llamaremos el conjunto de las direcciones de a, y la funciéon

o la llamaremos la funciéon de direccionamiento del atractor del SIF.

Dos observaciones sobre la funcién de direccionamiento?:La funcién ¢ per-
mite, entre otras cosas, asignar a cada punto del atractor un cédigo semiinfinito, lo
cual a su vez puede facilitar la caracterizacion de ciertos subconjuntos del fractal,
como se hara en la seccion 4.4.2 para el tridngulo de Sierpiriski. Por otra parte, la
funcién de direccionamiento constituye una forma de obtener los conjuntos fractales
como cocientes topologicos del espacio de Cantor. En efecto, si F' es un subconjunto
cerrado de XN, y dado que EN es compacto, entonces F' es también compacto; de esta
manera, para la funcion ¢ : N — A definida en el Teorema 4.3.5 se tiene que ¢ (F)
es un subconjunto compacto de A (la imagen continua de un compacto es un com-

pacto); ademas, puesto que A es Hausdorff (por ser un espacio métrico), entonces

2Para estudiantes que han visto un curso de topologia.
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¢ (F) es un cerrado de A (un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es
cerrado [38, Theorem 17.5]). De esta manera la funcion ¢ es cerrada, de modo que se
tiene una funcién continua, sobre y cerrada; se puede entonces aplicar el Teorema 9.2
de [38| para concluir que A es un cociente (topolégico) del espacio de Cantor. Por
supuesto, esta conclusiéon también se puede obtener como una consecuencia directa
del Teorema 30.7 de [38], el cual establece que todo espacio métrico compacto es una
imagen continua del espacio de Cantor; sin embargo, en el Teorema 4.3.5 se muestra
explicitamente una funcion de cociente entre el espacio de Cantor ¥V y el atractor
A.

Ejemplo 4.3.7.

1. Consideremos el SIF {[0,1];wi,ws}, donde wy (x) = %x, wo () = %:17 + % El

atractor de este SIF es el espacio de Cantor C, y su funcién de direccionamiento,
e:¥N ¢, donde ¥ ={1,2}.

Calculemos por ejemplo ¢(12) (12 =1222...):

e(12) = nlingowl owg 0w O ...0ws (1)
- Jinolowl(l):wl(l)zéec,
luego 12 es direccion de 1.
1 2
Tt S

111 112 121 122 211 212 221 222

AL p(12) =1

Figura 4.11: El espacio de cédigos asociado con el conjunto de Cantor.
2. El atractor del SIF {I xI; Lz, dze¥/3 4 1 Llre=tm/3 4 1y %i, To4 %}
es la curva de Koch, que notaremos K. Entonces,
p: 2Nk con X =1{1,2,34}.
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23 32
/N ﬁu
1 4 12A13

11 14 41 44

Figura 4.12: El espacio de cédigos asociado con la curva de Koch.

En este caso, por ejemplo ¢! (%) = {14,21}. Compruébelo.

Los siguientes lemas serédn de gran utilidad més adelante.

Lema 4.3.8. Sean A el atractor de un SIF {X;fi,fo,...,fn} y ¢ : 3N — A,
la  correspondiente  funcion de  direccionamiento.  Entonces, para todo

a=ajaas--- € 3N se cumple
v (aqagas...) = fo, (p(a0ag...)).
Demostracion. En efecto:

90(041042043---) = Jingofa1Ofagofago"'ofan(x)y reX

= fo ( lim fa, 0 fay 0 -0 fa, (:17)) , pues f,, es continua
n—oo

= fa, (¢ (a2asz...)). O

Lema 4.3.9. Sean {X; f1, fo,..., fn} un SIF cuyas contracciones son inyectivas y
0 : XN — A la correspondiente funcion de direccionamiento. Entonces, para todo

par o = s ..., B=oq[283--- € N se tiene

plajasas...) =@ (a1fB205...)

sty solo si

(,0(0[20(3...) :(,0(/32/33)
Demostracion.

=) Si ¢ (a1agas...) =@ (a1f20s...); aplicando el lema anterior se tiene

far (p(a2a3...)) = fay (9 (P23 .. )

Como f,, es inyectiva, se concluye que ¢ (agas...) =@ (B20s...).
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<) Aplicando f,, en la hipotesis, y luego usando el lema anterior, se obtiene el
resultado. O

En la familia de los fractales clasicos el triangulo de Sierpiriski, llamado también curva
triangular de Sierpinski, ocupa un lugar muy destacado, parece tener propiedades
excepcionales y surge, a veces de manera casi sorpresiva, en diversos contextos de la
matematica: en los sistemas dinamicos, la teoria de grafos, la matematica aplicada
(en la fabricacion de antenas de alta frecuencia, en particular en teléfonos celulares),
e incluso en objetos tan antiguos como el tridngulo de Pascal o el juego de las Torres
de Hanoi (véanse por ejemplo [35], [26], [12, pag. 309]). Por las razones anteriores,
hemos querido dedicar en este capitulo una seccién completa a este muy famoso

fractal.

4.4. Sobre el triAngulo de Sierpinski

Recuérdese que en el capitulo 1, secciéon 1.1.1, se defini6 el tridngulo de Sierpiriski,
que notamos S, como la interseccion de cierta familia de compactos (Sy,),,. Ahora, si
consideramos el SIF S = {]R2; w1, Wa, wg}, donde

1 1 V3

1 1 1 .
wi (2) = 3% w2 (2) = 2?7t g ws (2) = Tyt b (4.2)

y tomamos como semilla Sy el triangulo (relleno) de vértices (0,0), (1,0) y (%, @),
se puede comprobar, haciendo los calculos y aplicando induccién matematica, que la
sucesion (W°™(8p)),, es la misma sucesion (Sy,),, de la seccion 1.1.1 (Figuras 1.7 y

4.13). En adelante notaremos con S el SIF anterior.
De esta forma definimos:

Definicién 4.4.1. Siendo (S,),, la sucesion obtenida anteriormente, se define el

triAngulo de Sierpinski, que notaremos &, como la interseccion de la familia

{S,, | n € N}, es decir,

S = ﬁ S,
n=0

Obsérvese que cada S, es compacto, no vacio, y ademas,
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/N
o
<5

N~—

So (1,0) S = W(So) S, = W(S1)

Figura 4.13: Construccion del tridngulo de Sierpinski.

(1) S 2851282285, D---

(i) (Sn)n es una sucesién de Cauchy en H(R?).

\/g ’ 1 1

So S1 So Ss3
Figura 4.14: Distancia entre S,, y Sn+1.

En efecto:

~ 3
h(Sy,S1) = d(So,S1) = %,

: V3
h(S1,82) = d(S1,82) = TR

- V3
h’(527 83) - d(527 83) - 12.92°

- V3

h(Snasn—i-l) = d(Snasn—i-l) = Wa
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de modo que si m > n, se tiene:

m—1
h(Sn,Sm) < h(S;,Sj+1)
j=n
V3 V3 V3
= T2o2n T1ggert T T g gm

Asi, teniendo en cuenta (i), (ii) y que R? es completo, se puede aplicar el Lema 3.2.7

para obtener:

Proposicion 4.4.2. El triangulo de Sierpiniski es el atractor del SIF'S.

En la siguiente seccion (basada en [25]), se hace un anélisis del SIF S y se introduce
la nocion de SIF triangular, para llegar a obtener una caracterizacion del tridngulo
de Sierpiniski. Debemos comentar sin embargo que, para un total entendimiento de
esta seccidn, es necesario haber visto un curso de topologia; mas especificamente,
para entender la demostracién de la Proposiciéon 4.4.11 y la segunda parte de la

demostracion de la Proposicién 4.4.12.

4.4.1. SIF triangulares y una caracterizacion de S

En el siguiente lema se establecen algunas propiedades del SIF S, las cuales a su vez

inspiran la Definicién 4.4.4.

Lema 4.4.3. Para el SIF' S se tiene:
(5) i (8) Nws (S) = {(3,0)}; (55) w2 () Nws (5) = { (4.8 }
(43d) w (S) Nws (S) = { (%, @) } (@) w1 (S) Nws (S) Nws (S) = 0.
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(0,0) (1,0) (0,0) w1(So) w2(So)

So (3:0)

(1,0)

Figura 4.15: Algunas propiedades del SIF S.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que wi (Sp) es el tridngulo de vértices
(0,0), (%,0) y (%, @); wa (Sp) es el triangulo de vértices (%,0), (1,0) y (%, @); y

ws (Sp) es el tridangulo de vértices (%, @), (%, %) y (%, %), de modo que

wn (o) N (So) = {(3,0)}, w2 (So) nws (S) = { (3,2) }

w1 (80) MNws (50) = {(i, @)} , Yy wp (50) M wa (50) M wo (S(]) = 0.

Sea  yew;(S)Nwy(S); entonces y=wp(a)=wy(b) para  algunos
a,beS=()S,. En particular, a,be Sy, de donde wi(a)€ wi(Sy) ¥y
n=0

ws (b) € wa (So), luego y € wi (Sp) Nwa (Sp), es decir y = (3,0). De esto podemos

)
concluir que w; (§) Nws (S) = {(%, O) } Anélogamente se prueba que

wQ(S)mwg(S):{(g,é)}, wl(S)mwg(S):{(%,%} v w1(S) Nwa(S) Nws(S) = 0.
|

Definicién 4.4.4. Diremos que un SIF {X; fi, fo, f3} es triangular de inter-

secciones p, ¢ y T, si sus contracciones son inyectivas y su atractor A satisface

f1(A) N fa(A) = {p}, f2(A) N f3(A) = {q} v f1(A) N f3(A) = {r}, donde p, q ¥

r son diferentes dos a dos.

Ejemplo 4.4.5. Claramente el SIF S es triangular.
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Ejemplo 4.4.6. Sea {]R2; fl,fg,fg}, donde

1) =" 52 0)
A= (" 1) () ()
s(0) =007 52 ) G+ ()

es un SIF triangular cuyo atractor se ilustra en las figuras 4.16 y 4.17.

Figura 4.16: Atractor de un SIF triangular. Figura 4.17: Divisién del atractor.

En los siguientes resultados {R2; f1, fo, fg} es un SIF triangular de intersecciones
p, q v 7,y atractor A. Ademas, ¢ : ¥ — A es la funciéon de direccionamiento

correspondiente.

Notemos ¥* el conjunto de codigos finitos sobre ¥ = {1, 2,3}, incluyendo el codigo

“vacio”, es decir, sin cifras.

Lema 4.4.7.

(i) p, q yr tienen mds de un cddigo. (ii) f1(A)N fa(A)N f3(A) =0.
Demostracion.

(1) Puesto que p € f1(A)N fa(A), existen z1, x2 € A tales que

p= fi(z1) = fa(22);
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luego existen o, € XN (el espacio de codigos asociado al SIF), tales que

x1 = ¢ (a) y za = ¢ (0), asi que, usando el Lema 4.3.8, se tiene:

p=rfile(@)=¢(la) v p=fr(e(B) =wv(20),

de modo que la y 20 son codigos de p. Andlogamente se prueba que ¢ y r tiene

cada uno mas de un cédigo.
(79) Size f1(A)N fa(A)N f3(A), entonces

ze fi(A)Nf2(A)={p} v z€fa(A)N[f3(4)={q},
de donde p = ¢, lo cual contradice que el SIF es triangular. O

Proposicion 4.4.8. Sea a € A; a tiene mds de un cddigo si y solo si

ac {pv(LT} dac {fU (p) 7f0 (q)7f0' (r)}? donde fo = f0'1 Ofog O--- Ofok para alguna
o =0102...0 € X",

Demostracion. Si a tiene mas de un codigo, existen o, € XN tales que
0= (a)=¢(8), con a £ B

Sia =aag---, 8 = (102, consideremos dos casos, a3 # (1 6 a1 = (1. Si
a1 # Br, a=p(a1d) = (61f), donde o/ = agaz -+, 3" = o33 -

Entonces
a = fai (¢ () = fou (0 ()
luego a € fo, (A) N fz, (A), de donde a € {p,q,7}.

Si a1 = f1, como « # 3, sea i el menor indice tal que «; # 3;. Llamemos
or=ar=01, o2=ay=L ..., Oi-1=0qi-1=0i-1, 0 =0102...0i-1.

Tenemos:

a = p(oaaipr---) =@ (0fifiy1--)
= fa(SO(OéiOéiJrl”’)):fa (‘P(ﬂiﬂi-ﬁ-l"'))y

luego a € fo (fa, (A) N f5, (A)), y puesto que fq, (A) N fz, (A) € {p,q,r}, entonces

a€{fo(),fs(q),fs(r)}.
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Reciprocamente, si a € {p, ¢, r} usamos el lema anterior para obtener el resultado; y si

a€{fs(p), fs(q),fs(r)} para alguna o € ¥*, supongamos por ejemplo a = f, (p),
sabemos que existen o,3 € LN, o # B tales que p = ¢ (a) = ¢ (3); entonces

a = fo(p(@)) = fo(p(B)). Pero fo(p(a)) = ¢(0a) y fo(p(8)) = ¢ (o), de

modo que oa y o son dos codigos diferentes de a. Anélogamente si a = f, (q) 6

a= fq(r).

Proposicion 4.4.9. Sea a € A. Si a tiene exactamente m cddigos distintos con
m > 1, entonces al menos uno de los elementos de {p,q,r} tiene exactamente m

codigos.

Demostracion. Sean o', o2, ..., o™ los m codigos distintos de a. Si dos de estos

codigos difieren en su primera cifra, entonces procediendo de manera analoga a la
demostracion anterior se tendra que a € {p,q,r}, y estaria demostrado lo que se
quiere. En caso contrario, es decir si todos los m codigos coinciden en su primera
cifra, sea ¢ el primer indice para el cual dos de los m codigos difieren en su i-ésima

cifra.

1 2

— 1.1 _ 2.2 mo__ m . m
Entonces o' = oaja;, -+, a® = ocafaj -+, o' = oa*ajy, -+, donde o es el
c6digo finito formado por las ¢ — 1 primeras cifras comunes a todos los codigos. De

nuevo razonando como en la demostracién de la proposicién anterior, obtendremos

que a € {f5 (p), fo (@), fo (1)}

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a = f; (p), y probemos que en este
caso p tiene exactamente m codigos. Si p tuviese mas de m codigos, entonces cada
uno de ellos, al anteponerle o, serfa un codigo de a, lo cual contradice la hipétesis.

De esta forma p no puede tener mas de m codigos.

Por otra parte,

a=¢(a')=¢(®) =-=pm),
es decir
a=p(oalal,, ) =g (ca2a, ) = =g (calal, )
o) =a= o (¢ (aladsr ) = fo (o (oaden ) = = o (o (ol ).
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Como f, es inyectiva (compuesta de inyectivas), se tiene

— 17 2/ _ 2/
p=y¢(af)=¢(a”) == (),
donde oV = ojal, -+, 0 =a2a? -+, -, @™ =alaf, -+ son distintos dos a
dos. De esta forma se concluye que p tiene exactamente m coédigos distintos. U

Definicién 4.4.10. Sea XN el espacio de codigos asociado al SIF triangular
{X: f1, f2, f3}. Se define en XV la relacién “<” asi:

«a = 3 siy solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(1) a=p5; (11i) ¢ (a) = ¢ (B) = fo (q);
(i)) ¢ (a) =9 (B) = fo (p); (iv) ¢ () =@ (B) = fo(r),

para algin o € X* U {\} (X es el “codigo vacio”, es decir sin cifras, de modo que

fa=id).

Recordemos ahora® que la funcién de direccionamiento ¢ : ¥N — A es continua,
sobre y cerrada; entonces es una funcién de cociente, de modo que A es un co-
ciente topolégico de XN (ver las observaciones hechas después de la Definicion 4.3.6).
Ademés, es sabido que en este caso la relacién de equivalencia ~ sobre N que de-

termina el espacio cociente estd dada por
a~f siysolosi ¢(a)=¢p(f).

De esta manera los espacios V4, y A son homeomorfos, lo cual notamos: V4, = A.
Nota: Lo anterior es valido para cualquier SIF, no solo para los triangulares.

Veamos ahora que en el caso de los SIF triangulares las relaciones < y ~ coinciden.

Proposicién 4.4.11. Para o, € IV se tiene:

a~f siysolosi a<pf.

3Para estudiantes que han visto un curso de topologia.
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Demostracion. Si a = 3 entonces o = 3. Si «a # 3, tenemos

p(a)=p(B)=ac A,

de modo que a tiene mas de un codigo; entonces usamos la Proposicion 4.4.8 para

afirmar que a € {p,q.7, fo (p), fo (q), f ()} para algin o € . Asi,

e(a) =9 B) ef{p,a.r fo (p), fo(a), fo (1)},

concluyendo, por la definicién de = que a < 5.

Reciprocamente, supongamos « <= 3. En cualquiera de los cuatro casos de la Defini-

cion 4.4.10, y por la definicién de ~, se obtiene de manera inmediata que a ~ 8. [

Proposicion 4.4.12. Sean {X; fi, fo, f3} y{Y; g1,92,93} dos SIF triangulares de
intersecciones {p,q,r}, {v',q',v'} y atractores A y A’ respectivamente, tales que para
todo o € ¥* U {\} se tiene:

(i) fo(p) y go (P)) tienen exactamente los mismos codigos;
1) fo o tienen exactamente los mismos codigos;
/i q) Y 9o (') ti los mi idigos;

(iii) fo (1) y go (r') tienen exactamente los mismos codigos.
Entonces A y A’ son homeomorfos.

Demostracion. Por la Proposicion 4.4.11 tenemos: Va, 3 € XN,
a~yg B siysolosi a4 0,

lo cual significa, por la definicién de <4, que o = 3, 6, p (@) = ¢ (8) = fs (), 0,

ola) = p(B) = f-(q), 6, p(a) = ¢(B) = fs(r), para alguna o € X* U {A}. Si
a = [, es claro que a ~ 4/ (.

Si a # (3, supongamos ¢ () = ¢ () = f» (p). Entonces « y 3 son codigos de f, (p),
y por la hipotesis (i) a y 3 son codigos de g, (p'), es decir ¢’ () = ¢ (8) = go (p)
(¢ es la funcion de direccionamiento para el atractor A’). Segtn la Definicion 4.4.10

se tiene entonces que a <4/ 0, luego o ~ 4 3. De manera parecida se prueba que si
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v(a)=p(B) = fs(q), 0si p(a) =¢(B) = fs(r), en cualquiera de los dos casos se
obtendra o ~ 4/ 3.

Reciprocamente, si o, € LN y o ~4 3, entonces o <4 3, es decir, a = 3, 6,

¢ (a) = ¢ (B) = g0 (p), 6, ¢' (@) = &' (B) = 95 ('), 6, ¥’ (a) = ¢ (B) = g5 ('), ¥
en cualquier caso se demuestra, de manera totalmente anéloga a como se hizo antes,

que a ~4 f.

Se ha demostrado que las relaciones ~4 y ~4 son iguales en XN, de modo que
ZN/VA = ZN/VA,, luego,
~ N _ N ~ !/
ASYL, =84, =2A. O

Estamos ahora si en condiciones de demostrar la anunciada caracterizacion de la
curva triangular de Sierpinski.

Proposicion 4.4.13 ([26], [25]). El tridngulo de Sierpiriski es el inico (salvo homeo-
morfismos) espacio topoldgico que se puede obtener como el atractor A de un SIF
{X7 f17 f27 f3} que Cumple:

(i) f1,f2 y f3 son inyectivas.

(it) f1(A) N f2(A) = {p}, f1(A) N f3(A) = {a}, f2(A) N f3(A) = {r} donde
p = fi(z2) = fa(x1), ¢ = fi(zs) = fs(x1), v = fa(xs3) = f3(x2) son tres
puntos distintos y x1, 2 y x3 son los puntos fijos de f1, fo y f3 respectivamente.

(iii) p, q y r tienen exactamente dos cddigos cada uno.
Demostracion. La demostracion tiene dos partes:

1. Se probara que § se puede obtener como el atractor de un SIF que satisface

las condiciones (), (i) y (7).

I1. Se probara que si A es el atractor de un SIF que satisface (i), (i7) y (¢it),

entonces A es homeomorfo a S.

Demostremos la primera parte.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



4.4. Sobre el triangulo de Sierpinski 125

I. Claramente el SIF S definido en la ecuacion (4.2) satisface (7). Facilmente

&

se verifica que 1 = (0,0), 22 = (1,0) y a3 = ( son los puntos fi-

1

2072
josdew; (2) = 32, w2 (2) = 32+ 3 yws (2) = 32+ 1 + @i, respectivamente.
Ademés, se verifica:

Notemos entonces p = (%,0 , <% %) (% % .
El Lema 4.4.3 completa la demostracion de la parte (i).

Para la parte (iii) veamos que p tiene dos codigos. Obsérvese que en este caso
la funcién de direccionamiento es ¢ : N — S con ¥ = {1,2,3}. Tenemos

¢(12) = lim (wjowzowyo---owy)(w2)

n—oo

= lim wq (l‘Q)
n—oo
= w (1,0) = (3,0) =p.
Y por otra parte,

@(2T) = lim (wyowjowjo---owy)(r1)

n—oo

= lim wsy (x1)
n—oo

= w3 (0,0) = (3,0) =p.
De esta forma 12 y 21 son codigos de p.

Anélogamente,

(,D(lg) = lim (wlow30w30-~-ow3)(x3):wl(xg)zq

n—oo

¢ (31) = lm (wzowiowo--owy) (1) =ws (1) =g,

n—oo

de modo que 13 y 31 son codigos de ¢. De manera similar se obtiene que 23 y

32 son codigos de 7.
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1I.

Falta entonces demostrar que p, ¢ y 7 no tienen mas de dos
codigos. Supongamos que p tiene un tercer codigo o, a#12 y
a#21. Entonces a3 #3, pues si a; =3 se tendria, usando el
Lema 4.3.8, p=¢(Bagas...)=ws(p(a2as...)) €ws(S), y por tan-
to pew (S)Nwe(S)Nws(S)=0, lo cual es absurdo. Por tanto,
ar=1 6 a1 =2. Si a1 =1 entonces 4,0(15) = ¢ (lagas...), de donde
® (5) = (agas...), ya que w; es inyectiva (Lema 4.3.9). Sea ¢ el menor
indice tal que «; # 2, asi que ¢ (2) = ¢ (q;a;41--+) =t para algin ¢t € S. Si
a; = 1, entonces t € wy (S) Nws (S) = {p}, luego t = p. Pero
©(2) = lim woo---ows (1) =1#p.

n—~o0

Ahora si a; = 3, entonces t € wy(S) Nws(S) = {q}, luego t = ¢, pero
©(2) = 1 # q. De esta manera es imposible que a; = 1. Anélogamente, si
a1 = 2 se obtiene una contradiccion. Se concluye que p tiene exactamente dos
c6digos. La demostracion de que g y r tienen exactamente dos cédigos cada

uno se realiza de manera similar.

Sea A el atractor de un SIF {X; f1, fo, f3} que satisface (i), (ii) y (i77). Veamos
que A es homeomorfo a S. Para esto basta demostrar que para todo o € X*U{\}

se cumple:

(CL) fU (p) Y Wo ((%70
(®) fo (@) y o ( (

1
1
(©) fo () y wa ((4

y luego aplicar la Proposicion 4.4.12.

tienen exactamente los mismos c6digos;

~—
~—

)) tienen exactamente los mismos c6digos;

o =5

>) tienen exactamente los mismos c6digos,

Por la hipétesis (ii) tenemos,

p=fi(e2) = fiofolws) = lm fifaefo(w2) = 9 (12),
y también

p=fa2(2) = foo fi(ws) = lm fofy- fi(w2) = 0 (21).

de modo que 12 y 21 son codigos de p, y ademas los tinicos dos codigos en

virtud de la hipotesis (7).

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



4.4. Sobre el triangulo de Sierpinski 127

Veamos ahora que 012 y 021 son los tnicos cédigos de f, (p).

Tenemos:

e(012) = fo(p(12)) = fo(p) v  ¢(02])=fs(v(21)) = fo (p),

de modo que en efecto 012 y 021 son codigos de f, (p).

Ahora bien, si f, (p) tuviese més de dos codigos, entonces, en virtud de la
Proposicion 4.4.8, al menos uno de los elementos de {p, ¢,r} tiene méas de dos

codigos, lo cual contradice la hipétesis (i74). De manera parecida se puede
1
2
codigos de f, (q) v w, ((1 ﬁ)) son 013 y 031; y finalmente que los tinicos

demostrar que los tnicos codigos de w, (( O)) son 012 y 021; que los tinicos

404

codigos de f, (1) y we ((%, @)) son 023 y 032. De esta forma se obtiene (a),

(b) v (¢), y por tanto (Proposicion 4.4.12) que A = S. O

4.4.2. S es mucho mas de lo que parece

Observando la construccion que hacemos aqui del tridngulo de Sierpiriski
(Figura 4.13), podria parecer que nuestro conjunto S, el atractor del STF S, es-

ta constituido exactamente por los puntos frontera de los conjuntos Sy, S1, So, etc.
o0

Es decir, habria una “enorme tentacion” a pensar que S = |J 9S,,. Esta tentacion in-
n=0
cluso podria ser mayor al tomar como semilla directamente el tridngulo (no relleno)

de vértices (0,0), (1,0) y (%, @) (es decir, tomar como semilla: Sy = Ly, que clara-
mente es también un compacto no vacio), y recordar que, segun el Teorema 4.1.2; el
atractor de un SIF es independiente de la semilla tomada, de modo que S debe ser

el limite de la sucesion (Ly,),, que se muestra en la Figura 4.18.

Ly Ly Loy

Figura 4.18: La sucesion (Ln ), .
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o
Sin embargo es falso que S = |J L,,. Probaremos en primer lugar que en realidad
n=0

[e.e] [e.e]
S = U L, (lo cual implica que |J L, C §), y posteriormente mostraremos puntos

[ee]
que estan en S pero no estan en |J Ly.
n=0
o0
Hay varias forma de probar que S = |J L,. Por ejemplo, bastaria observar que

n=0
(L,)n es una sucesion de Cauchy en H(R?) tal que,

LoC L1 CLyC---CL,C...

y aplicar entonces el ejercicio 3.3.9. Otra alternativa es aplicar el ejercicio 4.6.2 al
SIF S, tomando C' = L. A continuacién presentamos una prueba directa de dicha

igualdad.

[e.e]
Proposicion 4.4.14. S = |J L,.

n=0

Demostracion. Sea s € S. Usando la funcion de direccionamiento ¢ : XN — S
asociada al SIF S, sabemos que existe un codigo a € XN tal que p(a) = 5 (p es

sobre, Teorema 4.3.5), de modo que lim wq, © ... 0wy, (¥) = s, Vo € R% Para
n—oo

o o
probar que s € |J L, tomemos £ > 0 y veamos que B (s;&) N < U Ln> # .
n=0

n=0

Observemos que

W (Ly) = wi(Lo)Uws(Lo)Uws(Lo)
= {wi (@) |z € Lo} U{wz (z) |z € Lo} U{ws (z) | x € Lo}
= {w;(z)|x € Lo, i € {1,2,3}},
W2 (Ly) = {wyow, (x) ]|z € Lo,ir,io € {1,2,3}},

y en general, W°" (Lg) = {w;, o...ow;, (x) | € Lo, i,,...,in € {1,2,3}}.

Sea g € Lg. Puesto que TL11—>H010 Wa,y © ... 0 W,, (T) = 8, entonces para £ > 0 existe

N € N tal que si n > N entonces wy, 0 ...0 Wy, (xg) € B(s;€). De esta manera
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tenemos que Vn > N,

Way ©...0 Wy, (To) € B(s;6) "W (Lg) = B(s;¢) N Ly,

gB(s;a)ﬂ(G Ln).

o
Para la otra contenencia demostremos en primer lugar que |J L, C S, es decir que
n=0

o0 o0
U Ln € N Sn (Definicion 4.4.1).
n=0 n=0

Usaremos los siguientes hechos:

(1) L, C S, para todon=0,1,2,3,...

(2) §6 2851285 2---2085,D...
(3) LyC L1 CLyC---CL,C

o0
Sea z € |J L,. Existe m € N tal que z € L,,. Por (3) se tiene que x € L, para
n=0
todo n > m. Por (1) se tiene que z € S, para todo n > m. Por (2) se tiene que
o0

x € S, para todo n < m. De esta manera x € [ Sy, con lo cual obtenemos que
n=0
o

U L, € S. Recordando que S es cerrado y que la adherencia de un conjunto es el
n=0

o
“menor” cerrado que lo contiene (Ejercicio 2.9.12), concluimos que |J L, CS. O
n=0

[e.e]
En la siguiente secciéon se mostrard una caracterizacion de la union |J Ly, lo cual

n=0
nos permitird obtener puntos de S que no estan en dicha unién.
o
4.4.3. Una caracterizacion de |J L,
n=0
Notemos p = (0,0), ¢ = (1,0) y r = (%, @) los puntos fijos de las contracciones

w1, we ¥ ws, respectivamente. Observemos que p,q y r son los vértices del tridngulo
inicial Lg. Sea Ly, el segmento que une p y g. Definimos Ly, y Ly, de manera analoga
(Figura 4.19).
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Asi tenemos Lo = 0Sy = Lpg U Lgr ULpr v Ly := W (Lp—1) = W (Lg), n > 1.

D¢ » g
Lypq

Figura 4.19: Los segmentos Lyq, Lgr ¥ Lpr.

[e.e]
Nuestra meta en esta seccion es demostrar que S # |J Ly, es decir que en el triangulo
n=0
de Sierpiniski existen puntos que no pertenecen a ningun tridngulo L,. Probaremos
antes algunos lemas que necesitaremos.

Denotemos Y13 el siguiente conjunto de codigos:
S 1= {a eV |a; € {1,3},Vie N}.

Lema 4.4.15. ¢ (X13) = Ly,

Demostracion. Sea a = ajay ... € Xi3. Como wq (Lyp,) U ws (Lyr) = Ly, entonces

L, es el atractor del SIF {R2; wy, U)g}; esto implica que para todo z € R? se cumple

lim wq, 0...0w,, () € Ly,
n—oo

de aqui que ¢ (o) € Ly, y por tanto ¢ (313) C Ly,. Para la otra contenencia de-

mostremos antes que si
a ¢ X3, entonces ¢ (a) ¢ Ly, (4.3)
Si a ¢ Y13 es porque existe k € N tal que o = 2, de modo que

© (akak+1 .. ) = W2 ((,0 (ak+10zk+2 .. )) € wo (S) R (Lema 4.3.8)
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Figura 4.20: w2 (S) N Ly = 0.

de donde podemos concluir que ¢ (ogpgt1...) ¢ Ly (vease la Figura 4.20), de lo
cual se sigue que ¢ (g ... gyl ...) & Ly, es decir ¢ () € Ly, como se queria

ver.

Tomemos ahora z € L,.. Como ¢ es sobreyectiva, existe a € YN tal que
¢ (a) =z, de modo que ¢ (o) € Ly,; usando (4.3) se concluye que o € X3, donde

z =@ (o) € p(X13), lo cual demuestra que Ly, C ¢ (X13), que es la contenencia que

faltaba. O

De manera anéloga el lector puede demostrar (Ejercicio 4.4.11) el siguiente lema:

Lema 4.4.16. ¢ (X12) = Lpq y ¢ (X23) = Ly

Los dos lemas anteriores nos permiten entonces escribir el siguiente:

Lema 4.4.17. Ly = qu U Lqr @] Lpr = (212) U (223) Ue (213),

Obsérvese que lo establecido en el lema anterior es intuitivamente claro si pensamos

en la “codificacion” de los puntos de S (véase la Figura 4.21).

r

Ly = ¢(X13) Lo = (E03)
Los cédigos con sélo Los cédigos con sdlo
Isy 3s 25y 3s
p q

Ly, = ©(212): Los cédigos con sélo 1s y 2s

Figura 4.21: Los codigos de Lpq, Lgr ¥ Lpr.
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Ahora fijémonos en Ly = W (Lg), que
es la unién de Ly con el tridAngulo de
vértices (%,0),(%,@) y (%,@). Sea
xg € L1 — Lg. Un codigo para xg es de una \

de las siguientes tres formas: #
0

a =10, donde § € Yos,
a =20, donde § € Y3,
a = 30, donde § € Xqs.

Figura 4.22: Grafico de L1 — Lo.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que o = 13, con § € a3 (véase la
Figura 4.22). Como zg € w; (S) y zo ¢ Lo, entonces xg ¢ wa (S) v xo ¢ w3 (S). Si

xg tuviera otro cédigo que se inicia también con 1, digamos 16, entonces:

20 =0 (18) = p (1),

Puesto que w; es inyectiva, podemos aplicar el Lema 4.3.9 y escribir

es decir, B y § son codigos del mismo punto. Como f € Yoz, entonces
©(8) € p(X23) = Lgy, luego ¢ (0) € Ly de donde 6 € Xo3.

Denotemos 1X93 el conjunto de los codigos de la forma 13, donde 8 € Yo3. Lo que
se ha probado es sencillamente que los cédigos de g necesariamente pertenecen a
1223.

De manera analoga se puede probar que si a = 20, donde 8 € X3, entonces los
codigos de xg pertenecen a 2¥13 (conjunto de codigos de la forma 23,5 € ¥i3), y
que si a = 383, donde 3 € X2, entonces los codigos de xg pertenecen a 3¥19 (conjunto

de codigos de la forma 33, 5 € 312). Por tanto podemos concluir que
Li—Ly=¢ (1223) U (2213) Ue (3212)

(véase la Figura 4.23).

Los razonamientos anteriores, junto con el Lema 4.4.17, nos permiten escribir lo

siguiente:
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©(3%12)

/ ¢(2X13)

Figura 4.23: L1 — Lo = ¢ (1323) U p (2X13) U ¢ (3X12).

Lema 4.4.18. L, = ¢ (212) Uy (223) Ue (213) Uy (1223) U (2213) U (3212)

Procediendo inductivamente y con cuidado, se concluye que si xy € L,, entonces los

codigos de xg son de la forma
a=aiay...apB, donde [ € XioU Xog3U 3 (4.4)

para algin k € N, y donde aq,ao,...,qr € {1,2,3}.

Reciprocamente, si un codigo de zg es de la forma (4.4), se tendra:

20 = p(a) = (102 ) = Wa, © Way © -+~ 0 way ((B)) € F*(Lo) = Ly.

Expresandolo en palabras, lo que hemos demostrado es que los puntos de los conjun-
tos L, son aquellos cuyos codigos inician con un codigo finito cuyas cifras son 1, 2 6
3 (a1ag...a ), y luego sigue una “cola” en la cual solamente aparecen dos cifras: 0,

Is y 2856025y 3s; 0 Isy 3s .

Los razonamientos anteriores nos permiten finalmente escribir el resultado principal

de esta seccion, el cual constituye una caracterizaciéon de los puntos del conjunto
o0

U Ly, y permitira ademas concluir que nuestro fractal distinguido S contiene puntos
n=0
que no estan en dicha unién, es decir habremos alcanzado la meta de esta seccion,

la cual era probar que S # J L.

n=0

o
Proposicion 4.4.19. xg € |J L, si y sdlo si cada cédigo de xq es de la forma
n=0

a=wf, donde weX y [&€XoUIg3UX3. (4.5)
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Recordemos ahora la funcién de direccionamiento ¢ : N — S: ella nos indica
que para todo a € XN, ¢ (a) € S. Claramente existen “muchos” codigos en ¥N
que no son de la forma (4.5), por ejemplo los siguientes: 123123123, 112321321,
333111213111213 (dé otros ejemplos, hay “muchisimos” mas). Veamos un ejemplo

haciendo un célculo més preciso:
LQué serd xop = ¢ (m)?

Calculemos la composiciéon wy o wo © ws:

wlowgowg(a:):w1< <%£+4 ?))
1(1 V3
A9

L1
4
o (L33,
Sw | gt rg Tt

1 5 \fi
i

8:13—1—16—1-

El punto fijo de la contraccién wy owsows es x5 = 14 + \/_z de modo que podemos

calcular ¢ (123) como sigue:

_ 5 ,
(,0(123) :nlingowlow20w30w1o...owlowgowg(xf) ﬁ—i_ﬂz

Por lo tanto zg = % + ¥ es un punto que pertenece al tridngulo de Sierpinski,

S

e
pero no pertenece a |J L.
n=0

Se puede ademas probar (ejercicio 4.6.14) que existe un conjunto B, denso* en S, y

tal que ninguno de sus puntos pertenece a la union de la familia {L,, }72 .

En realidad la curva triangular de Sierpiniski es la adherencia de la unién de los

tridngulos L,,, como se estableci6é ya en la Proposicién 4.4.14.

1B C S, B se dice denso en S, si para todo conjunto abierto O de S, O # @, se tiene que
BNO # 0, o, equivalentemente si B C S.
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4.5. Transformaciones geométricas del atractor de un
SIF en el plano

Esta seccion se basa en el trabajo [31], y tiene como objetivo mostrar como se pueden
realizar cambios en el tamaifio del atractor de un SIF en el plano R?, o trasladarlo o
girarlo. Para el buen entendimiento de esta seccién, es importante haber desarrollado

antes los Talleres 3 y 4 del capitulo 6.

Iniciaremos definiendo los conceptos de transformacion de similaridad y homotecia.

4.5.1. Transformaciéon de similaridad, homotecia centrada en 0

Definicion 4.5.1. Sean (X, d) un espacio métrico, ¥ € RT y f : X — X una

funcién sobreyectiva que satisface: Vz,y € X,

d(f(x), f(y) =k d(z,y).

Diremos entonces que f es una transformacion de similaridad con factor de

escala k.

Ejemplo 4.5.2. La funcién f : C — C definida por f (z) := 5z es una transforma-

cién de similaridad con factor de escala 5.

Lema 4.5.3. Toda transformacion de similaridad es biyectiva.

Demostracion. Sea f : X — X una transformacién de similaridad con factor de

escala k. Por definicién ya tenemos que f es sobreyectiva. Supongamos ahora que
f(z) = f(y). Tenemos:

0=d(f(x),f(y)) =k d(z,y),

y puesto que k # 0 (k € RT), entonces necesariamente d (z,y) = 0, es decir x =y y

por tanto f es inyectiva. ]

Lema 4.5.4. St f es una transformacion de similaridad con factor de escala k,

entonces f~1 es una transformacion de similaridad con factor de escala %
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Demostracion. En primer lugar obsérvese que por el lema anterior se tiene que en
efecto existe la funcion inversa f=! : X — X definida por f~!(y) = x si y sélo si

y = f(x). Sean y1,y2 € X, y probemos que

407 ), 57 ) = T ).

Sean 1 = f~! (y1) y w2 = f~! (y2), 0 equivalentemente: y; = f (z1) y vo = f (x2).

Por hipétesis tenemos que

d(f(z1), f(22)) =k d(z1,22),

de donde )
d(ry,22) = %d(f (w1), f (72)),

es decir:

4G @) F ) = 5 (). =

Lema 4.5.5. Toda transformacion de similaridad es continua.

Demostracion. Dada f transformaciéon de similaridad con factor de escala k y dado

e > 0, es inmediato que basta tomar un § < . para obtener la continuidad de f. [

Proposicion 4.5.6. Sean {X; wi,ws,...,wy} un SIF con atractor A. Si
f:X — X es una transformacion de similaridad, entonces {X; wi,wh,..., wi},
donde w} = f o w; of~t je{1,2,...,N}, es un SIF con atractor f (A).

Demostracion. En primer lugar se debe demostrar que cada w;- es una contraccion en

. . 2 - -1 -1
X. Para simplificar un poco la notacién escribiremos fw;f~" en vez de fowjo f= .
Por hipétesis, existen r € [0,1) y k € R, factores de contraccion y de escala de w;

v f, respectivamente.

Sean x,y € X. Tenemos f

d(w)(@),wj(v)) = d(fwif™ (@), fwif™ ()
1 .
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De esta manera w; es una contraccion (con el mismo factor de contraccion de

wj). Ahora debemos demostrar que f(A) es el punto fijo de la contraccion

W' : H(X) — H(X) definida por W/ (K) := L]\j wi (K), YK € H(X).

Veamos:

W' (f(A4)) = wi(f(A4)Uwy(f(A)U-Uwy(f(4))
= furf 7N (f(A) U fwef7H(F(A) U---U fun f7(f (4))
= fwi (AU fwz (A)U---U fuy (A4)

= flwi(A)Uwr (A)U---Uwy (4))

)

= fW(A)=r(4 O

Ejemplo 4.5.7. Consideremos el SIF {R; wy,ws}, donde wi(z)= %$,
wy (x) = %az + %, cuyo atractor, como ya sabemos, es el conjunto de Cantor
C. Tomemos f : R — R definida por f (x) = 4x 4 1. Facilmente se comprueba que f
es una transformacion de similaridad con factor de escala 4 y que f~! (z) = %m — %,
vz e R:

wy (x) = fwaf ™ (2) = fw2< x—i>=f<%x+%> :%x+?.

De modo que el “nuevo” SIF {R; 3%+ g, %x + %} tiene como atractor A = f (C),
que es una copia ampliada (con factor de ampliacion 4) de C y desplazada una unidad
hacia la derecha (ver Figuras 4.24 y 4.25).

0 1

Figura 4.24: Atractor del SIF {R; iz, tz+ 2}.

73 3

0 1 4 5

Figura 4.25: Atractor del SIF {R; %:c + §7 %:c + 1—30}

Ahora nos dedicaremos a trabajar exclusivamente en el plano R2.
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Definicién 4.5.8 (Homotecia centrada en el origen). Sea k € R — {0}. Llamamos
homotecia de centro 0 = (0,0) y razén k, la transformacion geométrica dada

por
h: R2Z — R?

x +—— h(x):=kx

Lema 4.5.9. Toda homotecia de centro 0 es una transformacion de similaridad.

Demostracion. Para todo par x,y € R? se tiene:

dy (h(x),h(y)) = [h(x)=h(y)l
= [lkx—ky]
= [kl lx =yl
= k[ du(x,y),
de modo que h es una transformacion de similaridad con factor de escala |k|. O

Una transformacion afin en el plano es una funcién w : R? — R? definida de la forma

r\ (a1 a2 x a) [ rcost —ssen¢ x a
)= ) () 6)- 0 2) () ()

Notacion cartesiana Notaciéon geométrica

(recuerde los conceptos definidos en los Talleres 3 y 4 del capitulo 6).

En lo que sigue consideraremos solamente sistemas iterados de funciones en el plano,
cuyas contracciones son transformaciones afines; y si w; es una de las transforma-

ciones del SIF, notaremos M su matriz, es decir,
x x a;
() =m ()=
Proposicion 4.5.10. Sean {Rz; wy, . . . ,wN} un SIF con atractor A,

x x a; )
%<y>=M%y>+<g>’J=%~W

y h : R2 — R? una homotecia de centro 0 y razén k. Entonces {RQ; wh, ... ,w?v} es
un SIF con atractor h (A), donde:

(N _ a2 a; . _
()= () er( ). d=te
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Demostracion. Por el Lema 4.5.9 y la Proposiciéon 4.5.6 podemos garantizar que
si gj = hwjh_l, 7 =1,..., N, entonces {Rz; gl,...,gN} es un SIF con atractor

h (A). Probemos entonces que g; = w’; para cada j = 1,..., N. Tenemos:

o (5) - o () w1 (5)

SR C(3)
() ()
Su()e() )

La Proposicién 4.5.10 nos permite escribir la siguiente conclusién:

Para realizar una homotecia de razén k y centro el origen (dilatar o contraer)
al atractor de un SIF, basta multiplicar por k los pardmetros de desplazamiento
de cada transformacion del SIF (los demds pardmetros no cambian,).

Ejemplo 4.5.11. Supongamos que queremos obtener una curva de Koch cuyo

tamano sea el doble de la curva de Koch “clasica” o sea del atractor del SIF

I 1 4eoe 11 Gge 1 V3.1 2
R2' - - e'LﬁO - - e—’lGO - Vo - v 4.6
{ P 3% 37 +3,3z +2+6z,3z+3 (4.6)
La homotecia que debemos aplicar estéd definida por h < Zj ) =2 < z >, de modo
que el “nuevo” SIF que nos proporcionara la curva que queremos sera
1 1 60 2 1 ;600 3. 1 4epo 4
{R27 gz, 529160 + g, §Z9_160 + 1 + %’i, gZefLGO + g} . (47)

4.5.2. Traslado del atractor de un SIF

El objetivo ahora es desplazar el atractor de una posicién original a otra posicién en

el plano. La siguiente proposicién muestra como se hace esto.
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h
m/\\
! 1 >
Atractor del SIF (4.6) Atractor del SIF (4.7)

Figura 4.26: Homotecia de razén 2 y centro el origen realizada sobre la curva de Koch.

Proposicion 4.5.12. Sean {RQ; Wi, ... ,wN} un SIF con atractor Ay f : R? — R?

la transformacion de traslado dada por
f(2):=2+B, BecR%.
Entonces {R?; wi,...,wi} es un SIF con atractor f (A), donde

w; (z2) = wj (z — B) + B, Vi=1,...,N.

Demostracion. Claramente f es sobreyectiva y

d(f(z),f ) =1f(z) = f@I=1(z+B)=(v+B)| =llz—v[| =d(zv),
de modo que f es una transformacion de similaridad con factor de escala 1.

Sea B = < ; ), y calculemos, para cada j, fw;f~!(2):

ror (3) = (577)
(o (525)(5))
= [ (r) - ()1 (5)

= wj(z—B)+B=wj(z).

De esta manera, usando nuevamente la Proposicion 4.5.6 se obtiene el resultado. [J
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Obsérvese que

wiemen = ((2)-())(3)+(5)
G0

Por lo tanto, la conclusién quedaria como sigue:

Para trasladar el atractor de un SIF, segtin un vector de desplazamiento B (si
B = (;) entonces el traslado seréd de e “unidades” en sentido horizontal y f en

el sentido vertical), se resta a cada contraccion el producto M;B y se suma B.

Ejemplo 4.5.13. Desplacemos el triangulo de Sierpiniski 3 unidades hacia la derecha

y 2 hacia abajo. Nuestro SIF original es

1 1 1 1 1 3.
{R2; 3% —z+4+ =, —z+—+£z}. (4.8)

Las contracciones del nuevo SIF serdn;
@ == (05 () +(5) =1 (V) + (5) =4+ (*2).
wh()= g+ = (0 0) (5) +(5) =8+ (7)) + (0) =1+ (),
wh()=fe+ 304 () = fo 0 () + (a) + () =12+ (o)

De esta forma, el nuevo SIF lo podemos escribir como

13 1 17 V3
2. - __. - o - o v .
{R,2z+2 i, 2z+2 1, 2z+4+<4 1)@}, (4.9)

y su atractor se muestra en la Figura 4.27.
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Atractor del SIF (4.8). Atractor del SIF (4.9).

Figura 4.27: Traslacion del tridngulo de Sierpinski.

4.5.3. SIF rigido y rotaciéon del atractor de un SIF rigido

En esta seccién veremos cémo se girarfa el atractor de un SIF cuyas contracciones

son todas similitudes directas, es decir, son de la forma
w(z) =rze® +a + bi

(ver Ejemplo 2.7.2.3 y también el Taller 4: Transformaciones afines y autosemejanza,
Parte II).

Definicién 4.5.14. Un SIF {RQ; wy, ... ,wN} se dird rigido si sus contracciones
son de la forma

_ 0, .
wj (2) =1rjze"7 + a; + bji,
es decir, son similitudes directas.

Ejemplo 4.5.15. Sea

11 4 11 1 1.1 _ 1
{RQ; 5% §ze“/2+§, 57 t5+5h §ze_“/2+1+§i} (4.10)

el SIF rigido cuyo atractor se obtiene al encontrar el limite de la sucesion que se

aprecia en la Figura 4.28.
Lo que ahora se quiere es girar el atractor un determinado éngulo «.
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N FLE

Figura 4.28: Sucesion que conduce al atractor del SIF (4.10).

Proposiciéon 4.5.16. Sean {Rz; wl,...,wN} un SIF rigido con atractor A, y
f : R? — R? la transformacion de rotacion definida por: f (z) := z€*®. Entonces
{R?%; wh,...,wi} es un SIF con atractor f(A), donde:

w; (2) = rjzeief + (a; + b;t) el j=1,...,N.

Demostracion. Notese que f es sobreyectiva con inversa f~!(z2) = ze~*®. Ademas,

Af (), () = |remie —verie

= e - 1z = vl = 11z = 0l = a2, 0),

de modo que f es una transformacion de similaridad con factor de escala 1. Podemos

aplicar entonces la Proposicion 4.5.6; veamos quién es fw; f -1

fwift(z) = fw; <ze_i°‘) =f <rjze_i°‘ei9j +a; + bj'i)
— (rjze_io‘e'wi + a; + b]’L> e’ia

= rjzeief + (aj + bj1) el — w} (2) . O

Conclusioén: Para girar el atractor de un SIF rigido un dngulo o, se multiplican

los pardmetros de desplazamiento de cada contraccion por el giro €.

Ejemplo 4.5.17. Giremos el atractor del SIF del Ejemplo 4.5.15 un angulo de 45°.
El SIF original es

{R2' 1Z 1zei”/2 11 L 1
Y 2 Y
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Las contracciones del nuevo SIF seran:

wi (z) = %z +0etm/t = %z,

wh(z) = %zei”/2 + %ei”/"‘ = %zei”/2 + g + gi,

wh(2) = %z + (% + %z) etm/4 = %z + gi,

why(z) = %ze_i”/2 + (1 + %z) elim/4 — —%z + g + z\@z

Por tanto, el nuevo SIF es

1 1 2 2.1 2 1 2
{RQ; 5% §z+§+§z’, §z+§i, —§z+%+\/§i}, (4.11)

y su atractor se muestra en la Figura 4.29.

Atractor del SIF (4.10). Atractor del SIF (4.11).

Figura 4.29: Giro del atractor del SIF del Ejemplo 4.5.15.

4.6. Ejercicios

1. ;La inyectividad de las contracciones de un SIF {X; fi,..., fy} implica la

N
inyectividad de F': H(X) — H(X) definida por: F(K) := | f; (K)?
i=1

2. Sean {X; f1,...,fn} un SIF con atractor A y F la funcion definida en
el Teorema 4.1.2. Demuestre que para cualesquier C, D € H(X) tales que
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C C AC D se cumple

A=) Fen()= ) FD)
n=0 n=0

3. Considere un SIF de la forma {X; f}. Demuestre que el atractor de este SIF
es A = {x¢}, donde z es el punto fijo de f.

4. Sean (X, dg;s.) espacio métrico discreto y A C X, A # (). Demuestre que A es

el atractor de un SIF si y solo si A es finito.

5. Determine el atractor de cada uno de los siguientes SIF:

{R; %aj, 1}.
2.1, 1 1, 1,
{R?% 32, 32+ 3 + 34}
{R2; C, %z + 1}, donde C es el conjunto de condensacion determinado
por el tridangulo “relleno” de vértices (0,0), (1,0) y (0,1).
{R2; %z, %z%— %; %z + %; %z + %'L’; %z%— %’L}
l 1

6. Para cada figura, determine un SIF (podria ser con condensacion) que la genere:

¢)

M M%

Una introduccién a la geometria fractal]
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;Eﬂg;?;;

B

T %
o BEEEEEEEE 7

7. Demuestre que el intervalo cerrado I = [0, 1] y el cuadrado I x I son conjuntos

Ty

autosemejantes.

8. Para el ejemplo 4.3.7.1 (el espacio de Cantor), determine el conjunto de
direcciones de cada uno de los siguiente puntos: 0, 1, 2/3 y 7/9. ;Cuantas

direcciones tiene cada punto?

9. Para el ejemplo 4.3.7.2 (la curva de Koch), determine el conjunto de direcciones
de cada uno de los siguientes puntos: (0,0), (1/3,0), (1/4,0), (1/2,4/3/6) y
(1,0).

10. Justifique mediante ejemplos la siguiente afirmacién: si en un SIF eliminamos

una contraccion, entonces el atractor del SIF puede cambiar “drasticamente”.
11. Demuestre el Lema 4.4.16.

12. Verifique que el SIF {R2; fl,fQ,f3}, donde

i) (0% e ) )
2= (0" e ) G) (V)
A= (0" L) G+ ()

es un SIF triangular.

13. Caracterice los codigos de los puntos del tridngulo de Sierpinski que no

o0
pertenecen a |J L, (sugerencia: use la Proposicion 4.4.19).
n=0
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/3

14. Tome el punto xy = 1—54 + 1—5’1’ y demuestre que el conjunto

B = [ W ({ao})

n=1

es denso en el tridngulo de Sierpiniski S.
15. Determine un SIF cuyo atractor sea:

a) Una curva de Koch girada 60°.

b) Una carpeta de Sierpinski de lado %

¢) Un conjunto de Cantor cuyos extremos sean los puntos de coordenadas
(—=2,1) y (—1,1).

d) Un triangulo de Sierpinski de lado 2 y girado un angulo de -90°.

e) El segmento de extremos (2,1) y (2 +v2,1+ \/5)

f) Un triangulo de Sierpinski cuyos vértices estén en los puntos (—1,0), (1,0)

y (1,2).

16. Enuncie y demuestre una proposicion que establezca cémo reflejar con respecto
al origen el atractor de un SIF de la forma {Rz; Wi,y ... ,wN} cuyas contrac-

ciones son transformaciones afines. Ilustre con un ejemplo.
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Capitulo 5

Breve visita a los sistemas
dinamicos discretos

Para obtener un sistema dinamico discreto necesitamos tan sélo dos ingredientes.
El primero es un espacio métrico, X.

En este capitulo nos interesamos de manera especial en el conjunto de los niimeros
reales, X = R, en el plano, X = R?, y en subconjuntos de ellos. La métrica en el
conjunto X la denotaremos con la letra d. Si X = R 6 R?, la distancia entre dos de

sus puntos, z y ¥, la expresamos asi: |x — y|.

El segundo ingrediente es una funcién continua del espacio X en si mismo,
f:X—X.

Una vez que tenemos estos ingredientes podemos definir, para cada punto x € X,

una sucesiéon de puntos en X conocida como la 6rbita de x bajo f,

O(ZE,f):{$,f(33),f2(:£),f3(33),...}.

Aqui el simbolo f" representa una funcién de X en si mismo: f° es la funcién
identidad, f'' = f, f2=fo f, f>= fo fo f, vy asi sucesivamente’.

La interpretacion que le damos a la sucesion o (x, f) es la siguiente: en el tiempo t = 0

un objeto se encuentra en la posicion x; en el tiempo ¢t = 1 el objeto ha cambiado de

'En adelante f™(z) denotara la composicién de f(x) n veces, es decir f™(z) = f°"(x).
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posicion y ahora se encuentra en f(x); en el tiempo ¢t = 2 el objeto vuelve a cambiar

de posicion y se encuentra en f(f(z)) = f?(v); etcétera.

Tiempos: 0 1 2 . n
Posiciones: x f(z) f*(z) ... f"(x)

Desde este punto de vista la pareja X y f nos da un modelo matemético del
movimiento. Esto es, nos da un sistema dinamico discreto. La palabra discre-
to se refiere a que conocemos la posiciéon del objeto que se mueve s6lo cuando el

tiempo asume un valor entero mayor o igual a cero.

La meta es estudiar todas las posibles sucesiones o (z, f). De manera muy especial

nos interesa su comportamiento cuando n tiende a oco.

Antes de presentar al lector las definiciones y los resultados iniciales de la dindmica
discreta, es claro que tenemos que hacernos la siguiente pregunta: jcdémo aparecen

los conjuntos fractales en un sistema dindmico discreto?

A lo largo de este capitulo presentaremos ejemplos donde se muestra la relacién entre
fractales y dindmica discreta. La idea central en todos estos ejemplos es la siguiente:
para cada f: X — X existe un subconjunto de X, digamos B, invariante bajo f,
f(B) = B, donde la dindmica de f tiene su parte méas interesante. En los puntos z
que no estan en B el comportamiento de su 6rbita es facil de entender, pero si x esté
en B entonces la o(x, f) no se comporta de manera sencilla. Lo interesante es que
muchas veces este conjunto B es un fractal. Es decir, con cierta frecuencia se nos
presenta que un conjunto fractal es el lugar donde la parte complicada e interesante

de la dindmica de f sucede.

De aqui en adelante todas las funciones consideradas en este capitulo son funciones
continuas. Las letras X, Y, ..., representan espacios métricos. La letra N representa

el conjunto de los ntimeros naturales, es decir, el conjunto de los enteros positivos.

El niicleo de este capitulo son los ejemplos. Las definiciones, los lemas, las proposi-
ciones y los teoremas irdn apareciendo en el momento en que nos ayuden a entender
mejor las propiedades dinamicas del ejemplo que estemos tratando. A veces a la
mitad misma de un ejemplo nos desviaremos para demostrar una proposicién o un

lema y, luego regresaremos nuevamente al ejemplo para aplicar inmediatamente lo
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que nos dice ese resultado.

Los ejercicios forman la dltima seccion de este capitulo. A pesar de esto, el lector no
debe esperar hasta haber leido todas las secciones previas para intentar su solucion.
En varios lugares a lo largo del capitulo haremos sugerencias al lector sobre los
ejercicios que se pueden ir intentando. Parte importante de la teoria se encuentra en

los ejercicios.

5.1. Dinadmica de las funciones lineales en R

Iniciamos con el estudio de las propiedades dindamicas de las funciones lineales
definidas en la recta real. Para explicar completamente la dindmica de estas fun-

ciones solamente necesitamos dos conceptos: punto fijo y punto periodico.

Recordemos que zy € X es punto fijo de f si f (x¢) = 2. En este caso la érbita de
xo bajo f es o(xg, f) = {0, x0,...} = {xo}. Es claro, ademas, que cuando n crece,

o(xo, f) tiende a x.

Definiciéon 5.1.1. Sean f : X — X y g € X. Decimos que xp es un punto
periédico de f si existe N € N tal que fV (zg) = xg. Al conjunto de todos los

puntos periddicos de f lo denotamos con Per (f).

Definicion 5.1.2. Sea xy un punto periddico de f. Decimos que x( tiene periodo
ksik=min{neN: f"(x9) =0}

Nota. Si zy es un punto fijo de f, entonces xg € Per (f) y ¢ tiene periodo 1.

En la figura 5.1 se muestra la grafica de una funciéon f : R — R que tiene un punto

periédico de periodo 5.

Sean a y b dos ntmeros reales fijos. Decimos que una funcién f : R — R es lineal o

afin si su regla de correspondencia se expresa asf:
f(z) =ax +b.
Estudiaremos en esta seccién la dinamica de este tipo de funciones.

Por cada pareja de valores a y b tenemos una funcion lineal. Es previsible que la

dindmica dependeré de estos valores.

Una introduccién a la geometria fractal]
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Figura 5.1: Grafica de una funcién f : R — R con un punto periédico de periodo 5.

Caso 1. a =1.

La funcién es f(z) = x + b. Si ademas b = 0, entonces para todo = se tiene que
f(z) = z. La funcién no mueve los puntos, todo 2 € R es punto fijo de f, y todas

las 6rbitas son muy sencillas.
Sia=1yb=#0, entonces,
flxy=z+b, f2(x)=x+2b, ..., f(x) =x+nb.
Si b > 0, entonces para todo punto x en R, nlLHéO fM(x) = oc.
Si, por otro lado, b < 0, entonces nll_)IglO f(x) = —oc.

Todas las 6rbitas tienen un comportamiento muy sencillo en el sentido de que sabe-

mos perfectamente qué les pasa cuando n tiende a infinito.

Caso 2. a # 1.
Los puntos fijos de f cumplen la relacién ax + b = z. Esta igualdad tiene una tnica
solucién: xg = %. Es decir, f tiene un tnico punto fijo.

Observemos ademés que para toda pareja de puntos z e y, se tiene que

[f(x) = f(y)l = lallz =y,

y, por lo tanto, para todo n € N se tiene que

/(@) = [ ()| = o[z —yl.
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Si |a|] < 1, entonces f es una contraccion, y para todo x en R se tiene que

lim f"(z) =

n—oo 1—a.

Si |a| > 1, entonces para todo = # % se tiene que

lim |f"(z)| = oo.

En ambos subcasos la dindmica vuelve a ser muy sencilla. Existe un dnico punto
fijo y, una de dos, o todas las érbitas convergen a él o todas, salvo la del punto fijo,

tienden en valor absoluto a infinito.
Sélo resta considerar a = —1.

El punto fijo de f es xg = g. Para cada punto z distinto de este punto fijo se tiene

que

)= f(—x+b)=—(—z+b) +b=uz

La funcién f mueve el punto x a una posiciéon distinta, pero al volver aplicar f esta
funcién regresa al punto a su lugar original. Es decir, al aplicar f una y otra vez lo

que se esté creando es un movimiento de ida y vuelta, un movimiento periédico.

Tenemos, entonces, que si a = —1, f tiene un tnico punto fijo y todos los demés
puntos son puntos periédicos de periodo 2. Nuevamente la dindmica que produce
f es muy sencilla. Si x # %, entonces para todo n € N se tiene que f?"(z) = x y

f2(z) = f(z). La sucesion o(z, f) no converge, pero es claro que

lim f2(z) =,y lim f*"*(2) = f(x).

n—oo

Con esto terminamos el tercer caso.

Sugerencia. Intentar los ejercicios 5.10.1, 5.10.2, 5.10.3, 5.10.4 y 5.10.5.
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5.2. La dindAmica se complica: la Tienda

La regla de correspondencia de la siguiente funcién
estd dada en dos partes. Ambas son lineales. Cada
una por separado se entiende muy bien y no presenta, 1 pee-eeeeee-- NERRRRRREEE: »
mayor problema al estudiar su dindmica. Sin embar- ,
go, juntas provocan la apariciéon de fenémenos muy
interesantes. /

Sea T : R — R la funcién dada por: ,

T () 2z, siz <
€Tr) =
2—-2x, six>

Y

N[—= D=
—_

En la Figura 5.2 se puede ver la grafica de la funciéon Figura 5.2: Crafica de T'.
T.
La funcién T es conocida como la Tienda. Esta funciéon nos acompanaré de aqui en

adelante. En este capitulo siempre nos referiremos a ella con la letra T'.

Las siguientes propiedades de T' son inmediatas:

1) Siz <0, entonces T'(z) = 2z < x, y para cadan € N se tiene que 7" (x) = 2"z.

Por lo tanto, lim T"(x) = —o0.
n—oo

41) Siz > 1, entonces T'(x) < 0y, por lo tanto, también lim 7" (z) = —oco.

n—oo

iii) Six € [0,1], entonces T'(z) € [0,1].

Estas tres propiedades nos dicen que los puntos que pueden tener una érbita intere-

sante son los que estan en el intervalo unitario [0, 1]. Observemos que T'([0,1]) = [0, 1].

Definiciéon 5.2.1. Sean f : X — X y B C X. Decimos que el conjunto B es
invariante bajo f si f(B) = B.

El conjunto [0, 1] es invariante bajo T'. Si la Tienda tiene puntos fijos o periodi-

cos, estos deben estar en [0, 1]. De hecho, si T tiene algunas propiedades dindmicas
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distintas a las que nos presentaron las funciones lineales, el lugar donde debemos
buscarlas es en el intervalo [0, 1].

Comencemos por los puntos fijos de T'. Si z es ele-
mento del intervalo [0, %} y es punto fijo de T,
entonces, por un lado, T (z) = x y, por el otro,
T(x) = 2x. Por lo tanto, 2x = z, y asi = = 0.
Siz e [%,
2—-2x=x,x= % Observemos que estos puntos

1] y = es un punto fijo de T, entonces

son los tnicos dos puntos fijos de T'.

Nota. Si ACR, f:A— A y x9€A es

un punto tal que f(xo):xo, entonces

(xo, f (z0)) = (w0, z0). Por lo tanto este pun-

37'0 1"1 T2

to, (xo, f (x0)), se encuentra en la interseccion de
la grafica de f y la diagonal {(z,y):z=y}. En  pigura 5.3: Puntos fijos de f.

la Figura 5.3 se muestra la grafica de una funciéon

con exactamente tres puntos fijos: xg, 1 y x2.

Mostramos a continuaciéon la existencia de un punto periédico de periodo 2 para la

funcion Tienda.

Recordemos que los puntos fijos de 71" son los puntos 0 y % Como T (%) =1y
T(1) = 0, entonces los puntos % y 1 no son puntos peri6édicos bajo T'.

Buscamos z¢ tal que T (zg) #xo v T2 (xg) = z9. Obsérvese que si un punto

zo € (0, %) cumple estas dos condiciones, entonces T' (zg) > % (;por qué?).

Como ¢ € (0,3), entonces T (z9) =2z9. Como T (20) € (3,1), entonces

T? (z9) = 2 — 2(220). Por tanto, T?(xg) = =x¢ implica 2 — 4xg = z0. Asi,
Trog = %
0 o Sﬁ T(zo) 1

Figura 5.4: Punto periédico de periodo 2.

Como T (%) = %, la 6rbita bajo T de este punto es el conjunto

2 2 4 2 4 2 2 4
o _7T = IR Y E Y R = R
(5 ) {55555 } {5 5}
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En resumen, % € Per (T') y su periodo es 2.

Para mostrar que T tiene un punto periédico de periodo 3 seguimos un camino

similar. Supongamos que T3 (xg) = =z, y que tanto ¢ como T (x() estan en el
intervalo (0, %) Como % < T? (zg), llegamos a la igualdad 2 — 2 (4x9) = x¢. Asi,
Ty = % es un punto periédico bajo T' de periodo 3. Ademés,

(2 > {2 4 8 2 4 } {2 4 8}

o _7T = A a'Aa’adlad = PRSI

9 9°9°9°'9°9 9°9°9

5.3. Puntos periodicos y el teorema de Sharkovskii

Un intervalo en R es un conjunto que tiene alguna de las siguientes formas: (a,b),
(CL, b]7 [CL, b)7 [CL, b]7 (CL, 00)7 [CL, 00)7 (—OO,b), (—OO,b], (_00700)7 donde a y b son dos

nimeros reales tales que a < b.
Proposicion 5.3.1. Sean A un intervalo en R, f : A — A yn > 2. Si f tiene un
punto periddico de periodo n, entonces f tiene un punto fijo en A.
Demostracion. Sea x € A tal que x € Per(f) y « tiene periodo n > 2. La o (z, f)
tiene n elementos que podemos ordenar asi:

T < T < < Tp.

Esto no quiere decir f(z1) = 2, sino simplemente que x; es el minimo de los

elementos de o (z, f) y que x, es el maximo de o (z, f) (ver Figura 5.5).

Figura 5.5: Orbita periédica de periodo n > 2.

Como n es mayor o igual a 2, f(x1) > z1y f(2,) < x,. Utilizando el teorema del
valor intermedio y el hecho de que f es una funcién continua se sigue que f tiene un

punto fijo en el intervalo [z1,x,] C A. O

Los siguientes dos lemas nos dan herramientas que nos ayudaran a encontrar puntos

fijos y puntos periédicos.
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Lema 5.3.2. Sean A y B dos intervalos en R y f: A — B. Sean [a,b] C A

y [c,d] C B tales que f(]a,b]) D [c,d]. Entonces existe un intervalo cerrado

o, B] C [a,b] tal que f ([, B]) = [c,d].

Demostracion. Sean s,t en [a,b] tales que f(s)=cy f(t) =
Caso 1. Supongamos que s < t. Considere los

puntos

a=sup{z € [s,t] : f(z) =c}

B =1inf{zx € [a,t]: f(x)=d}.
Como f es continua, f(a)=cy f(B) =

Por la forma en que fueron definidos a y

0B, y utilizando el teorema del valor inter-

a s @ Bt b
Figura 5.6: El intervalo [«, 3].

medio, se tiene que si a < x < 3, entonces

fla) < f(z) < f(B). Asi el intervalo [a,f]

cumple la condicion deseada (ver Figura 5.6).

Caso 2. La demostracion para la desigualdad s > ¢ es anédloga a la del caso anterior.
O

Lema 5.3.3. Sea f : R — R. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado. Se tiene:

i) St f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en |a,b].

ii) Si f([a,b]) D [a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a,b].

Demostracion. i) Como f ([a,b]) C [a,b], entonces f(a)>a y f(b)<b. Sea
h:[a,b] — R dada por h(z) = f (z) — x.

La funcién h es continua en [a,b]. Ademaés, h(a) > 0, ) < 0. Por lo tanto existe

h (b
xo € [a,b] tal que h(xp) = 0. En consecuencia, f (x¢) = x¢

i1) Como f ([a,b]) D [a,b], entonces existen «, 5 € [a,b] tales que f(a) = ay
f(B) = b. Notemos que f(a) < ay < f(B). Consideramos ahora, como antes,
una funcion auxiliar h : [a,b] — R, h(z) = f (z) —x. Tenemos h () <0y h(8) > 0.
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Por tanto, existe xg € [«, 5], 0o existe xg € [3,a], tal que h(zg) = xg y con ello,
z € [a,b] y f (x0) = wo. O

Tomemos un pequeno respiro antes de aplicar estos dos lemas.

Todos compartimos, en grados distintos, el placer de encontrar de repente algo asom-
broso. Las matemaéticas estdn felizmente salpicadas, por aqui y por alla, de estas
gemas que algunos afortunados han encontrado y (jmés afortunados nosotros!) nos
han mostrado. El contenido de la siguiente proposicién es, sin duda, uno de estos

asombrosos descubrimientos.

Proposicion 5.3.4. Sean A C R un intervalo y f : A — A. Si f tiene un punto

periddico de periodo 3, entonces f tiene puntos periddicos de todos los periodos.

Demostracion. Sea a € A, a € Per(f), de periodo 3. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer que a es el minimo de o(a, f) (ver Ejercicio 5.10.5).

Observemos que la 6rbita de a tiene dos opciones de recorrido. En el primero,
b= f(a)yc= f?(a); en el segundo, c = f (a) y b= f?(a).

N T
DT __—¢ TR

Figura 5.7: Dos opciones de recorrido para la 6rbita de a.

Haremos la demostraciéon para el primer caso, con la

conviccion de que la demostracién para el otro posible

c c
recorrido de la érbita es anéloga.
La Figura 5.8 puede ser de ayuda en lo que sigue. b b
Ya sabemos que f tiene puntos periddicos de periodos

a a

1y 3.
Paso 1: La funcién f tiene puntos periodicos de

periodo 2. Figura 5.8: Dibujo que ayuda.

Demostracion del Paso 1. Como f([b,c|) contiene a [a,b], existe un intervalo
cerrado [aq, 41] contenido en [b, ] tal que f ([aq, £1]) = [a,b]. Como f ([a,b]) D [b,],
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entonces existe otro intervalo cerrado [ag, B2] C [a,b] tal que f ([ag, B2]) = [a1, (1]
Asi,
1% (laz, B2)) = [a, 0]

Como [a, B3] C [a,b], entonces f? tiene un punto fijo en [ag, Ba]. Sea xy € [, (2]
tal que f2 (zq) = 0.

Ahora bien, como

[ ([a2, B2]) = a1, B1] C [b, o],

se tiene que f (xg) € [b, c|. Puesto que b es de periodo 3, f (xg) # b. Por lo tanto,

$0§ﬁ2§b<f(330),

y con ello, g < f(xg). Asi, g € Per (f) y su periodo es 2.
Paso 2: Sea n > 3 (fijo). Entonces f tiene un punto peridédico de periodo n.

Demostracion del Paso 2. Analogo a lo hecho en el paso 1, existe un intervalo
Ay = [a1, 1] C b, ] tal que f ([, B1]) = [a,b] . Ahora bien, como f ([b, ¢]) contiene
a [b, ], existe otro intervalo Ay = [ag, 2] C [b, ] tal que f([ag,B2]) = [, F1].
Siguiendo este argumento varias veces podemos encontrar n — 1 subintervalos de
[b,d],

Ay =la1, 5], Ar = [a2, o], ..., Ap—1 = [an—1, Br—1]

tales que, para 1 <i<n — 2,
[ ([ig1, Biv1]) = [, Bi];

y tales que para cada 1 <1< n—1,

fi ([a“ﬂl]) = [CL, b] .

Finalmente, como f ([a,b]) D [b, c], existe un altimo intervalo cerrado A,, = [, Bx]

contenido en [a,b] tal que f ([an, Bn]) = [n—1, Bn-1]. Asi,

f" ([O‘n,ﬁn]) = [CL, b] :

Por tanto, existe xg € [an, B tal que f™ (zg) = xo (ver Figura 5.9).
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¢ Any Ay T4 ¢
/\. . ./_\ —
b “\”b
Ay,
_________________________ K — e = — ]
a a

Figura 5.9: En A, hay un punto periodico.

Obsérvese que para cada i, 1 <7 <n — 1, se tiene que
fi (.Z'()) € [an—ia ﬂn—z] - [b, C] .

Ahora, si g = f'(xg) para algtin 4, 1 <i < n — 1, entonces se tendria que x¢g = b,
va que zg < b < f?(z0). En este caso la 6rbita de xg = b tendria n — 1 elementos en

el intervalo [b, ¢], con n — 1 > 3, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, para cada i€ {1,2,...,n— 1} se tiene que f*(xq) # x9. Como

f" (zo) = xo, entonces xo € Per (f)s y tiene periodo n. O

El resultado que acabamos de demostrar es realmente muy interesante. Observe el
lector que a partir de un conjunto de hipétesis muy pequeno, f : A — A continua
en el intervalo A, y f tiene un punto perioédico de periodo 3, obtenemos muchisima
informacion sobre la funcién f: Ella tiene puntos peridédicos de todos los periodos
posibles. Agreguemos que la demostracion solo utiliza herramientas que aprendemos

en nuestros primeros cursos de calculo diferencial e integral.

El resultado anterior es s6lo una pequena parte de un resultado méas general obtenido

en el afio de 1964 por el matematico ucraniano A. N. Sharkovskii.

Presentamos a continuaciéon lo que se conoce en nuestros dias como el teorema de

Sharkovskii.

El siguiente arreglo de los nimeros naturales es conocido como el orden de
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Sharkovskii.
3 = 5b=7T=9=11=13=...
2-3 = 2:5=2-7T=...
22.3 = 22.5=222.7=> ...
2.3 = 22.5=22.7=> ...

=222 5922=2921

En el primer rengléon aparecen todos los ntimeros impares mayores que 1. En los
siguientes renglones aparecen todos los niimeros que se expresan como un producto
de una potencia de 2 y un impar mayor que 1. En el dltimo renglén aparecen todas

las potencias de 2. En el arreglo estan incluidos todos los niimeros naturales.

Teorema 5.3.5 (Sharkovskii, 1964). Sean A un intervalo en R y sea f una funcion
de A en A. Sean m y n dos nimeros en N. Consideremos el orden de Sharkouvskii.
Si f tiene un punto periddico de periodo m y sucede alguna de las siguientes dos

condiciones:

i) m estd en algin renglon arriba del renglon que ocupa m, o

it) m y n estin en el mismo renglon, pero m estd a la izquierda de n,
entonces f también tiene un punto periddico de periodo n.

No presentaremos aqui la demostracion de este teorema. Gran parte de ella se puede
consultar en el libro de R. L. Devaney An Introduction to Chaotic Dynamical Systems,
ver [9)].

Sabemos que la Tienda tiene al menos un punto periédico de periodo 3. Por tanto es-
ta funcion tiene puntos peridédicos de todos los periodos. Como cada érbita periddica
modela o representa un movimiento periédico, entonces la funcién Tienda presenta
todos los movimientos periddicos posibles, s6lo hay que partir de la condicién inicial

adecuada.

Sugerencia. Intentar ejercicios 5.10.6, 5.10.7 y 5.10.9.
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5.4. Transitividad topolbgica

Recordar los siguientes conceptos nos ayudara en algunos de los argumentos con-

tenidos en esta seccién.

Sea f : X — Y. Decimos que f es: inyectiva si para todo par de puntos en X, x # v,
se tiene que f (x) # f (y); suprayectiva si para todo punto y € Y, existe z € X tal
que f (z) = y; biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva; un homeomorfismo si f

es biyectiva y continua, y su inversa, f~': Y — X también es continua.

La riqueza dindmica presente en la Tienda no se limita a lo observado hasta ahora.
El siguiente lema nos permitira descubrir otras muy interesantes propiedades de esta

funcion cuando la restringimos al intervalo unitario [0, 1], 7" : [0,1] — [0, 1].

Lema 5.4.1. Para todo n € N y para cada £ € {0,1,2,...,2" — 1}, se tiene que

: [f “1} . [0,1] (5.1)

#5202

oM

TTL

es un homeomorfismo.

Demostracion. Nuestro argumento utiliza induccién matemaética.
Veamos que la afirmacion es cierta para n = 1. En este caso, ¢ € {0, 1}.

Es inmediato que T : [0, %} — [0,1] es homeomorfismo, ya que en este intervalo
T (z) = 22. De manera analoga, es inmediato que T : [5,1] — [0,1] es homeomor-

fismo, ya que en este conjunto T (z) = 2 — 2.
Suponemos valida la afirmaciéon para n = k, y demostramos el caso n = k + 1.

Sea ¢ € {0,1,2,...,2""1 — 1}, Observemos que

¢ 41 1. i AR , i
[W,W]C[O,a] si £<2%—1, y [W’W]C[§7l:| si 4> 2%,

Si ¢ < 2F — 1, entonces la funcion TF+! se puede expresar asi:

¢ L+1] 7 [ £ L+1] 7*
ok+17 ok+1 | — |9k’ ok — [0,1].
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Ambas funciones son homeomorfismos (la segunda de ellas, T, por hipotesis de
induccién). Por tanto,

¢ 041
k+1 .
T ] [WW] — [0,1]

ok+170k+1

es un homeomorfismo.
Si ¢ > 2% entonces

¢ 0+1] p [2FtL—p—1 21 _p1 7%
SR oErT | | 01

Es inmediato que la primera funcién es un homeomorfismo. Y como

entonces
_9k > _€21_2k+1’
2k+1_2k_1 > 2k+1_€_1207
2k 1 > o2kl _y_1>0.

Asi, la segunda funcién, gracias a la hipotesis de induccién, también es un homeo-

morfismo. O

Corolario 5.4.2. Sea (a,b), a < b, un subintervalo de (0,1). Entonces existe N € N
tal que TN (a,b) = [0,1].

Demostracion. Como a < by lim 2% = 0, existe N € N tal que 2%\, < b_T“. Se sigue
n—oo

que existe un valor £ en el conjunto {0, 1,2,...,2N — 1} tal que 2LN7 é;r—l] C (a,b).

Ahora, gracias al Lema 5.4.1, tenemos que T (a,b) = [0, 1]. O

Definicion 5.4.3. Sea D C X. Decimos que D es denso en X si para todo conjunto
abierto U de X, U # 0, se tiene que U N D # ().

Corolario 5.4.4. El conjunto Per (T) es denso en [0, 1].

Demostracion. Sea U # () un conjunto abierto en [0,1]. Sea (a,b) C U, a < b.

Procediendo como en el Corolario 5.4.2, tomamos N € N tal que ZLN < b_Ta. Entonces
existe £ € {0,1,2,...,2" — 1} tal que [2LN, Zz"'—Nl] C (a,b).
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Como TV ([LN iN]) = [0, 1], podemos aplicar el Lema 5.3.3 a la funcion TN en el
™ 5w

intervalo [—N Asi concluimos que existe xg,

¢ l+1
Zo |:2_N’2—N:| C ((I,b) - U,

tal que TV (zq) = zo. O

Definicion 5.4.5. Sea f : X — X. Decimos que f es topolégicamente transitiva

en X si para todo par de conjuntos abiertos no vacios de X, U y V, existe n € N

tal que f"(U)NV # 0.

Hemos interpretado a lo largo de este capitulo, la funciéon f : X — X como la que
define el movimiento: un objeto que esté en la posicion z € X estaré, una unidad de
tiempo después, en la posicion f(x), y asi sucesivamente. Bajo esta dptica una funcion
transitiva da vida a una dindmica muy interesante. Hablando de manera intuitiva,
una funcién que es transitiva mueve puntos de cualquier region U de X a cualquier
otra region V' de X. No lo hace de manera inmediata, es decir, no necesariamente
a la primera aplicacion de f hay puntos de U que van a dar a V. Pero lo que si
es seguro es que aplicando f una cantidad suficiente de veces si habra puntos de U
que viajen a V. Como esto es valido para cualesquiera dos conjuntos abiertos de X,
entonces f estd revolviendo, mezclando, a los puntos de todas las regiones que

componen X.

La funciéon Tienda no es transitiva en R. Consideremos los conjuntos abiertos
U= (-00,0)y V =(0,00). Es inmediato que para todo n € N, T"(U) NV = {). Sin
embargo, si restringimos T al intervalo unitario resulta que ahi esta funcién si es

transitiva.

Proposicion 5.4.6. La funcion T : [0,1] — [0,1] es transitiva en [0, 1].

Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos de [0, 1] abiertos y no vacios.
Existe un intervalo abierto (a, b), a < b, contenido en U. Por el Corolario 5.4.2, existe

N € N tal que TV (a,b) = [0, 1]. De aqui se sigue que TV (U) NV # (. O

Sugerencia. Intentar los ejercicios 5.10.8, 5.10.10, 5.10.11 y 5.10.12.
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5.5. La definicién de caos segiin R. L. Devaney

Sea f: X — X, yseaxg€ X tal que f (xg) = xo.

Decimos que xg es un punto fijo atractor si existe un conjunto abierto U tal que

xo €U, f(U) C U,y para todo z € U se tiene que lim f"(x) = xo.
n—oo

Decimos que xp es un punto fijo repulsor si existe un conjunto abierto U tal que

xo € U y para cada x € U, x # xg, existe n € N, n = n (), tal que f™ (z) ¢ U.
Nota. Los puntos fijos de la funcién Tienda, 0 y %, son ambos repulsores.

Decimos que el punto fijo g es estable (o tiene 6rbita estable) si para todo

e > 0 existe § > 0 tal que si x € B (z0;d), entonces para todo n € N se tiene que
d(f"(z),z0) < e.

La siguiente es una definicién mas general.

Decimos que yo € X tiene 6rbita estable si para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que
para todo x € B (yp,0) y para todo n € N se tiene que d (f" (z), f™ (vo0)) < €.

Yo - - - -

f (o) 12 (o) F? (o)

Figura 5.10: Una 6rbita estable.

Las orbitas estables son, en cierto sentido, ficiles de seguir con un error pequefo.
Supongamos que la orbita de yg es estable. Si queremos seguir la érbita de yg con
un error menor que un valor positivo €, entonces tomemos la condicién inicial & con
un error menor que 6 > 0. Es decir, tomemos z tal que d(z,y0) < d y sigamos la
o(z, f). La informacion que nos dan los elementos de la érbita de z es e-cercana a la
que nos darian los elementos de la érbita de yy. Ademas, la estabilidad de la orbita
de yg nos asegura que dado cualquier € positivo, si podemos encontrar el § positivo

que nos permita este seguimiento e-cercano.
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Nota. Si la orbita de zg € X no es estable, entonces existe €y > 0 tal que para todo
0 > 0, podemos encontrar un punto y € B (z9;0) y un namero natural n tales que
d(f™(xo), f™ (y)) > eg. Como y # xg, entonces también sabemos que x( es un punto

de acumulacion de X.

Proposicion 5.5.1. Sean f : A — A, donde A C R es un intervalo, y rg € A.

Supongamos que f es derivable en x¢ y que f (xg) = xg. Se tiene:

a) Si|f' (x0)|] <1, entonces xg es un punto fijo atractor.
b) Si|f' (zo)| > 1, entonces xo es un punto fijo repulsor.

¢) En el caso a), la orbita de xq es estable. En el caso b), la drbita de xy no es

estable.

Demostracion. Si |f' (zg)| < 1, entonces

o J@) = £ (o)

Tr—2T0 T — ':UO

<1

Como la funcién valor absoluto es continua y f (xg) = xo, tenemos

x) —x
lim L@ =T0) o
Tr—X0 T — ':UO
Sea ¢ un namero real fijo tal que
x)—x
lim L8 =20 .
T—X0 r — X0

Existe 6 > 0 tal que si € B (z9;0) N A, entonces

f(z) — o <.

Tr — X

y asi

|[f(z) — 20| < clz—mol.
Como |f(z) — zo| < 4, tenemos que para todo n € N,

[f" (@) = wo| < " | — ol
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De lo anterior se sigue que g es un punto fijo atractor. Ademés, si 0 < v < 4, entonces
para todo punto = € B (z¢;7) y para todo n € N, se tiene que f™(z) € B (xg;7).

Por lo tanto la orbita de zg bajo f es estable.

Si |f' (zo)| > 1, desarrollamos un argumento similar al seguido antes. Encontramos

c¢>1yd>0tales quesi z € B(z9;0) N A, x # x, entonces
|f (@) — x| > ¢l — x|
Si sucede que para cada i, 0 < i < n, f'(z) € B (z¢;5) N A, entonces
[f" (@) — wo| > " & — 20l

Como ¢ > 1, debe existir N € N, N = N(z), tal que f¥(z) ¢ B (z0;9). Asi g es un

punto fijo repulsor.

Observemos que en este segundo caso podemos concluir también que para cada valor
v, 0 <y < 4§, existen z € B(z0,7) y N € N tales que fV(x) ¢ B (z0;6). Por lo

tanto, la 6rbita de zy no es estable. U

Nota. Los puntos fijos de la funciéon Tienda, 0 y %, son ambos puntos fijos no

estables.

En términos coloquiales podriamos decir que un sistema dindmico discreto donde
todas sus Orbitas son estables es un sistema que se comporta muy bien. A pesar
de que podriamos, al escoger la condicién inicial xg, tener un pequeno error y tomar
10, las Orbitas de estos dos puntos no se separarian demasiado. Por otro lado, la
presencia de algunas o muchas érbitas no estables provocaria, si no escogemos de
manera exacta la condicién inicial, muchos problemas, y haria que el comportamiento

del sistema, a la larga, fuera impredecible o cadtico.

La siguiente definicién la podriamos entender como una no estabilidad que abarca

a todas las 6rbitas por igual.

Definicion 5.5.2. Decimos que f : X — X es sensible a las condiciones iniciales
en X si existe un valor positivo €, fijo, tal que para todo = € X, y para todo § > 0,

existen y € B (x;0) y N € N tales que

d(fN(x), N (y)) = eo.
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Una funcién f que es sensible a las condiciones iniciales no sélo nos dice que todas
sus orbitas son no estables. Hay ademas una suerte de uniformidad en este fenémeno:

El €9 > 0 para la cual falla la estabilidad es el mismo para todas las érbitas.

Sea f : X — X una funcién sensible a las condiciones iniciales. Al valor g5 > 0
que cumple las condiciones de la Definicion 5.5.2 lo llamamos una constante de

sensibilidad de f. Obsérvese que f tiene una infinidad de constantes de sensibilidad.

Proposicion 5.5.3. La funcion T : [0,1] — [0,1] es sensible a las condiciones
iniciales. De esta manera, ninguna orbita bajo T, restringida al intervalo unitario,

es estable.

Demostracion. Sea gg = % Tomemos z € [0,1] y § > 0. Por el Corolario 5.4.2, existe
N € N tal que

™ ((x — 6,2 + )N [0,1]) = [0,1].

Por tanto, existen en el intervalo (x — d,z + 0) N [0, 1] dos puntos, y1, y2, tales que
TV (y1) = 0, T (y2) = 1. De aqui que

TN (@) =TV ()| > =, 6 | TV (@) = T (12)| >

N | —
N =

La siguiente es la definicion de caos dada por R. L. Devaney en 1985 (ver [9]).

Definicion 5.5.4. Decimos que f : X — X es una funcién cadtica, o que genera un

sistema dindmico discreto cadtico, si se cumplen las siguientes tres condiciones:

a) El conjunto Per (f) es denso en X,
c) f es transitiva en X,y
d) f es sensible a las condiciones iniciales en X.
Proposicion 5.5.5. La funcion T : [0,1] — [0,1] es cadtica en [0,1].

Demostracion. Se sigue de lo hecho en el Corolario 5.4.4 y en las proposiciones 5.4.6
y 5.5.3. O
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Sugerencia. Intentar los ejercicos 5.10.13 y 5.10.14.

Para una discusiéon méas profunda de la definicién de caos dada por Devaney recomen-
damos leer los articulos [3], [24] y [36]. El trabajo de S. Ruette (ver [32]), contiene
una detallada y muy recomendable introduccién a los sistemas dindmicos discretos

definidos en subconjuntos de la recta real R.

5.6. El conjunto de los puntos atrapados

La siguiente definiciéon es muy 1util cuando estudiamos funciones definidas en el es-

pacio R™. La redactamos para funciones en R s6lo por comodidad.

Definicién 5.6.1. Dada f : R — R, el conjunto de todos los puntos x cuya 6rbita
estd acotada lo llamamos el conjunto de los puntos atrapados o el conjunto de

los puntos prisioneros. Este conjunto lo denotamos con J(f). Es decir,

J(f) ={x €R:o(x, f) esta acotada} .

Observemos que si x € J(f), entonces f(x) también estaen J(f), yaquelao(f(z), f)
esta contenida en la o(z, f). De aqui se sigue que f(J(f)) C J(f).

Por otro lado, sea x en J(f). Si existe y tal que f(y) = x, entonces y también esta
en J(f), ya que
o(y, f) ={y}Vo(z, f).

Asi, si se tiene que J(f) C f(R), entonces J(f) C f(J(f)), y con ello estos dos

conjuntos son iguales. Es decir, J(f) es un conjunto invariante bajo f.

Tal vez la importancia de este conjunto de puntos atrapados se vea si recordamos
que para la funcion Tienda se tiene que J(T) = [0,1]. Y es precisamente en este
conjunto donde 7' tiene una dinamica caltica, y fuera de él su dindmica es muy

sencilla.

Nota. Si la funcion f esta definida en los ntimeros complejos, f : C — C, y la regla

de correspondencia de f se expresa de forma polinomial,

f(2) =ap+ a1z +ag2® + - +ayz",
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con N > 2y ay # 0, entonces J(f) es conocido como el conjunto de Julia? lleno
de f, y la frontera de J(f) es el conjunto de Julia de f.

Ejemplo 5.6.2. Sea P : R — R la funcién
dada por

3/2 - \

IA
Dl—= D=

P () 3z, six
€T =
3—3x, six>

Estudiaremos a  continuacién  algunas 1
propiedades dindmicas de esta funcién.
En primer lugar nos interesa descubrir la
estructura del conjunto J(P). En particular,
demostraremos que este conjunto es un fractal.

Una vez cumplida esta tarea demostraremos

que P restringida a J(P) es caotica.

W=
(SIS

En la Figura 5.11 el lector puede ver la grafica
de la funcion P : R — R. De aqui en adelante
la letra P soélo la utilizaremos para designar Figura 5.11: La funcion P(z).

esta funcion.

Las graficas de P y T son muy parecidas. La tnica diferencia es la altura que alcanza
el pico que ambas tiene en el punto x = % Sin embargo, el conjunto de los puntos

atrapados de una y otra es muy distinto.

Las demostraciones de las siguientes cuatro observaciones son casi inmediatas.

i) Para todo x < 0 se tiene que P(z) < z. Mas atn, para todo n € N se tiene que

P"(z) = 3"z. Asi, lim P"(z) = —oo0.

2JuLia Gaston Maurice (1893-1978). Matematico francés. Julia fue un precursor en la teoria de
los sistemas dindmicos complejos y en lo que hoy se conoce como fractales. Fue uno de los primeros
en estudiar estos temas y explicar como a partir de cualquier funciéon compleja se puede fabricar,
por medio de una sucesiéon definida por induccion, un conjunto cuya frontera es imposible de dibujar
a pulso (por ser de longitud infinita, entre otras propiedades).

Su notoriedad culminé al ser publicado su articulo informe sobre la iteracién de las funciones
racionales (“Mémoire sur l'itération des fonctions rationnelles”) en la revista francesa de mateméa-
ticas Journal de Mathématiques Pures et Appliquées. Este articulo de 199 péginas le permitié ser
galardonado por la Academia de las Ciencias Francesa.
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ii) Siz > 1, entonces P(z) < 0. Por lo tanto para estos puntos también se concluye

que lim P"(z) = —oo.
n—oo
iii) Los tnicos puntos fijos de P son 0y %, y ambos son repulsores.

iv) Sixz € (3,2), entonces P(z) > 1y, nuevamente, lim P"(z) = —oo.
n—oo

Sobre el conjunto J(P) hasta ahora sabemos lo siguiente:

1 2 3
P = =1 - P).
swrclogulzal v {od}car
Llamamos A; a la unién de los intervalos [0, %] y [%, 1].

,%] en el intervalo [0,1] de manera lineal,
haciendo crecer las distancias por un factor de 3. El intervalo abierto (%, %) es trans-

formado bajo P en el intervalo (%, %) Asi, J(P)N (%, %) = (. Algo similar le sucede

La funcién P transforma al intervalo [O

al intervalo [%, 1] .

Sea Ajs la unién de los 22 intervalos [0, %], [%, %], [g, %] y [S, 1]. Cada uno de estos
intervalos es transformado bajo P? en el intervalo unitario. Este hecho provoca que
el tercio de en medio de cada uno de ellos esté formado por puntos que no estan
en J(P). Con esta informacion podemos definir A3 como la unién de 23 intervalos
cerrados de longitud (%)3, tal que P3 transforma a cada uno de ellos en el intervalo

unitario, y tal que el conjunto J(P) esta contenido en As.

Podemos continuar el proceso anterior indefinidamente, quitando en cada paso puntos
cuya orbita no esté acotada. Los conjuntos A,, que se van formando son precisamente
los que se utilizan en la construccion del conjunto de Cantor clasico, que denotamos
con la letra C. Como para todo n € N se tiene que J(P) C Ay, entonces J(P) C C.

Por otro lado, si z € C entonces para todo n € N, x € A, y por ello P"(x) € [0,1].
Esto implica que la orbita entera de z esta en [0,1], asi x € J(P). Por lo tanto,

J(P) =C.

Como J(P) estéa contenido en la imagen de R bajo P, entonces J(P) es un conjunto

invariante de P.

Asi nuestra funcién P nos ha proporcionado un conjunto invariante que es a su vez un

conjunto fractal. Haremos algunos comentarios sobre este interesante hecho un poco
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més adelante. Por lo pronto nos interesa convencer al lector de que P, restringida a
J(P), es una funcién cadtica. Asi el conjunto de Cantor clasico es el escenario donde

se lleva a cabo un sistema dindmico discreto cadtico.

A cada punto de J(P) le vamos a asignar, mediante una funcién ¢, una sucesion
infinita formada solamente por ceros y unos. Sea xy un punto en J(P). Observemos
que para todo n € N se tiene que P" (xq) estéa en el intervalo [0, %} o en el intervalo

[%, 1]. La idea es asignar un 0 6 un 1, segin P"(z() se encuentre en el primer o en

el segundo intervalo.

Sean Iy = [O, %] yI = [%, 1]. Entonces

¢ (v0) =1t = (to, t1,t2,...),

donde las coordenadas de t se definen de la siguiente manera: para cada n > 0,

0, si P(x) € I,
ty, =
1, si P"(xo) € L.

Sea

Yy = {f: (to,t1,t2,...) : para cada n > 0,t, € {0, 1}}

Ya habiamos visto este espacio antes: es el espacio de los cédigos. Recordemos que

la métrica esta dada por
o [tn — snl
RPN n - °n
d (t’ 8) = Z 3n ’
n=0
donde t = (tg,t1,ta,...) v 5 = (50,51, 52,...).

A la sucesion ¢ (zg) = t = (tg,t1,%2,...) se la llama, también, el itinerario de .
Si lo pensamos un poco este nombre tiene mucho sentido. El punto zg sélo puede
viajar, al aplicarle P varias veces, a dos ciudades, Iy e I. El valor que asuma ¢,

nos dird de manera inmediata en cual de estos dos destinos se encuentra P™ ().

Las siguientes cuatro proposiciones contienen las propiedades mas importantes de la

funcion ¢ : J(P) — X5. La meta es mostrar que ¢ es en realidad un homeomorfismo.

Proposicion 5.6.3. ¢ : J(P) — Xq es una funcidn inyectiva.
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Demostracion. Sean g y yo dos puntos en J(P) tales que £ = ¢ (xg) = ¢ (yo) = 4.
Entonces para todo n > 0 se tiene que t, = s,. De aqui se sigue que para cada

n €N, P"1(z9) y P! (yo) estan ambos en Iy o ambos en I;. Entonces
[P (20) = P" (yo)| = 3|P"~" (x0) — P" (o) -

Y como para cada i, 0 < i < n — 2, se tiene que P (z¢) y P (yo) estdn ambos en Iy

o ambos en I, entonces tenemos que
|P" (x0) — P" (yo)| = 3" |zo — yol -
De aqui se sigue que para todo n € N, |xg — yo| < 3% Por lo tanto xg = yo. O

Proposicion 5.6.4. ¢ : J(P) — X9 es una funcion suprayectiva.

Demostracion. Observemos primero que si E = [a,b] es un intervalo contenido en
[0,1], entonces existen dos intervalos Ey C Iy y By C I tales que P (E;) = E,
i =0,1. Ademas la longitud de cada FE; es un tercio de la longitud de E.

Para los intervalos Iy e I; existen dos intervalos en Iy, que llamaremos Iyg e Io1,

tales que P (Iog) = Ip y P(lo1) = I, y existen dos intervalos en I;, que ahora

llamaremos Iy e I11, tales que P (Ig) = Ip y P (I11) = I;. La longitud de cada uno
1

) 2 .. .
de estos cuatro intervalos cerrados es (3) . La union de los cuatro intervalos nos da

el conjunto As.
En el siguiente paso existen cuatro intervalos en Iy, llamados Iygg, Loo1, Lo10 € Lo11,
tales que la funciéon P transforma de la siguiente manera:

Iooo — loo, Toor — Io1, [lowo — 10,  lo11 — In1-

De manera anéloga existen cuatro intervalos en I; que se comportan de manera

similar a los cuatro anteriores.

En este paso ya tenemos 2% intervalos de la forma Isysy sy, Si € {0,1} para 0 < ¢ < 2

tales que P (I5ys,s,) = Is sy, v la longitud de cada uno de ellos es (%)3

Obsérvese que si & € Igs,s,, entonces z € Iy, P(x) € Iy, y P*(z) € I,.
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En el paso n de esta construccion obtenemos 2™ intervalos de la forma I s, 5.5, 1,
s; € {0,1} para 0 <i <n — 1, tales que

P (1808182---8%1) = Is55.80-15

y la longitud de cada uno de ellos es (%)"

Ademas, si * € I4ss,..5,_, entonces © € Iy, P(x) € Iy, P?(x) € I,,, y asi hasta
que P"1(z) esta en I

Sn—1"

Ahora si demostraremos que ¢ es suprayectiva.

Sea t = (to,t1,t2,...) un punto en Yo. Sea n € N y consideremos el intervalo

It()tltz...tn .

~

Observemos que si z es un punto en J(P) tal que x € Iy44,..4,, entonces o(x) y t

tienen iguales las primeras n + 1 coordenadas.

Como para cada n € N se tiene que el intervalo Iy ¢, 4, estd contenido en el
. ., o0 ., .

intervalo Iy,4 5.4, ,, la coleccion {Itotltz...tn}n:o forma una sucesiéon de intervalos
cerrados encajados, cada uno de ellos distinto del vacio. Sabemos también que la
longitud del intervalo I;t,+,..+, tiende a cero cuando n tiende a infinito. Entonces la

interseccion
o
ﬂ Itotltz tn
n=0

es exactamente un punto, que llamaremos xg.

Por la forma en que encontramos a xg se sigue que xg € J(P) y que ¢ (x0) es t. O

Proposicion 5.6.5. ¢ : J(P) — Xa es una funcidn continua.

Demostracion. Sean xqg € J(P), ¢ (x) =1t = (to,t1,t2,...) y € > 0.
=1
Existe N € N tal que Z 7 <€
n=N+1
Consideremos el intervalo I;s,¢,. ¢, Este es uno de los 2N intervalos que componen
1)N+1.

Ap. Su longitud es (g
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Observemos que si  y y son dos puntos de J(P) tales que también estan en Iy, 4, .ty

entonces p(x) vy ¢(y) coinciden desde la primera hasta la coordenada N. Entonces

o)

del) e < 3 o <<

n=N+1

Sea § > 0 tal que
(o — 0,20 +0) VAN C ILigtyty. .ty

Si|zg—x| <dyaxe J(P),entonces © € Iy, 1y ¥ dlp (o), p(z)) <e. O

Proposiciéon 5.6.6. ¢! : 3y — J(P) es una funcion continua.

Demostracion. Sean t = (tg,t1,ta,...) € Lo y & > 0.

Como la longitud del intervalo Iy, ¢,..+, tiende a cero cuando n tiende a infinito,

existe IV € N tal que la longitud de I;y,¢,..t, €s menor que €.

Sea § = ?%N Observemos que si § € J(P) es tal que d (f, §) < 6, entonces para cada
i, 0 <1i < N, se tiene t; = s;. Esto implica que ¢! (3) también esta en el intervalo

Ligtyts..1n - Por ello la distancia entre ¢! (f) v "1 (8) es menor que ¢. O

La demostracion del siguiente resultado es inmediata a partir de las proposiciones
5.6.5y 5.6.6.

Corolario 5.6.7. La funcion ¢ : J(P) — X3 es un homeomorfismo.

La siguiente observacién nos permitira definir una funciéon del espacio Yo en si
mismo. Sea = en J(P). La idea es encontrar una relacion entre los itinerarios de
x y de P(x). Supongamos que p(x) = (to,t1,t2,t3,...); entonces es inmediato que
o(P(x)) = (t1,ta,ts,...). La orbita de P(x) siempre va un paso adelante de la érbita

de z.

Es natural, entonces, definir la funcién o : 39 — Yo como

o ((to,t1,ta,ts,...)) = (t1,t2,t3,...).

El punto o (f) tiene una infinidad de coordenadas. Para encontrarlas sélo quitamos

la primera coordenada de ¢, ty, y desplazamos todas las demas un lugar hacia la
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izquierda. Asi, o : X9 — X es conocida como la funcién desplazamiento o como

la funcién corrimiento.

La demostracion de que esta funciéon es continua no es tan dificil, y se invita al lector

a hacerla en el ejercicio 5.10.16.

Para cada punto x € J(P) se tiene que ¢(P(x)) = o(¢(x)). Esta igualdad es la clave
para descifrar la dinamica de P restringida al conjunto de los puntos atrapados. Este
hecho es tan importante que merece una definicién que tome en cuenta a muchos

posibles casos semejantes.

Definicién 5.6.8. Sean f: X — X y g:Y — Y dos funciones continuas definidas
en sendos espacios métricos. Decimos que las funciones f y g son topolégicamente
conjugadas, o simplemente conjugadas, si existe un homeomorfismo h : X — Y

tal que para todo punto = € X se tiene que h(f(x)) = g(h(z)).

La condicién de conjugacion a veces se expresa diciendo que el diagrama de la figura

adjunta es conmutativo.

Sif: X —Xyg:Y —Y son dos funciones conjugadas, 7
entonces las propiedades dindmicas de f son esencialmente X ———>X
iguales a las propiedades dindmicas de g. Dedicaremos la si-

guiente seccién de este capitulo a darle cuerpo a esta afirma- " h
cion. En particular, demostraremos que, bajo esta hipotesis,

la funcién f es caodtica en X si y solamente si la funcion g Y — 7 Y

es cabdtica en Y.

Las funciones P : J(P) — J(P) y 0 : ¥3 — X son conjugadas. Para demostrar que

P es cadtica en J(P), demostraremos primero que o es cadtica en Y.

Proposicion 5.6.9. El conjunto de puntos periddicos de o es denso en Xo.

Demostracion. Sean t = (tg,t1,t,...) € X9 y € > 0.
o
. 1 o
Existe N € N tal que Z n < g. Considérese en Y5 el punto
n=N+1
s = (t07t17t27"'atN7t07t17t27"'atN7t07t17t27"')7

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS



5.6. El conjunto de los puntos atrapados 177

donde la cadena finita de coordenadas tg,t1,t2, ..., tx se repite indefinidamente.

Es inmediato que oV *1 (8) = § y que la distancia de  a § es menor que €. U

Proposicion 5.6.10. La funcidn o : 3o — o es transitiva.

Demostracion. Sean t = (tg,t1,t2,...) v § = (80,51,82,...) dos puntos en Y, y
e>0.

oo

1
Sea N € N tal que Z 30 < e. Considérese el siguiente punto en Xs:
n=N-+1
U= (to,t1,t2, .., tN, 80, 51,52, -+, SN, UIN 2, ) -

Por la forma que le hemos asignado al punto @ sus coordenadas, las siguientes

desigualdades son inmediatas:
d(t,a)<e y d(30 M (3) <e
Por lo tanto, o : X9 — Y9 es transitiva. O

Proposicion 5.6.11. La funcidn o : Yo — Yo es sensible a las condiciones iniciales.

Demostracion. Tome €y = 1. Esta va a ser nuestra constante de sensibilidad.

Sean t = (to,t1,t2,...) € ¥o y 0 > 0. Demostraremos que existen un punto §, que
esté a distancia menor que ¢ de ¢, y N € N tales que d Cal (f) ;o (3)) > eo.

[e.e]

1
Sea N € N tal que Z an < 6. Consideramos ahora un punto § tal que sus primeras
n=N

N coordenadas coincidan con las primeras N coordenadas de t,

8= (to,t1,t2, -, tEN_1, SN, SN41,--5) 5
y tal que el valor de sy sea distinto del valor de .
Obsérvese que la distancia de ¢ a § es menor que §. Ademés, como o™V (f) y oV (3)

difieren en la primera coordenada, d (O’N (f) ,oN (§)) > 1. O

De las tres proposiciones anteriores se sigue que la funcion o es cadtica en Yo.
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5.7. Equivalencia topolbgica

Varias son las propiedades dindamicas que se preservan a través de la equivalencia
topologica. Dedicaremos por entero esta seccion al estudio de algunas de ellas. La
hipoétesis para todos los resultados contenidos en esta seccidn es la siguiente: los
espacios X e Y son compactos y las funciones f : X — X y g :Y — Y son

conjugadas bajo el homeomorfismo h: X — Y.
Proposicion 5.7.1. Para todo n € N y para todo x € X se tiene que
h(f*(x)) = g"(h(z)).
Demostracion. Procederemos por induccién. Como f y ¢ son conjugadas, la afirma-

cion es cierta para el caso n = 1.

Sea k € N. Supongamos que para todo x € X se tiene que h (fk(:n)) = g8 (h(x)).

Entonces

B/ @) =8 (£ (@) = ¢ (h(F @)
= ¢ (g(h()) = 6" (h(a)). O

Proposicion 5.7.2. Las funciones g : Y — Y y f: X — X son conjugadas bajo el

homeomorfismo h™1: Y — X.

Demostracion. Demostraremos que para todo y € Y se tiene que

Aplicando el homeomorfismo A™! a los extremos de la expresiéon anterior obtenemos
la igualdad R (g(y)) = f (A" (y)) . O

Proposicion 5.7.3. El conjunto Per(f) es denso en X si y sdlo si el conjunto Per(g)

es denso en Y.
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Demostracion. Gracias a la Proposicion 5.7.2 es suficiente demostrar que si Per(f)

es denso en X, entonces Per(g) es denso en Y.

Sea U C Y un conjunto abierto y distinto del vacio. Entonces h=1(U) es un subcon-
junto de X que es también abierto y distinto del vacio. Como Per(f) es denso en X,

existe en A~ 1(U) un punto periédico zg de f.

Sea N € N tal que f~ (x) = xo. Entonces h (z0) = yo es un punto en U y

g™ (o) = g™ (h(20)) = h (fN (x0)) = h (20) = yo.
Asi, yo es un punto peridédico de g que esta en U. O

Proposicion 5.7.4. La funcion f es transitiva en X si y sdlo si g es transitiva en
Y.

Demostracion. Es suficiente demostrar que si f es transitiva en X, entonces la fun-

cién g es transitiva en Y.

Sean U y W dos conjuntos abiertos, no vacios, en Y. Entonces los conjuntos h=1(U)

y h=Y(W) son no vacios y abiertos en el espacio X.

Como f es transitiva en X, existen xg en h~1(U) y N, un niimero natural, tales que
fN (o) estéd en A= (W). Entonces h (zg) € U y gV (h(20)) = h (fV (z0)) € W. De
aqui se sigue que g™ (U)NW # 0. O

Proposicion 5.7.5. La funcion f es sensible a las condiciones iniciales en X si y

solo si g es sensible a las condiciones iniciales en Y .

Demostracion. Nuevamente es suficiente demostrar sé6lo una de las implicaciones.

Supongamos que f es sensible a las condiciones iniciales en X. Sea g > 0 una

constante de sensibilidad para f.

Como Y es un espacio compacto y h™':Y — X es continua, entonces h™! es

uniformemente continua® en Y. Para el valor gy, existe &g > 0 tal que para

3Sean X e Y espacios métricos y f : X — Y. Se dice que la funcién f es uniformemente
continua en X siy solo si

Ve >0, 30 > 0:Va,be X, dx(a,b) <0 implica que dy(f(a),f (b)) <e.
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toda pareja de puntos y; e y2 en Y tales que dy (y1,y2) < dp, se tiene que
dx (b1 (y1) . h 1 (12)) < eo-

Demostraremos que dp es una constante de sensibilidad para g : Y — Y.

Sean yo un punto en Y y v > 0. Sea U = B (yp;). El conjunto U es abierto en Y.
Sea zo = h™! (yo).

El conjunto h=(U) es abierto en X y contiene al punto xo. Por lo tanto, existen
1 € h"1(U) y N € N tales que

dx (fN (o), fN (z1)) > eo.
Los correspondientes puntos h (zg) = yo y h (z1) estan en U. Ademés, como
dx (b (g™ (0)) s h ™ (g™ (B (21)))) = dx (£ (wo), N (21)) > e,

se tiene que
dy (9" (y0), g™ (h(21))) = 0. O

Ahora la demostracion del siguiente corolario es inmediata.

Corolario 5.7.6. La funcion f es cadtica en X si y sdlo si g es cadtica en'Y .

Otra afirmacién que ya podemos facilmente demostrar es la siguiente:

Corolario 5.7.7. La funcion P es cadtica en el conjunto de los puntos atrapados
J(P).

Demostracion. Las funciones P : J(P) — J(P) y o : ¥3 — X9 son conjugadas.

Como o es cadtica en Yo, entonces P es cadtica en J(P). O

5.8. Conjuntos invariantes repulsores

El conjunto de los puntos atrapados de la funcion P : R — R, J(P), tiene dos

propiedades interesantes.
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La primera lo hace un conjunto invariante repulsor. Sabemos que si  es un punto

fuera de J(P), entonces lim P"(x) = —o0.

Dado ¢ > 0, un valor fijo, N(J(P);¢) representa la nube de radio ¢ alrededor de
J(P). Obsérvese que para todo punto x en N(J(P);e)\ J(P), existe N, que depende
de z, tal que PN (z) ¢ N (J(P);e).

Esta situacién es exactamente la misma que tenemos cuando hablamos de un punto

fijo repulsor. Ahora lo que tenemos es un conjunto invariante repulsor.

La segunda es que J(P) es el conjunto de Cantor clasico, J(P) = C. Este fractal ya lo
habfamos visto antes como el conjunto atractor de un SIF. Nuestra meta es mostrar
que es posible definir un SIF particular, a partir de la regla de correspondencia de

la funcion P : R — R, que tiene como atractor precisamente a J(P) = C.

La funcién P : R — R,

9

P (@) 3x, six <
€T =
3—3x, six>

DN[—= D=

9

estd muy lejos de tener una funcion inversa: P no es ni inyectiva ni suprayectiva. Sin
embargo, si nos restringimos al conjunto {m rx < %}, P(z) = 3z, la inversa de esta
funcion es wy () = £. Si nos restringimos al conjunto {z : z > %}, P(z) =3-3xz. La
inversa es wy(r) = 1 — . Obsérvese que ambas funciones son contracciones definidas
en todo R.

Esto nos lleva a proponer el siguiente SIF'

{R; wi(z) = g, wa(z) =1— g}
Como wi(C) = (€N [0,1]) y wa(C) = (CN [3,1]), entonces C = w;(C) Uws(C). Asi,

el atractor del SIF es el conjunto de Cantor C.

La funcion que a cada conjunto A le asigna el conjunto F'(A) = wi(A)Uwa(A) es una
contraccion en el espacio de los subconjuntos compactos de R. A partir de cualquier
conjunto compacto A, la sucesion de conjuntos { F(A)} seré convergente al conjunto
de Cantor C.

Hablando intuitivamente, F' no se puede pensar como una funcién cuando se aplica

a un punto, ya que esta funcién toma un conjunto con un tnico punto y lo envia a
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un conjunto con dos puntos. Sin embargo al haber sido construida como el resultado
de un esfuerzo por encontrarle una inversa a la funcion P : R — R, F si tiene una
propiedad importante: atraer a todos los conjuntos compactos hacia al conjunto C.
Esto es precisamente lo inverso de lo que hace P, que es alejar del conjunto C a todos

los puntos que no estan en ese conjunto.
Apliquemos la misma idea a la funcién Tienda.

La funciéon inversa de z — 2r es wi(z) =73, y la inversa de z — 2 —2x es

wz(z) = 1 — . Ambas funciones son contracciones definidas en todo R.

Consideremos el siguiente SIF:

{]R; wi(x) = g, wo(x) =1-— g}

Observemos que wi([0,1]) = [0,3] ¥ w2([0,1]) = [3,1]. Por lo tanto, el atractor del
SIF es el intervalo unitario. Este conjunto es precisamente el conjunto de puntos
atrapados de Ty, como el conjunto de Cantor en el ejemplo anterior, se comporta,

bajo T, como un conjunto invariante repulsor.

Vale la pena aqui hacer la siguiente observaciéon: Es cierto que el SIF

{R; wi(z) = g, wa(x) =1— %}

tiene como atractor el conjunto [0,1], pero no es el tnico SIF que tiene esta

propiedad.

Tomemos por ejemplo el SIF:
_|_

b

El atractor también es el intervalo unitario. Sin embargo, al intentar encontrar una

DO | =

{R i) = 5. mle) =

x
2
funcion del intervalo [0,1] en si mismo que sea una suerte de inversa, es decir que
cumpla el papel de la T para el SIF anterior, se presenta un problema. Si x € [0, 1]
es tal que z < %, entonces la inversa se construye a partir de la funcién 1, ya que

x € 71([0,1]) \ v2([0,1]). Si = € ¥2([0,1]) \ 71([0, 1]), entonces la inversa se propone a

partir de la funcién ~,.
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Siguiendo estos pasos, la inversa va quedando

con esta regla de correspondencia:

2x si$<%,
f (@) = 1

20 -1 siz>3.
Figura 5.12: Grafica de f.

Obsérvese que no hay forma de definir la funcién en el punto % para lograr que f

sea continua. El problema radica en que 3 es elemento tanto de v1([0,1]) como de
v2([0,1]). La primera dice que la inversa debe enviar el punto % al 1, y la segunda

dice que hay que enviarlo al 0.

Cuando estamos en el SIF
T z
—, wolx)=1-— —}

{R; wi(z) = 5 5

esto no sucede, ya que ambas inversas envian el punto % al valor 1. Y asi la inversa
es una funcion continua en el atractor [0, 1] que, ademaés, se puede extender a una

funcién continua en todo R, dando lugar a la funcién Tienda.

5.9. Un ejemplo en el plano

En esta seccion, a partir de dos de los sistemas iterados de funciones que presen-
tamos en la seccién anterior, definiremos un SIF en el plano. Discutiremos cuél es
su conjunto atractor, (que llamaremos A). Y por tltimo, intentaremos definir una

funcion G : R? — R? tal que tenga a A como su conjunto de puntos atrapados.

Consideremos el SIF {R2; , Fy, 3, F4}, donde

Ay = (5.5). Bya,y) = (1-3.5).
Beo= (312, Rea=(-5-8)

Cada una de las funciones F; : R? — R2, 1 < i < 4, es una contraccion.

Para encontrar el conjunto atractor, tomaremos el conjunto compacto

B =10,1] x [0,1] y le aplicaremos la funcion
B — F(B) = F1(B) U F»(B) U F3(B) U Fy(B)
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varias veces para descubrir hacia dénde converge la sucesiéon de imagenes.

Observemos que cada F; es una transformacion lineal que envia rectas verticales
en rectas verticales y rectas horizontales en rectas horizontales. Cada una de estas

funciones transforma a B en un rectangulo:

FB) = [0.4] % [0.3]. B(B) = [2.1] x [0.3].
Fy(B) = [0.4] x [3.1]. FuB) = [2.1] x [4.1]

Asi, F(B) = [0,3] x [0,1] U [2,1] x [0,1].

Obsérvese que cada segmento de recta vertical L = {(z,y) : x = 20,0 <y < 1} se

transforma bajo F' en dos segmentos:

R(D)UR(EL) = {@y) v =20<y <1}

Fy(L) U Fy(L) = {(:E,y)::pz 1- %,ogyg 1}.

Asi, desde el punto de vista de la primera coordenada se va formando el conjunto
de Cantor C, y desde el punto de vista de la segunda coordenada el intervalo [0, 1]

queda invariante (ver Figura 5.13).

L gk

Figura 5.13: Imagenes de B al aplicarle la funcion F.

Concluimos que el atractor del SIF es el conjunto A =C x [0, 1].

Nuestra siguiente meta es definir una funciéon G : R? — R? con las siguientes carac-
teristicas: continua en todo R?; su conjunto de puntos atrapados es exactamente A;
cadtica si la restringimos a A; y, por dltimo, que se comporte como un conjunto

repulsor.

El primer paso es definir G en los puntos del atractor A.
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Como F(A) = F1(A) U Fy(A) U F3(A) U Fy(A), entonces las inversas de cada una de
estas cuatro funciones nos dicen como definir G. Sea (z,y) € A. Si (z,y) € Fi(A) y
(z,y) no es elemento de la union Fy(A) U F5(A) U F4(A), entonces definimos G en
(z,y) con la regla de correspondencia de la inversa de F}. Esta idea nos lleva a esta

primera version de G: Sea (z,y) € A; entonces,

(3z,2y), si0<z<i0<y<i,

G(ﬂj‘y): (3—3$,2y), Sl%§$§170§y<%7
’ (3z,2 — 2y), si0<z<i,3<y<l,

(3 —3x,2 —2y), 51%§x§1,%<y§1.

Ahora nos fijamos en los puntos que estan en alguna interseccion F;(A) N F;(A),
i#j.
Sea (xo, %) € Fi1(A) N F3(A). El lector puede comprobar que ahi las dos inversas

coinciden y sugieren enviar este punto a (3zg, 1). Para puntos (z¢, 3) en i (A)NF3(A)

la situaciéon también se resuelve satisfactoriamente.

Extendemos las cuatro reglas de correspondencia que definen a la funcion G, primero

a todo el conjunto A y luego a todo el plano. La nueva G se ve asi:

(3z,2y), siz<iy<i

o B (3 —3x,2y), si 3 <zy<i,
(=.9) = (32,2 — 2y) siz<il<

) Y), >5,5>Y,

(3 —3x,2 —2y), si%ﬁx,%gy.

Observemos que en la funcion G(z,y) = (G1(x,y), G2(x,y)) sucede que G1(z,y) solo
depende la variable z y Ga(x,y) sélo depende de y. De hecho, G se puede expresar

G(z,y) = (P(2),T(y)),

donde P y T son las funciones que hemos estudiado en buena parte de este capitulo.

Para cada punto (z,y) y para cada n € N se tiene que G"(z,y) = (P"(z),T"(y)).
Si un punto (xg, yo) no pertenece a A = C x [0, 1], entonces zg ¢ C 6 yo ¢ [0,1]. En
el primer caso lim P™(xy) = —oo, y en el segundo caso lim 7" (yo) = —oo. En
cualquiera de lag_cif)os situaciones se tiene que nh_{{)lo |G™ (x0, y(?)—|>o:o 00. Asi, el conjunto

A es invariante bajo G y es repulsor.
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Proposicion 5.9.1. La funcion G restringida al conjunto C x [0,1] = A es cadtica.

Demostracion. Paso 1. Sean (x,yo) un punto en C x [0,1], y € > 0.
Existe § > 0 tal que ((xg — 0,20 +9) X (yo — ,y0 + ) N A) C B (xg;¢) N A.

Sea 1, un punto periodico de P de periodo N, contenido en (xg — d,xg + 0), y sea

y1 un punto periodico de T de periodo M, contenido en (yg — J,y0 + 9).
Entonces (z1,91) € B (z0,6) N Ay GNM (21,91) = (x1,91)-

Paso 2. Sean (x9,y0) v (x1,y1) dos puntos en C x [0,1], y sea ¢ > 0. De-
mostraremos que existe n € N tal que G™ (B ((zo,y0) ;¢) N A) interseca el conjunto
B ((z1,51);€) NA.

Como en el paso 1, consideremos ¢ > 0 tal que (xg — §, 29 +0) X (yo — d, 50 + )N A
esta contenido en B ((zo,y0) ;) N A.

Entonces existe N tal que uno de los intervalos utilizados en la definicién de
J(P) = CC, Lyt t,..t,, esta contenido en (zg — J,zg + 9).

De aqui se sigue que PV T ((zg — 8,79 + &) N C) = C (ver Ejercicio 5.10.19). También
sabemos que existe M € N tal que T ((yo — 6,50 + &) N [0,1]) = [0,1].

Tenemos, entonces, que GNTM (29— 6,20 +6) x (yo — 6,50 +5) N A = A. Por lo
tanto, GN*M (B (zg;¢) N A) = A. De aqui se sigue que

GNTM (B ((w0,50)3€) N A) N (B ((x1,11) 38) N A) # 0,

y con ello que G es transitiva en A.

Paso 3. Sea gy > 0 una constante de sensibilidad para la funcion 7' : [0, 1] x [0, 1].
Demostraremos que este mismo valor sirve como constante de sensibilidad de la

funcién G restringida al conjunto A.

Sean (zp,yop) en C x [0,1] y § > 0. Entonces existen un punto y; en el intervalo
(yo — 0,50 +6) N [0,1] y N € N tales que [TV (yo) — TV (31)| > 0.

De aqui es inmediato que d (GN (z0,70) , G (20, yl)) > 9. O
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5.10. Ejercicios y algunos comentarios

1. Sea f:[0,00) — [0,00). Demuestre que si f es suprayectiva, entonces f tiene,

al menos, un punto fijo.

2. Sea f : R — R. Demuestre que si Per (f) = (), entonces una de las siguientes

dos opciones se cumple:

a) para todo x € R, se tiene que lim f" (z) = oo;
n—oo

b) para todo z € R, lim f"(x) = —oc.

3. Sea X = (0,1)x(0,1). Muestre, si es que existe, un homeomorfismo f : X — X

sin puntos fijos.
4. Muestre, si es que existe, un homeomorfismo f : [0,1) — [0, 1) sin puntos fijos.

5. Si zp € Per (f), entonces cada punto y € o (xzg, f) es también un punto perio-

dico de f del mismo periodo de xg.

6. Muestre una funcion f : R? — R? tal que si tenga puntos de periodo 2 pero no

tenga puntos fijos.

7. ;Verdadero o falso? Sea f : [0,1] — [0, 1]. Supongamos que f es un homeomor-

fismo. Entonces, si z¢ € Per (f), el periodo de xg s6lo puede ser 1 6 2.

8. Sean A=[0,1]x[0,1]CcR? y F:A—A la funcion dada por
F(z,y) = (T(x),T(y)). Demuestre que Per(F) es denso en A.

;, Cuantas orbitas periodicas de periodo 3 tiene F'?
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5. Breve visita a los sistemas dindmicos discretos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

El conjunto {1,2,3,4} es una érbita de periodo 4 en cada una de las dos graficas
que aparecen en la figura anterior. Una de ellas es la grafica de una funcion
que tiene oOrbitas periddicas de todos los periodos y la otra es la gréifica de una
funcién que soélo tiene érbitas periddicas de periodos 1, 2 y 4. Identifique cual

es cudl.

Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcién transitivaen X y U C X

o0
un conjunto abierto no vacio. Demuestre que la union infinita (J f~"(U) es
n+1
un conjunto abierto y denso en X.
Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién transitiva en X. Sea
N un nimero natural fijo. Considere, en X, N conjuntos abiertos no vacios,
Ui,...,Un, que sean disjuntos dos a dos. Demuestre que existe un punto xg

en X tal que su o6rbita visita todos estos conjuntos.

Sean A un subconjunto de X y £ un ntmero positivo. Decimos que A es un
conjunto e—denso en X si para todo x € X, existe a € A tal que d(z,a) < e.
Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcién transitiva en X y € > 0.
Demuestre que existe g € X tal que la o (zg, f) es un conjunto e-denso en X.

Los ejercicios 5.10.11 y 5.10.12 nos dicen, de alguna manera, que el concepto de
transitividad y la existencia de érbitas que recorran casi densamente el espacio

estan relacionados.

Sea X un espacio métrico compacto sin puntos aislados, y sea f : X — X.
Entonces f es transitiva si y solo si existe un punto en X cuya orbita forma un

conjunto denso en X. La demostracién de este resultado se puede consultar en
[6].

Sea f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = 2. Encuentre todos los puntos con
orbita estable bajo f.

Demuestre que la funciéon Tienda es sensible a las condiciones iniciales en todo

R.
Sea f:R — R. Si J(f) # 0, entonces f tiene al menos un punto fijo.

Demuestre que la funcién corrimiento o : X9 — o es continua.
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17. Sean ¢ y k dos ntmeros reales distintos de cero. Sean f :R - Ry g: R — R
dadas por f(z) = x4+ cy g(zr) = = + k. Demuestre que f y g son funciones
conjugadas. Sugerencia. Suponga que el homeomorfismo buscado es de la

forma h(z) = ax + 3.

18. Sea F : R? — R? dada por F(x,y) = (P(z), P(y)). Describa el conjunto .J(F)

y demuestre que F restringida a J(F') es cadtica.

19. Sea Ityt,t,..ty uno de los intervalos utilizados en la definicion de J(P) = C.
Demuestre que la imagen bajo PN*1 del conjunto Liot,ty..tx NC es el conjunto

C.
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Capitulo 6

Talleres

La interaccién con el computador es practicamente imprescindible en el estudio de
la geometria fractal. En este capitulo proponemos varios talleres, la mayoria de ellos
para ser desarrollados con un programa computacional y paralelamente a la teoria
de la siguiente forma: los talleres 1 a 3 apoyan y complementan los tres primeros
capitulos; los talleres 4 a 7 corresponderian al capitulo 4. Ademaés, algunos conceptos

tedricos importantes son definidos en los talleres.



192 6. Talleres

Taller 1: Manejo basico de WinLogo

Para el desarrollo de este taller se necesita disponer de la version del lenguaje Logo
denominado WinLogo!. El lenguaje Logo es un lenguaje de programaciéon cuya par-
ticularidad reside en el hecho de que fue disenado especificamente para la ensenanza.
Tiene como caracteristicas principales: programacién estructurada, manejo de listas,

recursividad y comandos en castellano.

1. Imagine que en la pantalla hay un tablero donde vamos a dibujar, y para esto
disponemos de una pequena tortuga que vive en el tablero de la pantalla, tiene
lapices de colores y se caracteriza por ser muy obediente. Para limpiar el tablero
y hacer que la tortuga aparezca, digite las letras bp (borrar pantalla), luego

oprima la tecla Enter.

2. La tortuga es capaz de obedecer 6rdenes expresadas en el lenguaje denominado
“idioma de la tortuga”. La orden avanza hace que la tortuga se mueva en linea
recta en la direcciéon hacia donde mira; para indicarle cuanto debe avanzar, la
orden av (avanza) debe ir seguida de un nimero que corresponda a los pasos
que avanzara. Por ejemplo: digale a la tortuga que avance 30 de sus pasos, con
la instruccion:

Avanza 30 o av 30

Ella cumple la orden al oprimir la tecla Enter.

3. Ensaye: borre la pantalla y digale a la tortuga que avance, con diferentes nu-

meros de pasos.

4. Otra orden que obedece la tortuga es re (retrocede) la cual le indica que debe
caminar hacia atras; como en la orden anterior, se requiere informarle con un
nimero la cantidad de pasos que debe retroceder. Por ejemplo: Retrocede 60
(Enter) o re 60 (Enter).

5. Ensaye: borre la pantalla y pidale a la tortuga que avance al borde inferior de

la misma y posteriormente al borde superior.

"Ver http://www.wlogo.com/
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6. Ahora veamos otras dos ordenes que la tortuga acepta, las cuales modifican

la direccién en que mira la tortuga sin afectar su ubicacion; giraderecha,

giraizquierda, hacen que la tortuga vuelva su mirada en otra direccion.

Igual que en “avanza”, una orden de giro debe contener un niimero que indique

el angulo (medido en grados) que debe girar la tortuga. Por ejemplo:

Giraderecha 45 (Enter) o gd 45 (Enter).

La tortuga gira, sin cambiar de posicién 45 grados hacia la derecha.

Digale ahora

giraizquierda 60 (Enter) o gi 60 (Enter).

Antes de continuar tenga en cuenta las siguientes observaciones: es posible

que al comunicarnos con la tortuga se cometan errores tales como: Avanza50

(Enter), por el cual el computador le responde (al lado derecho de la parte

inferior de la pantalla): “No sé como hacer Avanza50”, o: Av (Enter) y de la

misma forma el computador le respondera: “Faltan datos para Av”.

7. Digite las siguientes instrucciones y observe (no olvide oprimir la tecla Enter

al final de cada una)

n bp u bp u
gd 90 gd 150
av 80 re 70
av 90
gi 70

= bp gd 90 av 80

bp
gi
av
gd
re
gd
av

60
120
80
50
20
70

8. Con estas instrucciones podemos trazar muchas figuras, por ejemplo:

m bp av 20 gd 90 av 20 gi 90 av 20 gd 90 av 20 gi 90 av 20 gd 90 av 20

. Qué figura se obtiene en la pantalla?

= bp av 40 gd 90 av 40 gd 90 av 40 gd 90 av 40

,Qué figura se obtiene en la pantalla?

= bp gd 30 av 40 gd 120 av 40 gd 120 av 40

. Qué figura se obtiene en la pantalla?
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9. Cuando necesite que la tortuga avance sin dejar trazo, utilize la orden sl (sube
lapiz) y no olvide, para cuando ya desee el trazo, decirle bl (baja lapiz). Ensaye
esas instrucciones.
10. Dibuje cada una de las graficas siguientes (no olvide primero limpiar la pan-
talla):
W
M
M
i
x X
11. Digite las siguientes instrucciones:
bp gd 90 av 30 sl av 15 bl av 10 sl av 10 bl av 10
i Qué figura observa?
12. Déle a la tortuga las 6rdenes necesarias para dibujar un cuadrilatero regular

(un cuadrado) y un triangulo equilatero.

Observe: jalgunas 6rdenes se repiten varias veces?, jqué érdenes se repiten y

cuantas veces?

Repite es un nuevo comando que le va a ayudar a dibujar poligonos regulares,
de manera facil y rapida. Aqui tiene un ejemplo de cémo se usa este nuevo

comando.
repite n [coml argl com2 arg? etc. ...]|

El comando repite necesita tener corchetes. Los corchetes contienen los co-
mandos y los argumentos que hemos de repetir (recuerde que el comando es
el qué hacer y el argumento es cuantas veces). Intente usar este nuevo
comando para hacer diferentes poligonos regulares (tridngulo, cuadrado,

pentagono, hexagono, etc.).
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13. Hasta ahora usted ha trabajado en el modo de “comandos directos”. Ha llegado
el momento de que le enseifie a la tortuga nuevos procedimientos que ella pueda
recordar. Por ejemplo, hacer un poligono de n lados de una longitud de lado
¢. Para ello necesitara dos nuevos comandos: para nombre del procedimiento

opciones, para iniciar el modo de ensenanza, y fin para acabar con la leccion.
a) Escriba “para poligono :n :lado” y pulse Enter.

b) Escriba sus comandos para hacer un poligono, por ejemplo:

repite :n |av :lado gd 360/:n]
y pulse Enter.

c¢) Ahora escriba fin para acabar la leccién de su tortuga y pulse Enter.

La ventana de trabajo mostrara un mensaje diciendo “poligono definido”.
d) Escriba poligono 6 100 y pulse Enter; ;qué dibuja la tortuga?

e) Haga que la tortuga dibuje un pentagono regular y un enedgono regular.

A continuacion le presentamos una tabla para que recuerde algunos de los comandos

bésicos del “idioma de la tortuga”.

PRIMITIVA cODIGO DESCRIPCION
Borrar pantalla bp Borra todo lo que esté en el area de gréaficos
Avanzan avn Avanza, mueve la tortuga n pasos hacia delante
Retrocede n ren Retrocede, mueve la tortuga n pasos hacia atras
Gira a la derecha n gdn Gira la tortuga hacia la derecha n grados
Gira alaizquierdan | gin Gira la tortuga hacia la izquierda n grados
Baja lapiz bl Baja la pluma
Sube lapiz sl Sube la pluma
Goma goma Cambia la pluma por el borrador
Oculta la tortuga ot Hace invisible la tortuga
Muestra la tortuga mt Hace visible la tortuga
Repite Repite n [...] | Permite repetir n veces una lista de instrucciones
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Taller 2: Creando fractales con WinLogo

Continuamos usando el lenguaje Winlogo para, ahora si, iniciar la creacién de con-

juntos fractales. En el capitulo 1, secciéon 1.3, se describe la construccion de cuatro

importantes fractales, en todos los casos partiendo de una figura inicial (paso 0), y

efectuando sobre ella ciertos cambios para obtener una sucesion de figuras. Llamare-

mos también semilla a la figura inicial o “paso 0”7, y produccién a la segunda figura

o “paso 17 del proceso de construccion fractal.

1. Inventar una semilla y una producciéon que generen una figura de tipo fractal

(en el plano).

2. Escribir las instrucciones en WinlLogo para graficar el “paso 17 de los siguientes

fractales:

s La curva de Koch.

= La isla de Koch.
= La carpeta de Sierpiriski.

El triangulo de Sierpinski.

El fractal que usted ide6 en el punto 1.

3. A continuacién se encuentran programas en lenguaje LOGO que generan la

curva de Koch y otros fractales. Copielos en el computador (no es muy impor-

tante por ahora entender plenamente la estructura del programa, ya que para

esto se necesitan instrucciones del lenguaje LOGO més avanzadas), jdeléitese

observando la forma como la tortuga construye el fractal!

® Programa 1: La curva de Koch

para koch :paso :lado
si :paso = 0 [av :lado alto]

koch
koch
koch
koch
fin

:paso-1
:paso-1
:paso-1
:paso-1

:lado/3 gi 60
:lado/3 gd 120
:lado/3 gi 60
:lado/3

Este programa trabaja con dos variables :paso y :lado. Para ejecutar

el programa debe “llamarlo” e indicar dos valores determinados para las

variables; por ejemplo, digite koch 0 100 y oprima la tecla Enter. ; Qué

dibuja la tortuga?
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Siga ensayando con los siguientes u otros valores arbitrarios que usted elija:
koch 1 100; koch 2 150; koch 5 300; koch 7 250.

Observando lo que dibuja la tortuga en cada caso, explique el significado

de las variables :paso y :lado.
® Programa 2: Isla de Koch

para isla :paso :lado

repite 3 [koch :paso :lado gd 120]

fin
Observe que para ejecutar este programa es necesario haber definido con
anterioridad el programa que genera la curva de Koch. Repita el mismo

proceso que se realizo en el programa 1, escogiendo valores arbitrarios:
isla 1 100; isla 2 150; isla 5 300; isla 4 200.

® Programa 3: Pentdgono

para pentagono :paso :lado
haz ‘‘contraccion (suma 3 raizcuadrada 5)/2
si :paso = 0 [av :lado alto]
gi 36 pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gd 144
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gd 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion gd 36
fin

Repita el mismo proceso, escogiendo valores arbitrarios:

pentagono 1 100; pentagono 2 150;
pentagono 3 300; pentagono 5 250.

;, Qué dibuja la tortuga en cada caso?
® Programa 4: Dragon de Sierpiriski

para dragon :paso :lado :signo

si :paso = 0 [av :lado alto]

gl 60*:signo

dragon :paso-1 :lado/2 :signo gd 60%*:signo
dragon :paso-1 :lado/2 :signo gd 60*:signo
dragon :paso-1 :lado/2 :signo gi 60*:signo
fin
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En este programa :signo toma los valores de -1 6 1. Repita el mismo proceso

que se realizo en los programas anteriores. Interprete el significado de la

variable :signo.
® Programa 5

El siguiente algoritmo genera un tridngulo rectangulo y es auxiliar del pro-

grama principal que se presenta después.

para triangulo :lado
av :lado gd 90 av :lado gd 135 av :lado*(raizcuadrada 2)
gd 135
fin
Programa principal:

para tri :paso :lado
si :paso=0 [triangulo :lado alto]
tri :paso-1 :lado/2 sl av :lado/2 bl
tri :paso-1 :lado/2 sl gd 90 av :lado/2 gi 90 bl
tri :paso-1 :lado/2 sl re :lado/2 gi 90 av :lado/2 gd 90
bl
fin
“Bautice” con un nombre apropiado el programa 5.

&® Programa 6: Tridngulo de Sierpiriski

Se presenta primero un algoritmo auxiliar que hace un cuadrado de color

azul y se usaré en el programa principal.

para cuadrado :lado
poncl 5 repite 4 [av :lado gd 90]
sl av :lado/2 gd 90 av :lado/2 bl rellena
sl re :lado/2 gd 90 av :lado/2 gd 180 bl
fin

Programa principal:

para sierpinski :paso :lado

si :paso=0 [cuadrado :lado alto]

sierpinski :paso-1 :lado/2 gd 90 sl av :lado/2 gi 90 bl
sierpinski :paso-1 :lado/2 sl av :lado/2 bl

sierpinski :paso-1 :lado/2 sl re :lado/2 gi 90 av :lado/2
gd 90 bl

fin
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Compare los programas 5 y 6. ;Qué similitud y qué diferencias encuentra?

Discuta con sus companeros y escriba alguna conclusion.

® Programa 7: Carpeta de Sierpinski
Algoritmo auxiliar:
para cuadrorr :lado
poncl 5 repite 4 [av :lado gd 90] sl av :lado/3 gd 90 av

:lado/3 gi 90 bl rellena
poncl 16 repite 4 [av :lado/3 gd 90] sl av :lado/9 gd 90

av :lado/9 bl rellena
sl re 4*:1lado/9 gi 90 re 4*:1lado/9 bl poncl 5
fin
Programa principal:
para carpeta :paso :lado
si :paso=0 [cuadrado :lado alto]
si :paso=1 [cuadrorr :lado alto]

repite 4 [carpeta :paso-1 :lado/3 cuadrorr :lado/3 av
:lado/3 carpeta :paso-1 :lado/3 cuadrorr :lado/3 av

2%:1lado/3 gd 90]

fin
Observe que este programa hace uso de dos programas auxiliares: el pro-
grama cuadrado del programa 6 y el programa cuadrorr. Explique como
hace la tortuga para rellenar de color una figura y qué hace el programa

cuadrorr.

4. Escriba un programa que genere el fractal que usted inventé en el punto 1.
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Taller 3: Transformaciones afines y autosemejanza—Parte 1

Para el desarrollo de este taller se necesita: algunos conocimientos béasicos de alge-
bra lineal, mucha imaginacién, actitud mental positiva y una buena capacidad de

asombro.

1. a) Observe atentamente las siguientes figuras:

&
u
L3
«
LS
*
B3
<)
%

b) Recuerde la nocién intuitiva de autosemejanza: un objeto se dice autose-
mejante si estd formado por varias copias de si mismo, sélo que reducidas

y puestas en diferente posicion.

¢) Para cada una de las figuras anteriores, responda: jes autosemejante?,
jpor qué?

d) Dé otros ejemplos de figuras, objetos o fenémenos de la naturaleza que

sean autosemejantes.
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2. Para una figura o cualquier subconjunto del plano, adoptemos la siguiente

notacién “provisional”:

i)

ii)

iii)

R(Z): Hacer un “reescalamiento” de la figura:

(a) multiplicando por |r| en sentido horizontal y, si r < 0, reflejando

respecto al eje Y; y

(b) multiplicando por |s| en sentido vertical, y, si s < 0, reflejando res-

pecto al eje X.

G (Z): Girar cada segmento horizontal de la figura un angulo 6 y cada

segmento vertical un angulo ¢.

M (;}) Mover la figura |e| unidades en sentido horizontal, (hacia la derecha
si e > 0, hacia la izquierda si e < 0), y |f| unidades en sentido vertical
(hacia “arriba” si f > 0, hacia “abajo” si f < 0).

Nota. Debe tenerse presente que en la transformacion G(Z) el giro @ hori-

zontal es totalmente independiente del giro ¢ vertical. Por ejemplo, si

60°
30°

mente como se muestra en la Figura (B).

aplicamos la transformacion G( ) ala Figura (A), quedaria aproximada-

Figura (A)
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(a) Dibuje como quedaria la casita al aplicarle cada grupo de cambios o

transformaciones que se indican en la siguiente figura:

R(4)G (%) R(V5) G

-

A N

R e R(P)M(S) R(Z)GMHEHMM)

(b) Escriba, segin la notaciéon provisional, las transformaciones que pro-

ducen el efecto indicado:

60°

3. Una transformacién afin en el plano es una funcion 7' : R? — R? de la forma

T(X)=AX+W, (notacion matricial)
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donde A es una matriz 2x 2, X es el vector variable y W es el vector (constante)

de desplazamiento, es decir, una transformaciéon afin en el plano es de la forma

T<z> = <Z Z) <§> + <;>, (notacion cartesiana)

donde a, b, ¢, d, e y f son constantes reales.

a) Explique la siguiente afirmacion:
Una transformacion afin es una transformacion lineal,
sequida de un desplazamiento.
b) Dé dos ejemplos de transformaciones afines en el plano encontrando las
iméagenes de diferentes vectores o puntos del plano y grafique en un

plano cartesiano.
4. Dados los puntos: (0,0), (0,4), (4,4), (4,2), (1,2), (1,0) en un plano cartesiano:

a) Una los puntos en el orden dado para obtener una figura en el plano.

b) Dibuje la imagen de la figura obtenida bajo cada una de las siguientes
transformaciones afines y en cada caso describa (con palabras) el efecto
geométrico de cada transformacion (recuerde que si Asxo es la matriz
estandar de una transformacién lineal en el plano, entonces las columnas

de A son las iméagenes bajo la transformacion de los vectores unitarios

SOGN0-0 H0-6 00
(O =0-C )
¢ 00

. . . k 0O
c) Describa el efecto geométrico que produce una matriz de la forma <0 > .

T3

T5

(s
(s

Sugerencia: Considere los casos k > 1,0 < k<1, -1 < k<0, k< —1,
k=-1,k=0y k=1
d) Describa el efecto geométrico de las matrices
<—1 O) (1 0) (1 0> (O O> (cos@ —sen9>
0 —-1)° 0o —-1)’ 0 0/’ 0 1)’ senf cosf )
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Taller 4: Transformaciones afines y autosemejanza—
Parte 11

Para el desarrollo de este taller se necesita: algunos conocimientos béasicos de alge-
bra lineal, mucha imaginacién, actitud mental positiva y una buena capacidad de

asombro.

5. Una transformacion afin en el plano también se puede representar de la forma

T <‘z> = (: sgzz ;iiiif) <:Zj> + (;) , (notacion geométrica)
e (7) 7(3) = (remo)
) =) o]

(o)

Figura 6.1: Columnas de la matriz estandar de 7'.

donde cada uno de los parametros r, s, 0, ¢, e y f se interpreta asi:

r: indica el cambio de escala en el eje X
(si r < 0 indica ademas una reflexion con respecto al eje Y);
s: indica el cambio de escala en el eje Y
(si s < 0 indica ademas una reflexion con respecto al eje X);
indica el giro del eje X;
¢ : indica el giro del eje Y
e: indica el desplazamiento horizontal;

f: indica el desplazamiento vertical.

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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Figura 6.2: Transformacién afin en el plano.

Discuta el efecto geométrico de T’ cuando:
a) r=syf=¢=0, b) r=s=1, c) r=s,rj<lyf=2¢.

6. Una similitud directa es una transformaciéon afin de la forma

T x\ (rcosf —rsend) (x n ey .
y) \rsenf rcosf Yy f)’
r se llama el factor de escala de la similitud.

a) Analice y explique la siguiente afirmacion:

Una similitud directa conserva los dngulos.

b) Escriba en notacién geométrica y cartesiana cada una de las transforma-
ciones presentadas en notaciéon provisional en el punto 2. ;Cuales de ellas

son similitudes directas?

7. Para las similitudes directas existe una notacién “mas practica”, que llamaremos
notaciéon compleja, y que se deduce facilmente al identificar el vector columna
() con el nimero complejo z = x + 4y (recordar como se multiplican matrices
y recordar la identidad el = cosf + isen ). De esta manera, una similitud
directa con factor de escala r, &ngulo de giro 6 y vector de desplazamiento (%),

se puede escribir como
f(z) =rze” + e+ fi, (notaciéon polar)

8. Considere las siguientes similitudes directas:
1 1 1

fi(z) = 52, fa(2) = 5715 fa(z) = %z + %’L
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Describa brevemente el efecto geométrico de cada similitud.

Para el triangulo Ay de vértices (0,0), (0,1) y (1,0), dibuje en un mismo
plano cémo queda el tridngulo al aplicarle fi, fo y f3. Llame A; la figura

obtenida.

Dibuje en otro plano cémo queda Ap al aplicarle fi, fo v f3. Llame As a

la figura obtenida y repita el proceso las veces que quiera (o que pueda).

Observe la sucesion Ag, A1, As, ... de figuras obtenidas y especule todo lo
que quiera (jel proceso termina?, jqué ocurre con las figuras Ag, 41, Ao,
...a medida que se avanza en la sucesion?, ;qué caracteristicas tienen las
figuras obtenidas?). Vuelva al punto 1 de este taller, observe, compare,

analice, hidgase preguntas y siga especulando.

9. Diremos que un conjunto A es autosimilar si existen similitudes f1, fa,..., fn

tales que A = f1(A)U fa(A) U...U fr(A). Mas generalmente, diremos que un

conjunto A es autoafin (o autosemejante) si existen transformaciones afines

f1, fay .., fn tales que A= f1(A)U...U fr(A).

La sucesion de conjuntos que se formoé en el punto anterior, tiene un “limite”

o mejor un “conjunto limite” A. Este conjunto A es autosimilar (generado por

tres similitudes) y es un ejemplo clésico de un conjunto fractal.

a)

Analice la autosemejanza de cada una de las figuras del punto 1 de este
taller y determine con cuantas transformaciones afines se puede generar

cada una de ellas.

No todos los conjuntos autosemejantes son tan “vistosos” o “llamativos” :

verifique que un cuadrado cualquiera es autosimilar (por ejemplo con:
fi(z) = 32, fa(2) = 32 + 3, f3(2) = 32 + 34, fa(2) = 32 + 5 + 3.

Identifique las transformaciones afines que hacen que cada uno de los

siguientes conjuntos sea autosemejante:

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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CuRrvA DE KocH VICSEK GIRADO

= ;Se le parece la curva de Koch a algtin elemento de la naturaleza? FEx-
plique.

= Si pudiera “deslizar” el dedo a lo largo de la curva de Koch, ;qué sensaciéon
piensa que le produciria?, ;por qué?

» Si se piensa en la curva de Koch como una funcion de dominio [0,1] y

codominio R2, jes continua esta funcion?, jes derivable? Argumente.

Muchos conjuntos de tipo fractal se pueden obtener mediante un proceso ana-
logo al realizado en el punto 8:

f1, f2,. .., fn un nimero finito de transformaciones afines,

Agp una figura inicial,

A1 = fi(Ao) U fa(Ag) U... U fn(Ao),

As = f1(A1) U fo(A1) U. .. U fo(Ad),

A = f1(Ag—1) U fo(Ar—1) U ... U fr(Ar_1),

la sucesion Ag, Ay, Ag, ..., Ag,... — A, A es autosemejante.

10. Tome el cuadrado Ag de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1), y las similitudes
filz) = %z, fa(z) = %z + %
a) Efecttue cuidadosamente el proceso descrito anteriormente.

b) ;Reconoce el conjunto limite de la sucesion obtenida? Este conjunto tiene
“nombre propio” famoso en mateméticas, pues constituye un ejemplo muy

importante en topologia y analisis. ;Cémo se llama?
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Taller 5: El juego de la semilla y la produccién

etecectocrcd Wﬁ%éﬂd MW/MWM e rreey Jmc&/é

Para el desarrollo de este taller necesitara varias hojas de papel milimetrado y reglas

o escuadras.

Recuerde la construccion del conjunto de Cantor, la curva de Koch, el triAngulo de

Sierpinski y la carpeta de Sierpinski, a partir de una semilla y una produccion (veéase
el Taller 2.)

1. Tomemos medidas:

(a)

(d)
()

Para el conjunto de Cantor, suponga que la semilla tiene longitud 1. ; Cuél
es la longitud de la produccién o segunda figura de la sucesion?, ;jcual es
la longitud de la tercera figura?, ;de la cuarta?, ..., jde la n-ésima figura?

;,Cual es la longitud del conjunto de Cantor?
De manera analoga a la anterior, calcule la longitud de la curva de Koch.

Para el tridngulo de Sierpinski, suponga que la semilla tiene area 1. j Cuél
es el area de la produccion o segunda figura de la sucesion?, jcual es el
area de la tercera figura?, jde la cuarta?, ..., jde la n-ésima figura? ; Cuél

es el area del tridangulo de Sierpinski?
De manera analoga, calcule el area de la carpeta de Sierpiniski.

Discuta la siguiente afirmacion: “El tridngulo de Sierpiriski no es un trian-

gulo”. Escriba una conclusion al respecto (minimo media pagina).

2. Para la semilla y la produccion que se le dan a continuacion (el profesor asignara

a cada estudiante o grupo de estudiantes una semilla y una produccion), dibuje

(en las hojas de papel milimetrado), al menos las primeras cuatro figuras de

la sucesién que se genera, o las que considere necesarias para tener una idea

clara de como es el respectivo conjunto limite. Describa dicho conjunto limite

autosemejanza, irregularidad, longitud, area, etc.).
.] ) g ? g )

3. Realice lo mismo del punto anterior para la semilla y produccién que usted

propuso en el punto 1 del Taller 2.
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4. Como seguramente lo habra notado desde el comienzo de este taller (y si ya
desarroll6 el taller anterior) en cada ejemplo trabajado, aplicar la produccion
no es otra cosa que aplicar a cada figura obtenida un nimero finito de transfor-

maciones afines (las mismas en cada paso), para obtener la figura siguiente.

Identifique para la curva de Koch, el tridngulo de Sierpinski y la carpeta de
Sierpiniski, las transformaciones afines correspondientes, en forma geométrica,
cartesiana y, en caso de tratarse de una similitud, también en notacién comple-
ja. Para cada fractal construya una tabla donde aparezcan las transformaciones
afines que lo generan con sus respectivos parametros correspondientes a la for-
ma geométrica. Por ejemplo, para el tridngulo de Sierpiriski, se necesitan tres
transformaciones 11, To vy T3, y la tabla que debe completar seria como la

siguiente:

Ty

T

T3

5. Identifique para el fractal que usted inventé en el punto 1 del Taller 2, y tam-
bién para el fractal que usted trabajé en el punto 2 del presente taller, las
transformaciones afines correspondientes, en forma geométrica, cartesiana vy,
en caso de tratarse de una similitud, también en notacién compleja. Para cada

fractal construya la correspondiente tabla, como se explico en el punto anterior.
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Taller 6: Generando fractales con FRACLIN

WW%WW/@awéamMWz

Para el desarrollo de este taller necesita disponer de un computador y del programa

“Fraclinl.2”, disenado por Fernando Pérez.

Fraclinl.2 es una versién mejorada por el mismo autor, Fernando Pérez, quien

disend la version original llamada “Fractales” en el ano 1991, siendo estudiante del

Departamento de Fisica de la Universidad de Antioquia y como parte de un proceso

de simulacién de procesos fisicos y mateméticos en computador.

. Una vez esté ubicado dentro del programa explore todos y cada uno de los

menis con sus respectivas ventanas; en particular, lea atenta y cuidadosa-
mente los ments Instrucciones e Informacion (en este tltimo podra repasar
algunos de los conceptos ya trabajados y encontrara nuevos datos e ideas muy

interesantes).

. Deténgase especialmente en el menii operar, observe cada fractal presentado en

la ventana DEMO y reconozca sus correspondientes transformaciones afines.
Realice los ejercicios propuestos en el menti Sugerencias.

Escoja uno de los fractales presentados en DEMO.

Observe atentamente las transformaciones afines que generan el fractal.

= ; Cuéntas son?
= ; Cuéles son similitudes directas?

= Describa con palabras el efecto geométrico de cada transformacion.

. Continuando con el fractal que escogi6 en el punto anterior, vaya a la ventana

ECUACIONES y con la opcion EDITAR varie algin(os) parametro(s) de
las transformaciones, tratando de predecir el efecto que produciran sobre la
figura dichos cambios; luego vaya a GRAFICAR . y observe atentamente lo
que ocurre (quizé deba hacer algunos ajustes en PANTALLA para obtener
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una imagen satisfactoria). A manera de ejemplo, podria seguir un esquema

como el siguiente:

Ejemplo:

Fractal Escogido: helecho.

Transformacién modificada: T5.

Parametro cambiado: By; valor original: 0, nuevo valor: 1.

Efecto producido en el fractal: las ramitas del lado derecho se “desprendieron”

del tallo del helecho.

6. Con la opcion CREAR, introduzca los parametros de las transformaciones
correspondientes a un fractal inventado por usted. Grafiquelo y jdeléitese

observandolo!

Haga lo mismo para el fractal que le fue asignado en el punto 2 del taller

anterior.

7. Siga jugando: haga variaciones de su fractal, como en el punto 5. Escoja
dos de las variaciones que mas le gusten. “Bautice” su fractal y sus respectivas
variaciones, jgrabelos, imprimalos y disfratelos! (para cada fractal que imprima

indique sus respectivas transformaciones y una breve explicacion).
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Taller 7: Movimientos del atractor de un SIF

Para el desarrollo de este taller necesita disponer del programa computacional Fraclin

1.2

1. Inicie con el fractal curva de Koch. Con EDITAR, introduzca los parametros

indicados:
TN r 0 10) Bl B2
T1 0,333 0,333 0 0 0 0
T2 0,333 0,333 0 0 0333 0
T3 0,333 0,333 60 60 0,166 0
T4 -0,333 0,333 -60 -60 0,333 0

i Qué figura se obtiene?

2. Las siguientes funciones

movimiento:

;,Cual?

generan el triangulo de Sierpinski luego de un

™~ r 9 ¢ Bl B2
TI 05 05 0 0 15 20
T2 05 05 0 0 20 20
T3S 05 05 0 0 1,75 25

3. Las siguientes transformaciones generan un arbol. Compéarelas con las del arbol

predeterminado de FRACLIN. ;Qué cambios encuentra en las figuras y en las

funciones?
TN r s 0 10} B1 B2
T1 0,05 060 0,00 0,00 -1,90 0,40
T2 0,05 -0,50 0,00 0,00 -1,90 2,50
T3 0,60 050 40,3 40,1 -0,76 2,00
T4 050 045 199 19,7 -0,91 2,02
T5 050 053 -30,2 -319 -1,42 1,05
T6 055 040 -398 -40 -1,42 0,69

4. Obtenga con FRACLIN los atractores que se piden en el ejercicio 4.6.15.

5. Obtenga el arbol predeterminado de FRACLIN, con un giro de 90°.
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La desigualdad de
Cauchy—Schwarz

En el ejemplo 2.1.2.3 se usd la siguiente desigualdad:

Para cualesquiera ai,as, by, b2 € R se cumple

(a1by + aghy)? < (af + a3) (b7 +03) . (A.1)

Esta es la llamada la desigualdad de Cauchy-Schwarz (en R?). Demostraremos aqui
una version mas general de esta desigualdad, para lo cual recordaremos rapidamente

algunos conceptos del 4lgebra lineal, mas exactamente del espacio vectorial R"™:
R =: {(Zﬂl,ﬂfg,...,ﬂjn) |3:2 GR) 1< Sn}

En R™ se define una “suma” y un “producto por escalar” como sigue: dados

X = (x1,22,...,2n) ¢ Y = (y1,¥2,...,yn) en R" y a € R, entonces:

X+4Y = (z1+y,x2+y2,. Tn+Yn),

aX = (axy,ame,...,0my).
De modo que (R™,+,-) es un espacio vectorial.

Dados X = (z1,22,...,2n) € Y = (y1,Y2,...,Yn) en R™, definimos la norma de X

y el producto interior de X e Y, denotados || X|| y X - Y, respectivamente, como

IXI = \Jai+ad+-+a, (A.2)
XY = xuy1+zoys+ -+ xnyn. (A.3)
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El producto interior satisface las siguientes propiedades: VX,Y, Z € R", Va € R:

LX-X=|X|?,
2. X Y=Y X,
3.X- (Y+2)=X-Y+X-Z,

4. (X Y)=(aX) Y =X (aY).

Veamos que para cualesquiera X,Y € R" se cumple:
(X V)P<(X-X)(Y-Y). (Desigualdad de Cauchy—Schwarz)

(Obseérvese que en el caso particular X = (aj,a2) e Y = (by,bs) se obtendria justa-
mente (A.1)).

Si a € R, es claro que
(X —aY) (X —aY) = ||X —aY|?* >0,
por lo cual

X -X—-2aX -Y+a’Y- Y >0,
|X]? = 2aX - Y 4+ ||Y|* > 0.

Consideremos ahora la funcion f : R — R definida por
f(a) = Ao’ 4+ Ba + C,
donde A :=[[Y|?*>0, B:=—2X .Y, C:= | X|?*>0.

La grafica de f es entonces una parabola que se “abre” hacia arriba, y puesto
que f(a) > 0, entonces f tiene a lo mas una sola raiz real, lo cual implica que
B? — 4AC <0, es decir,

(XY 4|y P |X]* <o,
de donde se obtiene que:

(X VY)?P<(X-X)(Y-Y).
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Apéndice B

Algunas propiedades del conjunto
de Cantor

(1). C tiene longitud cero:

Co: ! ‘ long (Cp) =1
Cp: ! ’ ’ ’ long (Cy) = 2
Cy: H H H H long (Co) = § = (%)2

En consecuencia se tiene que long (C) = lim (%)n = 0.
n—oo

(2). C no contiene intervalos de la forma (a,b), a < b:

Si existiera (a,b) C C se tendria:

0<b—a=long(a,b) <long(C)=0 (contradiccion).

(3). C es cerrado (luego C = C).



216

Algunas propiedades del conjunto de Cantor

Recordemos que C se defini6 como: C := [ Cj}, donde
G = [o,5]U[51],

Cy = [05]V[5. 5l u 5 5IVIE

C; = chk,

siendo cada Cj es cerrado, pues es una unién finita de cerrados.

Por tanto, C es una intersecciéon de cerrados, luego C es cerrado.

. C" =C: Como C es cerrado, C = C; pero por otra parte C = C UC’ (Proposi-

cion 2.5.18), luego C = C U, lo que implica que C' C C.

Para la otra contenencia usaremos el hecho de que C es equivalente al espacio de
codigos TN, con ¥ = {1,2} (ver Ejemplo 2.1.2.(5)). Probaremos entonces que
»N C (2N

Sea x = x1x9x3 - - € BN y sea € > (. Debemos probar que
(B (x;¢) — {x})nxN #£0.
Es claro que existe k € N tal que 3% < ¢e. Sea y € ¥N definido como sigue:
vi=x;, Vi=12,...k, yk+l7é$k+l7 yi €%, Vi>k+ 2.

Claramente y # X pues Yx+1 7 Tk+1-

Ahora bien,

Z ’xz yz Z ‘xz yz + Z

1=k+1
Z Thri = Ypil 1 Z |Zk+i — Ynril
3k+i T3k 3t ’
i=1
Como =y, Yr+i € {1,2} entonces |xrp4i — Yr+i| < 1, Vi, entonces

1 1] % 11 1
d<y=x>§372§:37[1—1]:3—k‘<3—k<5
1=1
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y en consecuencia y € B (x;¢).
De esta manera, y € (B (x;¢) — {x}) n 2.
(5). 9C = C: Puesto que C es cerrado, C C C (Proposicion 2.5.18). Para la otra

contenencia, tomemos z € C y sea ¢ > 0. Debemos probar que B (z;e) NC # ()
y B(x;e) N (R-C) # 0.

Puesto que = € C, es inmediato que B (z;¢) NC # 0.

Por contradiccion, supongamos que B (z;¢) N (R — C) = 0; esto implicaria que
B(x;e) = (x —e,z+¢) C C, lo cual implicaria a su vez que C contiene el

intervalo (x — €,z + €), contradiciendo (2).

(6). C es acotado: en efecto C C B (%, 1) = (_%7

[\S][SV]

(7). C es compacto: por (3) y (6).
(8). C es completo: por ser cerrado en R, que es completo.

(9). C =0: Si existiera z € C, existirfa ¢ > 0 tal que B (z;¢) = (z — e,z +¢) C C,

lo cual contradice (2).

(10). C no es abierto: Por (9).

Una introduccién a la geometria fractal]
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Apéndice C

Algunas propiedades del triangulo
de Sierpinski

(1).

(4)-

S tiene area cero: S :

St

Sy :

En consecuencia se tiene que a(S) = lim (%)n A=0.

. S no contiene discos abiertos:

Si existiera D = B (a;r) = {(m,y) ER?: (z—a))’ + (y—az)? < r2} tal que
D C S, implicaria que a (D) < a(S), esto es, 0 < 72 < 0 (contradiccion).

. S es cerrado (luego S = S):

Si recordamos la construccion de S, cada Sy, es cerrado (unién finita de cerrados);

o0
en consecuencia, S := [ Sy, es cerrado (interseccion de cerrados).
n=1

S es completo: por ser cerrado en R?, que es completo.
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(5).
(6).
(7).

S es acotado: en efecto, S C B ((%, %) ;1).
S es compacto: es cerrado y acotado en R2.

0S8 = S: puesto que S es cerrado, S C S (Proposicion 2.5.18). Para la otra

contenencia, tomemos a € S y sea € > 0. Debemos probar que,
B(a;e)NS#0 y B(ae)n (R2-S) # 0.

Puesto que a € S, es inmediato que B (a;e) NS # 0.

Por contradiccién, supongamos que B (a;e) N (R2 — S) = (). Esto implicaria que
B (a;e) C S, lo cual implicaria a su vez que S contiene discos, contradiciendo

(2)-

. 8" = 8: como S es cerrado, S = S; pero por otra parte S = S U S’ (Proposi-

cion 2.5.18), luego S = SU S, lo que implica que S’ C S.

Para la otra contenencia usaremos el hecho de que S es equivalente al espacio
de codigos XN, con ¥ = {1,2,3} (ver Ejemplo 2.1.2.(5)). Probaremos entonces
que 2N C (EN)/.

Sea x = xjx9x3 - - € BN y sea € > (. Debemos probar que
(B (x;¢) — {x})nxN £ 0.
Es claro que existe k € N tal que ﬁ < €. Sea y € XN definido como sigue:
Yi = T4, Vi:1,2,...,]€, yk+17éxk+17 %627 V22k+2

Claramente y # X, pues Yg+1 # Tkt1-

— Z‘xz yz Z‘xz yz + Z

i=k+1

|Thti — Yryi| 1 |Thti — Ykt
Z T gkt T gk Z 4 :
i=1

Ahora bien, 4 (y,x)

Como Tk, Ykri € {1,2,3}, entonces |Tpi; — ypi| < 2, Vi, luego

1 % 11 1

[S.M. SaBoGAL & G. ARENAS
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y en consecuencia y € B (x;¢).

De esta manera, y € (B (x;¢) — {x}) n 2.

(9). S = 0: Si existiera a € S, existirfa ¢ > 0 tal que B(a;e) = D C &, lo cual

contradice (2).

(10). S no es abierto: por (9).

Una introduccién a la geometria fractal]
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