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Introduccion

Es interesante en Teoria de Modelos, preguntarnos sobre condiciones que
debe cumplir una clase de estructuras en una cierta logica para que sea axio-
matizable (es decir, que exista una teoria 7" en dicha légica, para la cual la
clase sea exactamente la clase de estructuras que validen 7', segiin la nocién
de semantica considerada).

En este trabajo, se pretende dar una respuesta parcial a esta pregunta, es-
tudiando algunos casos particulares que han sido considerados hasta el mo-
mento.

El primer teorema en este sentido del que se tuvo conocimiento, es un resulta-
do debido a Birkhoff en el contexto del Algebra Universal, el cual caracteriza
las clases ecuacionales mediante la cerradura bajo ciertas construcciones al-
gebraicas. Este hecho curioso llevd a estudiar casos similares en contextos
distintos, llegdndose a resultados muy similares como por ejemplo un resul-
tado de Keisler que caracteriza las clases elementales en primer orden como
aquellas clases cerradas para ultraproductos, ultraraices e isomorfismos.
Aunque varios de los resultados estudiados corresponden a caracterizacio-
nes, nos interesa estudiar en particular una de esas direcciones: ver bajo qué
condiciones una clase de estructuras puede ser axiomatizable. Resultados de
este ultimo tipo hay varios, entre ellos el teorema de Shelah, que dice que
una clase elemental abstracta es una clase proyectiva con omite una cierta
coleccién de tipos.

En el primer capitulo, estudiamos el teorema de Birkhoff que caracteriza
a las clases de dlgebras ecuacionales (es decir, aquellas que son exactamen-
te la clase de todas las dlgebras que satisfacen un conjunto de igualdades
entre términos) como aquellas clases cerradas bajo subdlgebras, imégenes
homomorfas y productos directos. La prueba de este hecho presenta una
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construccion genérica que “codifica” la nocién de verdad en este contexto: el
algebra libre asociado a una clase de algebras K y a un conjunto de variables
X. Lo que queremos decir con la frase anterior, es que una identidad (igual-
dad ente términos) con variables en X es satisfecha en dicha algebra, si y
solo si, es satisfecha en la clase K. Aqui , la teoria considerada dentro de esta
prueba es el conjunto de identidades que son satisfechas en cada algebra de
la clase considerada.

En el segundo capitulo, estudiamos un resultado debido a Keisler que ca-
racteriza a las clases elementales en primer orden (es decir, aquellas clases
cuyos miembros son exactamente todos los modelos de una teoria, en primer
orden) como aquellas cases que son cerradas bajo ultraproductos, ultraraices
e imagenes isomorfas. En la demostracién estan involucrados dos resultados
importantes: el teorema de Los, que caracteriza la validez de una sentencia
en un ultraproducto utilizando el ultrafiltro usado en la construccién del ul-
traproducto (el cual lleva a una primera caracterizacién semi-algebraica de
las clases elementales) y el teorema de Keisler-Shelah, que codifica la nocién
de equivalencia elemental mediante la isomorfia entre ciertas ultrapotencias.
La teoria considerada dentro de la prueba de Keisler es el conjunto de sen-
tencias en primer orden, que son satisfechas por cada una de las estructuras
de la clase.

En el tercer capitulo, estudiamos un teorema debido a Shelah, el cual mues-
tra que una clase elemental abstracta (o CEA) es una clase proyectiva con
omisién de tipos (o clase PC). Las condiciones pedidas para que una clase de
estructuras sea una clase elemental abstracta forman una manera de axioma-
tizar algunas de las cerraduras que presentan las clases elementales (por ejem-
plo, las cerraduras que presentan bajo subestructuras elementales, imagenes
isomorfas y uniones de cadenas elementales), ademds de axiomatizar la e-
xistencia de subestructuras elementales de cualquier estructura de la clase,
cuyo cardinal estd acotado por un cardinal fijo (cuya existencia esta también
axiomatizada). En este caso, el lema de skolemizacién permite encontrar una
extension del lenguaje asociado a una CEA, tal que para cada estructura de
la clase existe una expansién que cumple una serie de propiedades, que ayu-
dan a armar una coleccién de tipos sobre dicha colecciéon que es omitida por
dichas expansiones, y de manera que si una estructura omite dicha coleccién
de tipos, entonces la reduccién al lenguaje de la CEA estd en la CEA.

La omision de tipos puede ser vista como una manera de axiomatizacion,
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ya que una estructura omite un tipo p, si y solo si, satisface la sentencia
infinitaria V2 \/ 5y, ¢(Z), por tanto la omisién de una coleccién de tipos
I' puede ser visto como la satisfaccién de la sentencia A\ cp VTV, 5c, 70(Z)-
Sin embargo, este resultado tiene una diferencia sutil respecto a los vistos con
anterioridad, puesto que las estructuras de la CEA no son las que omiten la
coleccién de tipos que considera Shelah en su resultado, si no que las omiten
expansiones de dichas estructuras.

En el cuarto capitulo, resaltamos un resultado en Teoria de Categorias que
muestra que las categorias accesibles (que dentro de su definicién pedimos la
cerradura bajo co-limites x-dirigidos, para algin k cardinal regular infinito)
son exactamente las categorias equivalentes a la categoria de modelos de una
teoria basica infinitaria sobre un lenguaje particular en la légica multisor-
teada. En este contexto, los croquis estan codificando la nocién de verdad
en la logica multisorteada, ya que a partir de un croquis se puede encontrar
una sentencia bésica infinitaria (en el lenguaje asociado al croquis) donde
los modelos del croquis son los mismos modelos de la sentencia, y a partir
de una sentencia bésica infinitaria se puede encontrar un croquis donde las
categorias de los modelos del croquis y de los modelos de las sentencia son
equivalentes.

La justificacion de haber elegido este orden en la presentacion del trabajo es
la siguiente: una CEA vista como una categoria, resulta ser una categoria
accesible, una clase elemental es un ejemplo particular de CEA (ya que esta
ultima pretende axiomatizar algunas de las cerraduras que la primera pre-
senta) y una clase ecuacional es un tipo particular de clase elemental (puesto
que la satisfaccién de la identidad p(Z) ~ ¢(Z) es exactamente la satisfacciéon
de la sentencia VZ(p(z) = ¢())).

De esta manera, la presentacion de estos resultados esta hecha de manera que
cada uno de los resultados de los tres primeros capitulos es un caso particular
del resultado estudiado en el capitulo inmediatamente posterior, teniéndose
que el teorema en el contexto categorico es el resultado mas general conside-
rado dentro del presente trabajo.



Capitulo 1

Representacion en Algebra
Universal

Histéricamente, el primer resultado conocido que menciona condiciones nece-
sarias y suficientes para que ciertas clases de estructuras fueran axiomaticas
fue en el contexto del Algebra Universal.

Por este motivo, para dar un sabor histérico al trabajo, se presenta en este
capitulo introductorio un teorema debido a Birkhoff que presenta condiciones
necesarias y suficientes para que una clase de algebras sea axiomatica.

El teorema de Birkhoff asegura que una clase de algebras es ecuacional (es
decir, estd representada por una teorfa en el lenguaje del dlgebra) si y solo
si es una variedad (en este capitulo introducimos esta nocién, pero lo més
relevante por ahora es el hecho de que se refiere a que la clase sea cerrada
bajo ciertas construcciones).

1.1 Definiciéon de algebra.

En esta parte del capitulo, presentaremos brevemente algunas nociones basicas
que se necesitan para poder entender el teorema de Birkhoff.

Definicién 1.1.1. Un lenguaje de algebras es un conjunto § de simbolos
de funcién, donde a cada f € § se le asocia un nimero natural a(f), el cual
se llamara aridad de f.

Se define §, :={f € § | a(f) =n}

Definicién 1.1.2. Sea § un lenguaje de algebras, y A un conjunto no vacio.
Se denomina &lgebra (6 §-dlgebra) a la tupla 2 := (A,5§), donde a cada

1
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f € T se le asocia una funcién f* : A*Y) — A la cual se denominard
operacién en A. El conjunto A es denominado universo del dlgebra 2. Es
usual notar con |2| al universo de 2. Puesto que A° = {0}, la interpretacién
de un simbolo de funcién de aridad 0 es una funcién constante. Por esta
razén, podemos tomar como una constante en A, la interpretacién de un
simbolo de funcién de aridad 0.

Definicién 1.1.3. Sea § un lenguaje de algebras y X un conjunto de varia-
bles. Una identidad de tipo § sobre X es una expresién de la forma p = ¢
donde p y ¢ son términos cuyas variables estan en X. Al conjunto de las
identidades de tipo § sobre X se denotard por Id(X) (no se hace explicito
el lenguaje salvo que sea necesario).

Definiciéon 1.1.4. Sea § un lenguaje de algebras. Se dice que un §-algebra
A = (A, F) satisface la identidad p(zq,... ,x,) =~ q(z1,... ,x,) siy solo
si dados ay,...,a, € A, se tiene que p*(ay, ... ,a,) = ¢*(ay,... ,a,). Este
hecho, se denota por 2 = p = q.

Se dice que una clase de §-algebras K satisface p ~ ¢ si y solosi % = p ~ ¢
para todo 2 € K.

Sea IC una clase de §-algebras y ¥ un conjunto de identidades. Se dice que
IC satisface ¥ (lo que se notard por K |= X) si y solo si K = ¢ para toda
identidad ¢ € . Se denota por Idi(X) al conjunto de identidades de tipo
§ sobre X que son satisfechas en K.

Ahora, ilustraremos la nocién de algebra con unos ejemplos bien conoci-
dos.

Ejemplo 1.1.5. Siendo § := {-,7!, e} un lenguaje de algebra con a(-) = 2,
a(™) = 1y ale) = 0. Un grupo & := (G,-,"! e) es un F-dlgebra que
satisface las siguientes identidades

(i) z-(y-2)=(x-y) 2
(i) v e~e-xrx
(iii) z- (z) '~ (z) 'z me
Si adicionalmente & satisface:
(v) 2 y~y

se dice que el grupo es abeliano
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Ejemplo 1.1.6. Siendo § := {+,-, —, 0} un lenguaje de élgebra con a(+) =
a() =2,a(—) =1y a(0) =0. Un anillo R := (R, +,-, —,0) es un F-dlgebra
tal que:

(i) (R,+,—,0) es un grupo abeliano
(ii) (R,-) es asociativo (R satisface la identidad = - (y - 2) =~ (x - y) - 2).
(iii) R satisface las identidades x-(y+2) = z-y+z-2 y (x+y)-z2 R z-2+y-2

A continuacién, ilustraremos con otro ejemplo la nocién de algebra, el
cual va a ser importante dentro del desarrollo del presente capitulo, ya que
va a codificar las identidades (igualdades entre términos) que son satisfechas
en una clase de algebras.

Ejemplo 1.1.7. Dados § un lenguaje de algebras y X conjunto de variables,
se define T'(X) (el conjunto de términos con variables en X') como el conjunto
mas pequeno que tiene a X U§o v tal que si py,--- ,pp, € T(X) vy f € Fn
(n < w), entonces f(p1,--- ,pn) € T(X).

Se define el dlgebra de términos del lenguaje § con variables en X, como
la estructura T(X) := (T(X),J), donde a cada f € F, (n < w) se le asocia
la funcion

fEO (X)) — T(X)
(Ph e ,pn) — f(pl, ce ,pn)

Para introducir otro ejemplo de dlgebra que nos va a servir mas adelante,
son necesarias las siguientes definiciones.

Definicién 1.1.8. Sea 2 := (A,§) una §-dlgebra. Se dice que € es una
congruencia de 2 si y solo si es una relacién de equivalencia sobre A, tal
que dados f € F, y a1, -+ ,an, by, -, b, € A donde a;0b; (1 <1i < n), se
tiene que f2*(ay, -+ ,a,)0f*(by, -, by).

Dada a € A, se notard su clase de equivalencia como .

A la coleccién de conguencias de U se le denotard por Con(2).

Proposicién 1.1.1. Sea © = {0,};,c; una coleccion de congruencias sobre
un §-dlgebra A. Se tiene que A = (O es una congruencia de 2.

Demostracion. Primero, veamos que A es relacién de equivalencia:
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1. Sea a € |A|. Puesto que cada 0; es relacién de equivalencia, se tiene
que (a,a) € ; para todo i € I.

2. Sea (a,b) € A, luego (a,b) € 0; para todo i € I. Puesto que cada 6; es
de equivalencia, entonces (b, a) € 0; para cada i € I.

3. Sean (a,b), (b,c) € A. Luego (a,b), (b,c) € 6; para todo i € I. Como
cada 6; es de equivalencia, entonces (a,c) € 6; para todo i € I.

Por lo tanto, A es relacién de equivalencia sobre |2|.
Sean f € §,, aj, b; € [A| (j € {1,---,n}) tales que a;Ab;, luego a;0;b;
para cada ¢ € I. De esto, y como cada #; es congruencia, se tiene que
ar, - a,)0;f2(by, -+ ,by) para cada i € I, luego
far, - an)Af2(by, -+, by). O

Definicién 1.1.9. Sea 2 := (A, F) una F-dlgebra y 6 una congruencia de 2.
El dlgebra cociente se define por 2 := (4, F) donde dado f € §,, se define

1A A A aj a . fm(a‘lv"'van) 4 1
la operaciéon fo como fo (%, -, %) = =2 (Aqui las operaciones
estan bien definidas ya que en la definicién de congruencia es esto lo que

precisamente se exige).

Hecho 1.1.2. Sean A = (A,F) una §-dlgebra, 0 una congruencia de 2,

s’ . . 20
p(w1, -+, 1) un §-término y ay,--- ,a, € A. Se tiene que po (%4, --- , ) =
Pm(ala"' ,0n)
0
Demostracion. Argumento por induccién sobre términos. O

Definicién 1.1.10. Sea {2, | i € I} una familia de algebras del mismo tipo
§, donde A; := (A;,§). Se define el producto directo de las dlgebras de
dicha familia como la estructura [[2; := (]| A;, §), donde la interpretacién

i€l i€l
I1 2%
de f € §, en esta estructura se define por fi€l (g1, -, g,) := g, tomandose
g: I — |JA; como
i€l
iel

1 f%(gl(i)’ T 7gn(i))

donde g1, , g, € [] As.

el
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Definicién 1.1.11. Sean 2 = (A, §), B = (B,§) dos dlgebras en un len-
guaje §, con A C B. Se dice que 2 es subdlgebra de 9B (lo cual se denotara
como 2 C B) si y solo si para todo f € § se tiene que f* = fP | A.

Mas atin, si A C B, puede probarse que p® = p® | A para cualquier p € T'(X)
y X cualquier conjunto de variables.

Definicién 1.1.12. Sean 2 = (A, F), B = (B, §) dos dlgebras en un lengua-
je §. Una funcién F' : A — B se dice homomorfismo de 2 en ‘B, si y solo
sidados f € Fyay, - ,a, €A F(f¥ay,...,a,) = f2(F(ar),...,F(ay)).
Si existe h : A — B homomorfismo biyectivo, se dice que 2 y 8 son algebras
isomorfas (lo cual se notard como A = B) y que h es un isomorfismo.

Definicién 1.1.13. Siendo h : 2 — B homomorfismo, se define ker(h):=
{(a,0) € |A]* | h(a) = h(b)}.

Definicién 1.1.14. Sea K una clase de §-algebras. Se definen:
1. I(K) ;= {2 | A =B para algin B € £}
2. S(K):={2| A C B para algin B € K}

3. HK) := {2 | existe h homomorfismo con (dom(h),§) € K e
Im(h) = |2A]}

4. P(K) := {2 | existen B, € K (i € I), donde A = [] B}

iel

Un ejemplo de algebra que va a ser ttil dentro de la demostracion del
teorema de Birkhoff es el Algebra Libre, el cual veremos a continuacion.

Ejemplo 1.1.15 (4lgebra libre). Sean K una clase de F-dlgebras, y X
conjunto de variables. Se definen ¢x(X) = {¢ € Con(T(X)) | % €
IS(K)}, y Ox(X) = o (X).

Se define el dlgebra libre como Fy(X) := (;FK(()%.

La proposicién 1.1.1 garantiza que Ox(X) € Con(T(X)).

Dado t € T(X), se define ¢ := ﬁ(x)' El hecho 1.1.2 garantiza que
PTE) (g, ) = play -, xp) :pFK(Y)(I—b... T

La importancia de este algebra, radica en el hecho de que ella codifica las
identidades que son validas en la clase K, como veremos més adelante.
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Definicién 1.1.16. Se dice que una clase K de §-algebras es una variedad
si y solo si es cerrada bajo subdlgebras, imagenes homomorficas y productos
directos.

Definicién 1.1.17. Sea K una clase de §-dlgebras. Se define V(K) como la
interseccion de todas las variedades que tienen a K. V(K) se denominara la
variedad generada por K

1.2 Teorema de Birkhoff

El teorema que pretendemos estudiar en este capitulo es el siguiente:

Teorema 1.2.1 (Birkhoff). Una §-clase K es ecuacional si y solo si es
una variedad.

1.2.1 Esquema de la prueba

A continuacion, se dara el esquema de la prueba que se hard en este capitulo.

1. Dada K una clase de §-dlgebras, se puede afirmar que V(K) = HSP(K).
2. Se mostrard que K, I(K), H(K), S(K), P(K) y V(K) satisfacen las

mismas identidades.
3. Dada K una clase de §-algebras, se tiene que Fx(X) € ISP(K).

4. Se probard la equivalencia K = p =~ ¢ si y solo si Fr(X) Ep=~qgsi

y solo si p = G en F(X) si y solo si (p,q) € Ox(X), siendo p ~ ¢
identidad en §.

5. Se observara que para Y conjunto infinito de variables, se tiene que
Idie(Y) = IdF,C(y)(Y).

6. Se puede ver que toda algebra es imagen homomorfa del algebra libre
para un conjunto de variables adecuado.

7. Al ser V variedad, siendo X conjunto infinito de variables, se considera
V' = Mod(Ildy(X)), y se verd que V = V",
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8. Si K es ecuacional, existe ¥ conjunto de identidades tales que K =
Mod(¥). De los pasos 1y 2, V(K) | X, luego V(K) C K, y como
K C V(K) se tiene que K es variedad.

Dentro de la presente monografia, detallarmos solo algunos de los pa-
sos anteriores, debido a que varios de ellos requieren resultados previos que
al detallarlos extenderian demasiado el capitulo, y nos alejarian de nuestro
propésito central.

1.2.2 Prueba

Lema 1.2.2 (Propiedad universal de extensién de funciones). Para
todo lenguaje de dlgebras § y todo conjunto X de wvariables, el dlgebra de
términos T(X) tiene la propiedad universal de extension de funciones para
la clase de todas las §-dlgebras (es decir, toda funcion de X a una §-dlgebra
A se puede extender a un homomorfismo de T(X) en ).

Demostracion. Sea § un lenguaje de algebras, X conjunto de variables,
A :=(A,F) un F-dlgebra y T(X) el dlgebra de términos. Sea a: X — A
una funcion.

Se define §: T(X) — A de la siguiente manera:

Para x € X se define f(z) := a(z)

Para p1,... ,ppn € T(X) , f € §» (n < w) y suponiendo (3 definida para

Pis- - Pny se define B(f(pr, ... ,pn)) = fA(B(p1), .- B(pn))-
De esta manera, dados ¢ € §, ¥ q1, - .- , gm € T(X), se tiene que

Bla™ ar,- - am)) = Blolar.--- qm))
(por la definicién del algebra de términos)

= ¢*(B(qr)--- . B(am))

(por la construccién de 3)

luego evidentemente 3 es un homomorfismo. O

Lema 1.2.3. Si h : |A| — |®B| es homomorfismo, p(zy,--- ,x,) € T(X) y
ai, -+ ,a, € |A|, entonces h(p™(ay, -+ ,a,)) = p®(h(ay), -, ha,)).

Demostracion. 1. Si p = z;, es evidente que h(p*(ay,--- ,a,)) = h(a;) =
p®(h(ar), -, h(an)).
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2. Si p = k es una constante, h(p*(ay, - )) = h(k™ = k® (por la
definicién de homomorfismo) = p®(h(a; ) -, h(ay)).

3.Sip e F, (n>0), por la definiciéon de homomorfismo se tiene que
h(pm(alv T 7an)) = p%(h(a1)7 T 7h(an))

4. 8ip = f(p1,-+ ,pm) (con f € T y p1,-++ .o € T(X)) y cada p;
verifica el resultado, se tiene que

h(f2(p1(as, - an), - - plas, - - an)))
= f2(h(p(ar, - an)), - hlppar, - an)))
= f2EP(h(ar), - hlan)), -+ pp(hlar), -~ h(an)))

=p®(h(ar), -+ h(an))
U

A continuacién, se demostrard un lema que va a ser fundamental en la
demostracion del Teorema de Birkhoff, ya que es una caracterizacion de la
validez de identidades en una clase de algebras.

Lema 1.2.4. Sea § un lenguaje de dlgebras, X un conjunto no vacio de
variables, y IC una clase de §-dlgebras. Siendo p ~ q una identidad de tipo
§ sobre X, K E p = q si y solo si para todo A = (A, §) € K y todo
a:T(X) — A homomorfismo se tiene que a(p) = a(q).

Demostracion. Sean p = p(xy, -+ ,2,), ¢ = q(x1,- -+ ,x,) términos en T'(X).
Sean A = (A,F) € Ky a: T(X) — A homomorfismo.

Supongamos que K = p ~ ¢. Puesto que a(xy), -+ ,a(z,) € A, y pues-
to que K = p = ¢, se tiene por definicién de validez de identidades que
pHaf@), - alzn)) = ¢ (alzr), - alzn)).

Como « es homomorfismo, se tiene por el lema 1.2.3 que
a(pT™ X (zy, -+, 2,)) = a(@TX) (21, ,1,)), v adicionalmente:

YN (2, yxn) = fla1,-++ ,2,), con f € {p,q} (por la definicién de las
operaciones en T(X)) y por lo tanto se tiene que a(p) = a(q).
Reciprocamente, siendo aq,--- ,a, € A, por la Propiedad universal de exten-
sion de funciones (lema 1.2.2), existe un homomorfismo 3 : T'(X) — A tal
que [(z;) = a; (1 <i<n). Pero:

le(al, T 7an) = pm(ﬁ(x1)7 T vﬁ(xn))
= BT (zy,---,2,)) (por el lema 1.2.3)

= ﬂ<p(x1> e 7xn))

(por la definicién de las operaciones en T(X))
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= [(q(z1, -+ ,7,)) (por hipdtesis)
= B¢y, 2))
(por la definicién de las operaciones en T(X))
= ¢*B(z1), -, B(z,)) (por el lema 1.2.3)
= qQL(al’ ce 7an>

Por lo anterior, se puede concluir que A =p =~ q, luego L Ep~q. O
Hecho 1.2.5. Sea K una clase de dlgebras. V(K) =H(S(P(K))) =HSP(K).
Referencia. [BuSa], teorema 9.5. O

Proposicién 1.2.6. Sea K una clase de §-dlgebras. Se tiene que IC, 1(K),
H(K), S(K), P(K) y V(K) satisfacen las mismas identidades.

Demostracion. Sean X un conjunto no vacio de variables y p(zy--- ,x,) =~
q(zq,- -+ ,x,) una identidad.

Primero, veamos que K y H(K) satisfacen las mismas identidades:

Puesto que K C H(K), entonces Idgc)(X) C Ide(X).

Supongamos que K = p ~ ¢y sea B € H(K). Sean by,---,b, € |B|.
Como B € H(K), existe 2 € K y h homomorfismo tal que dom(h) = ||
y h(2) = B. Siendo by,--- ,b, € |B], se tiene que existen ay,--- ,a, € ||
tales que h(a;) =b; (i =1,--- ,n). Por lo tanto:

p%<b17 e >bn) p%(h<a1), e 7h(an))
= h(p*(a1,---,a,)) (por el lema 1.2.3)
= N(q*(ar, an)) (va que A f=p~q)
= ¢®(h(a1), - ,h(a,)) (por el lema 1.2.3)
— q%(bla"' >bn

Luego B |= p =~ ¢, y por ser B € H(K) arbitrario se tiene que H(K) = p ~ ¢,
luego Idic(X) C Idgx)(X), por lo que se concluye que | Idi (X ) = Idp i) (X) |

Por otro lado, puesto que K C I(K) C H(K), se tiene que Idpc)(X) C
Idxe)(X) C Idi(X). Pero como se habia visto que Idgc)(X) = Idi(X), se
puede concluir que | Idi(X) = Idgc)(X) |

En la siguiente parte, veremos que K y S(K) satisfacen las mismas iden-
tidades. Puesto que IC C S(K), entonces se tiene que Idgic)(X) C Id(X).
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Suponiendo K = p = ¢ y siendo B € S(K), existe 2 € K tal que B C 2.
Por lo tanto, siendo by,--- ,b, € |B| y puesto que p® = p* | |B|, entonces
se tiene que pT(by, -+ ,b,) = ¢>(by, -+ ,b,), luego como B es arbitrario en

S(KC), se tiene que S(K) = p =~ ¢, luego | Idi(X) = Idgc)(X) |

Por otra parte, se tiene que Idp(c)(X) = Id;pycy(X) C Idx(X) puesto que
K C IP(K). Siendo {;}ier C K, tomando A := [[20; y a1, ,a, € |2,

i€l
suponiendo que K |= p =~ ¢ se tiene que para todo i € I p®i(ay(i), - a,(i)) =
q*i(ay(i),- - an(i)). Por lo tanto, p™(a1,--- ,a,)(i) = ¢*(ay, -+ ,a,)(i) para
todo i € I, por lo que p*(ay, - ,a,) = ¢*(ay,--- ,a,), concluyéndose que

P(K) Ep~q. Deesto, | Idc(X) = Idppcy(X) |

Por ultimo, puesto que V(K) = HSP(K) (hecho 1.2.5) y de lo anterior,
se tiene que | Idx(X) = Idyu)(X) | O

Hecho 1.2.7. Si K # 0 es una clase de F-dlgebras, entonces Fi(X) €
ISP(K).

Referencia. [BuSal, teorema 10.12. O

Lema 1.2.8 (AC). Siendo 2, B y € §-dlgebras ya: A — B, f:A — C
homomorfismos con (3 sobreyectiva, y ademds ker(3) C ker(a), entonces
existe v : € — B homomorfismo tal que o = y o 3.

Demostracion. Sea ¢ € |€|. Puesto que [ es sobre, existe a € || tal que
B(a) = c. Siendo a’' € |2 tal que B(a’) = ¢, se tiene que a(a) = a(a’) puesto
que (a,a’) € ker(B) C ker(a). Por lo tanto, no hay problemas al definir la
funcién

v: &€ — ‘B
¢ +— «fa) para algin a € || tal que fB(a) = ¢

Se tiene que v es homomorfismo: Siendo f € F, y c1,- -+, ¢, € |€], puesto que
3 es sobre existen ay, - - ,a, € || tales que f(a;) =¢; (i €{1,--- ,n}), ye-
xiste a € || tal que B(a) = f%(c1,- - ,¢,). Pero como 3 es homomorfismo, se
tiene que B(f*(ay--- ,an)) = f&(c1, -+ ,cn), por lo que (f*(ay--- ,a,),a) €

7N

B
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ker() C ker(a), luego

V(e sen)) = ala)
= a(fMar- ,an))

= f®(a(a1), -+ ,a(a,)) (@ es homomorfismo)
f2(y(c1),- -+ ,v(cn)) (definicién de 7)

Por otro lado, sea a € |2(|. Por lo tanto, 3(a) € |€|. Pero v(3(a)) = a(a) por
la definicién de v, puesto que a es preimagen de ((a) mediante 5. Luego se
tiene el resultado. Il

A continuacién se mostrara una equivalencia de la validez de una identi-
dad en una clase, en términos del algebra libre asociada.

Proposicién 1.2.9. Sea K una clase de §-dlgebras, X un conjunto no vacio
de variables y p ~ q una identidad en X. Se tiene que K Ep=q sy solo
si F(X)Eprqsiysolosip=7q en Fr(X) siy solo si(p,q) € Or(X).

Demostracion. Sea v : T(X) — Fi(X) el homomorfismo canénico (es decir,
para p € T'(X), v(p) = D).

Suponiendo que K = p = ¢, del hecho 1.2.7 y la proposicién 1.2.6 es evidente
que Fe(X) Ep=~q. B
Suponiendo que Fi(X) = p = ¢, puesto que 7y, -+, T, € F(X), en par-
ticular se tiene que p**X) (@7, .- 7)) = ¢F*X)(FT, -+, Ty), luego se tiene
que p =g en Fr(X).

Suponiendo que p = § en Fx(X), entonces v(p) = p = g = v(q), por lo
tanto (p, q) € ker(v) C Ox(X) (ker(v) C Ox(X) ya que si (p,q) € T(X)? es
tal que v(p) = v(q), se tiene que p = G por lo que p y ¢ estéan relacionados
mediante O (X)).

Sean (p,q) € Ox(X), A €K yay, - ,a, € |2|. Por la Propiedad universal
de extension de funciones (lema 1.2.2), escéjase a : T(X) — 2 homo-
morfismo tal que a(x;) = a;. Puesto que ker(a) € ¢r(X) (es claro que es

relacién de equivalencia, y que siendo dy, -+ ,dp, €1, , e, € T(X) tales que
a(d;) = afe;) parai € {1,--- ,n}, por ser a homomorfismo se tiene que para
f S gn a(fT(X)(dlv e 7dn)) = a(fT(X)(ela U 7671))7 y ademas:
T(X
: (X) 2
ker(«)

p = ap)
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es un homomorfismo, y no es dificil ver que yel S(K)), tenemos entonces

que ker(a) D ker(v) = Ox(X). Por el lema 1.2.8, existe 3 : Fx(X) — 2
homomorfismo tal que o = 3 o v, por lo tanto:

alp) = Bv(p))

<

B(p
= B(q
A(

<

q))

(
)
) (ya que por hipétesis p = q)
(
)

= (q
Luego por el lema 1.2.4, K = p~q. O

Corolario 1.2.10 (AC). Si K es una clase de §-dlgebras, X conjunto de
variables y p,q € T(X), para todo conjunto Y de variables con |Y| > |X| se

tiene que K |=p = q si y solo si Fx(Y) |Ep=q.
Referencia. [BuSal, corolario 11.5. O

Corolario 1.2.11. Sea K clase de §-dlgebras, y X conjunto de variables.
Entonces, para todo conjunto infinito de variables Y, Idx(X) = Idp, v (X).

Demostracion. Siendo p(xq,---x,) = q(x1, - x,) € Idic(X), se tiene que

p,q € T({z1, - zn}). Puesto que [{z1,---,z,}| < [Y], por el corolario
1.2.10 se tiene que K = p = ¢ si y solo si F(Y) = p = ¢q. De esto, se tiene
el resultado. 0

Definicién 1.2.1. Sea Y un conjunto de identidades de tipo §. Se define
Mod(X) := {2 | A es F-dlgebra y A = X}.

Se dice que una §-clase K es ecuacional si y solo si existe X conjunto de iden-
tidades tal que K = Mod(X). En tal caso, se dice que K es axiomatizada
0 definida por X.

Hecho 1.2.12. Si K es una clase de §-dlgebras y A € K, entonces para un
conjunto suficientemente grande de variables X, A € H(F,C( ) = {B |
B es §-dlgebra y para la cual existe h : F,C(X) — B homomorfismo so-
breyectivo }.

Referencia. [BuSa|, teorema 10.11. O

Nos acercamos a la parte final de la demostracion del Teorema de Birkhoff,
que es demostrar que toda variedad es ecuacional.
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Lema 1.2.13. Si V es una §-variedad y X es un conjunto infinito de va-
riables, entonces V.= Mod(Idy(X)).

Demostracion. Sea V' := Mod(Idy(X)). Claramente V C V',

Por un lado, se tiene que Idy(X) = Idy/(X): En efecto, como V C V' se
tiene que Idy/(X) C Idy(X) y siendo p =~ ¢q € Idy(X) para A € V' se tiene
por definicién de V' que 2 |= p = ¢, luego p =~ q € Idy/(X), teniéndose por
lo tanto la igualdad.

Por la proposicién 1.2.9, se tiene que Fy(X) = Fy»(X). Tomando un con-
junto infinito Y de variables, por el corolario 1.2.11 se tiene que Idy/(Y) =
Idg,,(x)(Y) = Idg, (x)(Y) = Idy(Y). De nuevo por la proposicién 1.2.9, se
tiene que Oy (Y) = Oy (Y). Por lo tanto, Fy(Y) = Fy (V).

Siendo 2 € V, por el hecho 1.2.12 se tiene que A € H(Fy/(Y)) = H(Fy(Y))

por lo tanto 2 € V' (puesto que por el hecho 1.2.7 Fy(Y) € ISP(V) =V
Ae H(V)=V), luego se tiene que V = V",

<

Demostracion del teorema de Birkhoff. Supongamos que K = Mod(X) para
algin conjunto no vacio de identidades. Por lo tanto, V(K) E ¥ (por la
proposicién 1.2.6). Esto implica que V(K) C K, y puesto que siempre se
tiene que V' (K) 2 K, entonces V(K) = K, luego K es una variedad.

La parte reciproca se sigue del lema 1.2.13. O

1.3 Otros teoremas similares.

Existen resultados similares al teorema de Birkhoff en contextos diferentes.
A manera de complemento del capitulo, se enunciaran varios de ellos

Definicién 1.3.1. Una clase K cerrada bajo imagenes isomorficas, produc-
tos directos y subestructuras, se dice una cuasivariedad.

Definicién 1.3.2. Una férmula infinitaria de Horn es una férmula de

la forma A ¢; — 1, donde I es cualquier conjunto y ¢;, ¥ son férmulas
iel

atomicas.

Una clase KC de §-algebras se dice Horn-definible si y solo si K = Mod(%)

con ¥ un conjunto de férmulas de Horn sobre §.

Una cldusula infinitaria es una férmula de la forma \/ ¢; donde cada ¢;

iel
es una féormula atémica o es negacién de una férmula atémica.
Una clase IC de F-dlgebras se dice clausula-definible si y solo si £ = Mod(X)
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con Y un conjunto de clausulas infinitarias sobre §.

Una clase K de §-dlgebras se dice basica compacta, si y solo si, para todo
lenguaje §; 2 § y todo conjunto de §;-férmulas béasicas (atémicas y negacién
de atémicas) 3, si todo Xg € [X]<“ tiene un modelo 2 tal que A [ § € K,
entonces Y tiene un modelo B para el cual B [ § € K.

El resultado que le sigue en generalidad al teorema de Birkhoff, es el
siguiente resultado debido a Mal’cev.

Teorema 1.3.1 (Mal’cev). Una clase de dlgebras es Horn-definible en
primer orden, si y solo si, es cerrada bajo subdlgebras, productos y limites
directos

En légica infinitaria, es posible pedir menos condiciones para que una
clase sea Horn-definible

Teorema 1.3.2 (Cudnovskii (1968)). Las cuasivariedades son exactamen-
te las clases Horn-definibles.

Teorema 1.3.3 (Cudnovskii). Una clase K de §-dlgebras es cerrada bajo
1somorfismos y subdlgebras si y solo si KC es clausula-definible.

El siguiente resultado es una caracterizacion “semi-algebraica” de las cla-
ses Horn-definibles en primer orden y de las clases clausula-definible en primer
orden.

Teorema 1.3.4 (McKinsey (1943)). Si adicionalmente K es bdsica com-
pacta, entonces la clase que define a IC es un conjunto de clausulas finitarias
0 de formulas de Horn finitarias.

Hipétesis 1.3.5 (Principio de Vopenka). Si K es una clase propia de -
estructuras (T un lenguaje) entonces existen A, B € K tales que A < B.

Teorema 1.3.6 (E. Fisher (1977)). El supuesto de que una clase sea de-
finible siempre por un conjunto de clausulas ¢ de formulas de Horn, es
equivalente al principio de Vopenka.

Entrando en el contexto de las co-dlgebras (un concepto similar al de
algebra pero en un contexto categorico) se tiene un resultado muy similar en
su enunciado al teorema de Birkhoff, debido a H. Peter Gumm:
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Definicién 1.3.3. Sea F' : Con — Con un functor (ver definicién en el
capitulo 4). Una co-dlgebra de tipo F' (6 F-codlgebra) es un par (A, ay)
donde A es un conjunto (que se denominard conjunto base) vy
ay: A — F(A) es una funcién (que se llamard co-operacion).

Definicién 1.3.4. Sean A := (A, a4), B := (B,ap) dos F-codlgebras. Un
homomorfismo de A en B es una funcién ¢ : A — B para la cual el
siguiente diagrama conmuta

¥

B

De esta manera, se puede considerar la categoria Cong de las co-algebras
de tipo F', considerando como morfismos los homomorfismos entre dichas
co-algebras.

Definicién 1.3.5. Una co-dlgebra S := (5, ag) es llamada subco-algebra
de A:= (A as)si S C Ay ademsds la inclusién i : S < A es un homomor-
fismo.

Definicién 1.3.6. Dadas dos co-dlgebras A := (A,a4) y B := (B,ag) de
tipo F, se denota la unién disyunta de A y B por A + B, y las inclusiones
canodnicas se denotan por es y eg. Puesto que siempre existe una tunica
funcién asyp: A+ B — F(A+ B) tal que el siguiente diagrama conmuta

A—HA A4 BB p

I
(o) ' XA4B ap
I

F(A) F(A't B) F(B)

F(ea) F(ep)
se define la suma de Ay B como A+ B := (A+ B,aayp).

Esta definicién se puede generalizar, considerando la suma de una coleccién
cualquiera de co-algebras.

Definicién 1.3.7. Una clase K de co-algebras de tipo F' se dice co-variedad
si y solo, si es cerrada bajo imagenes homomérficas, subco-algebras y sumas.
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Definicién 1.3.8. Sea X un conjunto (sus elementos se tomardan como “co-
lores” y dada A = (A, a4) una codlgebra, las funciones f: A — X se to-
maran como “coloreos”). Un F-codlgebra libre consiste en una F-codlgebra
Sx = (Sx, s, ) junto con un coloreo €x : Sx — X para el cual existe un
tinico F-homomorfismo f: A — Sy tal que ex o f = f.

Definicién 1.3.9. Un functor F': Con — Con se dice acotado si y solo si
existe algin cardinal x tal que para toda F-codlgebra A = (A, a,) y todo
a € A, se puede encontrar una subcodlgebra U, = (U,, ay,) de A tal que
\Ua| < k.

Definicién 1.3.10. Sean F un functor acotado, A = (A, a4) una codlgebra
de tipo F'y a € A. Un comportamiento modelo es un elemento v de
alguna codlgebra libre Sy. Decimos que v ocurre en a, si para todo coloreo
g: A — Y tenemos que g(a) # v. Decimos que A satisface v (lo cual se
notard por A = v) si v ocurre en cada a € A.

Siendo V' C Sx un conjunto de comportamientos modelos, se define
Mod(V) :={A € ob(Conp) | dadov € V, A= v }, y siendo K una clase de
F-codlgebras, se define Behx(K) :={v € Sx | A |= v para todo A € K}

Teorema 1.3.7 (H. Peter Gumm). Sea F' un functor acotado. Para toda
variedad V de F-codlgebras, se tiene que V = Mod(Behx(V)).

Aquellos lectores interesados en ver detalles de este 1ltimo resultado, se
pueden dirigir a [Gu], teorema 7.27.

El parecido con el Teorema de Birkhoff radica en el hecho de que una
variedad (una clase de co-algebras, cerrada bajo ciertas construcciones al-
gebraicas) es axiomatizable mediante la teoria (o mejor dicho, co-teoria) de
aquellas “co-sentencias” (los comportamientos modelos) “satisfechas” en ca-
da co-dlgebra de la clase.

Notese la manera como Gumm, define una nocién adecuada de co-producto,
co-subalgebra, co-algebra libre, etc.; es decir, define un concepto “analogo”
en este nuevo contexto, de cada uno de los conceptos involucrados en el
enunciado y en la prueba del Teorema de Birkhoff “clésico”.



Capitulo 2

Caracterizacion de Clases
Elementales

En el capitulo anterior, vimos que las condiciones que debe cumplir una
clase de dlgebras para que sea axiomatizable en el lenguaje del algebra eran
ser cerrada para ciertas construcciones como productos, subestructuras e
imagenes homomorfas.

En este capitulo se intentara ir un paso adelante, en el sentido de presentar
una caracterizacion debida a Keisler de las clases de estructuras que son
axiomatizables en primer orden. Veremos que una clase sera axiomatizable
si y solo si es cerrada para ciertas construcciones algebraicas (ultraproductos,
ultraraices y estructuras isomorfas).

2.1 Construccion de ultraproductos.

Definicién 2.1.1. Sea L un lenguaje de primer orden. Una clase K de
L-estructuras se dice elemental si y solo si existe una L-teoria X tal que
K ={A |2 es L-estructura y A = X}.

Por simplificar la notacion, se define Mod(X):= {2 | A es L-estructura y

A=}
Ejemplo 2.1.2. Noétese que toda variedad es una clase elemental.

Ejemplo 2.1.3. Sea L = {<} un lenguaje donde < es un simbolo relacional
de aridad 2. Sea T,,4 la teoria determinada por las siguientes sentencias:

17
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—_

. Va(=(z < 2))
2. VaVyVz((z <y ANy < z) — x < 2)

3. VaVy(e <yVy<zVax=y)

(
4. VaVy(lx <y — Jz(z <z Nz <vy))
5. Vady(x < y)

(

6. Vedy(y < x)

T,.q4 es denominada la teoria de los 6rdenes totales densos sin extremos.
Considerando Mod(T,,q) := {24 | 2 es L-estructura y A |= Tp,q}, se observa
que Mod(T,.q) es una clase elemental, pero no es una clase de algebras, pues
el lenguaje considerado no es un conjunto que contiene solamente simbolos
de funcion y simbolos de constante.

Definicién 2.1.4. Sea L un lenguaje de primer orden. Una clase K de L-
estructuras se dice cerrada bajo equivalencia elemental si y solo si dadas
A € K y B L-estructuras tales que 2 =B, se tiene que B € K.

Definicién 2.1.5. Sea L un lenguaje de primer orden, y A, B dos
L-estructuras. Una funcién f : || — |B] se dice homomorfismo, si y
solo si:

1. Dado ¢ € L sfmbolo de constante, f(c*) = .

2. Dados F' € L simbolo de funcién de aridad n < w, y ag, -+, a,_1 € ||,
se tiene que f(F*(ao, -, an-1)) = F®(f(ao), -, f(an-1)).
3. Dado R € L simbolo de relacién de aridad m < w, (ag, -+ , @m_1) € R*

imphca que (f(a0)7 e 7f(amfl>) € R®.

Si f es biyectiva, a f se le denomina isomorfismo y se dice que 2 y B son
estructuras isormorfas (hecho que se denota por 2 = 9B).

Definicién 2.1.6. Sean L un lenguaje de primer orden y K una clase de
L-estructuras. Se dice que K es cerrada bajo isomorfismos, si y solo si,
dadas A € K y B L-estructura isomorfa a 2, se tiene que B € K.

Definicién 2.1.7. Sea [ un conjunto no vacio. D C P(I) se dice filtro
sobre I, si y solo si satisface las siguientes condiciones:
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1. I'eD.
2. Dados X,Y € D, se tiene que X NY € D.
3. 51 X eDy X CZ entonces Z € D.
Ejemplos 2.1.8. 1. D :={I}. este filtro es denominado filtro trivial.

2. D :="P(I). este filtro es conocido como filtro impropio. Se dice que
D es filtro propio si D C P(I).

3. SeaY CI. Dy :={X C1I|Y C X} es un filtro sobre /. este filtro se
conoce como el filtro principal generado por Y.

4. D :={X CI||I —X| < w}. este filtro se conoce como filtro de
Fréchet.

5. Siendo E C P(I), se define D := ({F | E C F y F es filtro sobre I}.

este filtro se conoce como el filtro generado por F.

Definicién 2.1.9. Sea I un conjunto no vacio. Un filtro D sobre I, se de-
nomina ultrafiltro, si y solosi dado X € P(I), X € D <— [ - X ¢ D.

Hecho 2.1.1. Sea I un conjunto no vacio. D es ultrafiltro sobre I, si y solo
si, D es un filtro maximal sobre I.

Definicién 2.1.10. Sean [ conjunto no vacio y E C P(I). Se dice que E
satisface la propiedad de intersecciones finitas (PIF) si y solo si dados

Ay, A, €E  (n<w) se tiene que F]Ai#@.
i=1

Teorema 2.1.2 (AC). Sean I conjunto no vacio y E C P(I) con la PIF.
Entonces existe un ultrafiltro sobre I que extiende a E.

Demostracion. La idea de la demostracion radica en utilizar el Lema de Zorn.

U

Definicién 2.1.11. Sean [/ un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y

{A; | i € I} una coleccién de conjuntos no vacios. Sea C' = [[A4; (el
el

producto cartesiano usual).
Siendo f,g € C, se define la relacion ~p de la siguiente manera: f ~p g si
ysolosi{ieI| f(i)=g(i)} € D.
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Se tiene que ~p es una relacion de equivalencia en C'. Como ilustracién, se
mostrard que ~p es transitiva: Sean f,g,h € C.

Si f~pgygn~ph,entonces A:={iel|f(i)=gli)}eDyB:={iel]
g(i) = h(i)} € D. Como D es filtro sobre I, ANB={iel| f(i)=g(i) =
h(i)} € D. Pero evidentemente AN B C E :={i € 1] f(i) = h(i)}, luego
E € D (por ser D filtro sobre I), por lo que f ~p h.

Se denota como fp, a la clase de equivalencia de f € C, respecto a ~p.

Definicién 2.1.12. Sean I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y
{A; | i € I} una coleccién de conjuntos no vacios.

Se define el producto reducido de los A; (i € I) como el conjunto {fp |
f € [T A:}. El producto reducido es denotado como [[(4; | ¢ € I). Si no

i€l D
lleva a confusiones, se puede denotar como [ A;. Se dice en este caso que [
D
es el conjunto de indices de [] 4;.
D
Si D es ultrafiltro, a [ A; se le denomina ultraproducto.

D
En el caso de que A; = A para todo i € I con D ultrafiltro, a [T A; =[[(4 |
D D

i € I) se le denomina ultrapotencia.

A continuacién, se mostrara la construccién de ultraproductos de L-
estructuras, para un lenguaje L de primer orden.

Definicién 2.1.13. Sea L un lenguaje de primer orden. Sean I un conjunto

no vacio, D un filtro propio sobre I y {2; | i« € I} una coleccién de L-

estructuras.

Se define el producto reducido de los ; (i € I) como la L-estructura [[2;
D

tal que:

L[,
D

= [T 124].
D
2. Siendo P sfmbolo relacional en L de aridadn < wy f5 e [TA; (1 <k <
D

n), PO (fhy e, fB) sy solosi {i € I | PR(f1(3),-- , f(i))} € D.



CAPITULO 2. CARACTERIZACION DE C.E. 21

3. Siendo F' sfmbolo de funcién en L de aridad n < w y f& € []A;
D
2;
(1 <k <mn), se define P (fL,--+, f3) := fp, donde
for =l

iel

i FR (), (D).
. , IS5
4. Siendo c simbolo de constante en L, se define ¢c? := c},, donde

il — U |20
iel
i M

Es facil comprobar que esta construccion esté bien definida. Para més deta-
lles, ver [ChKe].

Definicién 2.1.14. Sea L un lenguaje de primer orden. Una clase K de
L-estructuras se dice cerrada bajo ultraproductos, si y solo si dados un
conjunto I # (), D ultrafiltro sobre I y {2; | i € I} C K se tiene que
[[% € K.

D

Definicién 2.1.15. Sean L lenguaje de primer orden y K una clase de L-

estructuras. Se dice que K es cerrada bajo ultraraices si y solo si para

toda 2 L-estructura tal que [[(2 | ¢ € I) es una ultrapotencia que esta en
D

K, entonces se tiene que 2 € K.

Ahora nos dirigimos al primer gran resultado sobre la validez de férmulas
en ultraproductos, que es el teorema de Los.

Lema 2.1.3. Sean L un lenguaje de primer orden, I un conjunto no vacio
y{A; | i € I} una coleccion de L-estructuras no vacias. Sea B := [[2; un

D
ultraproducto. Entonces, para todo término T(xy, - ,x,) en L y toda tupla
fhy--+, fh € |B| se tiene que T(fp, -+, f3) = fp, donde:
for—=J®R
iel

i 7)o £ ().
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Demostracion. Si 7 es simbolo de funcién 6 si es constante de L, por la
misma definicién de las interpretaciones de estas en B el resultado se tiene
trivialmente.

Sit(x -, xy) = F(n(xry, - ,2n), -, T (21, -+ ,2,)) (F simbolo de fun-
cién en L y 7 es término, 1 < k < m), se supone valido el lema para cada

: 1 n\ _ 4k .
Tk (1 < k< m), es decir, que 7(gp, - ,9p) = g} donde:

g I — U |20

iel
i T (gH (@), 9" (1)

cualesquiera que sean gy, -+, g} € |B|. Siendo ff .-, fp € |B], se tiene
que:

F%(Tl(fll)a"' 7fg)7 aTm(fbv"' 7fg))
F%(ngv 7gg>
9o

T%(fllﬁ"' 7fg)

donde:

g:[ﬂU]Qli\

i F(g" (i), , g™ (%))

Siendo 7 € I, se tiene que:

g(i) = F™(g' (i), g™ (i)
= FU((f 1() S ST@) T (@), S (0))
= () ()

luego se tiene el resultado. O

Lema 2.1.4. Sean L un lenguaje de primer orden, I un conjunto no vacio

y {2 | i € I} una coleccion de L-estructuras no vacias. Sea B := [[2; un
D
ultraproducto. Entonces para toda p(xy,--- ,x,) formula en L y toda tupla

foo o fp € 1Bl B = elfp- fpl sioy solo si {i € 1|
Ui =l fH@), -, f(@)]} € D.



CAPITULO 2. CARACTERIZACION DE C.E. 23

Demostracion. Sean p(xy, - ,x,) una L-formula y fh, -+, f5 € |B|.
1. Caso atémicas: Sea R(xy, - ,x,,) € L simbolo de relacién de aridad m,
y sean T (x1, -+ ,x,) (1 <k < m) términos en L tales que p(zy, - ,x,) =
R(m(xy-+ ,xp), + ,Tm(z1- -+ ,2,)). Siendo:
¢ I — UAi
iel

i (), M)

con 1 < k < m, se tiene que:

%):Sp(féaafg) — REB('H(f%),"‘,fB),'"7Tm(fé7"'7fg))
<~ R®g}h, -+ ,gY) (lema 2.1.3)
= {iel|R%'(),-,g"())} €D
(definicion 2.1.13 (2))
<= {iel|WERG>H,, ,g"()}eD
<~ {Z€I|le|:R(7—la7Tm)[f1(2)7afn(z)]}
eD
= {fiel|AiEe(f'(i), -, @)} eD
2. Caso negaciéon:  Sea (xq,---,x,) férmula en L tal que
oz, xn) = (x1, -+ ,x,), y se supone que el lema vale para .
Por lo tanto:
= A={el|%EP(fE), - M)} ¢D
(hipdtesis de induccién)
= I-A={iel|WFEH(f{), - ")} eD
(por ser D ultrafiltro)
= {iel|WE—-(f6), -, @)} eD
= {iel|AEe(f(i), -, ")} eD

3. Caso conjuncion: Sean ¢y (xq,- -+ ,x,), Ye(xq, -+, x,) férmulas en L tales
que ¢ = 11 A 1y, suponiéndose que cada 1, (I = 1,2) satisface el resultado.
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Por lo tanto:

Bl=o(fp . fp) <= BEUIL B Ab(fp . fp)
= BEWp - )y BEL(D . fp)
= A= (i | %= (1) )} ED
k = 1,2 (hipdtesis de induccién)
— A NAyeD
(= se tiene por la definicién 2.1.7 (2)
y <= se tiene por la definicién 2.1.7 (3))
= {el|WENfE, - )
y Ui = a(fH(0), -, fH)} € D
= {iel|AE WAL (@), ff)}eD
= {iel|WEe(fi), -, i)} eD.
4. Caso existenciales: Sea v(xg,z1,---,7,) férmula en L tal que
o(xy, -+, x,) = Jre(xg, 21, -, T,), suponiéndose que el lema se satisfa-
ce para ¥ (xg, T1, -, Tp).

Se tiene que son equivalentes
1. Existe f* € ] 2] tal que A i= {i € I | 24 = w(f20), f1G),-- -, /()

i€l
pertenece a D.

2. B:={iel|% k= o(f'(i),-,f"(i)} €D.

En efecto:

(1. = 2.) Considérese i € A. Por hipétesis, existe fO € ]|/ tal que
iel

Ui = (), f10), -+, f1(D)).

Por lo tanto, ; = e (zo, f1(7), -+, f"(i)), luego A C By por la defini-

cién 2.1.7 (3) se tiene que B € D (ya que A € D).

(2. = 1.) Dado i € B, se tiene que 2A; = Jzo(xo, f1(i), -+, f"(7)). To-

mando un testigo a;, se puede armar una funcién parcial

f:B—=Jl
iel
i—a; (€2A)
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y sin importar como se extienda a una funcién f° € J] ||, se tiene que
iel

B = {i € I | A E ¥, ), - ,f"(i))} estd contenido en
A={iel| A ED(f>u), f i), -, ()}, por la definicién 2.1.7 (3)
se tiene que A € D puesto que B € D.

De ésto, y puesto que B | Jzogh(xo, f), -, f5) es equivalente a la pro-
posicién (1.) (= se tiene ya que un representante del testigo sirve en
(1.) y <= se tiene puesto que f° sirve de testigo para v, todo ésto pues-
to que ¢ valida el resultado por la hipdtesis de induccién), por lo tanto
B E Jwob(xo, fb, -, [B) es equivalente a la proposicién (2.), luego el re-
sultado es cierto para ¢. O

Corolario 2.1.5 (teorema de LoS). Sean L un lenguaje de primer orden,
I un conjunto no vacio, {A; | i € I} una coleccion de L-estructuras y B :=
[12 un wltraproducto. Para toda ¢ L-sentencia, B = ¢ <= {i € I |2; =
D

preD

Un resultado importante que se deriva del teorema de LoS es la siguiente
versién en ultraproductos del teorema de Compacidad:

Corolario 2.1.6. Sean L un lenguaje de primer orden y 3 un conjunto de L-

sentencias. Sea I = [E]<¥. Sea {2; | i € I} una coleccion de L-estructuras,

tales que A; = i. Entonces existe un ultrafiltro D sobre I tal que [[2; = 2.
D

Demostracion. Sea ¢ € . Se define ¢ :={i € I | p € i}. Sea E := {p |
p € X}

Siendo @1, , ¢, € X, se tiene que {p1, -, nt € H1 N+ NGy, luego E
tiene la PIF. Por lo tanto, por el teorema 2.1.2 E puede ser extendido a un
ultrafiltro D sobre I.

Si i € ¢, se tiene que ¢ € i, luego A; = ¢ (puesto que 2A; |= 7). Por lo
tanto, para cada ¢ € ¥ se tiene que A := {i € I | A, E ¢} 2 ¢. Puesto
que p € E C D y por ser D filtro, se tiene que A € D, luego por el corolario
2.1.5 se tiene que [[2; = ¢, esto para todo ¢ € 3. Es decir: [[2,;, EX. O

D D

Dentro de la demostracion que estamos estudiando, es importante el siguiente
resultado.

Hecho 2.1.7 (Keisler-Shelah). Sean L un lenguaje de primer orden y
A,B L-estructuras. Son equivalentes:
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1. A=%B

2. Existen I # () conjunto y D wltrafiltro sobre I tales que
[[&]iel)=][(B|icl).

D D

Referencia. [ChKe], teorema 6.1.15 . O

Del anterior resultado no presentamos prueba, debido a que la combinatoria
utilizada es muy densa, razén por la cual colocamos la referencia para aquellos
lectores interesados en la demostracion.

2.2 Caracterizacion de las clases elementales

El teorema que queremos estudiar en este capitulo es el siguiente:

Teorema 2.2.1. Sea K una clase de L-estructuras. Entonces K es elemen-
tal si y solo si es cerrada bajo ultraproductos, ultraraices e isomorfismos.

2.2.1 Esquema de la prueba

A continuacion, se dard el esquema de la prueba con la que culmina este
capitulo:

1. En péaginas anteriores, presentamos una demostracion del teorema de
Los, que dice que dado I un conjunto no vacio, D ultrafiltro sobre I,

[[R|iel)Epsiysolosi{iel|A =p}eD.
D
2. Tenemos que A = B si y solo si existen [ # () y D ultrafiltro sobre I

tales que [[(A | i € I) = [[(B | i € I) (teorema de Keisler-Shelah).
D D
La importancia de este resultado radica en que da una caracterizacion

algebraica de la equivalencia elemental.

3. Luego, probaremos una primera equivalencia: Una clase de estructuras
en primer orden es elemental si y solo si es cerrada bajo ultraproductos y
equivalencia elemental. Esta equivalencia no es del tipo que nos interesa
estudiar puesto que la equivalencia elemental no es una construccion
algebraica, pero va a ser 1til dentro de la demostracion que queremos
detallar. Aqui es donde entra en accién el teorema de Keisler-Shelah
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4. Demostraremos que K es cerrada bajo ultraproductos y equivalencia
elemental, si y solo si, es cerrada bajo ultraproductos, ultraraices e
isomorfismos. De la equivalencia dada en el paso 3, se tiene una carac-
terizacion algebraica de las clases elementales en primer orden.

2.2.2 Prueba

Teorema 2.2.2. Sea K una clase de L-estructuras. Entonces K es elemen-
tal si y solo si es cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental.

Demostracion. (=): Supongamos que K = Mod(T), con T" L-teoria. Sea

2 € K. Si A=, evidentemente B = T, luego B € K.

Siendo I # () un conjunto, D ultraproducto sobre I, y {2, | i € I} C K,

se tiene que {i € I | A; = ¢} =1 € D para todo ¢ € T. Por lo tanto, del

teorema de Lo§ (corolario 2.1.5) se tiene que [[%d; = ¢ para todo ¢ € T,
D

luego [[2; E T y por tanto [[2; € K.
D D

(«<=): Supongamos que K es cerrada bajo ultraproductos y equivalencia
elemental. Sea T := {¢ | ¢ es L-sentencia y 2 = ¢ para todo A € K}.
Sea B algin modelo de T. Se define I := [Th(B)|<“. Para cada i =
{o1,--+ ,0,} € I, existe un modelo 2; € K tal que 2; |= i (de lo contrario,
¢ :="-(oy A+ ANap) € Ty por tanto B = ¢, contradiciendo el hecho de
que {0y, ,0,} C Th(B)).

Por el corolario 2.1.6, existe un ultraproducto (con conjunto de indices I)
[12 tal que [[2; = Th(B). Puesto que K es cerrado bajo ultraproductos,
D D

[[2; € K. Pero todo modelo de Th(B) es elementalmente equivalente a B,
D
por lo tanto [[24; = B, y por ser K cerrada bajo equivalencia elemental se

D
puede decir que B € K.
Por lo tanto, se tiene que K = Mod(T'). Es decir: K es clase elemental. [

Teorema 2.2.3. Sea K una clase de estructuras en primer orden. K es
cerrada bajo ultraproductos y equivalencia elemental, si y solo si, es cerrada
bajo ultraproductos, ultraraices e isomorfismos.

Demostracion. (=): Supongamos que K es cerrada bajo ultraproductos y
equivalencia elemental. Falta ver que es cerrada bajo ultraraices e isomorfis-
mos.
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Sea [[(/ | i € I) € K. Por el teorema de Los (corolario 2.1.5) se tiene que
D

[T[(&A | i € I) =2, y por la cerradura bajo equivalencia elemental se tiene
D
que 2 € K, luego K es cerrada bajo ultraraices.

La cerradura bajo isomorfismos se tiene trivialmente, puesto que dos estruc-
turas isomorfas son elementalmente equivalentes.

(«<=): Supongamos que K es cerrada bajo ultraproductos, ultraraices e iso-
morfismos. Falta ver que es cerrada bajo equivalencia elemental.

Sean 2 € K y 2 = B. Por el teorema de Keisler-Shelah (hecho 2.1.7), existe

I # () y D ultrafiltro sobre I tales que [[(A|i e I) Z[[(B|ie ).
D D

Por la cerradura bajo ultraproductos, [[(2 | ¢ € I) € K, y por la cerradura
D

bajo isomorfismos se tiene que [[(B | i« € I) € K. De la cerradura bajo
D

ultraraices, se tiene que 8 € K, de donde se sigue que K es cerrada bajo
equivalencia elemental. O

Como corolario de los teoremas 2.2.2 y 2.2.3, se tiene finalmente la carac-
terizacion de las Clases Elementales en primer orden, como aquellas clases
que son cerradas bajo ciertas construcciones algebraicas como son los ultra-
productos, las ultraraices y las imagenes isomoérficas.

En la literatura es posible encontrar una amplia variedad de teoremas que
caracterizan el tipo de axiomatizacion que puede presentar una clase elemen-
tal en primer orden, cuando dicha clase es cerrada bajo otras construcciones
algebraicas. Ejemplo de este tipo de resultados, es el hecho que dice que
una clase elemental en primer orden cerrada bajo subestructuras puede ser
axiomatizada mediante una teoria universal. Atun asi , existen problemas
abiertos en esta direccion, como por ejemplo caracterizar el tipo de axioma-
tizacion que se puede dar para una clase elemental en primer orden cerrada
bajo intersecciones!

2.3 Otros teoremas similares.

Existen resultados muy similares al presentado en este capitulo, en diferentes
contextos.

! Agradezco al profesor Xavier Caicedo por indicarme este problema abierto



CAPITULO 2. CARACTERIZACION DE C.E. 29

Por ejemplo, considerando solamente espacios normados y funciones unifor-
memente continuas en el contexto de la l6gica multisorteada (ver seccién 4.4),
una clase de este tipo de estructuras consideradas es axiomatizable, si y solo
si, es cerrada bajo ciertas construcciones algebraicas, las cuales veremos a
continuacion:

Definicién 2.3.1. Sea L = (RE, FE ST) un lenguaje de la légica multi-
sorteada (ver definicién 4.4.1), que no tiene simbolos de relacién (es decir,
RE = 0).

Una L-estructura 2 = ({2} ez, { F*}pepr) es denominada estructura de
espacios normados, si y solo si:

1. Cada 21, (s € S*) corresponde a un espacio normado.
2. Existe sg € S*, tal que 2, = R.

3. Para cada s € St existe |||, € F¥, cuya aridad of|-|,) : 2 — S*
es la funcién constante s y cuyo valor suerte es sg. Las interpreta-
ciones de estos simbolos, seran las respectivas normas de cada espacio

A, (s € Sh).

4. Para cada s € ST, existe +, € FE, cuya aridad a(+s) : 2 — ST es la
) Y

funcién constante s y cuyo valor suerte es s. Las interpretaciones de

estos simbolos, seran respecivamente las “sumas” de cada espacio A

(s € S1).

5. Para cada s € S*, existe 0, € F¥ de aridad la funcién vacfa (simbolos
de constante) y valor suerte s. Las respectivas interpretaciones, serdn
los elementos neutros de cada espacio 2, (s € ST).

6. Para cada s € S*, existe —()s € F¥ de aridad a(—()s) : 1 — S*
tal que a(—()s)(0) = s, y cuyo valor suerte es s. Las interpretaciones
seran respectivamente, las funciones que asocian a cada elemento en 2
(s € S*) su opuesto aditivo.

7. Para cada s € S*, existe -, € F¥ de aridad () : 2 — ST tal que
a(-5)(0) = R, a(5)(1) = s y cuyo valor suerte es s. Las interpreta-

ciones seran respectivamente, los productos por escalar de cada espacio
A (s € S).
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Un lenguaje que cumpla las anteriores condiciones, es denominado lenguaje
de espacios normados, y se dice que 2 estd basado sobre la familia (2 |
s e Sh).

Definicién 2.3.2. Sean L un lenguaje de espacios normados.

Dadas dos L-estructuras de espacios normados 2% = ({4 }sesr, { F*} pepr) ¥
B = ({B,}eest, {F®}pere), se dice que A es subestructura de B (lo que
se denotara por A C B), si y solo si, A, C B, para cada s € ST, y ademds
F® extiende a F'® para cada F € FL.

Definicién 2.3.3. Sean (X, 7) un espacio topolégico, y (z¢)eea una familia
indexada de elementos de X. Si D es un ultrafiltro en A y x € X, decimos
que x es un D-limite de (z¢)eea, si y solo si, para toda vecindad U de z, el
conjunto {{ € A | z¢ € U} estd en D.

Se sabe que (X, 7) es Hausdorff compacto, si y solo si, para todo (z¢)een
en X y todo ultrafiltro D de A, existe un tnico x € X que es D-limite de
(7¢)een (denotdndolo como 161%1 T.=1x).

Definicién 2.3.4. Sea (X, | £ € A) una familia de espacios normados. Se
define Lo(A, (Xe | € € A)) := ¢ (we)een € [] Xe | sup |lze|| < o0 .
EeA IZSN

Dado (7¢)een € Loo(A, (Xe | € € A)), se define ||(z¢)een|l == 151]%1 |z¢|| (la cual

resulta ser una semi-norma).

Se define Np := {(w¢)een € Loo(N, (Xe [ £ € A)) | [[(ze)eeall = 0}

Definicién 2.3.5. Siendo D un ultrafiltro sobre A, se define el D-ultrapro-
ducto de la familia (X¢ | £ € A) de espacios normados, por:

£EA

(H X&) = (LM, (Xe [ £ €A))) /Np

Definicién 2.3.6. Dado X un espacio normado y r € RT U{0}, denotamos
por B,(X) a la bola cerrada de radio r y centrada en 0 € X

Definicién 2.3.7. Sean X© ... X0  egpacios normados, y
F:XMx. oo x XM — XO yna funcién uniformemente continua sobre
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un conjunto B C XM x - x XM Se dice que A : (0,00) — (0,00) es
un modulo de continuidad uniforme para F' sobre B, si y solo si, para
cnalesquiera (21, ), (01, ym) € By € > 0, max [ — | < Afe)

implica que [|[F (21, -, Tm) — F(ys, - ,ym)|| < €.

Definicién 2.3.8. Suponga que (¢ | £ € A) es una famila de L-estructuras
de espacios normados, basados sobre (2§ | s € ST) (para cada ¢ € A). Dado
F € F¥, decimos que (F% | £ € A) es una familia uniforme de funciones,
si y solo si, cumplen las siguientes condiciones:

1. (Condicién de acotamiento uniforme) Dado F € fL de aridad
a(F) : m — S con a(F)(k) = sp (k = 0,--- ,m — 1), para cada
sucesion rg, - - r,—1 € RT, existe R € RT, tal que para cualesquiera
felNyaxie B, (A,) (k=0,--- ,m— 1), tenemos que

¢ m
HFQ1 (xéa ,xg)H <R

2. (Condicién de continuidad uniforme) Para cada sucesion rg, - - -,
rm—1 € R, existe una funcion A : (0,00) — (0,00), tal que para
todo & € A, A es un médulo de continuidad uniforme para F % go0-
bre B,,(M$) x --- x B, (M¢ ) (donde la aridad de F satisface

Sm—1

a(F)(k) = sg, con k=0,---,m—1).

Definicién 2.3.9. Decimos que una clase (¢ | £ € A) de L-estructuras de
espacios normados es uniforme, si y solo si, la familia (F% | £ € A) es
uniforme

Definicién 2.3.10. Sea (¢ | £ € A) una familia uniforme de L-estruturas

de espacios normados, donde cada ¢ estd basado sobre (S | s € ST). Sea
D ultrafiltro sobre A.

El D-ultraproducto de (¢ | £ € A), el cual denotamos por 2 = (H 915) :
geA b

es la L-estructura definida de la siguiente manera:

A= | [T A | , para cada s € ST.
éer ),

Dado F' € F* (de aridad o(F) : m — S% donde a(F)(i) = si41
y cuyo valor suerte es sg), se define F* : QA x -+ X
siguiente manera: Dado (7})een € Loo(A, (A, | € € A)) (k= 1,---,m),
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F¥(((eD)een)ps -+ (25)eea)n) = (F* (2}, ,25,))een)p-
El hecho de que la familia (F%° | ¢ € A) sea uniforme, garantiza que F2 est4
bien definida (para mas detalles, véase [Helo]).

Definicién 2.3.11. Sean 2 = ({2 }iese, {F?} pere), B = ({Bs}sest,
{F™} pcpr) dos L-estructuras de espacios normados. Un isomorfismo entre
2y B, es una familia (T©) : A, — B, | s € ST) de isometrias sobreyectivas,
tales que:

Si F € F* tiene aridad o(F) : {0,--- ,n — 1} — ST y valor suerte sp,

FETOOO) (g0), ... TEEE-D) (1)) = TED(F¥ap - a_y))
con a; € Qla(p)(i) (Z =0,---,n— 1)

Definicién 2.3.12 (férmulas acotadas positivas). Sea L un lenguaje
de estructuras de espacios normados. El conjunto de las L-férmulas aco-
tadas positivas se define recursivamente, de la siguiente manera:

1. Si 7 es un término de valor suerte sg y r € Q,
r<rt, 7<r
son formulas acotadas positivas.

2. Si ¢ y 1 son férmulas acotadas positivas,
YAy, oV
también son férmulas acotadas positivas.
3. Si ¢ es formula acotada positiva, x variable y r € Q,
Ja(llzfl <r Ag), V(o] <7 — o)
también son féormulas acotadas positivas.

Para simplificar la notacion, definimos 3,x¢ = Jz(||z|| < r A p)y V,xp =
va(llz]] <7 — )
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Definicién 2.3.13. La aproximacion de una féormula acotada positiva ¢,
se definira recursivamente de la siguiente manera:

Sip es Las aproximaciones de ¢ son:

r<t r <t conr <r

t<r t <7, conr<r

POy (O € {A,V}) | 109}, donde 9! es aproximacién de ¢; (i = 1,2).

3,29 J21), donde r < r’ y 9’ es aproximacién de ).

Va1 Va1, donde ' < ry ¢ es aproximacion de ).
Definiciéon 2.3.14. Sea 2 una L-estructura de espacios normados basada
en (™A, | s € SE), p(x1,-+- ,1,) una férmula acotada positiva (donde x;, es
variable de suerte sg, k =1,---n ) ya, € || (k=1,---,n). Decimos que
2 satisface aproximadamente @ en aq, -+ , a,, si y solo si, A = ¢'lay, -, ay)

para toda ¢’ aproximacién de ¢. este hecho se denota por 2 =4 .
Se define Th4() := {¢ | ¢ es férmula acotada positiva y A =4 ¢}.

En este contexto, existe una version del teorema de Los:

Teorema 2.3.1. Sea (A° | £ € A) una familia uniforme de L-estructuras
de espacios normados, o(x1, -+ ,x,) una férmula acotada positiva (donde
xy es variable de valor suerte si, para k = 1,---n) y D un ultrafiltro sobre

A, Si A% estd basado sobre (A5 | s € S*) yar € Loo(A, (A5, | € € A))

(k=1,---n), entonces (H 221§> Fap((a1)p, -, (an)p) <= {£ €A

£eA
A = or(ar(€), - ,a,(€))} € D para toda @!/(xy,--- ,x,) aprovimacién de
P(@1,7  Tn).

Referencia. [Helo|, proposicién 9.2 O

Definicién 2.3.15. Sean 2, B dos L-estructuras de espacios normados. Se
dice que A =4 B, siy solo si, Tha(A) = Tha(B).

En este contexto, también se tiene una versién del teorema de Keisler-Shelah:
Teorema 2.3.2. Sean A, B L-estructuras de espacios normados, tales que

A =4 B. Entonces existen A y D ultrafiltro sobre A, tales que | [ A | =

EeA D
s .
e D
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Referencia. [Helo], teorema 10.7 O

Definiciéon 2.3.16. Sean C, D clases de L-estructuras de espacios normados,
tales que C C D. Se dice que C es axiomatizable en D por sentencias
acotadas positivas, si y solo si, existe [' conjunto de L-sentencias acotadas
positivas, tal que C es exactamente la clase de estructuras de D que satisfacen
aproximadamente a I’

A continuacion, enunciaremos un teorema de representacién en este contexto:

Teorema 2.3.3. Sean C,D clases de L-estructuras de espacios normados,
tales que C C D, D es uniforme, cerrada bajo isomorfismos y bajo ultrapro-
ductos. Son equivalentes:

1. C es axiomatizable en D por sentencias acotadas positivas.

2. C es cerrada bajo isomorfismos y ultraproductos, y D — C es cerrada
bajo ultrapotencias (es decir, C es cerrada bajo ultraraices, ver [Helo],
sumario del capitulo 13, pdgina 9).

Referencia. [Helo|, proposicién 13.6 d

Notese el gran parecido que este resultado tiene con el teorema visto en la
seccién 2.2 (la cerradura bajo una nocién de ultraproducto, bajo una no-
cién de isomorfismo y bajo una nocién de ultraraiz, ademdas de que en su
demostracion se utilizan resultados muy parecidos a los teoremas de LoS y
de Keisler-Shelah). Este es un resultado muy curioso, ya que involucra no-
ciones analiticas (como lo son la nocién de continuidad uniforme y la nocién
de familia uniforme de funciones, entre otras) que no son propios de la Teoria
de Modelos clésica, que se ocupa esencialmente del dlgebra.

En el contexto de la logica intuicionista, tenemos otro resultado similar a
los ya vistos.

Definicién 2.3.17. Sea L un lenguaje de primer orden. Una L-estructura
intuicionista es una tupla de la forma 2 = (X, <,0, A, F'), donde (X, <) es
un orden parcial con primer elemento 0, A := {2, | i € X} es una coleccién
de L-estructuras de primer orden, y F' es una funcién tal que si ¢ < 7,
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F;; := F(1,7) es un homomorfismo entre A; y 2;, de manera que sii < jy
7 < k, el siguiente diagrama conmuta:

A
A; L 2y,

Definicién 2.3.18. Sea 2 = (X, <,0, A, F') una L-estructura intuicionista.
Siendo ¢(T) L-férmulay @ € |2,], se define la nocién de forzamiento de ¢[al
en el nodo x € X, de la siguiente manera:

1. Si p(T) es atomica, A Ik, pla] <= A, = ¢[al.

2. Sip =11 ANy, Ak, pla] <= Ak, Pi[al y A, ofal.

3. Sip = Vb, Ak, la] <= Al vifa] o A I, volal.

4. Si o=, A, pla] <= para todo y > z A f, Y[al

5. Sip=Ju(v), Alk, pla] <= existe b € |A,| tal que A Ik, [b, al.

6. Si ¢ = Voy(v), A IF pla] <= para todo y > = y todo b € |A,|
Ay b, Fry(@)]

Definicién 2.3.19. Sea ¢ una L-sentencia de primer orden. Se dice que
una L-estructura intuicionista 4 = (3, <, 0,2, F') satisface ¢, si y solo si,

No es dificil verificar, que una sentencia es forzada en cada i € X, si y
solo si, es forzada en 0.

Definiciéon 2.3.20. Dos L-estructuras intuicionistas 2, B se dicen elemen-
talmente equivalentes, si y solo si, satisfacen las mismas L-sentencias.

Definicién 2.3.21. Dados {21’ | i € I} una familia de L-estructuras intui-
cionistas (donde 21* := (3;, <;,0;, A", F?), i € I) y D ultrafiltro sobre I, se
definen:
Y =][(3; | i € I} (el ultraproducto usual).

D

<=T[(<i|ie).
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0:={(i,0;) | i € I}/D.
Siendo 7 := /D € X, definimos A5 := [[(*y) | ¢ € I), considerando
D

A:={2% |5 € X} Para®,d € X con 7 < 4, definimos FL5 1 2y — A5 como
Fos(e/D) = {0, Fi y(a(0))) | i € 1}/ D

Las anteriores construcciones estan bien definidas. Para ver detalles de
la construccion, ver [Ga].

Se define como el ultraproducto de la familia {2(° | i € I} sobre D, la
L-estructura intuicionista 2 = (3, <,0, A4, F).

En este contexto, también hay una versién del teorema de Los, el cual
es importante dentro de la demostracion del teorema de representacién que
tenemos en la logica intuicionista.

Teorema 2.3.4. Sean o(z1,- -+ ,x,) una férmula, {2 | i € I} una coleccion
de L-estructuras intuicionistas (con A" := (3;,<;,0;, A", FY) ) y D wultrafiltro
sobre I. Considerando 2 = (3,<,0, A, F) el ultraproducto de de {2 | 1 €
I} sobre D, fijando 7 € ¥ y tomando (ay)/D € A5 (k = 1,--- ,n), se
tiene que {j € I | W Iy w(ar1(f), - ,an(j§))} € D, si y solo si, A Ik5
¢((a1)/D, -+ (an)/ D).

Referencia. [Ga], teorema 10.3 O

Definicién 2.3.22. Sean 2 = (X, <,0, 4, F) una L-estructura intuicionista
v to € X. La estructura ' := (X <| Xt ¢y, Al F') (con X' := {s €
Y| s>to}, A = {A, € A| s € X}y F' la restriccién de F a aquellos
s,t € X% con s < t) es denominada truncacién de 2 en t.

El siguiente teorema tiene cierto parecido con la primera caracterizacién de
las clases elementales en primer orden, ya que mezcla cerraduras bajo cons-
trucciones algebraicas y bajo equivalencia elemental.

Teorema 2.3.5. Una clase K de L-estructuras intuicionistas es aziomati-
zable, si y solo si, es cerrada bajo ultraproductos, equivalencia elemental y
truncaciones.

Referencia. [Gal, teorema 10.7 O

Hasta la fecha de la publicaciéon de la referencia, no se tenia una forma de ca-
racterizar algebraicamente la nocién de equivalencia elemental (como ocurre
en primer orden, con el teorema de Keisler-Shelah, y en el contexto de los
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espacios normados, con el teorema 2.3.2) para poder llegar a una caracteri-
zacion netamente algebraica, por lo que en este sentido es poco satisfactorio
el resultado anterior.

Notese como en el contexto de los espacios normados y en el caso de
primer orden, la existencia de versiones de los resultados de Los y de Keisler-
Shelah conducen a caracterizaciones algebraicas de las clases elementales.
La falta de un resultado anédlogo al teorema de Keisler-Shelah en el contex-
to intuicionista, lleva a una caracterizacién “semi-algebraica” de las clases
elementales.



Capitulo 3

Un teorema de Shelah

Del capitulo anterior sabemos que una clase de estructuras es axiomatiza-
ble en primer orden si y solo si es cerrada bajo ultraproductos, ultraraices
e isomorfismos. Las dos primeras son construcciones bastante sofisticadas,
pero la cerradura bajo estas construcciones implica en particular que la clase
sea cerrada bajo submodelos elementales y uniones de cadenas elementales.
Estas ultimas son construcciones mucho més naturales. Una clase elemental
abstracta, es cerrada para estas dos construcciones en particular.

Con los axiomas que se piden para que una clase sea elemental abstracta, se
pretende generalizar las clases elementales mediante algunas de las propieda-
des que estas tienen en términos de algunas construcciones algebraicas como
la cerradura bajo isomorfismos, subestructura elemental, uniones de cadenas
elementales, entre otras. De aqui el adjetivo de “abstracta”.

3.1 Definiciones preliminares

Definicién 3.1.1. Sea L un lenguaje de primer orden, y sea I una clase de
L-estructuras.

Se dice que (K, <x) un orden parcial es una clase elemental abstracta (6
CEA), si y solo si, para todo My, My, M3, My € K:

A0. a) Si My <x My, f: My = Mz, g: My = My y f C g, entonces
My < My.

b) K es cerrada bajo isomorfismos.

Al. My <K My 1mphca que M, C M,.

38
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A2. M, <K Mg, My < Ms y M, C M, implican que My < M.

A3. Existe un cardinal LS(K) (el cual se denomina nimero de
Lowenheim-Skolem) tal que dado A C |M;|, existe N € K con
N < My, AC|N|y |IN|| <|A]+ LS(K) + No.

A4. a) Dada {M; | i < p} C K una <x-cadena (es decir, si i < j < pu
entonces M; <x M; y si p es limite entonces M, = |J M,), se
a<py
tiene que M = |J M; € K y ademas M, <x M para todo j < p.
i<p
b) Siendo N € Ky {M; < N |i < pu} C K una <y-cadena, se tiene
que |J M; <x N. Es decir, |J M; es el sup en K de la <x-cadena

i<p <[

{M; < N | i< p}.

A continuacién se ilustrard con unos ejemplos la nociéon que se acaba de

definir.

Ejemplos 3.1.2. 1. Sean T una teoria consistente en primer orden y
K:= {2 ET]||Yd > 2%}. Se define que A <x B si y solo si
2A < B y A es submodelo de B Ny-relativamente saturado (es decir,
para todo A € [|B||<¥ y todo a € |*B| existe a’ € |A| que realiza el
tipo tp(a/A,B)). (K,<k) definido de esta manera es una CEA, con
LS(K) = 2%,

2. Siendo 7 un lenguaje fijo, T" una teoria de primer orden sobre 7 y I' un
conjunto de tipos sobre 7. Tomando K := {2 | & es 7-estructura tal
que A =T y A omite todo p € I' } y < la relacién de subestructura
elemental clésica, se tiene que (IC, <x) es una CEA con LS(K) =N,

3. Sean K := {& | & es un grupo localmente finito}, y < la relacién de
subgrupo clésica. Se tiene que (K, <) es una CEA con LS(K) = Ry.

Definicién 3.1.3. Sea T una teoria en un lenguaje de primer orden 7, y I'
una coleccién de 7-tipos. Se define:

MOT(T,T) := {2 | A es T-estructura, A =T y A omite todos los tipos

de I }.

Definicién 3.1.4. Siendo 7 lenguaje de primer orden, decimos que una clase
IC de T-estructuras es una clase elemental que omite algunos tipos (lo
que notaremos por K € ECOT) si existen T y I tales que K = MOT(T,T).
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Existen clases elementales que omiten tipos, que no son elementales.
Prueba de ello es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.5. Sea L, = {-,7!,e} lenguaje de primer orden, donde la
aridad de - (sfmbolo de funcién) es 2, la aridad de ~! (simbolo de funcién)
es 1, y e es simbolo de constante. Sea Ty, la Lg-teoria conformada por las
siguientes sentencias:

1L VaVyVz((z - y) -z =2 - (y- 2))
2. Ve(z-e=xANe-x=ux)
3. Voe(x-zt=eAz' -2 =¢) (7! denota ~*(z))

T, es denominada teoria de grupos

Consideremos el tipo p := {(z" # ¢) | 1 <n < w} (donde 2" denota x- - - - -x,
n veces).

Considerando K := {& | & es L-estructura, & = T,, y todo a € |B| tiene
orden finito } (a € || tiene orden finito, si existe n < w tal que a" = e%),
es evidente que K = MOT(T,,,{p}).

Se verd que K no es elemental (en primer orden): Supongamos que existe
T Lg-teorfa tal que K = Mod(T). Sea c¢ simbolo de constante que no
esté en Ly, y consideremos la teorfa 77 := T U {c" # e | 1 < n < w}.
Dado que se puede encontrar grupos donde sus elementos tienen ordenes
finitos arbitrariamente grandes (por ejemplo, algin Z, con p primo), por
un argumento de compacidad tenemos que 1" es consistente, pero esto es
contradictorio puesto que si existe & =17, & [ L, € Cyaque & =T,y
ademds c® no tiene orden finito.

Definicién 3.1.6. Siendo 7 O 79 lenguaje de primer orden, T 7-teoria y I’
coleccién de 7-tipos, definimos:

PC(T.I") = {2A | A es 7p-estructura que tiene una T7-expansion
A* e MOT(T,T)}.

Definicién 3.1.7. Siendo 7y lenguaje de primer orden, decimos que una
clase K de 7p-estructuras es una clase proyectiva que omite algunos
tipos o clase PC (lo que notaremos por K € PCOT) si existen T', I y
T 2 719 tales que K = PC,(T,T"), con T' 7-teoria y I" coleccion de 7-tipos.

Observacién 3.1.8. Una clase I € PCOT es elemental en primer orden,
si L y su complemento son cerradas bajo ultraproductos. FEn efecto, en
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particular I es cerrada bajo imégenes isomérficas (por ser proyectiva), por
hipétesis K es cerrada bajo ultraproductos y en particular ¢ es cerrada bajo
ultrapotencias (que es equivalente a tener que K es cerrada bajo ultraraices).
Por lo tanto, K es elemental en primer orden, gracias al teorema 2.2.3.

Aunque la anterior observacion mostraba una condicién suficiente para
que una clase L € PCOT sea elemental en primer orden, hasta la fecha
es un problema abierto la caracterizacién de las clases proyectivas que son
elementales!.

Definicién 3.1.9. Se dice que un orden parcial (I, <;) es dirigido si y solo
si para todo s,t € [ exister € [ talque s <ryt <.

Definicién 3.1.10. Sean (I,<;) wun orden parcial dirigido, 'y
A:={ |iel} C K donde (K,<k) es una CEA. Se dice que A es un
sistema dirigido, si y solo si, dados 7 <; j se tiene que 24; < ;.

3.2 Demostracion del teorema.

Lema 3.2.1. Sea (I,<;) un orden parcial dirigido de cardinal infinito
A >Ny, Eziste {I, | a« < A} familia de subconjuntos de I tales que:

a) Cada I, es dirigido y |1, < A.
b) a < B < X implica que I, C Ig.

c) I = L.
a<A
Demostracion. Sea {a; | i < A} una enumeracién de I.
Si J € [I]<¥, se escoje j € I cota superior de J y se considera J* := JU{j}.
En caso de que J C [ sea infinito, se tiene que existe un orden parcial dirigido
J* del mismo cardinal tal que J* C I que contiene a J: En efecto, tomando
Jo := J y suponiendo que para cierto n > w estd definido J,, se arma J,,

adicionando a J, una cota superior para cada par de elementos de J, si no
la hay en J,. Se toma J* := |J J,.

n<w

Considerando Iy := 0, Ij1 := ([ U{ax})* para cada k < Ay si k < X es

! Agradezco al profesor Xavier Caicedo, por indicarme la existencia de este problema
abierto
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limite I, := |J 1, se tiene que I = |J I, y que evidentemente se satisfacen
u<k p<A

a) y b). 0

A continuacién se mostrara un resultado muy similar al axioma A4 de una
CEA, referente a uniones de <y —cadenas, pero en el contexto de los sistemas
dirigidos.

Lema 3.2.2 (Limites dirigidos). Sean (I, <;) un orden parcial dirigido y
(K, <) una CEA. Si A :={; | i € I} C K es un sistema dirigido, entonces:

(i) U, K.

i€l

(11) Para todo i € I, A; < |J2;

el

(111) SiA € K es tal que A; < A para todo i € I, entonces |J A; <xc A.
el
Demostracion. Si I es finito, no es dificil ver que I tiene un méaximo. Siendo

t tal maximo, es claro que |J2; = 2, donde evidentemente se cumple (i),
iel

(i) (por considerarse un sistema dirigido) y (iii) (puesto que t € I).

Suponemos ahora que |I| = u > Ry, y que el resultado es vélido para A < pu.

Del lema 3.2.1, se tiene que existe una familia {/, | @ < u} de subdrdenes

parciales de [ dirigidos, no vacios, tales que:
2) |L] < p
b) o < < p implica que I, C I3 C [

c) I=U L

a<lp
Se define A% := (J,.; ;. Por la hipétesis de induccién (ii), se tiene que
J € I, implica que A; <x A*. Si a < 3, en particular j € I si j € I,, luego
2A; <x AP, v de la hipétesis de induccién (iii) se tiene que A~ <x A®. Por
el Axioma A4 a) de la definicién de CEA, se tiene que |J 2% = U &, € K,
B<p Jjel

luego (i) se cumple para I.

Dado j € I, existe o < p tal que j € I,. Se tiene que A% < J 2, = J AP

jel B<p

(por el axioma A4 a) de la definicién de CEA), y como 2; < 2% (por
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hipétesis de induccién (ii)), por lo tanto 2A; <k |J 2, (por la transitividad
jel
de <), luego (ii) se cumple para I.
Siendo A € K tal que 2; < U para todo j € I, por la hipétesis de induccién
(i) se tiene que A* <, A para todo a < p. Luego por el axioma Ay b) de la
definicién de CEA, se tiene que |J A; = |J A* <k A, luego (iii) se cumple
Jjel B<p
para [. O

Lema 3.2.3 (Skolemizacion). Sea (K, <x) una CEA sobre un vocabula-
rio T, con numero de Léwenheim-Skolem LS(K), y sea 7 = 7 U {F |
i < LS(K) yn < w} un nuevo vocabulario donde cada F}* es un simbolo de
funcion que no esta en 7 de aridad n. Si A es una T-estructura, A* denota
una Ty -expansion de A y a € |A|", se denota por A% la subestructura mds
pequena de A* que contiene a a, y se toma Uz = AL | 7. Entonces, cada
A € K tiene una expansion A* tal que para todon < w ya € |A|":

i) Az < A

ii) |2zl < LS(K)
ii1) Si b es una subsucesion de @, entonces A; <x Az
iv) Para toda T -subestructura B* de A*, B* | 7 < A.

Demostracion. Sea 2 € K.

Si n = 0, cada F? corresponde a un simbolo de constante. Asi, tomando
A" <k A de cardinal < LS(K), y || :={b; : i < j < LS(K)} una enumera-
cién, se considera (F)% :=b; sii < jy F? := by en caso contrario.
Considerando n = 1y a € ||, por el axioma de Léwenheim-Skolem descen-
dente (A3) existe ™A, € K tal que A, < A, |A'|U{a} C ||y ||l < LS(K).
En caso de que n > 1 siendo @ € |2|", se toma A := |J{%%; | b S a} U {a}, v
aplicando el axioma de Lowenheim-Skolem descendente (A3) existe Az € K
tal que A C |2z] v ||z]] < LS(K). Considerando |z := {a; | i < ||z}, se
toma F*(a) := a;, si i < ||Uz||, vy F*(@) = ao, en caso contrario.
Evidentemente, se satisfacen las condiciones i) y ii).

Para ver que se cumple #i4), se evidencia por la construccién hecha que b C @
implica 7 C 2Az. Como A; <x Ay Az <k A, entonces por el Axioma A2 se
tiene que 2A; <x Ag.

Sea B* 71 estructura tal que B* C A*. Considérese {a; | i < |[|B*||} una
enumeraciéon de |[2A*|. Se definen S := [|B*|]<“ (el cual claramente es un
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orden parcial dirigido, con el orden de la inclusién) y B := B* | 7.
Sia € S, se tiene que Az < Ay que A= C B* (ya que a C |B*| y puesto
que 2% es minimal), luego |J |2%| C [B7*|.

acs
Por otro lado, siendo b € |B*|, se tiene que b € |A;| y por lo tanto b € |J |2L%|.
acs
Luego se tiene que B* = (J AL,
acs
De lo anterior, se puede afirmar que %6 = | J 24z y como 2(; € K para cada

acs
a € 8, del lema de los limites dirigidos (lema 3.2.2) se tiene que B € K.

Puesto que 2A; <x A para todo @ € S, del mismo lema 3.2.2 se tiene que
B < . O

Teorema 3.2.4 (Shelah). Sea (K, <) una CEA en un lenguage 7. Enton-
ces (KC, <x) € PCOT.

Demostracion. Sea 71 O 7 el mismo lenguaje dado en el lema enterior. Se
define I',, de la siguiente manera: Fijemos 20* una 7j-estructura (su reduccién
al lenguaje 7 lo notaremos por 2). Un n-tipo completo p (en el lenguaje )
estd en I',,, si y solo si, si es realizado por @ € |2*| en A*, entonces para todo
b C @ se tiene que Ay <x Az

Ademas, se considera I' := {p | p es 71-tipo completoy p ¢ (J T, }.

n<w
Definiendo K' := MOT(0,T), se vera que K = PC.(0,T):
Si A* € K entonces 2 € K:

e Caso 1: Si A* = AL (es decir, si es finitamente generado), si se toma
b C @y como a realiza tp(a, ) € I'g (puesto que A* omite todos los
tipos de I'), se tiene por lo tanto que 2A; <x Az Esto tltimo estd
diciendo implicitamente que 2 € K.

e Caso 2: Si A* no es finitamente generado, puesto que 2A* = [J A=
acs
donde S := [|A*|]<¥ y como es claro que (S,C) es un orden parcial

dirigido, de lo anterior y del Lema de los Limites Dirigidos (lema 3.2.2)

se tiene que A = |J Uz € K (puesto que cada Az € K).
acs

Por 1ltimo, se verd que cada 2 € K tiene una 7-expansion 2A* € K’
Tomando 2* la Skolemizacién de 2 (lema 3.2.3), se tiene que si b C @ enton-

ces U <k Ug. Esto en particular ocurre si @ realiza a p, luego p € I'ig. De
esto, se tiene que A* omite todos los tipos de I'.
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Por lo tanto, se tiene que K = PC,((,T). O

Es importante notar que este tltimo teorema es de una sola direccién; es
decir, nos asegura que una CEA es una clase proyectiva que omite una cierta
coleccion de tipos (es decir, una clase “axiomatizable” mediante una cierta
coleccién de tipos que deben ser omitidos). Pero dada una clase proyectiva
que omite una coleccién de tipos, no podemos asegurar que esta sea una
CEA. El tinico resultado en esta direccion del que tenemos conocimiento es
un resultado de Chang, que dice que una clase es definible por una sentencia
de Lo, siy solo si es una clase proyectiva de primer orden con omisién de
tipos?.

2 Agradezco al profesor Xavier Caicedo, por sefialarme la existencia de este resultado.



Capitulo 4

Una mirada categodrica.

Dentro del trabajo en matematicas, muchas veces no se necesita entrar en
detalle sobre algunas estructuras, sino que basta considerar puntualmente los
conjuntos considerados y algunas propiedades que tengan las funciones entre
dichos conjuntos (no es necesario en varios casos, entrar en detalle sobre los
elementos de dichos conjuntos).

Al asumir este punto de vista “sintético”, surge lo que hoy es conocido como
Teoria de Categorias.

Varias construcciones conjuntistas pueden generalizarse en este nuevo con-
texto. Por ejemplo, el producto cartesiano de una familia de conjuntos lleva
a la definicion de producto en una categoria, y la unién de una cadena de
conjuntos lleva a la nocién de co-limite.

Por esta razoén, incluimos en este trabajo un resultado que muestra algunas
condiciones de clausura (bajo las generalizaciones categéricas, de algunas
construcciones conjuntistas) que debe tener una categoria, para que tenga
un comportamiento similar a la categoria de los modelos de cierta teoria, en
una logica infinitaria adecuada.

4.1 Definiciones preliminares.

Definicién 4.1.1. Una categoria € esta definida por:

1. Una coleccién no vacia cuyos elementos se denominaran objetos de €
(la cual se denotara por ob(€)).

2. Una coleccién no vacia {[A, Ble}a,peob(e) de clases disyuntas dos a dos.

46
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A un elemento f € [A, Bl¢ se le denominard morfismo o flecha con
dominio A y codominio B. Es posible que en algunos casos [4, B¢ = 0.

Ademds, se define Mor(€) := |J [A, Ble, la cual se llamara la
A,Beob(C)
coleccién de morfismos de €.

3. Dados A, B y C elementos de o0b(€), existe una operacién
o:[A, Ble X [B,Cle — [A, C|e que se denominard composicién (don-
de se denota g o f :=o(f, g)) tal que:

(a) Dados f € [A, Ble, g € [B,Cley h € [C, D], (hog)of = ho(gof).

(b) Dado A € 0b(€), existe un morfismo identidad idy € [A, A]¢ tal
que para cualquier f € [A, Bl¢ se tiene que f oidy = f, y para
cualquier g € [B, A]¢ se tiene que ids 0 g = g.

Ejemplos 4.1.2. 1. Se define la categoria C'on de la siguiente manera:
ob(Con) es la clase de todos los conjuntos.
Dados A, B conjuntos, se define [A, B]c,, como el conjunto de todas
las funciones de A en B.
La composicién entre morfismos es la usual.
Las identidades, son las funciones identidad.

2. Se define la categoria Grp de la siguiente manera:
ob(Grp) es la clase de todos los grupos.
Dados (G, -), (H,*) grupos, se define |G, H|g, como la clase de todos
los homomorfismos de grupo entre Gy H.
La composicion de morfismos es la usual.
Las identidades, son las funciones identidad.

3. Siendo (M,-) un monoide, se define la categoria M de la siguiente

manera;
ob(9M) := {p} donde p es algin elemento de M.
[p, plam := M.

Dados f, g € [p, plom, se define go f:=g- f.
El morfismo identidad es el elemento identidad del monoide.

4. Sea (I, <) un preorden (es decir, < es reflexiva y transitiva). Se define
la categoria J de la siguiente manera:
ob(J) = 1.
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{(z,y)} siz<y

[l’) y]:‘ = .
@ en caso contrario.
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Composicién: La natural (seguir la flecha definida por el orden, gracias

a la transitividad de <).

El morfismo identidad para cada = € I, es la pareja (z, z) (la cual tiene

sentido considerar, puesto que < es reflexiva).

5. Se define la categoria Top de la siguiente manera:
ob(Top) es la clase de todos los espacios topolégicos.

Siendo X = (X,8) y Y := (Y,F) espacios topoldgicos, se define

X, Y]rop :={f: X — Y| f esuna funcién continua}.
La composicion de funciones es la usual.
Las identidades, son las funciones identidad.

Definicién 4.1.3. Sean € y ® dos categorias. Un functor de € en ® es una
tupla de la forma F := (Fy : 0b(€) — 0b(D), Furor : Mor(€) — Mor(D))

donde:
L. si g€ [A7B]€7 FMor(g) € [Fob(A)aFob(B)]’D-

2. FMor(g © f) = FMor(g) o FMor(f)'
3. Fuor(ida) = idp,,(a) para todo A € ob(€).

Por simplificar la notacién, escribimos F'(A) := Fp(A) si A € 0b(€) y F(g) :=
Fror(g) si g € Mor(€), pero haciendo la observacién de que el primero es un
objeto de ® y el segundo es un morfismo en ®. Haciendo esta consideracién,

denotamos mediante F': € — © al functor F'.

F.¢—
Ar— F(A)
gl — | F(9)
B+—— F(B)

A continuacién, se ilustrara con unos ejemplos la nocién de functor.

Ejemplos 4.1.4. 1. (functor identidad)

]dql€—> ¢
A— A
gl — |9
B+—2B
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2. (functor olvido)

U:Grp— Con
gl — |9
(H,*)—— H

3.

F:Con—— Top
X — (X, P(X))
gl — |9
Y — (Y, P(Y))

4.

F:Con— Con
X —P(X)
gl lg//
Y—P(Y)

5. Siendo € una categoria pequenia y A € ob(€),

HA:¢— Con
XI—>[A,X]¢
gl = 1920

Y — [A7 Y]C

Definicién 4.1.5. Se define la categoria Cat (la categoria de las cate-
gorias pequenas) de la siguiente manera:

ob(Cat) va a ser la coleccién de todas las categorias pequenas.

€, Rlea :={F : € — K| F es functor }.

Composicién entre morfismos: La natural.

Los morfismos identidad, son los functores identidad.

A continuacion, se presentaran algunas definiciones bésicas dentro de la
teoria de categorias, que van a ser fundamentales dentro del desarrollo del
presente capitulo.
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Definicién 4.1.6. Sean € una categoriay f € [A, Ble, con A, B € ob(€). Se
dice que f es isomorfismo, si y solo si, existe g € [B, Al¢ tal que fog =idp
y gof=ida.

Dos objetos A, B € 0b(€) se dirdn isomorfos (lo que se notara por A = B),
si existe un isomorfismo f € [A, Ble.

De esta manera, se dice que dos categorias pequenas € y K son isomorfas
si lo son en la categoria Cat.

Definicién 4.1.7. Se dice que dos categorias € y K son equivalentes (lo
que se notard por € = R), siy solo si, existe un functor ' : € — £ pleno (para
cada A, B € 0b(€), F | [A, B]¢ es sobreyectiva), fiel (para cada A, B € ob(€),
F | [A, B]e es inyectiva) y ademds para cada objeto C' € ob(R) existe un
objeto Ac € ob(€) tal que F(A¢) = C.

Dos categorias isomorfas son equivalentes. En efecto: Sean F : € — K
y G : & — € functores tales que F o G =idgy Go F = idg, A, B € 0b(€)
y C € ob(R). Tomando f € [F(A), F(B)]g, evidentemente F(G(f)) = f
con G(f) € [G(F(A)),G(F(B))le = [A, Ble, luego F' es pleno. Conside-
rando f,g € [A, Bl¢ tales que F(f) = F(g), se tiene por lo tanto que
f=GF(f) = G(F(g9)) = g, luego F es fiel. Como F(G(C)) = C, en-
tonces se tiene trivialmente que F(G(C)) = C, donde G(C) € ob(€). Por lo
tanto, € y R son equivalentes.

4.2 Grafos

Definicién 4.2.1. Un grafo &, consiste de dos clases G (la cual se de-
nominard clase de vértices) y F (denominada clase de flechas), y de
dos funciones org, fing : Fg — G, donde para f € Fg org(f) es de-
nominado origen de f y fing(f) es denominado final de f (y se dird
que f es una flecha de org(f) en fing(f)). Siendo a,b € G, se define
la,ble :=={f € Fo | ore(f) =ay fine(f) =0b}.

Si la union disyunta de G y Fg es conjunto, se dird que & es un grafo
pequeno.

Ejemplos 4.2.2. 1. Sea € una categoria. Definimos el grafo subyacen-
te a la categoria € (el cual se denotara por € := (C, F¢, org, fing))
C = ob(C).

Fe = Mor(€).
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Siendo f € Mor(€), existen A, B € ob(€) tales que f € [A, Ble, de
donde se define ore(f) := Ay fine(f) := B.

2. Sea 6 = (G, Fg,org, fing) un grafo. A partir de & se armardn los
siguientes grafos:

(a) &, donde G~ := GU{—00} (donde —oo es un elemento que no
estden G) y Fg- := FgU{p, | a € G}, donde [—00, a]s- = {pa}.

(b) Andlogamente, se puede definir un grafo &%, donde
G := G U {oo} (donde oo es un elemento que no estd en G)
y Fg+ = FgU{c, | a € G}, donde [a, 00]g+ := {c,}-

Definicién 4.2.3. Sea & = (G, Fg, ore, fing) un grafo. Un camino en &
es una sucesion de flechas de la forma:

f1 f2 fn—1 fn

Qy = a1 = -+ Ay Ay

donde n € w.

Dado el anterior camino, a ag se le denomina dominio y a a,, se le denomina
codomonio del camino dado. Si n = 0, se tiene el camino vacio de domi-
nio y codominio ay.

Definicién 4.2.4. Dado & = (G, Fg, org, fing) un grafo, una condicién
de conmutatividad en & es un par de caminos con el mismo dominio y
codominio.

ag fl a, f2, fn a,
g1 Im
by 92 by 93, o Gm—1 -

Definicién 4.2.5. Sean &' = (G', For,ore, fing)y 6 = (G, Fg,org, fing)
dos grafos. Un morfismo entre grafos es un par de la forma

F = (Fyer : G — G Fp 1 Fg — F¢), donde para todo f € [a, b]s se tiene
que Ffl(f) € [Fvert(a)a Fvert(b)]éﬁ"

Para simplificar la notacién, denotaremos F, := F,(a) (para todo a € G)
y F(f) := Fu(f) (para todo f € Fg). De esta manera, al morfismo F lo
denotamos por F': & — &',
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Ejemplo 4.2.6. Al considerar el grafo subyacente de dos categorias € y R,
todo functor F': € — K es un morfismo entre estos dos grafos.

Definicién 4.2.7. Sean &’ y & dos grafos. Un morfismo de grafos
D : (&))" — & es denominado cono en .

Definicién 4.2.8. Sean &' y & dos grafos. Un morfismo de grafos
D : (&)t — & es denominado co-cono en &.

Definicién 4.2.9. Sean & = (G, Fg, ore, fing) un grafo y € una categoria.
Se denomina diagrama en € (de dominio &), a todo morfismo de grafos

D :® — € (considerando € como el grafo subyacente a €).

Si & es un grafo pequeno, se dird que D es un diagrama pequeno.

Para simplificar la notacién, se define D, := D(a) (para cada a € G).

Ejemplos 4.2.10. 1. Siendo € y K dos categorias, todo functor
f € — R es un diagrama, considerando como dominio el grafo subya-
cente de €.

2. En caso de que & corresponda al grafo subyacente de un orden parcial
dirigido, se dird que D : & — K es un diagrama dirigido.

Definicién 4.2.11. Sea & un grafo y € una categoria. Un morfismo de la
forma D : &~ — € se denomina cono del diagrama D | &, si para todo
f € la,ble el siguiente diagrama conmuta:

Andlogamente, un morfismo de la forma D : & — € se denomina co-cono
del diagrama D | @, si para todo f € [a, b]s el siguiente diagrama conmuta:
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Definiciéon 4.2.12. Sean & un grafo y € una categoria. Un diagrama

L:®" — € es denominado limite del diagrama L | &, si dado cualquier

cono D: & — Ctalque D | & = L | B, existe un dnico ¢ € [D_o, L_oo]e

tal que D(p,) = L(pa) © ¢, para todo a € G (como se ilustra en el diagrama).
Fl

D_o——L_

D(pa) L(pa)

D,

Andlogamente, un diagrama C : & — € es denominado co-limite del
diagrama C' [ &, si dado cualquier co-cono D : & — € tal que D(a) = C(a)
(para todo a € G) y D(f) = C(f) (para todo f € Fg), existe un unico
¢ € [Co, Doole tal que D(c,) = p o C(c,), para todo a € G (como se ilustra
en el diagrama).

D,
C(ca) D(cq)

4.3 Los croquis como manera de axiomatiza-
cién.

Algunas operaciones logicas se pueden expresar mediante limites y co-limites.
Por esta razoén, al presentar una categoria destacando algunos limites y co-
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limites, se estaria en cierta manera considerando una teoria.

Definicién 4.3.1. Un croquis es una cuaddrupla de la forma
S = (6,Ds, Ls,Cs), donde & es un grafo (el cual se denominara grafo
subyacente), Dgs una clase de condiciones de conmutatividad en & (deno-
minado los diagramas de S), Ls una clase de conos en & (que se llamara
los conos (limites) de §) y Cs una clase de co-conos en & (denominado los
co-conos (co-limites) de S).

Si la unién disyunta de Dg, Ls v Cs es un conjunto, se dice que el croquis
S es pequeno.

Se dice que § := (6, Dgs, Ls, Cs) es un croquis normal, si y solo si, el grafo
S es el subyacente a una categorfa €, cada cono en Lg es limite en €, y cada
co-cono en Cg es co-limite en €

Ejemplo 4.3.2. Sea € la categoria definida de la siguiente manera:

ob(€) :={a,a*}, [a,ale := {id,}, [a?, a®]¢ = {ids2} v [a?, a]ec := {0, p1, P2}
Sea & = (G, Fg,ore, fing) un grafo donde G := {z,y} v Fg := 0 (por lo
tanto org = fing = 0).

Consideramos el morfismo de grafos H : &~ — €, donde H, = H, = «a,
H_ o =a* H(p.) =p1y H(p,) = pa (como se ilustra en la figura de abajo).

De esta manera, consideramos el croquis S := (€, D, L,C), con D := (),

C:=0yL={H}

Como se habia dicho anteriormente, presentar una categoria destacando
ciertos limites y co-limites se estd considerando, en cierta manera, una teoria.
Pero esto precisamente se hace al considerar una categoria que “calque”,
mediante un functor, las condiciones de conmutatividad, los limites y los co-
limites que estan detallados en un croquis. Es decir, el croquis estd haciendo
las veces de “teoria” y el functor considerado estda haciendo las veces de
“modelo”.
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Definicién 4.3.3. Sea S := (6, D, L, C') un croquis. Considerando el grafo
subyacente de una categoria €, se dice que el morfismo F': & — € es un
¢-modelo del croquis S si y solo si:

1. Laimagen mediante F' de una condicién de conmutatividad en D, forma
un diagrama conmutativo en €.

2. Para todo cono H € L, F'o H es limite en €.
3. Para todo co-cono J € C', F o J es co-limite en €.
Un modelo es por definicion un C'on-modelo.

Ejemplo 4.3.4. Consiremos el croquis del ejemplo 4.3.2.

Un modelo F : € — Con de dicho croquis S = (&, 0, {H},0), estd descri-
biendo un algebra. En efecto:

Puesto que FoH es limite en Con, entonces se tiene que F'(a?) = F(a)x F(a),
ademés de que F'(p;) y F(p2) son las respectivas proyecciones.

Por lo tanto, F'(o) € [F(a?), F(a)]con corresponde a una operacién binaria

en F(a).

Si consideramos en D’ la siguiente condicién de conmutatividad:

2

a
n| e
a a

1d g

un functor que sea modelo del croquis 8" = (€, D', { H}, }) estard codificando
un algebra cuyo universo tiene un solo elemento.
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4.4 La légica multisorteada.

Un inconveniente de la logica de primer orden, es el no poder considerar
funciones como:

1. El producto por escalar considerado en un espacio vectorial.
2. La métrica considerada en un espacio métrico.

Esto debido a que solo se consideran funciones de tipo f : G* — G (i algtin
ordinal y G un conjunto).

Pero precisamente, la légica multisorteada considera funciones como las des-
critas en los numerales 1. y 2.

Definicién 4.4.1. Un lenguaje en la légica multisorteada estd conformado
por un conjunto de simbolos de relacién (R*), un conjunto de simbolos de
funcién (FL) y un conjunto de suertes (S*).

A cada R € R, se le asocia una funcién a(R) : ug — ST (ug ordinal) (la
cual se denominara aridad de R).

Andlogamente, a cada f € F'*, se le asocian una funcién a(f) : py — S* (us
ordinal) (la cual se denominard aridad de f) y un valor suerte s; € ST.

Ejemplo 4.4.2. En este capitulo, va a ser importante el siguiente lenguaje
(que se denotard por L(&)):

Tomando un grafo pequeio & := (S, Fs, ors, fing), se definen S*(®) .= Sy
F™®) .= Fy, donde la aridad asociada a cada f € [a,b]s es la funcién

a(f) : {0} — 54

O—a

y el valor suerte de f es sy :=b.
No se considerarédn simbolos de relacién (es decir, R¥(®) := ().

En la logica de primer orden, primero se definia lo que iba a ser un
término, para luego a partir de estos, comenzar a construir las férmulas. A
cada variable se le asociard una suerte. Analogamente, como en la logica
de primer orden, se combinan de forma adecuada simbolos de funcién con
variables, pero teniendo en cuenta que se esta trabajando con varios tipos de
variables (pues pueden tener suertes distintas), y luego se combinan adecua-
damente funciones con términos.
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Definicién 4.4.3. Sean L = (RL, FL, ST) un lenguaje en la 16gica multisor-
teada, y X un conjunto de pares ordenados tales que:

1. (v,s) € X para cada variable v con suerte s.

2. Si f € FL tiene aridad a(f) : uy — S* y valor suerte sy, y siendo
t : py — X una funcién tal que la segunda coordenada de t(i) es
a(f)(i) para cada i < uy, entonces ((f,t),sy) € X.

Si (t,s) € X, at sele denomina L-término, y a s valor suerte de t.
A la coleccién de L-términos lo denotamos por Term(L).
Una variable v de suerte s se denotard por ws.

Lo que nos dice la primera condiciéon es que toda variable es término;
la segunda condiciéon nos dice que, “evaluando” adecuadamente términos en
simbolos de funcién, tenemos un nuevo término.

Definicién 4.4.4. Una férmula atémica en un lenguaje L = (RY, FL, ST)
de la légica multisorteada, es un par ordenado donde:

1. La primera componente es algin R € R”, o es el simbolo de igualdad
(=).

2. La segunda componente es: En el primer caso, una funcién
t:ur — Term(L) donde t(7) es un L-término con valor suerte o(R) (i)
(i < pr); en el segundo caso cualquier conjunto {t1,}, donde ¢; y o
son términos con el mismo valor suerte.

Sia(R):n — S* (n<w)eslaaridadde Re€ REyt:n — {tg, - tn_1}
es tal que cada t(i) :=t; (i < n) es un L-término con valor suerte a(R)(i),
para simplificar la notacién puede escribirse R(t, - -t,—1) en vez de (R, ).

Si t1,t3 son L-términos con igual valor suerte, se denota por t; = t5 a la
pareja (=, {t1,t2}).

Las reglas bésicas (dadas muy informalmente) para la formacién de f6r-
mulas en Lo o (L lenguaje en la 1égica multisorteada) son las siguientes:
Las férmulas en Lo, « se construyen usando férmulas atémicas y los siguien-
tes operadores:

-, \/7 /\7 VYHa
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donde A y \/ es aplicado a conjuntos de férmulas, — es aplicado a dos
formulas, — es aplicado a una formula, y V y 3 es aplicado a un conjunto de
variables y a una féormula.

Siendo ¥ un conjunto de férmulas, se denota la conjuncién de 3 por A X, y
la disyuncién de ¥ mediante \/ X.

O{p, v} (O € {\/,\}) es denotado por pO.

Siendo {¢;}ic; un conjunto de férmulas, A{p;}ics es denotado por A ¢;
iel

(\/{wi}ier se denota andlogamente).

La conjuncién V(e — 1) AVz(¢ — ¢) es denotada por Va(y < ).

Definicién 4.4.5. Sea L = (R, FL ST) un lenguaje en la légica multisor-
teada. Una L-estructura 2l es una asignacion de un conjunto A, para cada
s € ST, junto a una relacién R* “apropiada” para cada R € R* y una funcién
f* “apropiada” para cada f € FL (la palabra “apropiada” hace referencia
a que haya compatibilidad de las aridades de cada simbolo de relacion y de
funcién, con las relaciones y funciones consideradas como interpretaciones).
Denotaremos una L-estructura por A := ({As}sese, {R*}rere, {f*} fert).

Ejemplo 4.4.6. Siendo & un grafo y L(&) el lenguaje multisorteado aso-
ciado a & (ver ejemplo 4.4.2), las estructuras sobre este lenguaje son los
diagramas D : & — Con (ya que un diagrama de este tipo asigna un con-
junto D, a cada a € S, y asigna una funciéon de dominio D, y codominio D,

acada f € [a,be).

Definicién 4.4.7. Sean A = ({A;}.ese, {R*}rere, { ™} jerr) una L-estruc-
tura, ¢ una L-férmula y a una funcién de Y (un conjunto de variables que

contiene a las variables libres de ¢) en J As, que asigna a una variable vy
ses
un elemento a(v,) € As.

La nocién de semantica en la légica multisorteada estda dada por relacién
ternaria A = p[al, definida (de manera muy informal) de la siguiente manera:

1. Si ¢ una férmula atémica, hay que considerar dos casos:

(a) Si ¢ es de la forma t; = ty (t1,t2 € Term(L) con mismo valor
suerte s), se tiene que A = @[a], si y solo si, al evaluar la tupla
(a(vs))v,evarLinie) (de la manera “adecuada”) en ¢} y 3, resulta
el mismo elemento en A;.
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(b) Si ¢ := (R,t) para algin R € R" (de aridad «(R) : up — S*) y
t:ur — Term(L), se tiene que A = plal, si y solo si, la tupla
(a(vs))v,evarLiv(e) €valuada “adecuadamente” en cada (i) (i < ),
estd en R

2. Sip := ), se tiene que A = plal, siy solo si, no se tiene que A = ¥[a]
(lo que se denota por 2 [~ ¢[a]).

3. Sip:= A @i, se tiene que A = plal, si y solo si, A = ¢;[a] para todo
ier.

4. Si ¢ =\ ¢, se tiene que A |= p[a], si y solo si, existe i € I tal que
A ol

5. Si p := 1 — (9, se tiene que A | ¢la], si y solo si, ocurre por lo
menos una de las siguientes situaciones:

(a) 2~ pafal.
(b) & = @sfal.

6. Si ¢ := Vz(¢) (con x conjunto de variables que contiene algunas va-
riables libres de 1)), se tiene que 2 = ¢, si y solo si, para cualquier
asignacion b : x — |J As (con b(vs) € Ay) se tiene que A = ¢[b, a.

seS

7. Si ¢ = 3x(y) (con x conjunto de variables que contiene algunas varia-
bles libres de 1)), se tiene que 2 |= ¢, si y solo si, existe una asignacién
b:x — |J As (con b(vs) € As) tal que A = ¥[b, al.

ses
Si ¢ es una sentencia (es decir, no tiene variables libres), se denota por
M = ¢ al hecho de que M = ¢[0] (donde 0 es la asignacién vacia), y se
define:

Mod(L)<(p> :={M | M es L-estructuray M |= ¢ }

Definicién 4.4.8. Una férmula existencial positiva (6 E.P.) es una férmula
construida a partir de férmulas atémicas, y solo utilizando los operadores A,

V v 3 (no se admiten —, V ni ).

Una sentencia bésica (6 S.B.) es una conjuncién de sentencias de la forma

Va(e — 1), donde ¢ y ¢ son fémulas E.P.
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Lema 4.4.1. Para todo grafo pequenio & existe una sentencia bdsica (infi-
nitaria) ¢ en el lenguaje L(®~) tal que un diagrama D : &~ — Con es un
limite, si y solo si, D = .

Demostracion. Un diagrama D : &~ — Con es limite de D | &, si y solo si,
las siguientes condiciones se cumplen:

1. Sean a,b € G~. Dado x € D,, para cualquier f € [a,b]s- se tiene que
D(f)(x) = y (la imagen de z mediante cualquier funcién D(f) es la
misma), si y solo si, existe z € D_, tal que D(p,)(z) = = (es decir,

D(f) e D(pa)(z) = D(ps)(2) = y)

2. Sean z,w € D_4. Si para todo a € G se tiene que D(p,)(z) =
D(p,)(w), entonces z = w (no hay objetos en D_, con iguales pro-
yecciones).

Por lo tanto, al considerar la conjuncién de las sentencias:

1. V{UG | a€eGU {—OO}} ( /\ f(va) =vp < J_oo /\ pa(v—oo = Ua))

fe[avb]® aeG
(para cada a,b € G)

2ot | A a0 = a0)) = (0= 020

aeG

se tiene el resultado. O

Lema 4.4.2. Dados & un grafo y D : &+ — Con un diagrama, existe una
sentencia basica ¢ tal que D es co-limite , si y solo si, D |= 1.

Demostracion. Para que D sea el co-limite de D [ &, debe cumplirse las
siguientes condiciones (ver [ArMa], corolario 2.4.1):

1. Para todo z € D, existe z € D, (para algin a € G) tal que
D(cy)(x) =2

2. Para todo © € D, y todo y € Dy (a,b € G arbitrarios), se tiene la
siguiente equivalencia:
D(cy)(x) = D(cp)(y), si y solo si, a = by x = y; o si existe f €
la,ble tal que D(f)(z) =y (6 D(f)(y) = x); o si existen una sucesién
(o, - xy) (conn < w, x; € Dy, o =, Ty, =Y, ag =ay @, =0) y
fi € lai, aia]e (6 f € laiy1, ails) (i < n) tales que D(f;)(z;) = xi1 (6

D(fi)(13i+1) = Iz)
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El lema queda probado, al considerar la conjuncion de las siguientes dos
formulas:

1. Yoo A Fvalca(ve) = v0)

aeG
2. Vv Yoy(ca(va) = co(vp) < 95%(Va, vb))
donde:
qﬁsz(va, vp) 1= \/ Elug0 sy (Vg = ugo Avy = u, A
n€N+,aiEG (i<n)
ag=a,an=>b

/\ ¢ai7ai+l (u;? u;jjl ))
<n

siendo:

Definicién 4.4.9. Sean p y A cardinales, con A < p. L, es el conjunto
de férmulas L o tal que contiene las férmulas atémicas, y es cerrado bajo
conjuncion y disyuncién de conjuntos con cardinal menor que p, y cuantifi-
cacion sobre conjuntos con cardinal menor que A.

L7, \ es definida como la clase de férmulas en Ly, y, que son conjunciones de
menos de A féormulas.

Definicién 4.4.10. Dado un croquis § = (&, D, L, C') pequeno, se define el
tamano limite (denotado por As) como el menor cardinal infinito regular
mayor que |G~| (para todo grafo & = (G, Fg, ore, fing) que sea codominio
de un cono en L).

El tamano maximo de S (denotado por ps, es el menor cardinal infinito
regular, mayor que los siguientes cardinales: \s, |S], |C| y |GT| (para todo
& = (G, Fg,ore, fing) que sea dominio de un co-cono en C')

Lema 4.4.3. Sea S un croquis pequeno, con grafo subyacente &. Entonces
Mod(S) = Mod'®)(0s), para L el lenguaje dado por el grafo &, y para una
sentencia basica os en L;Jr \ (conp=ps yA=2As).
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Demostracion. Siendo d = (f, g) una condicién de conmutatividad en D (con

f1 f2 ! g1 g2 Im—1 g
f=a—=a = - a,1—>bg=a=>b = " b, = b), se define

P4 por:
V0a[tn(ap_1(- - az(a1(va)) -+ )) = b (b1 (- - - ba(by(va)) - - +))]

De esta manera, M : & — Con satisface g, si y solo si, la imagen de la
condicién de conmutatividad mediante M es un diagrama conmutativo en
Con.

Por cada cono H : &~ — & en D, por el lema 4.4.1 se tiene que existe una
sentencia béasica ¥y (pero en L(G7)) tal que M o H es limite en Con si y
solo si M o H =1y (con M : & — Con un diagrama). Obteniendo ¢p al
reemplazar en ¥y cada variable v, de suerte a por una de suerte D, (dos
variables distintas con la misma suerte, se reemplazan por variables distintas)
y cada simbolo de funcién f € Fg por D(f), se tiene que para un diagrama
M:6 — Con, M |= pp siysolosi Mo H esun limite en Con.

De igual manera, para un co-cono J : & — BT en C se le asocia una
sentencia ¢ en L(S) (pero utilizado el lema 4.4.2).

La conjuncién og de las sentencias construidas, muestra que M : & — Con
satisface g, si y solo si, para cada condicién de conmutatividad d en & su
imagen mediante M es un diagrama conmutativo en C'on, para cada H cono
(en &) M o H es limite en Con, y para cada J co-cono (en &) M o J es
co-limite en Con: Es decir, M es un modelo de S.

De la manera como se definieron s v Ag, es evidente que og € L:+ ) O

En el anterior lema, a partir de un croquis se armé una sentencia basica,
donde los modelos del croquis son exactamente los modelos de la sentencia.

Observacién 4.4.11. Los modelos de una teoria se pueden ver como una
categoria, cuyos objetos son las estructuras que satisfacen la teoria y cuyos
morfismos son los homomorfismos entre ellas (una familia de funciones, inde-
xada por el conjunto de suertes, que preservan la estructura); y los modelos
de un croquis se pueden ver como una categoria cuyos objetos son los modelos
del croquis, y los morfismos son transformaciones naturales entre ellos.

El siguiente resultado realiza lo reciproco del lema enterior: Armar un
croquis a partir de una sentencia basica, donde la categoria de los modelos
del croquis es equivalente a la categoria de los modelos de la sentencia.
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No presentamos la prueba de este resultado, ya que es un poco larga y te-
diosa, y nos podriamos desviar de nuestro objetivo. Pero aquellos lectores
interesados, pueden consultar [Pr]

Hecho 4.4.4. Dada una sentencia bdsica ¢ en un lenguaje multisurtido L,
existe un croquis S, tal que Mod(S,) = Mod™) ().

Referencia. [Pr], lema 2.3. O
De este hecho y del lema 4.4.3, se tiene el siguiente teorema:
Teorema 4.4.5. Dada una categoria €, son equivalentes:

1. Eziste un croquis pequeno S tal que € es equivalente a Mod(S).

2. Existen L lenguaje multisurtido y ¢ L-sentencia bdsica, tales que € es
equivalente a Mod™) ().

4.5 Representacion en categorias.

Definicién 4.5.1. Sea k un cardinal regular infinito. Un orden parcial (I, <)
se dice k-dirigido, si y solo si, todo J € [I]<" tiene una cota superior en I.
Un diagrama D : & — €, donde & corresponde al grafo adyacente a un
orden parcial k-dirigido, se dice que es un digrama k-dirigido.

Un co-limite de un diagrama x-dirigido, es denominado co-limite x-dirigido.

Definicién 4.5.2. Sean € una categoria y x un cardinal regular infinito. Un
objeto A € 0b(€) se dice k-presentable, si y solo si, dados D : J7 — €
diagrama (con D [ J k-dirigido y D co-limite de D [ J) y f € [A, Do]e,
existe i € 0b(J) tal que:

1. Existe g € [A, D;]¢ para el cual f = D(¢;) o g.

2. La anterior factorizacion es esencialmente tnica, en el sentido de que si
f=ciog=c;oqg, entonces existe j > i en 0b(J) tal que D((i,j))og =
D((i,5)) o ¢
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Do
N)(Ci) D, D((i, 7)) D,
f D; 9 H g
S

A

Ejemplo 4.5.3. Los objetos k-presentables en C'on, son los conjuntos de
cardinal menor (estricto) que . En efecto:

Supongamos que A es k-presentable. Se tiene que A es co-limite del diagrama
r-dirigido inducido por el orden ([A]<*, C) (donde la funcién D(cg) : B — A
considerada, para B € [A]<", es la inclusién). Por lo tanto, al considerar
la funcién idéntica ids : A — A, se puede factorizar a través de D(cp)
para algin B € [A]<". Es decir: existe B € [A]<" y g : A — B, tal que
ida = D(cp) o g. Pero g es inyectiva (siendo a,b € A tal que g(a) = g(b),
se tiene que a = ida(a) = D(cp)(g(a)) = D(cp)(g(b)) = ids(b) = b), luego
|A| < |B| < k.

Reciprocamente, si |A| < &, considérese D : 3t — Con diagrama donde
D [ J es r-dirigido y D es co-limite de D [ J.

Sea f: A — Dy. Siendo x € A, existe i, € ob(J) tal que f(x) € D(¢;,)(D;,)
(por las propiedades de los co-limites en Con, ver [ArMal, corolario 2.4.19).
Puesto que J es el grafo adyacente a un orden parcial s-dirigido, existe una
cota superior para {i, | © € A} (puesto que |A| < k), la cual denotaremos
por 7.

Por lo tanto, f(A) C D(¢;)(D;), de donde podemos definir g(x) € D; como
algin y € D; tal que f(z) = D(¢;)(y).

De esta manera se tiene que f(z) = D(¢;)(y) = D(c;)(g(x)) (es decir, f es
factorizado a través de D(¢;)).

Esta factorizacion es escencialmente tunica: Por el comportamiento de los
co-limites de un diagrama k-dirigido (el cual es en particular un diagrama
dirigido), se tiene que si D(¢;)(y) = D(c;)(2), entonces existe k cota superior
de {i, 7} tal que D((i,k))(y) = D((j, k))(2) (ver [AdRo], ejercicio 1.a).

De esto, si se tiene que existen g,¢' : A — D; tales que f = D(¢;) og =
D(c¢;) o ¢, existe j > i tal que D((i,7))og = D((i,j)) o g’

Por lo tanto, A es k-presentable.

Por esta razon, un objeto k-presentable, a menudo es denominado objeto
K-pequeno.
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En los teoremas vistos en los capitulos anteriores, se habia visto que una
clase de estructuras cerrada bajo ciertas construcciones algebraicas, es axio-
matizable. Ejemplo de estas construcciones, son las uniones de cadenas (las
cuales son co-limites en C'on).

Definicién 4.5.4. Sea k un cardinal regular infinito. Una categoria pequena
¢ se dice k-accesible, si y solo si:

1. Cada diagrama D : & — € k-dirigido, puede extenderse a un diagrama
D*: " — € que es co-limite de D.

2. Existe un conjunto A de objetos k-presentables en €, donde para cada
objeto A € 0b(€), existe un orden parcial k-dirigido J, y un diagrama
D:J3" — €con Doy = Ay D; € A para cada i € ob(J), que es
co-limite de D [ J (es decir, cada A € 0ob(€) es un co-limite x-dirigido
de objetos k-presentables en €)

Una categoria se dice accesible, si y solo si, es k-accesible para algin
cardinal regular infinito.

Ejemplos 4.5.5. 1. Sea K una CEA, con LS(K) = \.
Denotemos por £ a la categoria inducida por el orden (IC, <).
En este categoria, un diagrama s-dirigido (x cardinal regular infinito)
corresponde a un sistema k-dirigido y un co-limite de este tipo de dia-
grama es la union de las estructuras del sistema x-dirigido.

Tomando k := AT, se tiene que £ es una categoria k-acesible. En efec-
to: Un diagrama k-dirigido en R, es en particular un diagrama dirigido
(lo cual en este caso corresponde a un sistema dirigido). Por ser K
cerrado bajo la unién de las estructuras de un sistema dirigido (lema
3.2.2), R es cerrada bajo co-limites k-dirigidos.

Por otro lado, siendo 2 € K, ([|2|]<", C) es un orden parcial s-dirigido.
Tomando @ € [|2]]", se tiene que existe ™Az € K tal que @ C Ay,
12]| < |a] + A + Ro < k (axioma A3, definicién 3.1.1).

Se tiene que A es el co-limite del diagrama definido por {2z |
a e [[A]="}.

Si A € I es tal que ||A]| < x (k cardinal regular infinito), se tiene que
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en esta categoria, 2 es k-presentable. En efecto, si dado un sistema x-
dirigido {&; | i € I} se tiene que A < |J 2;, para cada x € || existe
i€l
i, €I tal que z € ;,. Pero {i, | « € ||} tiene una cota superior en
I (que llamaremos 7), por ser I k-dirigido y ||| < . Por lo tanto,
A < A;, luego se tiene que A es k-presentable (no hace falta verificar
la condicion de la “unicidad”, ya que en esta categoria entre dos objetos
a lo mas hay un morfismo). Por lo tanto, cada 2 es k-presentable en

8.

2. Dado un orden parcial k-dirigido (I, <), donde X := |I], la categoria
inducida J es k-accesible para todo x’ > \ infinito regular.

3. Siendo € categoria pequena, la categoria Funct(€, Con) (cuyos objetos
son los functores de € en C'on y los morfismos son las transformaciones
naturales) es w-accesible, ya que es cerrada bajo co-limites dirigidos (es
cerrada bajo cualquier co-limite, ver [AdRo|, ejemplo 1.12) y cada ob-
jeto es co-limite dirigido de objetos representables (F' es representable,
si y solo si, es isomorfo a algin H#, A € ob(€), en Funct(€,Con)),
donde los objetos representables son w-presentables.

Este es un ejemplo de una categoria que es accesible, y que no es nece-
sariamente una CEA.

El primer teorema de representacién en este contexto, que nos interesa
destacar, es el siguiente:

Teorema 4.5.1. Toda categoria accesible es equivalente a la categoria de
modelos de un croquis normal.

Referencia. [AdRo], teorema 2.58 O

Gracias al teorema 4.4.5 y al teorema anterior, se tiene que una categoria
accesible es equivalente a la categoria de modelos de una sentencia basica.
Esta direccién es la que nos interesaba estudiar. Adicionalmente, contamos
con un resultado de doble via, en este contexto:

Teorema 4.5.2. Las categorias accesibles son exactamente las categorias
equivalentes a las categorias de modelos de alguna teoria bdsica.

Referencia. [AdRo], teorema 5.35 O
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En el primer capitulo, vimos el resultado de Birkhoff en Algebra Universal
que muestra que las variedades son las clases elementales en este contexto.
Pero aqui excluimos de los lenguajes considerados, los simbolos de relacion.

En el segundo capitulo, estudiamos una caracterizaciéon de las clases
elementales, en la légica de primer orden L,,. Se observé que las clases
elementales son exactamente las clases que son cerradas bajo ultraproduc-
tos, ultraraices e isomorfismos. A diferencia del primer capitulo, aqui se
consideraron los simbolos de relacion.

En el tercer capitulo, se generalizé el concepto de clase elemental, me-
diante la nocién de clase elemental abstacta (CEA), “destacando” algunas
caracteristicas que estas presentan. Pero la axiomatizacion de una CEA di-
fiere un poco de las anteriores, ya que no se hard mediante la satisfaccion de
una teoria, sino mediante la omisién de una cierta coleccion de tipos.

Por otro lado, una CEA es cerrada bajo uniones de sistemas dirigidos.
Ademas, cada estructura de una CEA (con nidmero de Lowenheim-Skolem
A) se puede ver como la unién de un sistema A*-dirigido de estructuras de
tamano < \. Estas construcciones se pueden generalizar dentro del contexto
de la Teoria de Categorias (como se observo en este capitulo) mediante la
nocion de Categoria Accesible.

Es este sentido, el tdltimo resultado mencionado en este capitulo, es una
generalizacion de los resultados vistos a lo largo del presente trabajo.



Capitulo 5

Algunas regularidades
encontradas

Es este trabajo, entendemos por representacién axiomatica de una clase
de estructuras, la descripcion de dicha clase, como una clase de estructuras
que tiene un comportamiento similar a la clase de modelos de una teoria, 6
similar a la clase de modelos que omiten una coleccién de tipos.

A continuacién, presentaremos algunas regularidades que se encontraron, en
las pruebas de los resultados estudiados en este trabajo.

1. Sin importar el contexto, la clase debe ser cerrada bajo ciertas
construcciones algebraicas (en el caso de las dlgebras, debe ser una
variedad; en el caso de la légica de primer orden, deber ser cerrada ba-
jo ultraproductos, ultraraices e isomorfismos; en el caso de las CEA’s,
la cerradura que mas sobresale es la que hay bajo uniones de cadenas;
y en el caso categdrico, debe ser cerrada bajo co-limites).

2. La teorfa natural a tomar, es el conjunto de aquellas “sentencias” (de-
pendiendo del contexto) que son satisfechas en todas las estructuras de
la clase. En el caso de las CEA’s, se tom6 una coleccién de tipos que
son omitidos por alguna expansion de cada una de las estructuras de
la clase.

3. Forma de atacar estas demostraciones: todas las pruebas tienen una
construccion genérica, que codifica la nocién de “verdad” en cada con-
texto, de manera “algebraica”.

68
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Por ejemplo, en el contexto de las algebras, se considera el dlgebra libre;
en la légica de primer orden, se considera las ultrapotencias (codifica
la nocion de equivalencia elemental, mediante el teorema de Keisler-
Shelah); en las CEA’s se considera la Skolemizacién de las estructuras;
y en el contexto categorico, se consideran los croquis.

Definido lo que es una estructura en el contexto dado, se definen las
construcciones algebraicas que se van a considerar (las cerraduras que
se van a pedir). Hecho esto, se considera la construccién que va a co-
dificar la nocién de “verdad”. Luego, viene la prueba del resultado,
considerando la teorfa 6 coleccién de tipos (segin el caso) natural.



Bibliografia

[AdRo] Adamek, Jiri y Rosicky, Jiri, Locally presentable and accesible
categories, Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[ArMa] Arbib, Michael y Manes, Ernest, Arrows, structures and functors,
Academic Press, Inc., London, 1975.

[BuSa| Burris, Stanley y Sankappanavar, H.P., A course in universal algebra,
Springer - Verlag, New York, 1981.

[ChKe] Chang, C.C. y Keisler, H.J., Model theory, North Holland, Amster-
dam, 1990

[Cohn| Cohn, Paul M., Universal algebra, D. Reidel Publishing Company,
Dordrecht, 1981.

(Ga] Gabbay, Dov, Semantical investigation in Heyting’s intuitionistical
logic, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht, 1981.

|Gu] Gumm, H. Peter, Elements of general theory of coalgebras, preliminary
version, http://www.mathematik.uni-marburg.de/”gumm

[Helo] Henson. C. Ward y lovino, José, Ultraproducts in Analysis, Analysis
in logic, Cambridge University Press, Cambridge, 2002

IMTL| Makowsky, J. A., Abstract Embedding Relations, Model - theoretic
logics, ed. por Jon Barwise y Solomon Feferman, Springer - Verlag, New
York, 1985.

[Pr] Prieto, Leonardo, Accesibilidad de las categorias de espacios de Banach y
de Hilbert, Trabajo de grado, Universidad Nacional de Colombia, Santafe
de Bogot4, 1995

70



Indice de Materias

~p, 19 operaciones, 2
A=9B,5 producto directo
ACB, 5 definicion, 4
F-coalgebra, 15 operaciones, 4
fp, 20 propiedad universal de exten-
H(K), 5 sién de funciones, 7
I(K), 5 satisfaccion de identidades, 2
K e ECOT, 39 universo, 2
K e PCOT, 40 variedad, 6
KEX 2 variedad generada, 6
ker(h), 5 ,
MOT(T,T), 39 anillo, 3
Mod(S), 12, 17 aridad 5
P(K), 5 sun/bc')lo de fupmon
PC, (T,T), 40 logica multlsf)rteada, 56
S(K), 5 /lenguaje de algt/ebras, 1
V(K), 6 simbolo de relacién
[ l6gica multisorteada, 56
algebra
cociente, 4 categoria, 46
de términos, 3 k-accesible, 65
libre, 5 accesible, 65
algebras Cat, 49
clase ecuacional, 12 composicién, 47
congruencia en, 3 Con, 47
zugSi_Vf}ltied;i@ 13 de categorias pequenas, 49
ennicion, diagrama
homomorfismo, 5 ,fdirjgjdo7 63
kernel de un, 5 co-limite, 53
identidad, 2 co-limite x-dirigido, 63
isomorfismo de, 5 cono, 52

71



INDICE DE MATERIAS

dirigido, 52
limite, 53

functor, 48

Grp, 47

isomorfismo en una categoria,

50

morfismos, 47

objeto kappa-presentable, 63

objetos, 46

objetos isomorfos, 50
categorias equivalentes, 50
categorias isomorfas, 50
CEA, 38

nimero de Lowenheim-Skolem,

39

clase basica compacta, 14
clase clausula-definible, 13
clase elemental, 17

que omite tipos, 39
clase elemental abstracta, 38
clase Horn-definible, 13
clase PC, 40
clase proyectiva

que omite tipos, 40
clausula infinitaria, 13
co-algebra, 15
conjunto de indices, 20

croquis, 54
normal, 54
pequeno, 54

tamano limite, 61
tamano méaximo, 61

diagrama
pequeno, 52
dirigido
orden parcial, 41
sistema, 41

72

estructura
de espacios normados, 29
intuicionista, 34

filtro, 18

de Fréchet, 19

generado, 19

impropio, 19

principal, 19

propio, 19

trivial, 19
formula existencial positiva, 59
formula infinitaria de Horn, 13

grafo, 50
camino, 51
vacio, 51
co-cono, 52
condicién de conmutatividad, 51
cono, 52
flechas, 50
morfismo, 51
pequeno, 50
subyacente a una categoria, 50
vértices, 50
grupo, 2
abeliano, 2

homomorfismo, 18
isomorfismo, 18

r-dirigido
orden parcial, 63

lenguaje, 56

lenguaje de dlgebras, 1

légica multisorteada
formula atomica, 57
lenguaje, 56



INDICE DE MATERIAS

L-estructura, 58
semantica, 58

modelo
de un croquis, 55

PIF, 19

producto reducido
de conjuntos, 20
de modelos, 20

propiedad de la interseccion finita,
19

sentencia basica, 59
subalgebra, 5

teoria de grupos, 40
teorema
de Birkhoff, 6
de Keisler-Shelah, 25
de Los, 25
de representacion en el contex-
to categorico, 66
de Shelah, 44
limites dirigidos, 42
Skolemizacion, 43

ultrafiltro, 19
ultrapotencia

de conjuntos, 20
ultraproducto

de conjuntos, 20

valor suerte
simbolo de funcién
légica multisorteada, 56

73



