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Abstract. In this brief paper we study some of the most beautiful applica-
tions, in Mathematics and Computer Sciences, of an elementary theorem of
Polynomial Algebra. This theorem says that a polynomial of degree n has at
most n roots in a �eld.

RESUMEN. En esta breve nota se estudian algunas de las más bellas apli-
caciones, en Matemáticas y en Computación teórica, de un teorema elemental
del Álgebra de polinomios. Dicho teorema a�rma que un polinomio de grado
n tiene a lo más n raíces en un campo.

1. INTRODUCCIÓN

El propósito de este trabajo es estudiar la riqueza combinatoria y algunas de las
aplicaciones, en Matemáticas y en Computación Teórica, de un teorema elemental
del álgebra de polinomios. El Teorema de las Raíces, como lo llamaremos, asegura
que dado un campo F, todo polinomio no nulo y de grado menor o igual que n tiene
a lo más n raíces en F. Sanjeev Arora, en el prefacio de su tesis doctoral, escribió
lo siguiente:
�Most readers should �nd that they can understand most of the dissertation on

the basis of just the following mantra: A non-zero univariate polynomial of degree
d has at most d roots.�
Lo que puede resultar sorprendente de la a�rmación de Arora, es que en su tesis

doctoral se enuncia y prueba el Teorema PCP; considerado por algunos expertos,
como el teorema mas difícil y el más profundo de la Teoría de la Complejidad
Computacional.
La pequeña selección de aplicaciones presentadas en el artículo no pretende ser, y

de hecho no es, un catálogo completo de las aplicaciones del Teorema de las Raíces
en Matemáticas y en Computación Teórica. En el escrito hemos evitado entrar
en detalles, cuando tales detalles se re�eren a conceptos técnicos propios o de las
Ciencias de la Computación o de áreas especializadas de las Matemáticas, a cambio
hemos intentado explicar detalladamente el uso del teorema de las raíces en los
argumentos y en las construcciones estudiadas (con ello hemos intentado escribir
sólo lo esencial pero detalladamente).

1.1. Organización del artículo. Este articulo está dividido en seis secciones in-
cluyendo la introducción. En la sección 2 se enuncia el teorema de las raíces, se
listan algunos de sus corolarios y se estudia la generalización del teorema de las

Key words and phrases. Campos, Anillos de polinomios, Complejidad Computacional,
Combinatoria.
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raíces al caso de polinomios multivariados. En la sección 3 se estudian algunas
aplicaciones elementales del teorema de las raíces en el Álgebra Lineal, la Teoría
Elemental de Números, la Teoría de Grupos, la Geometria Algebraica y la Teoria
de la Aproximacion. En la sección 4 se estudia una aplicación del teorema de las
raíces en combinatoria, especí�camente en la construcción de códigos con buenos
parámetros. En la sección 5 se estudia el núcleo algebraico de la prueba del teorema
PCP , la cual es una ingeniosa aplicación del teorema de las raíces. Finalmente en
la última sección se presentan algunas conclusiones.
Notación: Dado 
 un espacio de probabilidad y A un evento, Pra2
 [a 2 A]

denotará la probabilidad de, al escoger al azar un elemento de 
; escoger un ele-
mento en A. A lo largo del escrito identi�caremos a todo campo �nito F con el
espacio de probabilidad (F; �), donde � es la distribución uniforme sobre F.

2. Un viejo teorema revisitado

Dado F un campo, F [X] es el anillo de polinomios en la variable X con coe�-
cientes en F y F [X1; :::; Xn] es el anillo de polinomios en las variables X1; :::; Xn
con coe�cientes en F: Dado d un número natural Fd [X1; :::; Xn] es el conjunto de
polinomios de grado total menor o igual que d; es decir el conjunto de los polinomios
tales que el grado de cada uno de sus monomios es menor o igual que d. Dado p, el
símbolo gra (p) denotará el grado de p. Si p es un polinomio en varias variables,
gra (p) denotará el grado total de p.

Teorema 1 (Teorema de la división). Dados p; q 2 F [X], con q 6= 0, existen
h; r 2 F [X] tales que

(1) p = hq + r.
(2) gra (r) � gra (q).

Corolario 1 (Teorema de las raíces). Dado p 2 F [X], si p 6= 0 y gra (p) � n,
entonces p tiene a lo más n raíces en F.

Demostración. Sea a 2 F tal que p (a) = 0. Del teorema de la división tenemos
que p = h (X � a) + r, con r constante. Se tiene entonces que 0 = p (a) = r, esto
es p = h (X � a). De igual manera podemos probar que dados a1; :::; an+1 2 F, n+1
elementos de F distintos dos a dos, si p (a1) = ::: = p (an+1) = 0: Existe entonces
g 2 F [X] tal que p = g

Y
i�n+1

(X � ai). Pero esto último es una contradicción dado

que gra (p) � n. �

Corolario 2. Dados p; q 2 Fd [X], si jfa 2 F : p (a) = q (a)gj � d + 1, entonces
p = q.

Teorema 2 (Interpolación). Dados a0; :::; ad 2 F distintos dos a dos y dados
b0; :::; bd 2 F. Existe un único p 2 Fd [X] tal que p (a0) = b0; :::; p (ad) = bd.

Demostración. La existencia es consecuencia de la siguiente fórmula de interpo-
lación

p (X) =
X
0�i�d

0@Y
j 6=i

(X � aj)
(ai � aj)

1A bi
La unicidad de p es una consecuencia inmediata del teorema de las

raíces. �
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Para concluir esta sección enunciaremos y probaremos el Teorema de Schwartz-
Zippel para campos �nitos, el cual es una generalización del teorema de las raíces
para polinomios en varias variables.

Teorema 3. Dado p 2 Fd [X1; :::; Xn] se tiene que Pr�!a 2Fn [p (�!a ) = 0] � d
jFj :

Demostración. La prueba es por inducción en n

� El caso n = 1 es el teorema de las raíces.
� Dado p 2 Fd [X1; :::; Xn], p es igual a

X
0�i�d

Xi
n (pi (X1; :::; Xn�1)), donde

cada pi es un polinomio de grado menor o igual que d� i. Si p 6= 0, existe
un i tal que pi 6= 0. Sea k := max fi : pi 6= 0g. Se tiene que

Pr�!a 2Fn�1
[pk (

�!a ) = 0] � d� k
jFj

Sea ahora �!a 2 Fn�1 tal que pk (�!a ) 6= 0, es claro que p (�!a ;Xn) es un
polinomio de grado k en la variable Xn, por lo tanto

Pr
(�!a ;a)2Fn�1�F

[p (�!a ; a) = 0] � d� k
jFj

k

jFj �
d2

jFj2

Para terminar basta notar que:
� Si d � jFj, entonces d2

jFj2 �
d
jFj :

� Si d � jFj, entonces Pr�!c 2Fn [p (�!c ) = 0] � d
jFj :

�

En lo que sigue presentaremos una pequeña selección de aplicaciones del teorema
de las raíces, (y de su versión multivariada, el teorema de Schwartz-Zippel), en
diversas áreas de la Matemática y la Computación Teórica.

3. Calentamiento: Aplicaciones elementales

En esta sección estudiaremos algunas aplicaciones elementales del teorema de las
raíces.

3.1. Aplicaciones en la Teoría de Matrices. En esta subsección estudiaremos
dos aplicaciones elementales del teorema de las raíces en la Teoría de Matrices.
Dados a1; :::; an; n números reales distintos dos a dos, la matriz de Vandermonde

M (a1; :::; an) es la matriz de n� n dada por26664
1 a1 a21 ::: an�11

1 a2 a22 ::: an�12
...

...
...

...
1 an a2n ::: an�1n

37775
Un ejercicio típico de un curso de Álgebra Lineal consiste en probar que toda matriz
de Vandermonde es invertible. La prueba usual consiste en probar que, para todo
n y para toda n-tupla a1; :::; an de números reales distintos dos a dos

det ((M (a1; :::; an))) =
Y

1�i�j�n

(aj � ai) 6= 0
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Nosotros presentaremos una prueba elemental basada en el teorema de las raíces.
Lo que nosotros probaremos es que para todo n y para toda n-tupla a1; :::; an de

números reales distintos dos a dos N �ucleo (M (a1; :::; an)) =
n�!
0
o
:

Sea (b0; :::; bn�1) un vector cualquiera de Rn y sea p (X) el polinomio

p(X) = b0 + b1X + :::+ bn�1X
n�1

Note que

(M (a1; :::; an))

26664
b0
b1
...

bn�1

37775 =
26664
p (a1)
p (a2)
...

p (an)

37775
Supongamos que (b0; :::; bn�1) 2 N �ucleo (M (a1; :::; an)). Esto implica que

p (a1) = 0; :::; p (an) = 0: Lo cual a su vez implica que el polinomio p de grado
n � 1 tiene al menos n raíces. De lo anterior, e invocando el teorema de
las raices, podemos concluir que p es el polinomio cero y que por lo tanto, si
(b0; :::; bn�1) 2 N �ucleo (M (a1; :::; an)), entonces (b0; :::; bn�1) =

�!
0 .

En lo que sigue daremos un paso adelante, sean a1; :::; an; n números reales
distintos y sea m � n. Considere la matriz

A =

2666664
1 a1 a21 : : : am1
1 a2 a22 � � � am2
1 a3 a23 : : : am3
...

...
...

...
1 an a2n : : : amn

3777775
El siguiente teorema es de gran importacia en la Teoría de Aproximación medi-

ante mínimos cuadrados.

Teorema 4. La matriz ATA es invertible.

La prueba de este teorema es muy similar a la prueba del teorema anterior
y es, por lo tanto, una nueva aplicación del teorema de las raíces. Note que
las matrices de Vandermonde corresponden al caso límite m = n � 1 y esto, en
términos de aproximación mediante mínimos cuadrados signi�ca que las matrices
de Vandermonde corresponden al caso límite de interpolación.

Demostración. Note primero que ATA es igual a2666664
n

P
ai

P
a2i : : :

P
amiP

ai
P
a2i

P
a3i � � �

P
am+1iP

a2i
P
a3i

P
a4i : : :

P
am+2i

...
...

...
...P

ami
P
am+1i

P
am+2i : : :

P
am+mi

3777775
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Sea v = (b0; :::; bm) un elemento en el núcleo de ATA y sea p (X) el polinomio
b0 + b1X + :::+ bmX

m. Note que ATAv es igual a2666664

P
p (ai)P

(Xp (X)) (ai)P�
X2p (X)

�
(ai)

...P
(Xmp (X)) (ai)

3777775
Si v pertenece al núcleo de ATA, entonces

P
p (ai) = 0,

P
(Xp (X)) (ai) = 0; :::;P

(Xmp (X)) (ai) = 0. Esto implica que p (a1) = 0; :::; p (an) = 0; y que por lo
tanto p tiene al menos n raíces. Ahora, como gra (p) = m � n, el teorema de
las raices implica que el polinomio p es idénticamente cero, o lo que es lo
mismo el vector v es el vector cero. En conclusión, hemos probado que el núcleo
de ATA es trivial, i.e. ATA es invertible. �

3.2. Aplicaciones en Teoría de Números. El teorema de Wilson a�rma que,
dado p un número primo, (p� 1)! es congruente con �1 módulo p. En esta sección
presentaremos una prueba elemental de dicho teorema. El argumento �nal, en la
prueba, es una aplicación elemental del teorema de las raíces. Fijemos un primo
p. Sea 
 la operación producto módulo p, esto es, dados m;n 2 N, m
 n es igual
a (mn)mod (p). Es un hecho conocido que el par (f1; :::; p� 1g ;
) es un grupo al
que suele denotarse con el símbolo F�p. Por otro lado es también un hecho conocido
que la tripla (f1; :::; p� 1g ;
;�) es un campo al que suele denotarse con el símbolo
Fp (� denota la suma módulo p).

Lema 1. Dados n1; :::; nm 2 N, se tiene que

0@Y
i�m

ni

1Amod (p) = Y
i�m

(nimod (p)).

Teorema 5 (Teorema de Wilson). (p� 1)! � �1 (p).

Demostración. (p� 1)!mod (p) =

0@ Y
i�p�1

i

1Amod (p) = Y
i�m

(imod (p)) =
O
i�p�1

i

Sea A = fa 2 Zp : a
 a 6= 1g. Note que:

(1)
O
i2A

i = 1.

(2)
O
i�p�1

p =

 O
i2A

i

!


 O
i=2A

i

!
.

Tenemos entonces que
O
i�p�1

p =
O
i=2A

i. Note ahora queAc = fa 2 Zp : p (a) = 0g,

donde p (X) es el polinomio X2 � 1: El teorema de las raíces implica que
jAcj = 2; por lo tanto Ac = f1;�1g y

O
i=2A

i = 1
�1 = �1. Tenemos entonces que

(p� 1)! es congruente con �1 módulo p. �

Para �nalizar esta seccion estudiaremos un teorema relativo al comportamiento
de la funcion aritmetica conocida como El simbolo de Legendre. Sea P el conjunto
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de los numeros primos, el simbolo de Legendre es la funcion (�) : N�P !N de�nida
por �

n

p

�
=

8<: 0 si p divide a n
1 si p no divide a n y n es un cuadrado en Fp

�1 en otro caso

Teorema 6. Para todo n � 1 y para todo p 2 P�f2g se tiene que n p�1
2 ��

n
p

�
mod p:

Proof. El resultado es obvio cuando p divide a n: Supongamos que p no divide a n:
El pequeño teorema de Fermat a�rma que np�1 � 1mod p: Esto implica que n p�1

2 2
f�1; 1g (esto de por si es un corolario del teorema de las raices, recuerde la
prueba del teorema de Wilson). Suponga que n es un cuadrado en Fp; esto es:
suponga que existe m tal que n � m2: Se tiene que n

p�1
2 � mp�1 � 1mod p; esto

es: todo cuadrado en Fp satisface la ecuacion n
p�1
2 � 1 �

�
n
p

�
mod p: Suponga que

n no es un cuadrado, nosotros sabemos que n
p�1
2 mod p 2 f1;�1g ; como queremos

probar que n
p�1
2 � �1 �

�
n
p

�
mod p; lo que debemos probar es que n no es una raiz

del polinomio X
p�1
2 �1 = 0: El teorema de las raices nos dice que la ecuacion

X
p�1
2 � 1 = 0 tiene a lo mas p�1

2 raices en Fp. Todo cuadrado en Fp es una
raiz, y existen p�1

2 cuadrados en Fp es una raiz. Tenemos entonces que el conjunto
de raices en Fp de la ecuacion X

p�1
2 � 1 = 0 es exactamente igual al conjunto de

los cuadrados, por lo tanto si n no es un cuadrado n
p�1
2 � �1 �

�
n
p

�
mod p y con

esto queda probado el teorema �
3.3. Aplicaciones en Teoría de Grupos. Un teorema importante de la Teoría
de Campos Finitos a�rma que si F es un campo �nito, el grupo multiplicativo de
F es cíclico. En esta sección probaremos dicho teorema apoyándonos fuertemente
en el teorema de las raíces.

De�nición 1 (El tociente de Euler). Dado m � 1, la función � : Z ! Z de�nida
por � (m) = jfj � m : mcd (m; j) = 1gj es conocida como el tociente de Euler.

Teorema 7 (Identidad de Euler). Para todo m � 1 se tiene que m =
X
d=m

� (d) :

La identidad de Euler, el teorema de Lagrange de la Teoría de Grupos y el
teorema de la raíces es todo lo que necesitamos para probar el siguiente teorema.

Teorema 8. Dado F un campo �nito, el grupo multiplicativo de F, que denotaremos
con el símbolo F�, es cíclico.
Demostración. Sea m = jF�j : Dado n � m se tiene lo siguiente:

� Si n no divide a m; el polinomio Xn � 1 no tiene raíces en F diferentes de
1 (teorema de Lagrange).

� Si n divide a m; el polinomio Xn � 1 tiene a lo más n raíces en F
(teorema de las raíces).

Sea n � m un divisor de m y sea An el conjunto fa 2 F� : an � 1 = 0g : Note
que F� =

[
n=m

An: Note también que para todo n divisor de m el conjunto An es

en realidad un subgrupo de F�: Sea Bn = fa 2 An : o (a) = ng : Note que
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(1) F� =
]
Bn; donde el símbolo

]
denota que la unión es disyunta.

(2) jBnj � � (n) :
Es claro que F� es cíclico si y solo si Bm es no vacío. Suponga que Bm es vacío.

De 1 y 2 tenemos que

m = jF�j =
���]Bn

��� =X
n=m

jBnj �
X

n=m:n 6=m

� (n) �
X
n=m

� (n) = m

Tenemos entonces que Bm es no vacío y que por lo tanto F� es un grupo cíclico. �
3.4. Aplicaciones elementales en Geometría Algebraica. En esta sección es-
tudiaremos algunas aplicaciones elementales del teorema de las raíces en la Geome-
tria Algebraica.

De�nición 2. Dado F un campo y dados p1; :::; pn 2 F [X1; :::; Xk], el conjunto
Zero (p1; :::; pn) es el subconjunto de Fk de�nido por

Zero (p1; :::; pn) :=
��!a 2 Fk : p1 (�!a ) = 0; :::; pn (�!a ) = 0	

Esto es, el conjunto Zero (p1; :::; pn) es el conjunto de los ceros comunes de los
polinomios p1; :::; pn:

El objeto de estudio de la Geometría Algebraica son las variedades algebraicas.

De�nición 3. Un subconjunto V de Fk es una variedad algebraica en Fk si y solo
si existen polinomios p1; :::; pn 2 F [X1; :::; Xk] tales que V = Zero (p1; :::; pn).

El problema que de�niremos a continuación, es un primer y fundamental prob-
lema de la Geometría Algebraica.

Problema 1. (Caracterización de Variedades)
� Instancia: V � Fk, donde F es un campo y k 2 N.
� Problema: Decida si V es una variedad algebraica.

Si la instancia V del problema es una instancia positiva, es decir si V es una
variedad algebraica, la manera canónica de resolver el problema para V es encontrar
polinomios p1; :::; pn 2 F [X1; :::; Xk] tales que V es igual a Zero (p1; :::; pn), (lo
cual no siempre es fácil). Consideremos ahora la otra cara de la moneda, ¿Cómo
podemos resolver el problema para V , si V es una instancia negativa? En este caso
el teorema de las raíces es, en esencia, la única herramienta disponible.

De�nición 4. Dado F un campo y dado k 2 N, una línea en Fk es un conjunto
L � Fk tal que existen a1; :::; ak; b1; :::; bk 2 F para los cuales se tiene que

L = f(a1 + tb1; :::; ak + tbk) : t 2 Fg

Lema 2. Dado V & Fk; si L es una línea en Fk y V es una variedad algebraica,
entonces V \ L es �nito.

Demostración. Suponga que existen p1; :::; pn 2 F [X1; :::; Xk] polinomios no nulos
y tales que V es igual a Zero (p1; :::; pn). Sea L una línea en Fk determinada por la
2k tupla a1; ::: ; ak; b1; ::: ; bk 2 F. Note que (c1; :::; ck) 2 V \ L si y solo si existe
t�!c 2 F tal que (c1; :::; ck) es igual a (a1 + t�!c b1; :::; ak + t�!c bk) y para todo i � n
se tiene que epi (t�!c ) = 0, donde dado i � n, el polinomio epi (X) es el polinomio
univariado de�nido porepi (X) := pi (a1 +Xb1; :::; ak +Xbk)
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Note que si V \L es in�nito cada uno de los polinomios epi (X) tiene in�nitas raíces,
pero esto obviamente contradice al teorema de las raíces �

Veamos ahora algunos ejemplos de la aplicación del lema. Para empezar probare-
mos que el conjunto V :=

�
(x; y) 2 R2 : y = sin (x)

	
no es una variedad algebraica,

para ello es su�ciente notar que la intersección de V y el eje X (¡ el eje X es una
linea R2!) es un conjunto in�nito. Consideremos ahora el conjunto

U :=
�
(x; y; t) 2 R3 : x = cos t y y = sin t

	
Note que la intersección de U y la línea

n�
1p
2
; 1p

2
; t
�
: t 2 R

o
es también un con-

junto in�nito. Por lo tanto U tampoco puede ser una variedad algebraica.

Ejercicio 1. Pruebe que el conjunto
n
(w; z) 2 C2 : jwj2 + jzj2 = 1

o
no es una var-

iedad algebraica.

3.5. Aplicaciones en teoria de la aproximacion. La teoria de la aproximacion
polinomial [6] es una teoria que estudia la manera en que una funcion continua
puede ser aproximada mediante polinomios de grado pequeño.
Dadas f; g : [a; b] ! R podemos medir la distancia entre f y g de la siguiente

manera

dmax[a;b] (f; g) = sup fjf (x)� g (x)j : x 2 [a; b]g
Calcular una buena aproximacion polinomial para f signi�ca calcular un polinomio
p (X) tal que dmax[a;b] (f; p) sea tan pequeña como sea posible (el teorema de aprox-
imacion de Weirstrass [6] implica que, si f es continua, es posible calcular aproxi-
maciones polinomiales a f tan ajustadas como sea necesario).
Dada f : [a; b] ! R una funcion continua, una manera ingenua de calcular

una aproximacion polinomial para f consiste en escoger a1; :::; an 2 [a; b], y usar
interpolacion (i.e. usar el teorema de las raices) para calcular un polinomio
p (X) que satisfaga las ecuaciones

p (ai) = f (ai) con i = 1; :::; n

La intuicion nos dice que, si queremos calcular una mejor aproximacion basta
con escoger mas puntos en el intervalo [a; b] (i.e. basta con interpolar usando mas
informacion). Tal intuicion, como suele suceder en matematicas, es falsa. La razon
es que si aumentamos el numero de puntos sin usar una estrategia inteligente para
escogerlos, terminamos calculando, con probabilidad 1; un polinomio q (X) de grado
muy alto que coincide con f en muchos puntos, pero que oscila salvajemente, lo
que le permite alejarse salvajemente de f en algunos puntos del intervalo [a; b] ;
haciendo que dmax[a;b] (f; q) sea muy grande. De lo que se trata entonces no es de
escoger muchos puntos sino de escogerlos inteligemente. Este es precisamente el
contenido del teorema de Chebyshev, que probaremos en esta seccion. El teorema
de Chebyshev es uno de los teorema fundamentales de la teoria de la aproximacion
polinomial [6]. El teorema nos dice como, dado n � 1; escoger n puntos x1; :::; xn 2
[�1; 1] de manera tal que la cantidad

max fj(x� x1) ::: (x� xn)j : x 2 [�1; 1]g

sea tan pequeña como sea posible. La razon por la cual este teorema es impor-
tante en la teoria de la aproximacion polinomial, es porque dado p (X) un polinomio
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obtenido usando interpolacion y las ecuaciones p (a1) = f (a1) ; :::; p (an) = f (an) ;
la desigualdad

dmax[�1;1] (f; q) �
fn (c)

n!
(max fj(x� a1) ::: (x� an)j : x 2 [�1; 1]g)

es valida, para al menos un c en el intervalo [�1; 1] : Si quiseramos calcular la
mejor aproximacion posible a f; usando interpolacion y a lo mas n ecuaciones, lo
que deberiamos hacer es encontrar una tupla a1; :::; an 2 [�1; 1] que minimize la
cantidad max fj(x� a1) ::: (x� an)j : x 2 [�1; 1]g :

Teorema 9. (Teorema de aproximacion de Chebyshev)
Dado n � 1, la eleccion de numeros reales a1; :::; an 2 [�1; 1] que minimiza la

cantidad

max fj(x� a1) ::: (x� an)j : x 2 [�1; 1]g
es

ai = cos

�
(2i� 1)n

2n

�
; i = 1; :::; n

Nota 1. Es importante señalar que la aplicabilidad del teorema de Chebyshev no se
reduce a la paroximacion de funciones continuas de�nidas en el intervalo [�1; 1] :
El mismo teorema puede ser usado, cuando se estudian aproximaciones a funciones
continuas de�nidas sobre otros intervalos compactos, para ello es su�ciente realizar
un apropiado cambio de variables.

Nota 2. La prueba del teorema, que presentaremos a continuacion, se basa en
algunas propiedades elementales de los polinomios de Chebyshev [6], en algunos
hechos elementales del analisis real, y por supuesto en el teorema de las raices,
para ser mas especi�cos podriamos decir que la prueba se basa en un corolario
del teorema de las raices, que llamaremos el teorema de cambio de signo, y que
enunciaremos y probaremos a continuacion.

Usaremos el simbolo sign para denotar la funcion de variable real de�nida por:

sign (x) =

�
1 si x � 0
0 si x � 0

Teorema 10. (Teorema del cambio de signo)
Sea p (X) un polinomio real y sea a1 � a2 � ::: � an+1 una secuencia estric-

tamente creciente de numeros reales tal que 1 = sign (a1) 6= sign (a2) 6= ::: 6=
sign (an+1) : Se tiene que el grado de p (X) esta acotado inferiormente por n:

Proof. El teorema del valor intermedio (teorema de Bolzano) implica que existen
b1; :::; bn numeros reales tales que

(1) Para todo i � n se tiene que ai � bi � ai+1:
(2) Para todo i � n se tiene que p (bi) = 0:
Los dos hechos anteriores implican que p (X) tiene al menos n raices en el campo

R, y esto implica (el teorema de las raices implica) que el grado de p (X) es al
menos n �

Ya estamos listos para presentar un esbozo de la prueba del teorema de Cheby-
shev.
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Proof. (del teorema 9) De�na el n-esimo polinomio de Chebyshev mediante la ecua-
cion

Tn (X) = cos
�
n cos�1 (X)

�
Tn es un polinomio de grado n cuyo coe�ciente lider es 2n�1: Sean x1; :::; xn los

ceros de Tn (x), es facil ver que

xi = cos

�
(2i� 1)n

2n

�
Adicionalmente se tiene que

j(x� x1) ::: (x� xn)j �
1

2n�1

Suponga que existen y1; :::; yn 2 [�1; 1] tales que

j(x� y1) ::: (x� yn)j �
1

2n�1

Y sea P (X) el polinomio obtenido al interpolar usando las ecuaciones P (y1) =
f (y1) ; :::; P (yn) = f (yn) : Se tiene que

� El termino lider de P (X) es Xn (i.e. P (X) es un polinomio monico de
grado n).

� Para todo x 2 [�1; 1] se tiene que jP (x)j � 1
2n�1 :

De�na F (X) = P (X) � Tn(X)
2n�1 : Es claro que el grado de F (X) esta acotado

superiormente por n� 1: Note que

F (1) = P (1)� 1

2n�1
� 0

F
�
cos
��
n

��
= P

�
cos
��
n

��
+

1

2n�1
� 0

F

�
cos

�
2�

n

��
= P

�
cos

�
2�

n

��
� 1

2n�1
� 0

...

F
�
cos
�n�
n

��
= P

�
cos
�n�
n

��
+ (�1)n+1 1

2n�1

Se tiene entonces que, en el intervalo [�1; 1] ; el polinomio F (X) experimenta al
menos n + 1 cambios de signo, esto implica que F (X) tiene al menos n ceros. El
teorema del cambio de signo implica (El teorema de las raices implica) que el
grado de F (X) es al menos n; pero esto es una contradiccion dado que el grado de
F (X) esta acotado superiormente por n� 1: �

4. Acercándose al núcleo: aplicaciones en Combinatoria

En esta sección estudiaremos algunas aplicaciones en Combinatoria del teorema
de las raíces.

4.1. Códigos lineales. Una manera (digamos combinatorialista) de ver el teorema
de las raíces es la siguiente: Dado d 2 N y dado F un campo su�cientemente grande,
los elementos de Fd [X] son objetos muy distintos (o muy distantes) los unos de los
otros. Dado que dos elementos distintos de Fd [X] coinciden a lo más en d puntos
de F.
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Podemos precisar la anterior a�rmación de la siguiente manera. Dados p; q 2
Fd [X], la distancia entre p y q se de�ne como d (p; q) := jfa 2 F : p (a) 6= q (a)gj.
Note que dados p; q 2 Fd [X], si p 6= q, entonces d (p; q) � jFj � d. (¡Los objetos

de Fd [X] son muy distantes entre si!).
Esta manera combinatorialista de pensar el teorema de las raíces puede ser fe-

lizmente aplicada en la construcción de ciertos objetos combinatorios. En esta
sección estudiaremos la construcción de códigos lineales con buenos parámetros.
Tal construcción se basa completamente en el teorema de las raíces.
Los códigos lineales son arti�cios matemáticos usados en los sistemas de trans-

misión de información para detectar y corregir los errores que puedan ocurrir du-
rante la transmisión de dicha información. La Teoría de Códigos Lineales se re-
monta al trabajo pionero de Shannon [9] quien además de proponer el uso de códigos
lineales para tales �nes probó la existencia de buenos códigos.
Sea m un número natural que es potencia de un número primo y sea F el campo

de Galois Fm, i.e. el campo �nito con m elementos.

De�nición 5 (Código lineal). Un [k; n; d;m] código lineal es un subespacio vectorial
E de Fn tal que:

(1) dim (E) = k:
(2) Para todo v 2 E se tiene que jjvjj � d: Donde jjvjj := jfi � n : vi 6= 0gj :

Lema 3 (Reed-Solomon). Sean d; k; n;m numeros naturales, si

(1) d+ k = n+ 1 � m:
(2) m = pr para algún r y algún primo p.

Es entonces posible construir velozmente un [k; n; d;m] código.

Demostración. El anillo Fd [X] es un espacio vectorial sobre F de dimensión d:
Dados a1; :::; an 2 F; distintos dos a dos, eva1;:::;an : Fk�1 [X] ! Fn es la transfor-
mación lineal de�nida por

eva1;:::;an (p) := (p (a1) ; :::; p (an))

Suponga ahora que k � n: Note que eva1;:::;an satisface:
(1) Es inyectiva, lo cual es consecuencia del teorema de las raíces y

lo cual implica que E, la imagen de eva1;:::;an , es un subespacio de Fn de
dimensión k.

(2) Para todo v 2 E, si u 6= v se tiene que jjvjj � n�k+1. Es fácil veri�car
esto último usando nuevamente el teorema de las raíces.

De lo anterior se tiene que E es un [k; n; d;m] código lineal sobre F. �

Es importante anotar que los códigos óptimos de Reed-Solomon (óptimos dado
que satisfacen la igualdad d+ k = n+1), construidos en la prueba, son los códigos
algebraicos usados en la construcción del software corrector de errores que se utiliza
por ejemplo en los procesos de grabación de la �rma Phillips. El lector interesado
en obtener más información acerca de códigos lineales y códigos de Reed-Solomon
puede consultar [9].
Sea m = ps con p primo, dado E un [d; k; n;m] código lineal, el código E está

determinado por una tranformación lineal T de Fk en Fn tal que
(1) El rango de T es igual a k.
(2) Para todo u; v 2 Fk se tiene que kT (u� v)k � d.
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(3) E es igual a Im (T ).

La función T es llamada función de codi�cación de E. Dado E un [d; k; n;m]
código lineal de�nido por una función de codi�cación T , es importante poder decod-
i�car el código, es decir, poder encontrar algoritmos veloces M y N que resuelvan
el siguiente par de problemas:

Problema 2 (Detección de errores). Sea E un [k; n; d;m] código lineal sobre el
campo F, dado por una función de codi�cación T .

� Input: u 2 Fn.
� Problema: Decida si u es d

n�cercano a algún v 2 Im (T ), es decir, decida
si existe w 2 Fk tal que ku� T (w)k � d.

Problema 3 (Corrección de errores). Sea E un [d; k; n;m] código lineal E, sobre
el campo �nito F, dado por una función de codi�cación T .

� Input: u 2 Fn.
� Problema: Si u es d

2n�cercano a un v 2 Im (T ) ; calcule v.

La buena noticia es que los códigos de Reed-Soloman son decodi�cables. Una tal
decodi�cación será estudiada en la última sección de este escrito (ya se imaginará
el lector en que teorema elemental basaremos la construcción de dicho algoritmo
decodi�cador).
Una generalización de los códigos de Reed-Solomon son los códigos de Reed-

Muller, en los cuales se utilizan polinomios en varias variables, a cambio de los
polinomios en una variable, usados en la construcción de los primeros. A contin-
uación estudiaremos la construcción de los códigos de Reed-Muller en dos variables
y algunas de sus propiedades
Sean F el campo �nito con m elementos, k = r2 y m � r + 1. La función de

codi�cación T tiene por dominio a Fk, o equivalentemente, podemos considerar que
la función de codi�cación tiene por dominio a Fr [X1; X2]. Dado p 2 Fr [X1; X2],
tenemos que T (p) := hp (�; �)i�;�2F. Es claro que T es una transformación lineal
de Fk en Fn con n = m2. Además, dado que Pr�;�2F [p (�; �) = 0] � r

m (teo-
rema de las raíces versión multivariada) y r � m, se tiene que la función T es
inyectiva. Nos queda por estimar el parámetro d, para ello podemos usar nue-
vamente el teorema de Scharwtz-Zippel. Dados p; q 2 Fr [X1; X2], se tiene que
Pr�;�2F [p (�; �) = q (�; �)] � r

m y esto implica a su vez que kp� qk � (m� r) � r.
Los códigos de Reed-Muller, a diferencia de los códigos de Reed-Solomon, no

optimizan el parámetro d, pero también a diferencia de estos, requieren vocabularios
pequeños, donde el vocabulario de un código E es el campo F sobre el cual el código
es construido, o lo que es lo mismo, el campo F respecto al cual consideramos a E
como un espacio vectorial. En este punto, debe ser claro para el lector, como se
construyen los códigos de Reed-Muller en n variables, para todo n�2.

5. Clímax: aplicaciones en la Teoría de Algoritmos

En esta sección, la última del escrito, estudiaremos algunas aplicaciones del teo-
rema de las raíces en la Teoría de Algoritmos. Las aplicaciones que estudiaremos
están relacionadas con la decodi�cación de códigos algebraicos y la prueba del
teorema PCP . Lo dijimos al comienzo y lo repetimos en este momento, las apli-
caciones del teorema de las raíces incluidas en este escrito no constituyen (y están
muy lejos de hacerlo), un catálogo exhaustivo de las aplicaciones del teorema de
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las raíces. Este también es el caso en lo referente a las aplicaciones del teorema
de las raíces en Computación Teórica. En este punto nos parece importante listar
algunas de las aplicaciones, que pese a su importancia, no serán estudiadas en lo
que resta del escrito.

(1) Algoritmos probabilísticos para Matching y para veri�cación de identidades
algebraicas [5].

(2) Algoritmos interactivos para la permanente [4].
(3) Algoritmos de autocorrección y autoveri�cación [3].
(4) La prueba del teorema de Agrawal-Kayal-Saxena asegurando que el prob-

lema de reconocimento de primos está en P [2].

5.1. El teorema PCP . El Teorema PCP es uno de los teoremas más profundos
de la Complejidad Computacional. El teorema PCP a�rma que, todo problema
L 2 NP , tiene una veri�cación probabilística veloz, (¡en tiempo constante!). En
esta sección no intentaremos profundizar en él, e incluso evitaremos enunciarlo de
manera precisa, dado que esto está más allá de los alcances de este escrito. El
lector interesado en obtener más información al respecto puede consultar [1]. En
esta sección estudiaremos el que consideramos el núcleo algebraico de la prueba
del teorema. Este núcleo, aunque puesto fuera de contexto, es una interesante
aplicación del teorema de las raíces, aplicación que es de interés en sí misma, dado
que corresponde a la decodi�cación de los códigos de Reed-Muller.
Las soluciones algorítmicas a los problemas de detección y corrección de errores

que estudiaremos en lo que queda del escrito, son algoritmos probabilísticos [5].
En adelante �jaremos un campo �nito F. Dados p; q : Fn ! F y � � 0. Diremos

que p y q son ��cercanos si y solo si Pra2Fn [p (a) 6= q (a)] � �.
El núcleo algebraico de la prueba del teorema PCP consiste en el diseño de

algoritmos probabilísticos veloces, que usan pocos bits aleatorios y que resuelven el
siguiente par de problemas computacionales.

Problema 4. (Low degree testing)
� Input: (F; f : Fn ! F; d; �), donde F es un campo �nito; n; d 2 N y � 2
(0; 1) :

� Problema: Decida si f es �-cercana a algún polinomio de grado total a lo
más d:

Note que si f es ��cercana a dos polinomios p y q de grado a lo más d y 1�2� �
d
jFj , entonces p = q.

Problema 5. (Self correcting)
� Input: (F; f : Fn ! F; d; a; �), donde F es un campo �nito; a 2 Fn; n; d 2 N
y 0 � � � jFj�d

2jFj :

� Problema: Si f es �-cercana a algún polinomio p de grado total a lo más
d, (note que en caso a�rmativo p es único) calcule p (a) :

Es importante notar que los dos problemas anteriores corresponden a los prob-
lemas de detección y corrección de errores asociados a los códigos de Reed-Muller.
Es un poco más que sorprendente que existan algoritmos probabilístiscos que

resuelven estos problemas cuyo tiempo de cómputo es polinomial en jFjn y que sólo
utilizan O (n log (jFj)) bits aleatorios. Más sorprendente aún es que estos algoritmos
sólo sean una inteligente aplicación del teorema de las raíces.
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5.1.1. Decodi�cación de los códigos de Reed-Solomon y de Reed-Muller. Al �nal
del parágrafo anterior hacíamos notar que, existe una profunda relación entre los
problemas Low-degree Testing y Self-correcting y los problemas de detección y de
corrección de errores asociados a los códigos de Reed-Muller. En esta subsección
analizaremos la decodi�cación de los códigos de Reed-Solomon y de Reed-Muller,
derivando tal decodi�cación de una propiedad de los polinomios que llamaremos
autoreducibilidad �aleatoria, aa para abreviar, y que es consecuencia del Teo-
rema de las raíces.
El problema de la decodi�cación de los códigos de Reed-Solomon, puede ser

entendido de la siguiente manera. Suponga que nosotros contamos con un algoritmo
M; el cual supuestamente, con input a 2 F, calcula p (a), donde p es algún polinomio
de grado menor o igual que d. Suponga además que por alguna razón, nosotros no
con�amos en la corrección del algoritmo y por ello quisieramos primero veri�car,
que la función calculada por M es ��cercana a algún polinomio de grado menor o
igual que d, habiendo elegido un � tal que 0 � � � jFj�d

2jFj . Recuerde que si la función
calculada por M es ��cercana a un polinomio de grado menor o igual que d, debido
a la elección del �, lo es a un único polinomio de tal grado (Teorema de las raíces).
Sea p tal que Pra2F [p (a) 6=M (a)] � �, donde M (a) es el output de M con

input a 2 F. Note que:

Pr
a1;:::;ad+12F

24 ^
i�d+1

p (a) =M (a)

35 � (1� �)d+1 :
Esto sugiere una solución algorítmica al problema de veri�cación antes propuesto.

Algoritmo 1. (RS-Detector de errores)
(1) Elija al azar a1; : : : ; ad+1; a 2 F.
(2) Calcule M (a1) ; : : : ;M (ad+1) :
(3) Usando interpolación calcule el único polinomio h de grado menor o igual

que d tal que h (a1) =M (a1) y : : : y h (ad+1) =M (ad+1) :
(4) Calcule M (a) y h (a) :
(5) Si M (a) = h (a) acepte a M , en caso contrario rechace a M .

El algoritmo que acabamos de presentar es probabilísticamente correcto y su
corrección es consecuencia de lo que llamaremos la autorreducibilidad aleatoria de
los polinomios.

De�nición 6 (Autorreducibilidad aleatoria). Sea 
 un conjunto y F una colección
de funciones con dominio 
, la colección F tiene la propiedad aa (d) si y solo si para
todo a 2 
; toda f 2 F y toda escogencia aleatoria de a1; : : : ad+1; d+ 1 elementos
de 
 distintos dos a dos, el valor de f en a puede ser calculado usando única-
mente la tupla (f (a1) ; : : : ; f (ad+1)) ; (esto es, sin conocer una de�nición analítica
o algebraica de f).

Es claro que, para todo campo F y todo d 2 N, la familia F = Fd [X] tiene la
propiedad aa (d) (naturalmente como consecuencia del Teorema de las raíces). Tras
veri�car que el algoritmo M calcula una función ��cercana a un único polinomio
p de grado menor o igual que d, quisiéramos corregir el algoritmo M , es decir,
quisiéramos poder calcular p (a), dado cualquier a 2 F. Aunque esto suene a magia
negra, (nosotros no conocemos el polinomio p y tan solo conocemos una versión
corrupta de p, esto es, la función calculada por el algoritmo M), es posible diseñar
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un algoritmo probabilísticamente correcto que resuelva, velozmente y usando pocos
bits aleatorios, este problema de corrección.

Algoritmo 2. (RS-Corrector de errores)
� Input: (a;M�). Donde a 2 F y M� es el código del algoritmo M .
� Tarea: Calcular p (a).
(1) Elija al azar a1; : : : ; ad+1 2 F.
(2) Usando M� Calcule M (a1) ; : : : ;M (ad+1) :
(3) Usando interpolación calcule el único polinomio h de grado menor o

igual que d tal que h (a1) =M (a1) y : : : y h (ad+1) =M (ad+1) :
(4) Calcule c := h (a) :
(5) Imprima c:

Teorema 11. Los algoritmos RS-detector de errores y RS-corrector de errores son
probabilísticamente correctos.

Para una prueba el lector puede consultar [?]. Es importante anotar que existen
decodi�cadores deterministas de los códigos de Reed-Solomon, un famoso ejemplo
es el algoritmo decodi�cador de Berlekamp y Welch [?], pero también es importante
anotar que no se conocen decodi�cadores deterministas e�cientes de los códigos de
Reed-Muller. En lo que sigue mostraremos como adaptar las ideas anteriores para
el caso de los códigos de Reed-Muller.

Lema 4. Dado f 2 F [X1; : : : ; Xn]. El grado de f en cada variable es menor o
igual que d si y solo si para todo �1; : : : ; �n 2 F y todo i � n, la función fi;� (Xi)
de�nida por:

fi;� (Xi) = f
�
�1; : : : ; �i�1; Xi; �i+1; : : : ; �n

�
Es un polinomio en Xi de grado a lo más d.

Demostración. Una de las dos implicaciones es obvia, probaremos la otra.
La prueba es por inducción en n.
El caso n = 1 es inmediato.
Sea f 2 F [X1; : : : ; Xn] ; tal que para todo �1; : : : ; �n 2 F y todo i � n, la función

fi;� (Xi) := f
�
�1; : : : ; �i�1; Xi; �i+1; : : : ; �n

�
es un polinomio en Xi de grado a lo más d. Dado i; 0 � i � d; la función

Fi (X1; : : : ; Xn�1) es el polinomio f (X1; : : : ; Xn�1; i).
La hipótesis de inducción implica que para todo i � d, el grado de Fi en cada

variable es menor o igual que d. Sea �i el único polinomio de grado d, tal que para
todo j � d; se tiene que �i (j) = �ij . Sea h la funciónX

0�i�d
�i (Xm)Fi (X1; : : : ; Xn�1)

Es claro que el grado de h en cada variable es menor o igual que d. Veamos ahora
que f y h son iguales. Fijemos �1; : : : ; �n�1 2 F. Tenemos que f

�
�1; : : : ; �n�1; Xn

�
y h

�
�1; : : : ; �n�1; Xn

�
son polinomios de grado d en la variable Xn, además, para

todo j tal que 0 � j � d, se tiene la igualdad
h
�
�1; : : : ; �n�1; j

�
= f

�
�1; : : : ; �n�1; j

�
En este punto podemos invocar el Teorema de las raíces y concluir

que las funciones f
�
�1; : : : ; �n�1; Xn

�
y h

�
�1; : : : ; �n�1; Xn

�
son uno y el mismo
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polinomio en la variable Xn. Tenemos entonces que, para todo �1; : : : ; �n�1 2 F
y todo � 2 F, se satisface la ecuación

f
�
�1; : : : ; �n�1; �

�
= h

�
�1; : : : ; �n�1; �

�
Con lo cual podemos dar por probado el teorema. �

Dados a; b 2 Fn y p 2 F [X1; : : : ; Xn], de�nimos una función pa;b : F ! F de la
siguiente manera: pa;b (t) := p (a+ tb) :

Teorema 12. Dado p 2 F [X1; :::; Xn] y dado d 2 N, tenemos que p es un polinomio
de grado a lo más d si y solo si para todo a; b 2 Fn se tiene que pa;b (t) es un
polinomio de grado a lo más d:

Demostración. Una de las dos direcciones es obvia, probaremos la otra.
La prueba es por inducción en n.
El caso n = 1 es trivial.
Sea p 2 F [X1; : : : ; Xn], tal que, para todo par a; b 2 Fn, se tiene que pa;b es

un polinomio de grado menor o igual que d. Dado � 2 F, el grado total del
polinomio p (X1; : : : ; Xn�1; �) es menor o igual que d (hipótesis de inducción). En
consecuencia el grado total de p es menor o igual que 2d. Sea d� � 2d el grado
total de p. Supongamos que d� � d. Dado (c1; : : : ; cn) 2 Fn, la función f : F! F,
de�nida por:

f (t) : = p (tc1; : : : ; tcn) ; para todo t 2 F
Es un polinomio de grado d� cuyo coe�ciente director es un polinomio q (c1; : : : ; cn)

de grado a lo más d�. Tenemos entonces que:

Pr�!c 2Fn
[q (c) 6= 0] � 1� d

�

F
� 0

Lo anterior nos permite elegir un c 2 Fn, tal que q (c) 6= 0. Con esto hemos llegado
a una contradicción, dado que la función p0;c es un polinomio de grado d� � d. �

El teorema anterior sugiere un algoritmo probabilísticoM para el problema Low
degree Testing (RM-Detección de errores).
Sea M el siguiente algoritmo

Algoritmo 3. Con input (F; f : Fn ! F; d)
(1) M escoge uniformemente al azar a; b 2 Fn y t0 2 F.
(2) Usando interpolación M calcula el polinomio q que coincide con fa;b en los

puntos 1; : : : ; d+ 1:
(3) M veri�ca que fa;b (t) y q (t) coinciden.

Note que el número de bits aleatorios empleados por M es O (n log (jFj)).

Teorema 13. M es probabilísticamente correcto y su tiempo de cómputo es poli-
nomial en jFj :

La prueba del teorema anterior puede ser consultada en [1] o en [?].
Con las herramientas ahora disponibles, podemos diseñar también, un algoritmo

para el problema Self-correcting. Sea N el siguiente algoritmo

Algoritmo 4. Con input (F; f : Fn ! F; d; a; �)
(1) N escoge uniformemente al azar b 2 Fn:
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(2) N calcula f (a+ b) ; : : : ; f (a+ (d+ 1) b) :
(3) Usando interpolación N encuentra h, el único polinomio de grado a lo más

d tal que f (a+ b) = h (1) ; : : : ; f (a+ (d+ 1) b) = h (d+ 1) :
(4) N calcula h (0) :

Note que el número de bits aleatorios empleados por N es O (n log (jFj)).

Teorema 14. N es probabilísticamente correcto y su tiempo de cómputo es polino-
mial en jFj :

La prueba del teorema anterior puede ser consultada en [1] o en [?].

6. Conclusión

Más que cerrar con una conclusión, cerramos con una moraleja.
Nunca desprecies un teorema, ya que, incluso aquellos que parecen
pequeños e insigni�cantes pueden contener a un gigante.
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