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Abstract. En este escrito se estudia, de manera casi exhaustiva, la com-
plejidad computacional de reconocer el lenguaje de los palindromos

El objetivo de este escrito es multiple: estudiaremos, con un cierto nivel
de profundidad, la teoria de automatas y modelos uniformes de computacion;
estudiaremos la nocion de tiempo real, y por ultimo revisaremos, de manera casi
exhaustiva1 , los trabajos referentes a la complejidad computacional de reconocer
palindromos sobre modelos secuenciales de computacion, haciendo enfasis en
estudiar la recognizabiliad en tiempo real de este lenguaje.
Hemos elegido el problema de reconocer palindromos como una drosophila

(leit motiv) que nos permita evaluar y estudiar conceptos, metodos y modelos
propios de la teoria de la computacion y de la teoria de la complejidad computa-
cional.
La complejidad computacional intenta clasi�car los problemas algoritmicos

de acuerdo a su di�cultad intrinseca, esto es: de acuerdo a la cantidad de recur-
sos computacionales que es necesario emplear para resolverlos. Al analizar un
problema los practicantes de la teoria intentan establecer cotas superiores (tal
cantidad de recursos es su�ciente) y cotas inferiores (tal cantidad de recursos es
insu�ciente) que permitan estimar la complejidad intrinseca del problema, tal
estimacion sera posible si las cotas son ajustadas, esto es: si la brecha existente
entre estas cotas es negligible o, en el mejor de los casos, nula.
La historia de la complejidad computacional, en sus casi 40 años (en el año

2011 se cumplen 40 años de la publicacion del historico articulo de Cook [7] y la
de�nicion de la clase NP ), es la historia de una elusiva busqueda de cotas infe-
riores. Puede conjeturarse que la mayor parte de las cotas superiores obtenidas
hasta el momento son ajustadas y que son nuestras debiles cotas inferiores las
responsables de la gigantesca brecha existente entre las cotas obtenidas hasta
el momento. Son muy pocos los problemas para los cuales la complejidad com-
putacional puede brindar un clara estimacion-cuanti�cacion de su complejidad
intrinseca, uno de estos pocos problemas es el reconocimento de palindromos que
denotaremos con el simbolo Pal:
Sea L un problema de decision, diremos que L es no trivial si y solo si dada x

una instancia de L; existen palabras y y z tales que xy es una instancia negativa
1 Desde Poincare, el ultimo de los matematicos en saberlo todo, ya no es posible ser
exhaustivo.
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de L (xy =2 L) y xz es una instancia positiva de L (xz 2 L). Intutivamente,
un problema L es no trivial si al procesar una instancia x es necesario leer la
palabra x en su totalidad, (cada uno de sus caracteres), antes de poder tomar una
decision. Un problema L requiere, como minimo, tiempo real para ser resuelto
sobre un modelo secuencial de computacion.

Dado L un problema no trivial y dadoM un algoritmo que resuelve L diremos
queM es un algoritmo de tiempo real (la nocion de tiempo real fue introducida
hace ya 50 años por H. Yamada [54]) si y solo si al procesar una instancia x el
algoritmo M emplea jxj unidades de tiempo (realiza jxj transiciones). Tiempo
real es una cota inferior para todo problema no trivial (for free). Note que si
�jamos un modelo uniforme y secuencial de computacion, digamos C, y logramos
probar la C-computabilidad en tiempo real del problema Pal; habremos entonces
logrado establecer un par de cotas ajustadas: la cota inferior (tiempo real) y la
cota superior (tiempo real) cazan perfectamente.

El problema Pal es un modelo de juguete de la stringologia y la complejidad
computacional: para este problema, a diferencia de para la mayoria de problemas
algoritmicos no triviales, las cotas inferiores y superiores sobre (casi) cualquier
modelo uniforme de computacion cazan perfectamente. Esta caracteristica del
problema Pal nos impulsa a creer que este es un problema particularmente
adecuado en terminos pedagogicos, dado que nos permite recorrer un amplio
espectro de modelos de computacion exhibiendo de manera explicita el objetivo
que quisieramos alcanzar al analizar cualquier problema sobre un modelo de
computacion especi�co: establecer cotas inferiores y superiores ajustadas.

Hemos hecho referencia en los parrafos anteriores a la nocion de modelo uni-
forme y secuencial de computacion. Los modelos no uniformes (clases de circuitos
[39]) no corresponden a la nocion de algoritmo y por ello no son interesantes
cuando lo que se pretende es analizar un problema concreto (son interesantes
desde el punto de vista estructural, cuando se comparan clases no uniformes
con clases uniformes). Adicionalnente el problema Pal es trivial desde el punto
de vista uniforme (Pal 2 AC0: Pal puede ser reconocido usando una familia
uniforme de circuitos de profundidad acotada [45]). En los paragrafos anteriores
tambien hemos mencionado el termino modelo no secuencial para referirnos a los
modelos de computacion paralela. En estos ultimos, una red de procesadores cuyo
tamaño escala con el tamaño de los inputs, se encarga de procesar las intancias
del problema. La habilidad que tienen estas redes de partir el input en pequeños
fragmentos, y de analizar estos fragmentos de manera simultanea usando difer-
entes procesadores dentro de la red, permite que algunos problemas no triviales
puedan ser resueltos en tiempo sublineal, e incluso (poly)logaritmico. Aunque
puede ser muy interesante analizar la complejidad paralela de Pal y sus relativos
no lo haremos en este escrito, algunos trabajos importantes en esta area son las
referencias [31], [3]. Es necesario comentar en este punto, que si estudiaremos la
complejidad de Pal desde el punto de vista de los automatas celulares, los cuales
pese a ser considerados modelos de paralelismo masivo pueden ser entendidos
como modelos secuenciales en los que cada procesador recibe un numero �nito
de bits por unidad de tiempo, las señales se transmiten de manera secuencial,
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y no existen ni procesadores centrales ni dispositivos de entrada especiales a los
que cada uno de los procesadores en el arreglo puede acceder en una unidad de
tiempo a cualquiera de sus registros: un automata celular es una secuencia de
procesadores (automatas regulares) y no una red de procesadores.
El reconocimiento de palindromos es un problema que, pese a su aparente

sencillez, tiene importantes aplicaciones como por ejemplo en algoritmos de com-
presion de textos (por ejemplo en el algoritmo de Lempel-Ziv [33]) o en clasi�-
cacion de secuencias genomicas [4]. Entendemos que, en terminos de las posibles
aplicaciones, la computacion en paralelo es de vital importancia, aun asi hemos
escogido no estudiar este tema en este libro porque el tema central del libro es
computaciones de tiempo real usando maquinas secuenciales, y metodos para
probar cotas inferiores (resultados de imposibilidad) sobre este tipo de modelos.
El reconocimiento de palindromos, lo repetimos, es nuestra drosophila y no el
tema central de estas notas.

Organizacion del escrito.
El escrito esta organizado de la siguiente manera, en las primeras secciones

estudiaremos cinco tipos diferentes de automatas: regulares, regulares no deter-
ministicos, regulares de doble via, de pila y de pila no deterministicos. Estudi-
remos la computabilidad, y la computabilidad en tiempo real, del problema Pal
sobre cada uno de estos modelos. A continuacion introduciremos el modelo de
maquinas de Turing de una sola cinta, mostraremos que este modelo es incapaz
de resolver Pal en tiempo lineal y que (Teorema de Hennie [26]) toda maquina
de una sola cinta capaz de resolver Pal requiere tiempo cuadratico. En la sigu-
iente seccion introduciremos el modelo de maquinas de Turing con una sola cinta
bidimensional y demostraremos una version bidimensional del teorema de Hen-

nie (Pal requiere tiempo 

�

n2

log(n)

�
), adicionalmente exhibiremos una maquina

de Turing bidimensional (ingeniosamente diseñada) que reconoce el lenguaje de

los palindromos en tiempo O
�

n2

log(n)

�
; obteniendo con ello cotas ajustadas sobre

este modelo de computacion. En este punto es importante comentar que existe
una maquina de Turing unidimensinal que reconoce Pal en tiempo cuadratico,
por lo que podemos a�rmar que la cota inferior obtenida via el teorema de Hen-
nie es ajustada. A continuacion introduciremos el modelo de maquinas proba-
bilisticas de una sola cinta, estudiaremos el algoritmo de Pippenger que proba-
bilisticamente reconoce palindromos en tiempo O (n log (n)) ; comentaremos un
teorema de Yao [55] quien prueba que toda maquina de Turing probabilistica de
una sola cinta que reconozca palindromos requiere tiempo 
 (n log (n)) ; obte-
niendo con ello, una vez mas, un par de cotas ajustadas. Cerraremos la primera
parte de este escrito (maquinas de una sola cinta) introduciendo tres modelos
de automatas celulares: automatas celulares unidimensionales, automatas celu-
lares unidimensionales y unidireccionales y arreglos iterados multidimensionales.
En esta seccion probaremos, entre otras cosas, que Pal puede ser reconocido en
tiempo real en cada uno de estos tres modelos.
En la segunda parte del escrito introduciremos el modelo de maquinas de

Turing con varias cintas, Modelo en el cual la nocion de tiempo real es partic-
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ularmente interesante y robusta, y probaremos el teorema de Galil-Slisenko: el
lenguaje Pal puede ser reconocido en tiempo real usando una maquina de Turing
con varias cintas.
Hemos incluido un capitulo adicional para estudiar algunos problemas algo-

ritmicos, relacionados con palindromos, que no son problemas de reconocimiento:
incluimos un problema de conteo, un problema de enumeracion y uno de opti-
mizacion. Para cada uno de estos problemas exhibimos algoritmos de tiempo
lineal que los resuelven, (los algoritmos ingenuos para enfrentar estos problemas
son cuadraticos).
Finalmente hemos incluido un apendice en el que, de manera muy breve y

veloz, introducimos (de manera intuitiva) algunos conceptos y metodos de la
computacion en paralelo, que usamos luego para resolver en tiempo sublineal
algunos problemas relacionados con palindromos.

Remark 1. Es importante aclarar en este punto, que hemos decidido incluir a los
automatas de pila dentro de la clase de las maquinas de una sola cinta dado que
la pila con todas sus limitaciones no es una cinta adicional, esto es: un automata
de pila es una maquina con una sola cinta y una pila.

Sobre la importancia de los problemas impertinentes.
El lector puede pensar, al iniciar la lectura de este libro, que el lenguaje de

los palindromos es un lenguaje trivial sin interes practico acerca del cual la teoria
de la computacion tiene muy poco por decir. Una de los objetivos de este escrito
es acabar con este prejuicio.
Una de las razones por las cuales hemos elegido el lenguaje de los palindro-

mos es el rol singular que ha desempeñado este lenguaje en la teoria de lenguajes
formales. El lenguaje de los palindromos ha sido estudiado desde casi todos los
modelos de automatas y maquinas secuenciales porque su equilibrada combina-
cion de simpleza y complejidad le han permitido ser un elemento fundamental
en la mayoria de las pruebas de separacion entre clases de automatas.
Cuando se quiere probar que un cierto tipo de automata es mas potente

que un segundo tipo de maquinas, es necesario exhibir un lenguaje que pueda
ser reconocido usando el primer tipo de dispositivos pero que no pueda serlo
usando el segundo. Es necesario entonces contar con un candidato para tal �n.
El lenguaje de los palindromos siempre sera un buen candidato. Esto es asi dado
que es su�cientemente simple como para que pueda ser reconocido usando un
tipo especial de automata, y es su�cientemente complejo como para que no pueda
ser reconocido usando un segundo tipo de automatas ligeramente mas debiles
que los del primer tipo. En realidad el lenguaje de los palindromos, o alguno de
sus relativos, ha desempeñado un rol signi�cativo en casi todas las pruebas de
separacion del tipo antes discutido.
Esta caracteristica del lenguaje Pal nos permite, sin abandonar nuestro leit

motiv, recorrer casi en su totalidad el amplio espectro de modelos de automatas
introducidos en la literatura hasta el dia de hoy.
Finalmente es importante señalar que el lenguaje de los palindromos es im-

portante en algunas aplicaciones, el juega un papel importante en los algoritmos



5

de compresion (Lempel-Ziv por ejemplo [33]), y la tarea consistente en recono-
cer palindromos presentes en cadenas largas es una tarea que ha mostrado ser
importante en bioinformatica dado que, entre otras cosas, la presencia de palin-
dromos largos en cadenas de DNA esta asociada al surgimiento de canceres en
humanos [49].

Objetivos y alcances del texto. El texto fue diseñado pensando en un
curso introductorio a la teoria de los lenguajes formales y modelos de computa-
cion. Es posible escribir un tal texto desde multiples perspectivas, dependiendo
la eleccion de una tal perspectiva, del area de expertisia de sus autores. Nosotros
como practicantes de la teoria de la complejidad computacional hemos escrito
un texto cesgado en esta direccion, es por ello que creemos que el texto puede
ser usado idealmente como texto guia en un curso de teoria de la computacion
que anteceda a cursos en Complejidad Computacional, Stringologia y Bioinfor-
matica.
El libro es menos apropiado para ser usado en cursos de la teoria de la

computacion que antecedan a cursos en teoria de lenguajes de programacion,
parsing, compiladores, linguistica computacional etc.
Por su brevedad el libro puede ser cubierto en un curso de 16 semanas,

creemos que cubrir la totalidad del libro puede brindar al estudiante un panorama
amplio de las ciencias de la computacion.

Agradecimientos. Este libro esta dedicado a Hijodimitriou. Los autores
quisieran agradecer a todos sus estudiantes quienes de una forma u otra hicieron
posible la realizacion de este trabajo. Agradecimientos especiales a Joerg Flum,
Anahi Gajardo, Moritz Mueller, DAAD, DFG y VIE-UIS.
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Maquinas de una cinta

Iniciaremos nuestro recorrido por el universo de las maquinas de una sola
cinta introduciendo la nocion de automata regular (automata de estado �nito).
Proviso. A todo lo largo del libro, a menos que se especi�que lo contrario,

el simbolo � denotara el alfabeto f0; 1g : De igual manera, a todo lo largo del
libro (a menos que se especi�que lo contrario) asumiremos que el alfabeto de la
maquina, o lenguaje, bajo estudio es el alfabeto binario f0; 1g :
Notacion. Usaremos el simbolo � para denotar la palabra vacia.

1 Palindromos automatas �nitos y lenguajes regulares

Los automatas regulares pueden ser considerados como el modelo uniforme
de computacion de menor poder. Un automata regular M es un quintupla
(Q; q0; �; F; �) ; donde:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados del automataM:

2. q0 2 Q; es un elemento distinguido de Q que sera llamado el estado inicial
del automataM:

3. � es un conjunto �nito, el alfabeto del automata.
4. F � Q es el conjunto de estado �nales o estados de aceptacion del automata
M:

5. �; la funcion de transicion, es una funcion de � �Q en Q.

Dado M un automata regular supondremos que M posee una cinta semi-
in�nita constituida por una cantidad enumerable de celdas, supondremos ademas
que la cinta se extiende de izquierda a derecha empezando en una celda inicial.
Cada celda deM tiene la capacidad de albergar un unico caracter del conjunto
� [ f�g ; donde � es un caracter especial que denota espacio en blanco o, lo
que es lo mismo, celda vacia. Supondremos que al comienzo de la computacion
el input w = w1w2:::wn se encuentra ubicado en el extremo izquierdo de la cinta
ocupando los primeros n caracteres. Tambien supondremos que al comienzo de
la computacion la cabeza lectora de la maquina se encuentra ubicada sobre la
primera celda leyendo el caracter w1 y que el estado de la maquina es el estado
interno inicial q0: Al comenzar la computacion la cabeza lectora de la maquina
se desplaza a la derecha de celda en celda leyendo cada caracter. La computacion
termina cuando la maquina encuentra la primera celda ocupada por un caracter
�; esto es cuando la cabeza lectora llega al �nal del input. El caracter � sera
usado para denotar el espacio en blanco y para indicar que la computacion debe
terminar. Al terminar la computacion la maquina se encuentra en un estado
interno q 2 Q: Si q 2 F; la maquina acepta el input, en caso contrario lo rechaza.
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1.1 El lema de bombeo para lenguajes regulares

Empezaremos esta seccion introduciendo la de�nicion de lenguaje regular

De�nition 1. (lenguajes regulares)

1. L (M) = fw 2 �� :M acepta wg : DadoM; diremos que L (M) es el lenguaje
reconocido por el automataM:

2. Dado L � ��; diremos que L es un lenguaje regular si y solo si existe M,
un automata regular, tal que L = L (M) :

De�nition 2. Dada M una maquina y dado L un lenguaje diremos que M
reconoce L en tiempo real si y solo si el numero de transiciones realizadas por
M al procesar un input w esta acotado por jwj :

Note que todo automata regular M reconoce el lenguaje L (M) en tiempo
real.

De�nition 3. Dada w = w1:::wn una palabra, un factor de w es un fragmento
wi:::wj con 1 � i � j � n: A lo largo del libro usaremos el simbolo w [i:::j] para
denotar el factor wi:::wj de w:

¿como probar que un lenguaje dado no es regular? El lema de bombeo es una
herramienta poderosa que puede ser usada para tal �n.

Theorem 1. (lema de bombeo para lenguajes regulares)
Dado L un lenguaje regular, existe K 2 N tal que si w 2 L y jwj � K; existen

entonces u; v; s 2 �� para las cuales se satisface lo siguiente

1. x = uvs:
2. jvj � 0 y juvj � K
3. Para todo n 2 N se tiene que uvns 2 L:

Proof. Sea M = (Q; q0; �; F; �) un automata regular que reconoce el lenguaje
L: Al automataM podemos asociarle un digrafo etiquetado G [M] el cual esta
de�nido por

� V (G [M]) = Q:
�Dados q; p 2 V (G [M]) y dado a 2 � existe una arista de q a p con etiqueta
a si y solo si � ((a; q)) = p:

Note que una computacion deM es simplemente un camino �nito en G [M]
con origen en q0: Note tambien que todo camino �nito con origen en q0 es una
computacion deM; y que las computaciones aceptantes estan en corresponden-
cia biyectiva con los caminos de este tipo que tienen su vertice �nal dentro del
conjunto F � V (G [M]) :
A�rmamos que el K; en el enunciado del lema, es igual a jQj+1: Dado que el

grafo G [M] tiene tamaño jQj todo camino de longitud mayor o igual que jQj+1
debe pasar al menos dos veces por un mismo vertice, digamos p: Podemos partir
un tal camino en tres fragmentos a saber.
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1. Fragmento inicial, que va de q0 hasta la primera visita al vertice p:
2. Fragmento intermedio, el bucle que va de la primera visita a p hasta la
segunda visita a p:

3. Fragmento �nal, desde la segunda visita al vertice p hasta el vertice �nal.

Dada w 2 L; si jwj � jQj+1 el camino determinado por w; al que denotaremos
�w, puede partirse en tres fragmentos: el inicio, el bucle y el �nal. Estos tres
fragmentos corresponden a factores de w; digamos u; v y s: Dado n 2 N, el
camino determinado por la palabra uvns tiene la siguiente estructura.

1. El inicio es identico al inicio del camino �w:
2. El fragmento intermedio corresponde a recorrer n veces el fragmento inter-
medio de �w (recuerde que este fragmento intermedio es un bucle y por lo
tanto es posible recorrer este bucle tantas veces como sea necesario).

3. El fragmento �nal es identico al fragmento �nal de w (o mejor, del camino
determinado por x)

Ahora, dado que w 2 L el vertice �nal de �w pertenece a F: Note que el
vertice �nal del camino �uvns es identico al vertice �nal del camino �w; por lo
que la computacion deM con input uvns es tambien una computacion aceptante
y esto implica que uvns 2 L. Note �nalmente que es posible tomar u y v de tal
forma que juvj � K; esto es asi dado que todo fragmento inicial, del camino �w;
que tenga una longitud mayor o igual que jQj+ 1 debe contener un bucle

A continuacion probaremos que Pal no es regular.

Corollary 1. (Primera cota inferior para Pal)
No existe un automata regular que pueda reconocer el lenguaje Pal:

Proof. Suponga que Pal es regular y sea K como en el enunciado del lema de
bombeo. Considere w = 1K+101K+1: El lema de bombeo a�rma que existen
palabras u; v; y w tales que w = uvs; juvj � K y tales que dado i � 2 la palabra
uvis 2 Pal: Note que la desigualdad juvj � K implica que v esta totalmente
contenido en el factor izquierdo de w constituido por K + 1 unos. Tenemos
entonces que uvis = 1K+jvji�jvj01K que no es un palindromo dado que jvj � 1 e
i � 2

Hemos a�rmado, del corolario anterior, que este es una cota inferior para Pal,
esto es asi dado que el establece que los recursos computacionales que de�nen
la clase de los automatas regulares no son su�cientes para reconocer el lenguaje
Pal; para ello se requiere algo mas, se necesita mayor poder de computo.
No es de extrañar que el lenguaje Pal no pueda ser reconocido por un au-

tomata regular. Note que en la de�nicion de automata regular hemos impuesto
demasiadas limitaciones al poder de computo de este tipo de dispositivos, algu-
nas de las mas prominentes limitaciones son:

� La cabeza lectora solo puede moverse unicamente en una direccion, esto es
de izquierda a derecha.
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� La maquina no tiene un dispositivo de memoria externo.
� La maquina no tiene funciones de escritura
� La maquina no puede marcar (o transformar) fragmentos o caracteres del
input.

En lo que sigue estudiaremos modelos que podemos concebir como obtenidos
a partir de nuestro modelo basico (la clase de los automatas regulares) eliminando
una o varias de estas (y otras) limitaciones.

2 Automatas regulares no deterministicos

En esta seccion estudiaremos un segundo modelo de computacion, obtenido a
partir del modelo basico, adicionando a este una habilidad: transiciones no de-
terministicas.
Un automata regular no deterministico es un automataM = (Q; q0; �; F; �)

para el cual la relacion de transicion � no necesariamente es funcional, esto es: el
automataM esta constituido por un conjunto de estados Q; un estado inicial q0,
un conjunto de estados aceptantes F y una relacion de transicion � � ��Q�Q:
Es discutible que el no-determinismo sea una habilidad computacional y que

las maquinas no deterministicas puedan llegar a ser mas potentes que las deter-
ministicas (para el caso de maquinas de Turing de tiempo polinomial la pregunta:
¿el no-determinismo incrementa el poder de computo? No es otra cosa que la
famosa pregunta: ¿es P diferente de NP?). Existen al menos dos maneras de
pensar el nodeterminismo:

�Una maquina no deterministica es una maquina capaz de realizar adivinanzas
afortunadas.

�Una maquina no deterministica es una maquina capaz de realizar en paralelo
un gran numero (una cantidad exponencial) de computaciones.

Es claro que desde cualquiera de las dos perpectivas anteriores el no-determinismo
aparece como una habilidad adicional (un recurso computacional) que puede (y
debe) incrementar el poder de nuestras maquinas.
SeaM = (Q; q0; �; F; �) un automata no deterministico.

De�nition 4. Dado w = w1:::wn un input de M; una computacion de M con
input w es una secuencia q0q1:::qn de elementos de Q tal que para todo i � n se
tiene que (wi; qi�1; qi) 2 �:

Una computacion es entonces una secuencia �nita y ordenada de con�g-
uraciones que adicionalemente satisface la siguiente condicion: dos con�gura-
ciones consecutivas en esta secuencia estan conectadas por una transicion de la
maquina.
La nocion de con�guracion depende del modelo de computacion. Intuitiva-

mente, una con�guracion es una descripcion completa del estado de la computa-
cion en un instante dado. En el caso de los automatas regulares es su�ciente



10

especi�car el estado (estado interno, elemento de Q) en el que se encuentra la
maquina para describir completamente el estado de la computacion. Esto es asi
dado que en el instante t de la computacion la cabeza lectora de la maquina se
encuentra sobre la t-esima celda de su cinta (leyendo el t-esimo caracter) y el
contenido de la cinta en este instante es identico al contenido de la cinta en el
instante 0: Esto implica que el unico parametro que nosotros podriamos descono-
cer es precisamente el estado interno de la maquina, y es este parametro (y es
precisamente lo desconocido) lo que la con�guracion describe (y debe describir).

De�nition 5. DadoM un automata regular no deterministico y dado w 2 ��;
diremos que M acepta w si y solo si existe una computacion de M, con input
w; que termina en un estado de aceptacion.

En esta seccion probaremos que los automatas regulares no deterministicos y
los automatas regulares deterministicos tienen exactamente el mismo poder de
computo.

Theorem 2. Todo automata regular no deterministico puede ser simulado por
un automata regular.

Proof. Sea L un lenguaje reconocible mediante un automata regular no deter-
ministico y seaM = (Q; q0; �; F; �) un automata no deterministico que reconoce

a L: Considere el automata regularMdet =
�
Qdet; qdet0 ; �; F det; �det

�
de�nido

por:

1. Qdet = P (Q) :
2. qdet0 = fq0g :
3. F det = fA � Q : A \ F 6= ?g :
4. La funcion �det es de�nida por

�det ((a;A)) = fq 2 Q : 9p 2 A ((a; p; q) 2 � = q)g

Es facil veri�car que L (M) = L
�
Mdet

�
:

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de los dos teoremas
anteriores

Corollary 2. (Segunda cota inferior para Pal)
No existe un automata regular no deterministico que pueda reconocer el lenguaje

Pal:

3 Automatas regulares de doble via: equivalencias

En esta seccion introduciremos una clase de maquinas aparentemente mas po-
tentes que los automatas regulares, a esta clase de maquinas las llamaremos
automatas regulares de doble via (2way �nite automata). Los automatas regu-
lares de doble via son automatas regulares provistos de una cabeza lectora que
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puede moverse en las dos direcciones. Es de esperar que esta habilidad adicional
con�era mayor poder de computo a estas maquinas, y es natural suponer que este
poder adicional sea su�ciente para reconocer el lenguaje Pal: Intuitivamente, si la
cabeza lectora de la maquina puede moverse de izquierda a derecha y de derecha
a izquierda, puede entonces moverse varias veces a lo largo de la cinta en las dos
direcciones y veri�car (o, reciprocamente, veri�car que no es el caso) que para
todo i � jwj ; el caracter i-esimo y el caracter (jwj � i + 1)-esimo coinciden. El
problema es que la maquina posee una memoria �nita (uniformemente acotada)
y no puede marcar las celdas visitadas con anterioridad. El teorema principal de
esta seccion a�rma que los automatas regulares de doble via tienen exactamente
el mismo poder de computo que los automatas regulares (y en consecuencia los
automatas regulares de doble via son incapaces de reconocer el lenguaje Pal).

De�nition 6. Un automata regular de doble via es una quintupla

M = (Q; q0; �; F;A; �)

tal que Q es un conjunto �nito de estados, q0 2 Q es el estado inicial, A � F � Q
y � es una funcion de � �Q en Q� f!; g :

Dado a 2 � y q 2 Q; si la maquina se encuentra leyendo el caracter a en el
estado q y � (a; q) = (!; p) ; entonces la cabeza de la maquina se desplaza una
posicion a la derecha y el estado interno de la maquina cambia de q a p: Por el
contrario si � (a; q) = ( ; p) ; la cabeza de la maquina se mueve una posicion a
la izquierda. Dado que la cabeza de la maquina podria llegar al extremo derecho
de la cinta y devolverse a la izquierda (o podria no llegar nunca al extremo
derecho), nada nos garantiza que la computacion de la maquina terminara en
algun momento, es por ello que en la de�nicion de los automatas regulares de
doble via hemos agregado el parametro F: La idea es que si el estado interno de
la maquina pertenece a F la maquina para. En particular, si la maquina accede
a un estado en A; la maquina para y acepta el input, pero si accede a un estado
en F �A para y rechaza el input.

3.1 El teorema de Myhill-Nerode

El teorema de Myhill-Nerode puede ser entendido como una caracterizacion al-
gebraica de los lenguajes regulares. Caracterizaciones de este tipo siempre son
utiles en Matematicas. Como lo veremos mas adelante, el teorema de Myhill-
Nerode puede ser usado para probar algunos hechos importantes referentes a los
lenguajes regulares.

De�nition 7. Dado L � ��; podemos de�nir una relacion de equivalencia sobre
�� asociada a L: La relacion RL � �� ��� se de�ne por

xRLy si y solo si 8w (xw 2 L, yw 2 L)

Theorem 3. (Myhill-Nerode)
L es regular si y solo si

�����

RL

��� es �nito.
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Proof. Sea L � �� tal que la relacion RL es de indice �nito, (es decir el conjunto�����

RL

��� es �nito). SeaM = (Q; q0; �; F; �) el automata regular de�nido por:

�Q = ��

RL
:

� q0 = [�]RL
:

�F =
�
[x]RL

: x 2 L
	
:

� La funcion � : � �Q! Q esta de�nida por

�
��
a; [x]RL

��
= [xa]RL

Es claro queM es un automata regular, adicionalmente es facil probar que
L (M) = L:
Veamos ahora que si L es un lenguaje regular entonces la relacion RL es de

indice �nito. SeaM un automata regular que reconoce L: Dada x 2 �� podemos
de�nir una funcion 
Mx : Q! Q de la siguiente manera:


Mx (q) es igual al estado �nal al que accede M, al procesar el input x;
empezando en el estado q
Es facil probar que si 
Mx = 
My entonces xRLy: Tenemos entonces que�����

RL

��� � jQjjQj :
Prueba de la equivalencia En esta subseccion probaremos que la clase de
los lenguajes regulares coincide con la clase de los lenguajes aceptados por au-
tomatas regulares de doble via, esto es: probaremos que todo automata regular
de doble via puede ser simulado por un automata regular.
DadoM un automata regular de doble via de�nimos una relacion de equiv-

alencia �M� �� ��� de la manera siguiente:

x �M y si y solo si 8t 2 �� (M acepta xt si y solo siM acepta yt)

Theorem 4. (Rabin-Scott-Sheperdson)
Dado M; un automata regular de doble via, existe un automata regular M

tal que L (M) = L
�
M
�
:

Proof. Lo que nosotros probaremos es que dadoM = (Q; q0; �; F;A; �) un au-
tomata regular de doble via, el lenguaje aceptado por M; al que denotaremos
con el simbolo L (M) ; satisface las condiciones impuestas en el enunciado del
teorema de Myhill-Nerode.
Dada x 2 ��, de�nimos una funcion 
x : Q! Q[f0g de la siguiente manera:

� Si q 6= q0; se de�ne 
x (q) como el estado al que accede M; si iniciamos
la computacion con x como input, con la cabeza lectora ubicada sobre el
caracter �nal de x: Si al imponer estas condiciones iniciales, el automata
M para con la cabeza lectora ubicada en una posicion diferente al extremo
izquierdo de x; o siM no para del todo se de�ne 
x (q) = 0:
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� Si q = q0; de�nimos de manera similar 
x (q) ; la unica diferencia es que en
este caso asumimos que en el instante inicial la cabeza esta ubicada en el
extremo izquierdo de x:

A�rmacion. Dadas x; y 2 ��; se tiene que 
x = 
y implica x �L(M) y:
Note que si n = jQj ; la a�rmacion anterior implica entonces que la relacion

de equivalencia �L(M)esta constituida por a lo mas (n+ 1)
n clases. En este

punto podemos invocar el teorema de Myhill-Nerode para a�rmar que L (M) es
regular.

Corollary 3. (tercera cota inferior para Pal)
Ningun automata regular de doble via puede reconocer el lenguaje Pal:

El corolario anterior indica que, para reconocer el lenguaje Pal; no es su-
�ciente con adicionarle a nuestros automatas basicos la habilidad de mover su
cabeza lectora en las dos direcciones. ¿Cuales son los recursos computacionales
necesarios para reconocer el lenguaje Pal?

Remark 2. Hemos probado que si M = (Q; q0; �; F;A; �) es un automata reg-
ular de doble via entonces M es incapaz de reconocer Pal; aun si la funcion
tiempo de computo de M, que denotaremos con el simbolo tM; es no acotada o
no puede ser acotada linealmente. Esto implica, en particular, que los automatas
regulares de doble via son incapaces de reconocer Pal en tiempo real. El mismo
comentario puede hacerse respecto a los automatas regulares no deterministi-
cos, si introdujeramos la nocion de transicion en vacio podriamos considerar
automatas regulares no deterministicos cuyo tiempo de computo no puede ser
acotado linealmente, como las transiciones en vacio pueden elimininarse [28] es-
tos automatas no son mas poderosos que los automatas regulares y por lo tanto
son incapaces de reconocer Pal; i.e. los automatas regulares no deterministicos
no pueden reconocer Pal ni en tiempo real ni en algun otro regimen temporal.

4 Automatas de pila

En este capitulo introduciremos un segundo modelo de computacion: los au-
tomatas de pila. Los automatas de pila se diferencian de los automatas regulares
en que estos poseen un dispositivo externo de memoria (la pila). Es de esperar
que este dispositivo externo de memoria incremente el poder de computo. Es
plausible entonces que los automatas de pila, a diferencia de los automatas reg-
ulares, sean capaces de reconocer el lenguaje Pal:
Un automata de pila deterministico es una septupla

M = (Q; q0; �; �; F;#; �)

tal que

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados deM:
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de entrada del automataM.
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3. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la pila.
4. q0 2 Q es el estado inicial deM:
5. F � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
6. # es un elemento distinguido de � que se usa para indicar el inicio de la pila,
es decir: si el automataM se encuentra leyendo el caracter #; el automata
sabe que la pila se encuentra vacia.

7. La funcion de transicion � es una funcion de � � (� �Q) en � � fe; dg �
(Q [ f�g), los simbolos w y d son simbolos especiales que usamos para indicar
lo siguiente

�Dados a 2 �; b 2 � y q 2 Q; si � (a; b; q) = (c; e; p) la maquina cambia
su estado interno de q a p y escribe c en la pila.

�Dados a 2 �; b 2 � y q 2 Q; si � (a; b; q) = (c; d; p) la maquina cambia
su estado interno de q a p y si b 6= # la maquina borra este caracter
de la pila, el cual es precisamente el ultimo caracter guardado en este
registro. Si b = # la maquina para y rechaza el input.

Un automata de pila deterministico es como un automata regular al que se
le ha adicionado un dispositivo externo de memoria: la pila. En cada transicion
el automata de pila deterministico puede: o agregar un caracter a la derecha de
la palabra contenida en la pila, o borrar el ultimo caracter de esta palabra. Lo
que el automata escriba en la pila puede ser usado en la computacion, aunque en
cada instante de la computacion el automata solo tenga acceso al ultimo carac-
ter del contenido de la pila. La nocion de con�guracion para automatas de pila
deterministicos es un poco mas compleja que la nocion de con�guracion para au-
tomatas regulares. Recuerde que una con�guracion es una descripcion completa
del estado de la maquina en un instante de la computacion. En consecuencia una
tal descripcion debe declarar, como minimo, lo que del estado de la maquina es
desconocido para el usuario. Dado que un automata de pila deterministico no
puede: escribir caracteres, borrar caracteres o marcar caracteres en la cinta de
entrada; el contenido de la cinta de entrada es invariante, (identico al contenido
de esta cinta en el instante cero). Esto implica que no necesitamos incluir en
nuestra nocion de con�guracion informacion referente al contenido de la cinta de
entrada. Por otro lado, dado que en cada transicion la cabeza lectora se mueve
una posicion a la derecha, en el instante t la cabeza lectora ha de estar ubicada
sobre la celda t-esima de la cinta de entrada. Tenemos entonces que lo unico que
no conocemos apriori, respecto al estado de la maquina, es su estado interno y
el contenido de la pila.

De�nition 8. Dado M = (Q; q0; �; �; F;#; �) un automata de pila determin-
istico, una con�guracion deM es un par (u; q) 2 � � �Q:
Dado w = w1:::wn 2 ��; la computacion deM, con input w; es una secuen-

cia ordenada y �nita de con�guraciones (�; q0) ; (u1; p1) :::; (un; pn) que satisface
lo siguiente:

1. Si �
�
wi; (ui�1)jui�1j ; pi�1

�
= (a; e; pi) ; entonces ui = ui�1a:
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2. Si �
�
wi; (ui�1)jui�1j ; pi�1

�
= (a; d; pi) ; entonces

ui = (ui�1)1 ::: (ui�1)jui�1j�1

3. No existen opciones diferentes a las tres listadas anteriormente.

De�nition 9. Dado M = (Q;�; q0; F; �) un automata de pila deterministico,
dado w = w1:::wn 2 �� y dada

(�; q0) ; (u1; p1) ; :::; (un; pn)

la computacion de M, en el input w; diremos que M acepta w si y solo si
pn 2 F:

El teorema 5 a continuacion indica que el poder de computo de los automatas
de pila no es su�ciente para reconocer el lenguaje Pal: Esto quiere decir que no
es su�ciente con una unidad externa de memoria de acceso restringido (solo se
puede leer el ultimo caracter, solo se puede escribir al �nal de la pila) para
reconocer palindromos.
En adelante usaremos el simbolo DCFL para denotar la coleccion de los

lenguajes libres de contexto deterministas, esto es: DCFL denota la coleccion de
los lenguajes que pueden ser reconocidos usando un automata de pila determin-
istico.

Theorem 5. Pal =2 DCFL:

Proof. (Esbozo de la prueba 2) Supondremos que el lenguaje Pal es libre de
contexto deterministico e intentaremos derivar una contradiccion.
Sea M = (Q; q0; �; �; F;#; �) un automata de pila deterministico que re-

conoce el lenguaje Pal: Dada w 2 f0; 1g� usaremos el simbolo �M (w) para
denotar la con�guracion a la que accede M tras procesar el input w (esta es
una de�nicion con sentido, dado queM es un automata de pila deterministico):
Note que �M (w) es un elemento de Q���n; y que para todo n � 1; la funcion
�M : f0; 1gn ! Q � ��n es inyectiva (si existieran u; v 2 f0; 1gn tal que u 6= v
y �M (u) = �M (v) entonces M aceptaria el input uv). Dado n; usaremos el
simbolo k (n) para denotar la cantidad maxw2f0;1gn fj�2 (�M (w))jg : Tenemos
entonces que

2n � j� j
k(n)+1 � 1
j� j � 1 jQj

2 El esbozo presentado explica convenientemente el porque Pal no puede ser recono-
cido por un automata de pila deterministico. Debe ser claro que aun es necesario
formalizar algunas de las a�rmaciones hechas en la prueba. Una tal formalizacion,
aunque posible, resulta tan di�cil que los detalles tecnicos pueden oscurecer las
ideas principales, es por ello que, siguiendo a Hopcroft-Ullman-Motwani [28] hemos
preferido presentar solo la estructura basica de la prueba. Por otro lado es posible
obtener este resultado como corolario del teorema 7, que estudiaremos en la ultima
de las secciones que dedicaremos a estudiar los automatas de pila.
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Y entonces
2n � j� jk(n)+1 jQj

Por lo tanto

k (n) + 1 � n� log (jQj)
log (j� j)

Y si suponemos n su�cientemente grande podemos a�rmar que

k (n) � n

2 log (j� j)

Dado N su�cientemente grande, y dado n � N; existe wn 2 f0; 1gn tal que
j�2 (�M (wn))j � n

2 log(j� j) : La intuicion es que los modos de codi�cacion del
automataM no permiten describir (codi�car) la palabra wn usando menos que

n
2 log(j� j) bits.
Dado i � n de�nimos un;i de la siguiente manera

(un;i)j =

(
(wn)j si j 6= i��

(wn)j + 1
�
mod2

�
si j = i

esto es: un;i se de�ne como la palabra que solo di�ere de wn en la i-esima posicion.
Es claro que:

1. M acepta las palabras wnwn y un;iun;i (para todo i � n)
2. M rechaza las palabras wnun;i y un;iwn (para todo i � n).

Lo anterior implica que al procesar el input wnun;i, el automataM debe usar
el contenido de la pila para veri�car que la mitad derecha del input es igual a un;i
y diferente de wn (para que pueda rechazar el input wnun;i), y esto para todo
i � n: Se tiene entonces queM tiene que guardar informacion, en el contenido
de la pila, acerca de cada uno de los caracteres de wn: La informacion referente al
primer caracter del input no necesariamente esta con�nada al primer caracter de
la pila, pero lo que si debe ser cierto es que existen posiciones al inicio del input
tales que toda la informacion referente a ellas, en la pila, ocurre al inicio de la
pila. La intuicion es la siguiente: al procesar el input wnun;iun;iwn el automata
M debe borrar casi todo el contenido de la pila antes de terminar de leer la mitad
izquierda, por lo que al iniciar la lectura de la mitad derecha no tiene informacion
su�ciente para decidir si esta segunda mitad es el reverso de la primera.
Note que un caracter de la pila permite describir a lo mas log (j� j) posiciones

del input, por lo que un segmento de la pila de longitudK permitira describir a lo
sumo K log (j� j) bits (posiciones del input). Lo anterior implica que el segmento
�nal de la pila de longitud n

2 log(j� j) describe a lo mas
n
2 posiciones, y que en

consecuencia existe un j � n tal que, si se quiere usar el contenido de la pila
para determinar wj es necesario borrar al menos n

2 log(j� j) caracteres de la pila
(¡deN caracteres que se borren de la pila se podran recuperar a lo mas log (jQj)!).
Sea j una tal posicion y analizemos la computacion de M en los inputs wnuj ;
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wnujun;jun;k (con k � n � n
2 log(j� j) ) y wnujun;jwn: Para empezar es claro que

en los primeros n
2 log(j� j) + 1 casos el automata M rechaza el imput y solo en

el ultimo caso lo acepta. Por otro lado, al procesar el input wnuj el automata
M borra al menos n

2 log(j� j) caracteres de los k (n) caracteres escritos en la pila
durante la lectura de wn; en particular M borra toda la informacion referente
a los ultimos n

2 log(j� j) caracteres de wn: La computacion continua cuando M
procesa los inputs wnujun;jun;k y wnujun;jwn; en unos casos rechaza el input
y solo en el ultimo caso lo acepta, ¿como puedeM distinguir entre estos casos?
Unicamente, usando la informacion que halla guardado en la pila acerca de los
ultimos n

2 log(j� j) caracteres de wn; pero como ya lo hemos señalado, acerca de
estos caracteres y en este instante de la computacion el automata M no tiene
informacion guardada.

Corollary 4. (cuarta cota inferior para Pal)
Ningun automata de pila deterministico puede reconocer el lenguaje Pal:

Aunque los automatas de pila deterministicos son incapaces de reconocer Pal,
es facil probar que los automatas de pila deterministicos son estrictamente mas
potentes que los automatas regulares. Note primero que todo automata regular
es un automata de pila deterministico que no usa la pila. Es facil veri�car que el
lenguaje Pal1 = f1n01n : n 2 Ng puede ser reconocido por un automata de pila
deterministico, mientras que por otro lado es facil veri�car (usando el lema de
bombeo) que el lenguaje Pal1 no es regular.

5 Automatas de pila no deterministicos y lenguajes libres
de contexto

En esta seccion estudiaremos los automatas de pila no deterministicos (o sim-
plemente automatas de pila). A diferencia de lo que sucede en el caso regular, el
no-determinismo incrementa estrictamente el poder de computo de los automatas
de pila: el lenguaje Pal; como veremos mas adelante, puede ser reconocido por
un automata de pila no deterministico.
Un automata de pila es una septuplaM = (Q; q0; �; �; F;#; �) tal que

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados deM:
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de entrada del automataM.
3. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la pila, tal que � [ f�g � �:
4. q0 2 Q es el estado inicial deM:
5. F � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
6. # es el simbolo de � que indica el inicio de la pila
7. La relacion de transicion � es un subconjunto de

((� [ f�g)� � �Q)� (fe; dg � � �Q)

Note que en la de�nicion de la relacion � estamos permitiendo que los au-
tomatas de pila no deterministicos tengan la capacidad de realizar transi-
ciones en vacio, esto es: transiciones en las cuales la cabeza de la cinta de
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entrada no se desplaza a la derecha. Una transicion en vacio es una tupla
(�; a; q; x; b; p) 2 �: Si tal transicion ocurre, la maquina, (sin desplazar la
cabeza lectora de la cinta de entrada), cambia de estado y transforma el
contenido de la pila: si x es igual a e la maquina escribe b en la pila, si x = d
la maquina borra el ultimo caracter de la pila.

Las nociones de con�guracion, computacion y aceptacion se de�nen de man-
era similar a como se de�nieron en el caso deterministico.
Proviso. En adelante usaremos el termino automatas de pila para referirnos

a los automatas de pila no deterministicos.

De�nition 10. Dado L � �� diremos que L es libre de contexto si y solo si
existe un automata de pila que reconoce L:

Theorem 6. (primera cota superior para Pal)
Pal es libre de contexto.

Proof. Considere el automata de pilaM = (Q; q0; �; �; F;#; �) de�nido por:

1. Q = fqe; qb; qr; qag
2. � = �:
3. q0 = qe:
4. F = fqag
5. � es la multifuncion de ��� �Q en fe; dg�� �Q (este automata no realiza
transiciones en vacio y por lo tanto es un automata de tiempo real) de�nida
por
(a) Dados a 2 � y x 2 �

� (a; x; qe) = f(e; a; qe) ; (e; a; qb) ; (e;�; qb)g

(b) Dados a 2 � y x 2 �

� (a; x; qb) = f(d; x; qb)g

(c) Sea # el caracter que marca el inicio de la pila y supongamos queM ha
encontrado la primera celda vacia, se tiene que

� (�;#; qb) = f(w;�; qa)g

(d) Suponga que a 2 �

� (a;#; qb) = f(e;�; qr)g

(e) Suponga que x 6= #; en este caso se tiene que

� (�; x; qb) = f(e;�; qr)g

(f) Si a = � o x = # se tiene que

� (a; x; qe) = f(e;�; qr)g
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Es facil veri�car que el automataM reconoce el lenguaje Pal

Que el lenguaje Pal sea libre de contexto no debe hacernos pensar que todo
lenguaje es libre de contexto, recuerde que existen lenguajes no computables y
que los lenguajes libres de contexto son computables. Tampoco debemos pensar
que todo lenguje computable es libre de contexto. Sea SQUARES el lenguaje
fww : w 2 ��g : Es facil probar que este lenguaje, estrechamente relacionado con
Pal; no es libre de contexto (probar este hecho es una facil aplicacion de lema
de Ogden, lema 1, que es una version fuerte del lema de bombeo para lenguajes
libres de contexto).

5.1 Gramaticas libres de contexto

Los lenguajes libres de contexto pueden ser caracterizados de dos maneras difer-
entes: bien como la coleccion de los lenguajes que pueden ser reconocidos por
automatas de pila 3 ; o bien como la coleccion de los lenguajes que pueden ser
generados por gramaticas libres de contexto [28].

De�nition 11. Una gramatica libre de contexto es un tupla G =(T;N; S;R) ;
donde:

� T es un conjunto �nito de caracteres: el conjunto de los simbolos terminales
de G.

�N es un conjunto �nito de caracteres: el conjunto de los simbolos no termi-
nales de G.

� S 2 N es el simbolo inicial.
�R es un conjunto �nito, el conjunto de reglas de produccion. Un elemento de
R es una expresion de la forma A! �; donde A 2 N y � 2 (T [N)� :

Las reglas de produccion de una gramatica libre de contexto pueden ser en-
tendidas como las reglas de inferencia de un sistema formal. Dada � 2 (T [N)�
diremos que � es un teorema de G (� es G-derivable) si y solo si existe una
secuencia �nita �1; :::; �N 2 (T [N)� tal que:

1. �1 = S:
2. �N = �:
3. Para todo 2 � i � N se tiene que �i puede ser obtenida a partir de �i�1
aplicando alguna de las reglas de produccion del sistema al primer simbolo
no terminal (a la izquierda) que ocurre en �i�1:

Considere la gramatica G1 = (T;N; S;R) de�nida por:

1. T = f0; 1g :
2. N = fS; g :
3 Los lenguajes que pueden ser reconocidos usando automatas de pila deterministicos
constituyen una subclase de la clase de los lenguajes libre de contexto, a saber: la
clase de los lenguajes libres de contexto deterministas
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3. R = fS ! �=0=1=0S0=1S1g :

Una G1-derivacion de la palabra 1001001 es la secuencia

S; 1S1; 10S01; 100S001; 1001001

Note que: el primer elemento de la secuencia es S (el unico axioma del sis-
tema), el ultimo elemento de la secuencia es 1001001 (el teorema), y todos los
elementos de la secuencia pueden ser obtenidos aplicando una de las reglas de
produccion al elemento anterior:

1. S !S!1S1 1S1:
2. 1S1!S!0S0 10S01:
3. 10S01!S!0S0 100S001:
4. 100S001!S!1 1001001:

Dada G una gramatica, el conjunto de G-teoremas es el conjunto

f� 2 T � : � es G-derivableg

Usaremos el simbolo L (G) para denotar al conjunto de G-teoremas, y dado
� 2 (T [N)� usaremos el simbolo G ! � para indicar que � es G-derivable.

De�nition 12. Dada G = (T;N; S;R) una gramatica libre de contexto y dado
w 2 T � el simbolo #G (w) denotara el numero de G-derivaciones de la palabra
w:

Exercise 1. Pruebe que L (G1) = Pal:

De�nition 13. Dado L un lenguaje libre de contexto, diremos que L es no
ambiguo si y solo si existe una gramatica G tal que L = L (G) y para todo w 2 L
se tiene que #G (w) = 1:

Es facil probar que:

1. Todo lenguaje libre de contexto determinista es no ambiguo.
2. Pal es no ambiguo (G1 atestigua que Pal es no ambiguo).

5.2 Pal requiere 
 (n) pushdown-nodeterminismo

En esta seccion estudiaremos un teorema de Goldstine et al [19] quienes prue-
ban que todo automata de pila que reconozca el lenguaje Pal debe emplear
el maximo posible de no determinismo. Un automata de pila que reconozca
Pal debe adivinar cual es la celda (o linea) media de su input, lo que implica
adivinar � (log (n)) bits. En principio esta es la cantidad de nodeterminismo re-
querida para reconocer Pal: Contradiciendo esta intuicion probaremos que todo
automata de pila que reconozca Pal debe emplear una cantidad lineal de no
determinismo, el problema es que un automata de pila no puede adivinar la
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posicion de la celda media al comienzo de la computacion y guardar esta infor-
macion en algun lugar: el automata de pila no cuenta con una unidad de memoria
que le permita guardar esta informacion. Un automata de pila que reconozca Pal
debe ser capaz de realizar movimientos no deterministicos en cada instante de la
computacion, no necesariamente al procesar cualquier input pero si al procesar
los inputs que pertenecen a un conjunto in�nito. C. Kintala, quien junto con P.
Fischer inicio el estudio del rol que puede desempeñar el no determinismo en las
computaciones de tiempo real [14], conjeturo en [29] que todo automata de pila
que reconozca el lenguaje Pal requiere una cantidad lineal de no determinismo,
(de acuerdo a una medida que el mismo introdujo en el articulo anteriormente
citado). Una cantidad lineal de no determinismo es la maxima cantidad posible
de no determinismo que, de acuerdo a la medida de Kintala, un automata de
pila puede emplear.
Sea M = (Q; q0; �; �; F;#; �) un automata de pila. La relacion � es una

relacion que supondremos incluida en el conjunto

((� [ f�g)� � �Q)� (fw; dg � � � �Q)

Un elemento de �, digamos (a;B; q; x; C; p) ; es llamado una transicion, y sera
una transicion no deterministica si

jf(y;R; t) : (a;B; q; y;R; t)gj � 2

Remark 3. Las transiciones en vacio son un tipo muy especial de transiciones no
deterministicas. En esta seccion queremos cuanti�car el minimo numero de tran-
siciones no deterministicas que debe realizar un automata de pila que reconozca
el lenguaje Pal.Es por ello que hemos escogido distinguir las transiciones en
vacio de las transiciones no deterministicas autenticas, y esta es la razon por
la cual hemos decidido de�nir, en esta seccion, el concepto de transicion de la
manera en que lo hemos de�nido, note que el quinto factor de

((� [ f�g)� � �Q)� (fw; dg � � � �Q)

es � � y no �; esto es: hemos decidido cada secuencia (posiblemente larga) de
transiciones en vacio como si fuera una unica transicion.

Una con�guracion de M sera una tripla (q;X;w) ; donde q representa el
estado deM en un instante de la computacion, X el contenido de la pila en ese
instante y w el segmento de input que queda por leer. Una computacion es una
secuencia de con�guraciones, digamos c1:::cn tal que para todo i � n la pareja
(ci; ci+1) es compatible, es decir:
Si ci = (q;X1:::Xn; w1:::wm) y ci+1 = (p; Y1:::Yr; u1:::uk) se satisface lo sigu-

iente

� Si w1:::wm = u1:::uk existe una transicion en vacio de M, digamos �; tal
que � = (�;Xn; q; y; R; p) y tal que

Y1:::Yr =

�
X1:::XnR si y = w
X1:::Xn�1 si y = d



22

� Si w1:::wm 6= u1:::uk; entonces u1:::uk = w [2:::m] y existe una transicion de
M, digamos �; tal que � = (w1; Xn; q; y; R; p) y tal que

Y1:::Yr =

�
X1:::XnR si y = w
X1:::Xn�1 si y = d

Lo anterior de�ne una relacion de compatibilidad (derivabilidad) entre con-
�guraciones que denotaremos con el simbolo `M :

De�nition 14. (La medida de Kintala)

1. Dado � = (a;B; q; x; C; p) un movimiento

� (�) = jf(y;R; t) : (a;B; q; y;R; t)gj

2. Dada c = (q;X;w) una con�guracion

� (c) = jfd : (c; d) 2 `Mgj

3. Dada � = c1:::cn una computacion

� (�) =
Y
i�n

k (ci)

4. Dada w 2 L (M) se de�ne �M (w) como

min f� (�) : � es una computacion deM que acepta wg

5. Dado n � 1 se de�ne

�M (n) = max f�M (w) : w 2 �ng

6. 
M (n) = log (�M (n)) :

La funcion 
M es la medida de no determinismo de Kintala asociada aM.
Note que para todoM se satisface 
M (n) 2 O (n) ; note tambien que siM es de-
terministico entonces 
M es la funcion constante 1: En lo que sigue probaremos
que si M es un automata de pila que reconoce Pal entonces 
M (n) 2 
 (n) ;
de este teorema obtendremos como corolario que todo automata de pila que
reconozca Pal es no deterministico (i:e: Pal =2 DCFL), y mas aun que todo
automata de pila que reconozca Pal usa la mayor cantidad posible de no deter-
minismo. Antes de enunciar y probar el teorema necesitamos enunciar el lema
de Ogden, el cual es una version fuerte del lema de bombeo para lenguajes libres
de contexto.

Lemma 1. (Lema de Ogden)
Dado L un lenguaje libre de contexto existe p su�cientemente grande (la

constante de Ogden del lenguaje L) tal que para toda w 2 L si jwj � p y si se
marcan al menos p caracteres de w; existen entonces v1; :::; v5 que satisfacen lo
siguiente:
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1. w = v1:::v5:
2. O v1; v2 y v3 contienen, cada una, al menos un caracter marcado, o v3; v4
y v5 contienen, cada una, al menos un caracter marcado.

3. v2v3v4 contiene a lo mas p caracteres marcados.
4. Para todo i � 0 la palabra v1vi2v3v

i
4v5 pertenece a L:

La prueba de este lema se deja como ejercicio, el lector interesado puede
consultar la referencia [28]. El lema de Ogden es una herramienta poderosa para
probar que ciertos lengujes no son libres de contexto. Es un excelente ejercicio
para el lector usar el lema de Ogden para probar que el lenguaje

SQUARES = fww : w 2 ��g

no es libre de contexto.
Es posible establecer un lema analogo para gramaticas libres de contexto que

llamaremos Lema de Ogden para gramaticas.

Lemma 2. (Lema de Ogden para gramaticas)
Dada G una gramatica libre de contexto existe p 2 N, que llamaremos la

constante de Ogden de la gramatica G; tal que si w 2 L (G) es una palabra de
longitud mayor o igual que p y si escojemos al menos p posiciones de w; existe
X 2 V y derivaciones

S `G �1X�5 `G �1�2X�4�5 `G �1�2�3�4�5

tales que:

�w = �1�2�3�4�5:
�O �1; �2 y �3; cada uno, contienen transiciones distinguidas.
�O �3; �4 y �5; cada uno, contienen transiciones distinguidas.
�Para todo j � 0 se tiene que �1�j2�3�

j
4�5 2 L (G) :

Estamo listos para probar el resultado principal de esta seccion.

Theorem 7. SiM es un automata de pila que reconoce Pal se tiene que 
M (n) 2

 (n) :

Proof. Sea M = (Q; q0; �; �; F;#; �) un automata de pila que reconoce Pal y
sea G = (V; T; S;R) la gramatica libre de contexto de�nida por:

1. V = f[qZp] : q; p 2 Q y Z 2 �g [ f[qZ] : q 2 Q y Z 2 �g
Una variable [qZp] representa las transiciones deM que inician en el estado
q terminan en el estado p y consumen el caracter Z de la pila, las variables
[qZ] representan las transiciones que empiezan en q y consumen el simbolo
Z:

2. T = f� : � es una transicion deMg :
3. S = [q#] :
4. Dada � = (a;B; q; x; Z1:::Zn; p) una transicion el conjunto R contiene reglas



24

� [qZ]! " si q 2 F:
� [qZ]! � si q1 2 F .
� [qZ]! � [q1Z1q2] [q2Z2q3] ::: [qiZiqi+1] [qi+1Zi+1]

con i � n y q1; :::; qi+1 2 Q:
� [qZ]! � [q1Z1q2] [q2Z2q3] ::: [qiZiqi+1] [qi+1Zn+1] con q1; :::; qi+1 2 Q:

Note que cada una de las variables en G generan computaciones parciales de
M que no disminuyen la altura de la pila por debajo de su altura inicial, excepto
quizas en el ultimo movimiento. Es facil probar que L (G) es igual al conjunto
de computaciones aceptantes deM.
Sea p la constante de Ogden asociada a la gramatica G y sea k = (p jQj j� j)+

1: Dado m � 1 el simbolo vm denota la palabra (001p)km+2 b y el simbolo wm
denota la palabra vmvm: Sea �m una computacion aceptante de wm:
A�rmacion. 
M (�m) � m:
Note que, en este punto, probar la a�rmacion implica probar el teorema. En

lo que sigue presentaremos una prueba de la a�rmacion.
Escojamos uno de los 1p-terminos de wm y escojamos como caracteres dis-

tinguidos de �m las p transiciones que consumen los p unos de este 1p-termino.
El lema de Ogden implica que existe X 2 V y derivaciones

S `G �1X�5 `G �1�2X�4�5 `G �1�2�3�4�5

tales que:

� �m = �1�2�3�4�5:

�O �1; �2 y �3; cada uno, contienen transiciones distinguidas.
�O �3; �4 y �5; cada uno, contienen transiciones distinguidas.
�Para todo j � 0 se tiene que �1�j2�3�

j
4�5 2 L (G) :

De la anterior tenemos que o �2 o �4 tienen como input un termino de la
forma 1i contenido en el 1p-termino escogido. Por otro lado como para todo
j � 0 la computacion �j es aceptante, el input de �2 es un termino 1i contenido
en vm y el input de �3 es un termino identico contenido en vm: Ahora, dado
que X `M �2�3�4 y las variables de G generan computaciones parciales que
no disminuyen la altura de la pila por debajo de su altura inicial, se tiene que
en la computacion parcial �2�3�4; en la que se procesa la subpalabra de wm
comprendida entre el inicio del termino leido por �2 y el �n del termino leido
por �4; la altura de la pila nunca es inferior a la altura en el instante inicial.
Podemos factorizar a � como �1�2:::�km+2 de manera tal que si i � 2 la com-

putacion parcial �i inicia en el punto del i-esimo 1p-termino en el que la altura de
la pila alcanza su menor valor. Sea ti el numero de unos del i-esimo 1p-termino
que no han sido leidos cuando la computacion parcial �i inicia. Suponga que
existe 1 � j � m tal que la computacion parcial �k(j�1)+2:::�kj+1 no contiene
transiciones deterministicas. Note que existen a lo mas p jQj j� j triplas distintas
de la forma (ti; qi; Zi) y, por la manera en como hemos escogido k; se tiene que
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p jQj j� j � k: Existen entonces numeros r y s tales que

k (j � 1) + 2 � r � s � kj + 1
y

(tr; qr; Zr) = (ts; qs; Zs)

Sea � igual a �r:::�s: Durante la computacion � la altura de la pila nunca es
menor que su valor inicial, se tiene entonces que�

q; 1p (001p)
s�r�1

001p�t; Z
�
`� (q; "; Zy)

para algun y 2 � �; y como no ocurren transiciones no deterministicas du-
rante la computacion parcial � ; el automata M esta condenado a repetir la
computacion parcial � hasta consumir el input. Esto implica que � es un pre�jo
de �1:::�r�1� l (con l su�cientemente grande). Como � termina en un estado de
aceptacion, � debe pasar por un estado de aceptacion. Podemos entonces fac-
torizar � como ��; donde � termina en un punto ubicado entre la lectura del
primer caracter procesado por �r y la lectura del ultimo caracter procesado por
�s en el que el automata accede a un estado de aceptacion. Podemos usar el
lema de Ogden nuevamente para probar que existen factorizaciones � = �1�2�3
y � = �1�2�3 tales que:

��2 procesa un termino de la forma 1i (con i � 0) contenido en el primer
1p-termino de vm:

� �2 procesa un termino de la forma 1
i contenido en el primer 1p-termino de

vm:
��1�

2
2�3�1�

2
2�3 es una computacion aceptante deM.

Ahora, como �1�2�3 es en si misma una computacion aceptante de M se
tiene que �1�22�3 es una computacion aceptante de M, pero esto es imposible
dado que el primer 1�-termino del input de �1�22�3 es 1

p+i mientras que todos los
otros 1�-terminos contenidos en el input (existen al menos dos de estos terminos)
de �1�22�3 tienen la forma 1

p y p � p+ i, esto es: el input de �1�22�3 no es un
palindromo.

5.3 Automatas de pila de doble via.

Un automata de pila de doble via es un automata de pila en el cual la cabeza
lectora de la cinta de entrada puede moverse en la dos direcciones o permanecer
estatica. Ya hemos visto que en el caso de los automatas regulares la bidirec-
cionalidad de la cabeza lectora no aporta poder de computo, es posible que esto
mismo ocurra en el caso de los automatas de pila ¿aporta poder de computo
a los automatas de pila la bidireccionalidad de la cabeza lectora de la cinta de
entrada? El lector debe recordar que en el caso de los automatas regulares el
nodeterminismo no aporta poder de computo, pero que en el caso de los au-
tomatas de pila el nodeterminismo si aporta poder de computo ¿que ocurre con
la bidireccionalidad de la cabeza lectora?
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Un automata de pila deterministico y de doble via es una septupla

M = (Q; q0; �; �; F;#; �)

tal que

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados deM:
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de entrada del automataM.
3. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la pila.
4. q0 2 Q es el estado inicial deM:
5. F � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
6. # es un elemento distinguido de � que se usa para indicar el inicio de la pila,
es decir: si el automataM se encuentra leyendo el caracter #; el automata
sabe que la pila se encuentra vacia.

7. La funcion de transicion � es una funcion de �� (� �Q) en � �fw; d; ng�
(Q [ f�g) � f ;�;!g, los simbolos e; d y n son simbolos especiales que
usamos para indicar lo siguiente

�Dados a 2 �; b 2 � y q 2 Q; si � (a; b; q) = (c; e; p; r) la maquina cambia
su estado interno de q a p, escribe c en la pila y desplaza su cabeza
lectora de acuerdo a r 2 f ;�;!g

� Sean a 2 �; b 2 � y q 2 Q y suponga que � (a; b; q) = (c; d; p) : Si b 6= #
la maquina borra el ultimo caracter del contenido de la pila. Por otro
lado si b = # la maquina para y rechaza el input.

�Dados a 2 �; b 2 � y q 2 Q; si � (a; b; q) = (c; n; p) la maquina cambia
su estado interno de q a p y deja invariante el contenido de la pila.

Sea 2-DCFL el conjunto de todos los lenguajes que pueden ser reconocidos
por un automata de pila deterministico y de doble via. Note que el tiempo de
computo de un automata de pila de doble via no tiene porque estar acotado
superiormente. Lo anterior nos permite introducir una segunda de�nicion.

De�nition 15. 2-LDCFL es el conjunto de todos los lenguajes que pueden ser
reconocidos en tiempo lineal por un automata de pila deterministico y de doble
via.

Lemma 3. Pal 2 2-LDCFL.

Proof. Es facil diseñar un automata de pila deterministico y de doble via que
reconozca Pal en tiempo lineal: A continuacion presentaremos una descripcion
esquematica de un tal automata, al que denotaremos con el simboloM.
Sea w un input deM, la computacion deM en el input w esta dividida en

tres fases.

�En la fase 1 el automataM lee el input y lo copia en la pila.
�En la fase 2 el automataM desplaza la cabeza lectora de la cinta de entrada
al extremo izquierdo de la misma.



27

�En la fase 3 el automata M mueve de manera simultanea la cabeza de la
cinta de entrada (de izquierda a derecha) y la cabeza de la pila (desde el
techo de la pila hasta la base de la misma). Durante esta etapa el automata
compara los caracteres leidos en la cinta y en la pila.

Es claro que un tal automata es capaz de reconocer el lenguaje Pal y tambien
debe ser claro que el tiempo de computo empleado porM, al procesar el input
w; esta acotado por 3 jwj+ 3:

Corollary 5. DCFL �2-LDCFL �2-DCFL.

El corolario anterior muestra que la bidireccionalidad de la cabeza lectora
si aporta poder de computo: un lenguaje que no puede ser reconocido usando
automatas de pila deterministicos, puede serlo usando automatas de pila de-
terministicos y de doble via. En este punto es natural preguntarse si la clase
2-LDCFL esta contenida en la clase CFL. Sorprendentemente la respuesta es
no.

Lemma 4. SQUARES 2 2-LDCFL.

Proof. Es facil diseñar un automata de pila deterministico y de doble via que
reconozca SQUARES en tiempo lineal: A continuacion presentaremos una de-
scripcion esquematica de un tal automata, al que denotaremos con el simbolo
M.
Sea w un input deM, la computacion deM en el input w esta dividida en

4 fases.

�En la fase 1 el automataM determina si jwj es un numero par, si jwj es par
el automata pasa a la fase 2, en caso contrario el automata rechaza el input.
Para calcular la paridad de jwj el automata simplemente lee a w alternando
entre dos estados q0 y q1; si al terminar la lectura de w el automata se
encuentra en el estado q0 se tiene que jwj es par, en caso contrario jwj es
impar. Durante esta fase el automata copia el input en la pila.

�En la fase 2 desplazamos las cabezas, la de la cinta de lectura de derecha a
izquierda, la de la pila desde el techo hacia la base de la pila, la cabeza de la
cinta se mueva dos veces mas rapido que la cabeza de la pila. Si w es igual
a w1:::w2n; al terminar esta fase el contenido de la pila es w1:::wn:

�En la fase 3 la cabeza de la cinta de entrada se desplaza hasta la celda que
contiene el ultimo caracter de w:

�En la fase 4 las dos cabezas de desplazan de manera simultanea comparando
los caracteres leidos.

Es claro que un tal automata es capaz de reconocer el lenguaje SQUARES y
tambien debe ser claro que el tiempo de computo empleado porM, al procesar
el input w; esta acotado por 4 jwj+ 4:

Tenemos entonces que la bidireccionalidad de la cabeza le aporta tanto poder
de computo a los automatas de pila, que este poder puede llegar a superar el
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poder de computo aportado por el nodeterminismo. La a�rmacion anterior seria
completamente cierta si pudieramos probar la contenencia CFL �2-LDCFL.
Hasta donde sabemos este sigue siendo, despues de 37 años [38], un problema
abierto en teoria de automatas. Un caso particular del problema abierto antes
mencionado es el siguiente problema (presumiblemente abierto) relacionado con
palindromos.
Problema. Pruebe o refute lo siguiente

Pal� 2 2-LDCFL

Recuerde que Pal� es el lenguaje libre de contexto de�nido por

fw : 9n9w1:::9wn (w = w1:::wn & w1; :::; wn 2 Pal)g

Cerraremos esta breve seccion comentado dos hechos importantes relaciona-
dos con los automatas de pila deterministicos y de doble via.

1. Los automatas de pila deterministicos y de doble via son incapaces de re-
conocer el lenguaje Pal en tiempo real. Note que todo automata de pila
deterministico de doble via y de tiempo real es un automata de pila deter-
ministico, esto es: si 2�RDCFL es la coleccion de todos los lenguajes que
pueden ser reconocidos en tiempo real por un automata de pila determinis-
tico y de doble via, se tiene que

2�RDCFL = DCFL

2. Un importante resultado de Cook [8] a�rma que todo automata de pila
deterministico y de doble via puede ser simulado en tiempo lineal por una
maquina de Turing, esto es: si LIN es la coleccion de todos los problemas
que pueden ser resueltos en tiempo lineal, se tiene que

2�DCFL � LIN

6 Maquinas de Turing

Para empezar introduciremos el modelo de maquinas de Turing de una sola cinta.
Podemos pensar en una maquina de Turing de una sola cinta (para abreviar, a
este tipo de maquinas las llamaremos simplemente maquinas deTuring) como
en un automata regular dotado con una cabeza que puede moverse en las dos
direcciones y que ademas puede escribir y borrar. Dado que una maquina de
Turing puede escribir en la cinta de entrada, una tal maquina puede usar su
cinta de entrada como un dispositivo externo de memoria. Las maquinas de
Turing son maquinas que combinan las habilidades de los automatas de pila y
de los automatas de doble via, es de esperar que esta combinacion de habilidades
de como resultado un tipo de automata mas poderoso.
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De�nition 16. Una maquina de Turing es una sextupla

M =(Q;�; q0; F; �; A)

tal que:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados de la maquina.
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la maquina que satisface la ecuacion

� [ f�g � �

3. q0 2 Q es el estado inicial de la maquina.
4. F � Q es el conjunto de estados �nales de la maquina.
5. La funcion de transicion � es una funcion de � �Q en � �Q�f ;�;!g :
6. A � F � Q y si el estado interno de la maquina pertenece a A la maquina
para y acepta el input.

Dados a; b 2 � ; q; p 2 Q y h 2 f ;�;!g, si � (a; q) = (b; p; h), cada vez
que la maquina se encuentre en el estado q leyendo el caracter a; la maquina
borrara a; escribira a cambio el caracter b (reemplazara a por b), pasara del
estado q al estado p y se movera a la derecha, a la izquierda o permanecera en su
lugar dependiendo de quien sea h (! indica movimiento a la derecha,  indica
movimiento a la izquierda y � indica que la cabeza de la maquina permanece
sobre la misma celda, i.e. no se mueve).

Example 1. Recuerde que SQUARES no es libre de contexto. Por otro lado es
muy facil diseñar una maquina de Turing que reconozca el lenguaje SQUARES:

Del ejemplo anterior tenemos que existen lenguajes que no son libres de
contexto pero que si pueden ser reconocidos usando maquinas de Turing.

De�nition 17. Diremos que L � �� es Turing-computable si y solo si existe
una maquina de Turing que reconoce L:

A continuacion de�niremos la nocion de con�guracion para maquinas de Tur-
ing, la nocion de con�guracion nos permitira, a su vez, de�nir la nocion de com-
putacion para este tipo de maquinas.

De�nition 18. Una con�guracion deM = (Q;�; q0; F; �; A) es una tripla (w; q; i)
tal que

1. w 2 � � (es el contenido de la cinta)
2. q 2 Q (es el estado interno de la maquina).
3. i � jwj (es la posicion de la cabeza lectora).

Una maquina de Turing no esta obligada a parar al procesar cada uno de sus
posibles inputs. Sea M =(Q;�; q0; F; �; A) una maquina de Turing y sea w un
input deM. Supondremos queM para al procesar el input w:
Notacion. Dada w una palabra y dado i � jwj el simbolo (w)i denotara el

i-esimo caracter de w:
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De�nition 19. La computacion deM, en el input w; es una secuencia

(w1; q1; i1) ::: (wm; qm; im)

de con�guraciones tal que:

1. w1 = w; q1 = q0, i1 = 1 y qm 2 F .
2. Para todo j � m se tiene que jij � ij�1j � 1:
3. Para todo j � m se tiene que

�
�
(wj�1)ij�1 ; qj�1; ij�1

�
=
�
(wj)ij�1 ; qj ; xj

�
donde x 2 f ;�;!g y se tiene que

ij =

8<: ij�1 � 1 si x = 
ij�1 si x = �

ij�1 + 1 en otro caso

4. Para todo j � m se tiene que si k 6= ij�1 entonces (wj�1)k = (wj)k :

Dado w un input deM y dada (w1; q1; i1) ::: (wm; qm; im) la computacion de
M en el simbolo w; diremos queM acepta w si y solo si qm 2 A: Usaremos el
simbolo L (M) para denotar el lenguaje aceptado porM, esto es:

L (M) = fw :M acepta wg

De�nition 20. DadaM, dado w; un input deM, y dada

(w1; q1; i1) ::: (wm; qm; im)

la computacion de M en el input w, el tiempo de computo de M en w es igual
a m: Usaremos el simbolo tM (w) para denotar esta cantidad. Dado n � 1 de�n-
imos el tiempo de computo deM en los inputs de tamaño n como

tM (n) = max
w:jwj=n

ftM (w)g

6.1 Complejidad computacional y reconocimiento de palindromos

La complejidad computacional (o la teoria de la complejidad computacional)
intenta dar respuestas al siguiente tipo de pregunta: ¿dado L un lenguaje com-
putable, cuales son los recursos computacionales requeridos para resolver el prob-
lema L? La complejidad computacional parte del hecho de que todo problema
tiene un grado de di�cultad intrinseco y que por lo tanto toda solucion computa-
cional de un problema algoritmico requiere tener acceso a una cantidad minima
de recursos computacionales. El concepto de recurso computacional es un con-
cepto informal y multifacetico. Recursos computacionales pueden ser: tiempo de
computo, espacio de memoria, habilidades del hardware, recursos aleatorios (bits
aleatorios) etc. A lo largo de este primer capitulo del libro hemos estado anal-
izando, en cierto sentido, la complejidad computacional (esto es: la di�cultad
intrinseca) del problema Pal: Hemos establecido cotas inferiores tales como:
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1. No es posible resolver Pal usando automatas regulares (una cabeza lectora
unidireccional).

2. No es posible resolver Pal usando automatas de pila deterministicos (cabeza
lectora unidireccional + dispositivo externo tipo pila).

3. No es posible resolver Pal usando automatas de doble via (una cabeza bidi-
reccional).

Reciprocamente, hemos establecido cotas superiores tales como:
Es posible resolver Pal usando un automata de pila no deterministico (cabeza

lectora unidireccional + dispositivo externo tipo pila + no-determinismo).
Este tipo de resultados, cotas inferiores y cotas superiores, es el tipo de

resultados que la complejidad computacional intenta establecer cada vez que se
analiza un problema computable. Una cota superior es simplemente un algoritmo
que resuelve el problema. Dado L un problema y dado M un algoritmo, si M
resuelve L entonces los recursos usados porM son su�cientes para resolver L:
Establecer una cota superior consiste precisamente en probar que cierta cantidad
de recursos (usados inteligentemente), son su�cientes para resolver L: Por otro
lado establecer cotas inferiores (tal cantidad de recursos es insu�ciente, por lo
tanto algo mas es necesario), presupone un analisis teorico tanto del problema
como de las potencialidades de los recursos en cuestion. Algunas cotas inferiores
puden obtenerse por dos caminos diferentes

�Como corolarios de resultados generales concernientes al modelo de com-
putacion (o conjunto de modelos con acceso a cierta cantidad de recursos)
tales como: el lema de bombeo para automatas regulares, la simulabilidad
mediante automatas regulares de los automatas regulares no deterministicos
y de los automatas de doble via.

�Via argumentos combinatorios ad hoc, tales como el argumento de secuencias
de cruce que usaremos en este capitulo para probar que Pal requiere tiempo
cuadratico cuando se emplean maquinas de Turing de una cinta (teorema 8).

6.2 Una cota inferior para Pal: el teorema de Hennie

En esta seccion probaremos una cota inferior para Pal: Probaremos que toda
maquina de Turing de una sola cinta capaz de reconocer el lenguaje Pal tiene
un tiempo de computo por lo menos cuadratico. La prueba es un argumento
combinatorio elemental que se basa en la nocion de secuencia de cruce, nocion
que ha sido utilizada con exito para obtener otras cotas inferiores (vea [6], [55]).

Theorem 8. (Teorema de Hennie, quinta cota inferior para Pal)
Pal requiere tiempo 


�
n2
�
sobre maquinas de Turing de una sola cinta

Proof. SeaM una maquina de Turing de una sola cinta que reconoce el lenguaje
Pal: Considere el subconjunto � de Pal de�nido porn

w12jxjw : x 2 ��
o
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Dado w12jxjw 2 �� y dado i � 4 jwj ; de�nimos CMi (w) ; la i-esima secuencia
de cruce (crossing sequence) asociada a w y aM, de la siguiente manera: CMi (w)
es la secuencia ordenada de estados a los que accedeM cada vez que, procesando
el input w12jxjw, la cabeza lectora accede a la celda i-esima Dado w 2 ��;
de�nimos CM (w) como �

CMi (w) : jwj � i � 3 jwj
	

La observacion fundamental es que dados w; u 2 �n; si w 6= u entonces
CM (w) \ CM (u) = ?. Suponga que existen i; j 2 fn; n+ 1; :::; 3ng tal que
CMi (w) = CMj (u) ; sea z el pre�jo de longitud i de la palabra w12jxjw y sea v
el su�jo de longitud 4n � j de la palabra u12jxju: Es facil convencerse de los
siguientes hechos

1. zv =2 Pal
2. M acepta la palabra zw

Lo anterior implica que M no puede reconocer el lenguaje Pal; contradi-
ciendo con ello la hipotesis inicial.
Dado w 2 �� el simbolo tw denotara la cantidadmini2fjwj;:::;3jwjg

���CMi (w)
��	

y dado n 2 N el simbolo tn denotara la cantidad maxw2�n ftwg :
A�rmacion. tn 2 
 (n) :
Note primero que la a�rmacion implica que el tiempo de computo deM es



�
n2
�
: Para terminar la prueba es su�ciente entonces probar la a�rmacion.

Note que el numero deM-secuencias de cruce de longitud menor o igual que
t esta acotado superiormente por

tX
i=0

jQMji =
jQMjt+1 � 1
jQMj � 1

Recuerde que dado n 2 N y dados w; u 2 �n se tiene que CM (w)\CM (u) =
?: Se tiene entonces que

jQMjtn+1 � 1
jQMj � 1

� 2n

Esta ultima desigualdad implica que tn 2 
 (n) ; dado que QM es una can-
tidad constante que no depende de n:

Es muy facil veri�car que existe una maquina de Turing de una sola cinta
capaz de reconocer el lenguaje Pal en tiempo O

�
n2
�
:

Lemma 5. (segunda cota superior para Pal)
Existe una maquina de Turing de una sola cinta que reconoce Pal en tiempo

O
�
n2
�
:
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Remark 4. El teorema de Hennnie implica que toda maquina de Turing de una
sola cinta que reconozca Pal debe realizar, al procesar un input de longitud
n; una cantidad 
 (n) de zig zags de amplitud 
 (n) ; esto es: toda maquina de
Turing de una sola cinta es esencialmente la maquina ingenua que recorre la cinta
n
2 veces, veri�cando en la i-esima travesia que el caracter i-esimo y el (n� i)-
esimo coinciden. Este resultado no es del todo sorprendente, toda maquina de
Turing de una sola cinta debe realizar un numero no acotado de zig zags de gran
amplitud (lo zig zags de amplitud acotada son inocuos, pueden ser eliminados
agregando un numero su�cientemente grande de estados) para poder reconocer
un lenguaje no regular. Hennie probo en [27] que siM es una maquina de una sola
cinta cuyo tiempo de computo TM satisface TM (n) 2 O (n) ; entonces L (M) ;
el lenguaje reconocido por M, es regular. Trachtenbrot extendio en [50] este
resultado de Hennie probando que siM es una maquina de Turing de una sola

cinta que satisface TM (n) 2 o (n log (n)) (i.e. limn!1

�
TM(n)
n log(n)

�
= 0), entonces

L (M) es un lenguaje regular: el reconocimiento de lenguajes no regulares implica
realizar una cantidad al menos logaritmica de zig zags de amplitud no acotada.

Tenemos entonces una cota inferior y una cota superior referentes al tiempo
de computo requerido por una maquina de una sola cinta para reconocer el
lenguaje Pal; y tenemos adicionalmente un hecho infrecuente en ciencias de la
computacion: la cota inferior y la superior coinciden, o lo que es lo mismo las
cotas son ajustadas (tight).

7 Maquinas multidimensionales

En esta seccion estudiaremos un modelo de computacion que extiende el modelo
de maquina de Turing.

De�nition 21. Una maquina de Turing bidimensional (para mayor brevedad,
simplemente maquina bidimensional) es una sextupla (Q;�; q0; F; �; A) tal que:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados de la maquina.
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la maquina que satisface �[f�g � � .
3. q0 2 Q es el estado inicial de la maquina.
4. F � Q es el conjunto de estados �nales de la maquina.
5. La funcion de transicion � es una funcion de ��Q en ��Q�f ;�;!; "; #g :
6. F � A � Q y si el estado interno de la maquina pertenece a A la maquina
para.

Las maquinas bidimensionales son maquinas de Turing que cuentan con una
unica cinta bidimensional, la cual puede ser vista como un semiplano (el semi-
plano nororiental) particionado en celdas. Adicionalmente la maquina cuenta
con una cabeza lectora capaz de moverse a lo largo y ancho de la cinta. Es por
ello que en la de�nicion de �; el tercer factor del rango de �; que es el conjunto
f ;�;!; "; #g ; incluye cinco parametros: movimientos a derecha, a izquierda,
hacia arriba, hacia abajo y permanecer sobre la celda que se acaba de leer.
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DadaM una maquina bidimensional y dado x un input de M supondremos
que al iniciar el computo el input aparece escrito en la primera �la y con el primer
caracter ocupando el extremo izquierdo de la primera �la. Podemos pensar en
la cinta deM como en el reticulo f(i; j) : i; j 2 Ng : La primera �la de la cinta
es el conjunto f(0; j) : j 2 Ng : El origen de la cinta es la celda (0; 0) ; ubicada
en el extremo suroccidental de la misma.
Es posible que una cinta bidimensional agregue algun poder de computo a la

maquina, es posible que no. Si la tesis de Church es cierta, una cinta bidimen-
sional no nos va a permitir decidir un lenguaje que no sea Turing-computable,
pero lo que si puede pasar es que la bidimensionalidad de la cinta nos permita
decidir algunos lenguajes computables de manera mas e�ciente. Esta ultima
hipotesis podriamos intentar revisarla a la luz de lo que sucede con el lenguje
Pal: Antes de esto enunciaremos un teorema que a�rma que toda maquina bidi-
mensional puede ser efectivamente simulada por una maquina unidimensional,
y adicionalmente que el tiempo de computo de la maquina unidimensional esta
acotado por un polinomio en el tiempo de computo de la maquina bidimensional.

Theorem 9. Suponga queM es una maquina bidimensional que decide L: Ex-
iste una maquina unidimensional M1 que decide el lenguaje L y tal que para
todo n 2 N se satisface la desigualdad

TM1 (n) � 2
��
TM (n)

2
+ n+ 4

��2
El lector interesado en la prueba del teorema puede consultar la referencia

[39].

7.1 Una cota inferior

En esta seccion probaremos que toda maquina de Turing bidimensional que

acepte Pal tiene un tiempo de computo 

�

n2

log(n)

�
. El argumento es una adapta-

cion del argumento de secuencias de cruce usado en el caso unidimensional. Dada
M una maquina bidimensional asumimos que el input esta ubicado en la primera
�la, escrito de izquierda a derecha y con su primer caracter ubicado en el origen.
Lo primero que debemos hacer para adaptar el argumento es adaptar la nocion
de secuencia de cruce al caso bidimensional. Suponga que M es una maquina
de Turing bidimensional que acepta Pal, suponga que x es un input de M de
longitud n y suponga que i � n; la secuencia de cruce CMi (w) es una secuencia
de parejas ordenadas, donde cada pareja esta constituida por un estado de M
y por un numero natural. Cada pareja en la secuencia CMi (w) contiene infor-
macion acerca del estado en que estaba la maquina al cruzar la linea que separa
las columnas i-esima e i+ 1-esima, ademas de la columna usada al realizar este
cruce (la altura a la cual se realizo este cruce). Adicionalmente pedimos que
exista una correspondencia entre la secuencia CMi (w) y la secuencia ordenada
de ocasiones en que la cabeza lectora cruzo tal linea.
En lo que sigue �jaremos una maquina bidimensional que acepta Pal: Los

dos lemas a continuacion son la version bidimensional de los dos hechos claves
usados en la prueba del teorema de Hennie (8).
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Lemma 6. Suponga queM acepta uv y xy; suponga ademas que jxj = i, juj = j
y que CMi (xy) = CMj (uv) Tenemos entonces queM acepta la palabra xv.

Dada w 2 �� el simbolo w� denotara el palindromo w0jwjw: Dado m � 1;
el simbolo Lm denotara el conjunto fw� : jwj = mg :

Lemma 7. Dadas w 6= u dos palabras de longitud m; y dados i; j 2 fm; :::; 2mg
se tiene que CMi (w�) 6= CMj (u�) :

De los lemas anteriores es facil obtener la prueba del siguiente teorema

Theorem 10. (octava cota inferior para Pal)
Si M es una maquina bidimensional que acepta Pal; el tiempo de computo

deM es 

�

n2

log(n)

�
:

Proof. El numero de posibles secuencias de cruce de longitud l y que correspon-
den a computaciones de M de duracion acotada por n2 esta acotado superior-
mente por

�
jQjn2

�l
; donde jQj es el numero de estados de la maquinaM: Dada

w 2 �m de�nimos
tw = min

m+1�i�2m

���CMi (w�)
���

donde el simbolo
��CMi (w�)

�� denota la longitud de la secuencia CMi (w�) : Podemos
de�nir una funcion  de Lm en el conjunto de las posibles secuencias de cruce
de la siguiente manera:
Dada w 2 �m escogemos iw tal que tw =

��CMiw (w�)�� y de�nimos  (w) como
CMix (w

�) :
Note que la funcion  es inyectiva. Por lo tanto el conjunto Lm (que tiene

exactamente 2m elementos) determina 2m secuencias de cruce distintas dos a
dos, (las secuencias ( (w))x2�m):
Suponga que l es una cota en la longitud de las secuencias ( (x))x2�m :

Tenemos que
�
jQjn2

�l � 2m; y esto implica que
l � logjQjn2 2m =

m

2 log (n) + log (jQj)

De ello se tiene que existe wm 2 Lm tal que wm determina m secuencias

de cruce de longitud 

�

m
log(m)

�
y esto claramente implica que el tiempo de

computo de M es 

�

n2

log(n)

�
; dado que el tiempo de computo de M en el

input wm es mayor o igual que la suma de las longitudes de las secuencias de
cruce determinadas por wm; y esta cantidad es al menos m2

log(m) (recuerde que
jwmj = 3m)

Remark 5. El argumento usado en la prueba anterior puede ser facilmente adap-
tado al caso k-dimensional (con k � 3) para obtener la siguiente cota inferior:
siM es una maquina de Turing k-dimensional que reconoce el lenguaje Pal; se

tiene que tM (n) 2 

�

n2

logk�1(n)

�
:
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7.2 Una cota superior

En esta seccion probaremos que existe una maquina de Turing bidimensional que

reconoce Pal en tiempoO
�

n2

log(n)

�
: Note que esta cota superior, junto con la cota

inferior de la seccion anterior, implica que una maquina de Turing bidimensional
que resuelva Pal de manera optima (optima en terminos del tiempo de computo),

tiene un tiempo de computo O
�

n2

log(n)

�
:

A continuacion presentaremos una descripcion detallada del algoritmo bidi-
mensional de Biedl et al [6] que permite reconocer el lenguaje Pal en tiempo

O
�

n2

log(n)

�
.

Asumiremos que la cinta de la maquina tiene un marcador en el origen. Adi-
cionalemente asumiremos que el input esta escrito en la primera �la empezando
en la celda justo a la derecha del origen.

Algoritmo bidimensional Biedl et al

Sea w una instancia de Pal de longitud n:

1. (fase de inicializacion)
�Calcule dlog (n)e y escriba el resultado en unario en la segunda �la, util-
ice ceros para tal �n. (Es posible calcular log (n) en tiempo O (n log (n))
de la siguiente manera: recorra el input marcando posiciones alternati-
vamente, es decir una si una no una si..... Repita el proceso hasta que
todas las posiciones esten marcadas. El numero de iteraciones es igual
a dlog (n)e+ 1)

�Calcule log (log (n)) y escriba el resultado en unario en la tercera �la,
utilice ceros para tal �n.

�Calcule y = log (n) � log (log (n)) : Borre los contenidos de la segunda
y tercera �la. Escriba y en unario en la segunda �la, utilice ceros para
tal �n.

2. (Comparacion de bloques)
�Empezando con la segunda �la, que contiene la palabra 0y; copie repeti-
damente el contenido de la �la actual en la �la que queda justo arriba y al
contenido de esta nueva �la sumele 1: Pare cuando escriba en alguna �la
la palabra 1y: Al �nalizar este proceso la maquina ha escrito todos los
numeros entre 0 y 2y � 1; en orden ascendente en las �las 2; 3; :::; 2y +1:

� Lea w1; el primer caracter de w; recorra la primera columna entre las
�las 2 y 2y + 1: En cada celda veri�que si el caracter es igual a w1; si
es el caso reemplaze el contenido de la celda por el simbolo " : En caso
contrario reemplaze el contenido de la celda por el simbolo # : Repita
este proceso para todas las columnas entre la primera y la y-esima.

� Lea los contenidos de las �las 2 a 2y + 1: Si una de estas �las contiene
un simbolo #; reemplaze el contenido de esta �la por #y: Al �nalizar
el proceso una unica �la contiene la palabra "y mientras que todas las
demas contienen la palabra #y: Note que con esto hemos marcado la
�la que correponde al contenido del primer bloque.
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�Repita el proceso con el bloque del extremo derecho, pero en esta ocasion,
lea el contenido del bloque de derecha a izquierda y escriba de derecha a
izquierda. Veri�que que la �la marcada para el primer y ultimo bloque
coinciden. Si no es el caso, pare y rechaze a w: En caso contrario con-
tinue. Repita el proceso con el segundo bloque a la izquierda y el segundo
bloque a la derecha. Continue despues con los bloques subsiguientes hasta
que el par de bloques que usted esta trabajando se intersecten. Cuando
esto suceda, veri�que que el fragmento restante (el fragmento obtenido
al suprimir de w los bloques ya analizados) es un palindromo. Note que
este fragmento tiene una longitud acotada por 2y � 2 log (n) : Para ver-
i�car que el bloque restante es un palindromo podemos usar el algoritmo
estandard para maquinas unidimensionales, lo cual requiere O

�
log2 (n)

�
unidades de tiempo.

Theorem 11. (sexta cota superior para Pal)

El lenguaje Pal puede ser reconocido en tiempo O
�

n2

log(n)

�
usando una maquina

bidimensional de una sola cinta.

Proof. Para probar el teorema es su�ciente probar que el tiempo de computo del

algoritmo bidimensional de Biedl et al es O
�

n2

log(n)

�
: Dado i 2 f1; 2g usaremos

el simbolo ti (n) para denotar el tiempo de ejecucion del paso i en inputs de
tamaño n: Es claro que t1 (n) 2 O (n log (n)) : Es su�ciente entonces probar que
t2 (n) 2 O

�
n2

log(n)

�
:

Sea w un input de tamaño n: En la segunda fase debemos comparar un total
de n

2(log(n)�log(log(n))) parejas de factores de w, cada uno de longitud log (n) �
log (log (n)) : Veamos entonces cuanto nos cuesta realizar cada una de estas com-
paraciones.
Sea y = log (n)�log (log (n)) y sea (u; v) la pareja de factores que necesitamos

comparar.
Empezamos trabajando con el factor u; y lo primero que hacemos es generar

una tabla de altura 2y y ancho y; que contenga (en orden ascendente) los numeros
0; 1; :::; 2y�1: La tabla la generamos �la por �la. La primera �la, que contiene la
palabra 0y; la generamos en tiempo O (y) ; generar la �la i+1 a partir de la �la i
nos cuesta tiempo O (y) : Tenemos entonces que generar toda la tabla nos cuesta
O (y2y) : Una vez generada la tabla debemos encontrar la �la cuyo contenido es
igual a u, esto podemos hacerlo leyendo la tabla columna por columna, el tiempo
de computo requerido para este trabajo es O (y2y) :
Debemos realizar el mismo trabajo con el factor v; invirtiendo el sentido de

lectura.
Construir las tablas asociadas a estos dos factores e identi�car las �las (al-

turas) que les corresponden nos toma O (y2y) unidades de tiempo. Lo unico que
queda por veri�car es que las dos �las calculadas esten ubicadas a la misma
altura. Es claro que esto podemos hacerlo en tiempo O (n) :
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De todo lo anterior tenemos que t2 (n) 2 O
�
n
y y2

y
�
; note que O

�
n
y y2

y
�
es

igual a

O

�
n

y
y2y

�
= O (n2y) = O

�
n
�
2log(n)�log log(n)

��
= O

�
n

�
n

log (n)

��
Tenemos entonces que el tiempo de computo del algoritmo de Biedl et al es

O
�

n2

log(n)

�
Remark 6. ¿De que manera explota la bidimensionalidad de la cinta el algoritmo
de Biedl et al? Sea w una palabra de longitud n, sea u su pre�jo de longitud z
y sea v su su�jo de longitud z: Comparar los bloques u y v usando una cinta
unidimensional implica recorrer la cinta 
 (z) veces. El algoritmo de Biedl et al
le asigna a cada bloque de w una altura (un caracter de un alfabeto in�nito)
que lo caracteriza, comparar dos bloques se reduce entonces a comparar dos
alturas lo cual puede hacerse recorriendo la cinta una unica vez. Un algoritmo
que optimiza el reconocimiento de palindromos es un algoritmo que minimiza
los recorridos a lo largo de las cinta de entrada. Biedl et al logran reducir y
recorridos a un unico recorrido, pero para que tal reduccion sea de utilidad es
necesario que el calculo de las alturas (que asignammos a los bloques) tome poco
tiempo, es alli donde la eleccion del y es crucial.

Problema. Sea k � 3; el teorema anterior implica que es posible recono-

cer Pal en tiempo O
�

n2

log(n)

�
usando una maquina k-dimensional. ¿Podemos

hacerlo mejor? La mejor cota inferior para el reconocimiento de palindromos

sobre este tipo de maquinas es 

�

n2

logk�1(n)

�
¿podemos reconocer Pal en tiempo

O
�

n2

logk�1(n)

�
usando maquinas k-dimensionales? ¿podemos explotar la k-dimensionalidad

de la maquina?

8 Maquinas probabilisticas

Una maquina de Turing probabilistica es una maquina de Turing de una sola
cinta equipada con un generador de bits aleatorios.

De�nition 22. Una maquina de Turing probabilistica es una sextupla

M =(Q; q0; A; F; �; ; �)

tal que

1. q0 2 Q es el estado inicial de la maquina.
2. � es el alfabeto de la maquina, del cual supondremos que � [ f�g � �:
3. A � F � Q; donde A es el conjunto de los estados de aceptacion y F es el
conjunto de los estados �nales.

4. � es una funcion de Q� � � f0; 1g en Q� � � f ;�;!g :
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DadaM una maquina de Turing probabilistica supondremos queM cuenta
con dos cintas, la cinta de entrada y una cinta de solo lectura en la que se
escribe la secuencia de bits aleatorios generada por la maquina en el instante
cero. Dado x un input de la maquina supondremos que en el instante cero la
segunda cinta se llena magicamente con una secuencia aleatoria de longitud
in�nita. Al iniciar la computacion la cabeza de la segunda cinta se desplaza una
celda a la derecha por unidad de tiempo. Durante la computacion la maquina
trabaja deteministicamente como si procesara dos fragmentos, de un unico input,
escritos en cintas diferentes.
Una maquina de Turing probabilistica es un tipo especial de maquina no de-

terministica, esto implica que dado un input x; la maquina puede realizar muchos
computos distintos en el input x (estos computos dependen (estan determinados)
por la secuencia aleatoria generada en el instante cero de la computacion).
Sea x un input deM. Cada secuencia � 2 f0; 1g� genera una unica computa-

cion de M en el input x; a esta computacion la llamaremos la �-computacion
deM en x:

De�nition 23. SeaM una maquina probabilistica.

1. Dado v 2 �� se de�ne

� (v) = Pr
�
[la �-computacion deM con input v es aceptante]

2. Dado 0 � " � 1; diremos que M reconoce L con error " si y solo si para
todo v 2 �� se tiene que
� Si v 2 L entonces � (v) = 1:
� Si v =2 L entonces � (v) � ":

8.1 Una cota superior: el algoritmo de Pippenger

En esta seccion presentaremos un algoritmo debido a Pippenger [40] que reconoce
Pal en tiempo O (n log (n)) : Existe un interesante algoritmo alternativo debido
a Freivalds [15] que reconoce Pal y cuyo tiempo de computo es O

�
n log2 (n)

�
Los algoritmos probabilisticos tienen una larga historia dentro de la teoria de

la computacion, ellos presentan desventajas respecto a los algoritmos determin-
istas dado que pueden cometer errores, pero presentan a su vez una gran ventaja:
suelen ser mas e�cientes. Existe una larga lista de algoritmos probabilisticos que
son mas e�cientes que todos sus competidores deterministicos. Una pequeñisima
lista parcial es la siguiente:

1. El algoritmo de Schwartz-Zippel (consulte la referencia [39]) para determinar
si un polinomio en varias variables, sobre un campo �nito dado, es no nulo.

2. El algoritmo de Freivalds para multiplicar matrices [15].
3. El algoritmo de Pippenger para reconocer Pal.
4. Los algoritmos de Strassen-Solovay y de Rabin-Scott para reconocer primos
[39].
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Es importante anotar que todo algoritmo probabilistico puede ser convertido
en un algoritmo clasico, aunque ello puede implicar un alto costo: el tiempo de
computo del algoritmo clasico podria ser exponencial en el tiempo de computo
del algoritmo probabilistico.
Empezemos recordando algunos hechos fundamentales, y ampliamente cono-

cidos, de la teoria de la probabilidad y la teoria de numeros elementales.

Theorem 12. (desigualdad de Markov)
Si X es una variable aletoria positiva y E [X] es su valor esperado, se tiene

que para todo a 2 R+

Pr [X � a] � E [X]

a

Lemma 8. Existe N tal que dado n � N y dado � 2 (0; 1] ; si se escogen al azar
2 log(n)

� numeros en el intervalo f1; :::; ng ; la probabilidad de que al menos uno
de ellos sea primo es mayor o igual a 1� �:

Proof. El teorema de los numeros primos asegura que si � (n) es igual a

jfi � n : i es primogj

entonces limn!1

�
�(n)
n

log(n)

�
= 1: Esto implica la existencia de un N tal que

para todo n � N
1

2 log (n)
� Pr

i�n
[i es primo] � 2

log (n)

Fijamos n � N y consideramos (N+; �n) el espacio de probabilidad cuyo
universo es el conjunto de los naturales no nulos y cuya funcion de distribucion
es la funcion �n de�nida por

� (m) =

�
1� � (n)

n

�m�1
� (n)

n

Sea X : N+ ! R+ la variable aleatoria de�nida por: X (m) = m para todo
m � 1: El valor esperado de X corresponde a la cantidad esperada de numeros
que deberiamos elegir del intervalo f1; :::; ng antes de elegir el primer primo. Se
tiene que E [X] = n

�(n) � 2 log (n) Dado � 2 (0; 1] se tiene que

Pr
n1;:::;n 2 log(n)

�

2f1;:::;ng
[Para todo i � 2 log (n) ; el numero ni es compuesto] �

Pr

�
X � E [X]

�

�
� �

Tenemos entonces que si n � N y � 2 (0; 1] ; la probabilidad de escoger al
menos un numero primo, al escoger 2 log(n)

� numeros del intervalo f1; :::; ng, es
mayor o igual que 1� �:
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Sean x; y dos numeros en el intervalo f1; :::; 2ng : ¿Cual es la probabilidad de
que al escoger un numero primo en el intervalo

�
1; :::; n4

	
; se escoja un primo p

que satisfaga xmod p 6= ymod p?

Lemma 9. Sea A = fp1; :::; pmg un conjunto de numeros primos, y sean x; y
numeros naturales tales que:

� x 6= y:
�Para todo p 2 A se tiene que xmod p = ymod p:

Se tiene entonces que jx� yj �
Y
i�m

pi:

Proof. Suponga que para todo p 2 A se satisface la ecuacion xmod p = ymod p;
se tiene entonces

xmod
Y
i�m

pi = ymod
Y
i�m

pi

Pero esto implica quesi x 6= y sesatisface la desigualdad jx� yj �
Y
i�m

pi:

Pretendemos usar el lema anterior para probar que dados x y y dos nu-
meros diferentes en el intervalo f1; :::; 2ng ; el conjunto de primos en el intervalo�
1; :::; n4

	
para los cuales x y y son congruentes, es un conjunto pequeño. A

continuacion enunciaremos un lema, cuya prueba el lector podra encontrar en la
referencia [23].
Dado n; de�nimos P (n) como el conjunto fi � n : i es primog

Lemma 10. Dado n � 150; se tiene que
Y

a2P (n2)

a � n!2n:

Lemma 11. Sea An un subconjunto de P
�
n4
�
de tamaño

�(n4)
2 , se tiene queY

a2An

a � 2n

Proof. Sea B el conjunto de los primeros
�(n4)
2 primos. Dado An como en la

hipotesis del lema se satisface la desigualdad
Y
a2An

a �
Y
a2B

a: Por lo tanto es

su�ciente probar que
Y
a2B

a � 2n: Como P
�
n2
�
� B se tiene lo siguiente

Y
a2An

a �
Y
a2B

a �
Y

p2P (n2)

a � n!2n � 2n

Corollary 6. Dados x; y 2 f1; :::; 2ng y dado

Axy =
�
p 2 P

�
n4
�
: xmod p = ymod p

	
se tiene que si x 6= y; se satisface entonces la desigualdad jAxyj �

�(n4)
2 :
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Proof. Suponga que jAxyj �
�(n4)
2 ; de los lemas anteriores tenemos que

jx� yj �
Y

p2Axy

p � 2n:

Pero esto claramente es imposible dado que x; y 2 f1; :::; 2ng

Lemma 12. Dado n � N y dados x; y 2 f1; :::; 2ng ; se tiene que

Pr
p2P (n4)

[xmod p 6= ymod p] � 1
2

Proof. Del lema anterior tenemos que jAxyj �
�(n4)
2 ; y esto implica que

1

2
� Pr

p2P (n4)
[p =2 Axy] = Pr

p2P (n4)
[xmod p 6= ymod p]

Estamos listos para presentar el algoritmo de Pippenger. Sea P el algoritmo
de�nido a continuacion.

Algoritmo de Pippenger

Con input x = x1:::xn, donde n � N , el algoritmo P trabaja de la siguiente
manera

1. Calcule x y log (jxj) :
2. Sea X1X2:::: el contenido de la cinta aleatoria, mientras k � 64 log (m) y Z
sea un numero compuesto haga lo siguiente.
� k  k + 1:
�Z  Xk4 log(jwj)+1:::X(k+1)4 log(jwj). (Note que esto es equivalente a generar

un numero aleatorio en el intervalo
n
0; :::; jwj4

o
:

�Use un algoritmo deterministico de tiempo polinomial para decidir si Z
es un numero primo.

3. Dado Z = Xk4 log(jwj)+1:::X(k+1)4 log(jwj) el output del paso dos calcule A =
xmodZ y B = xmodZ:

4. Decida si A y B son iguales, en caso de serlo imprima x es un palindromo,
en caso contrario imprima x no es un palindromo.

De lo hecho en los paragrafos anteriores podemos obtener una prueba del
siguiente teorema.

Theorem 13. (Teorema de Pippenger)

1. Si x 2 Pal; la maquina P acepta x con probabilidad 1.
2. Si x =2 Pal, la maquina P rechaza x con probabilidad al menos 7

16 :
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Proof. El item 1 es trivial, probaremos el item 2. Sea x el input de P y suponga
que x no es un palindromo. De�na

Aw = fp � 4 log (w) : p es primo y wmod p 6= wmod pg

La probabilidad de que P rechaze a x esta acotada inferiormente por la
probabilidad de que en el paso 2 se genere un elemento de Aw: En el paso 2 se
realizan hasta 64 log (m) experimentos, por lo que la probabilidad de generar,
en este paso, un numero primo en el intervalo f2; :::; 4 log (jwj)gesta acotada
inferiormente por 1� 1

32 : Por otro lado la probabilidad de que el primo generado
en el paso 2 (si se genera un primo en este paso) pertenezca al conjunto Aw esta
acotada inferiormente por 1

2 : De lo anterior tenemos que

Pr [P rechaze w] � 31
64
� 7

16

Hemos demostrado que el algoritmo de Pippenger es un algoritmo aleato-
rio que reconoce Pal con una probabilidad de error que esta acotada infe-
riormente por 9

16 : Veamos ahora que este algoritmo puede ser implementado
por una maquina probabilistica de una sola cinta cuyo tiempo de computo es
O (n log (n)) :

Lemma 13. Existe una maquina de Turing de una sola cinta, llamemosla M,
que dado m � 1; dado x 2 f1; :::; 2mg y dado y 2

�
1; :::;m4

	
calcula xmod y en

tiempo O (m log (m)) :

Proof. Supondremos que al comienzo de la computacion la cinta de la maquina
contiene el input y�x: Supondremos ademas que el alfabeto de la maquina es
un alfabeto enriquecido que permite multiplicar la capacidad de cada celda por
una constante adecuada. Podemos imaginar que cada celda tiene un numero
k de �las, la primera de ellas ocupada por el caracter del input que corre-
sponde a la celda, las demas vacias al comienzo de la computacion. Usaremos
que multiplicar por dos, dividir por dos, sumar y restar numeros de longitud
r puede hacerse en tiempo O (r) usando r celdas de trabajo. Sea x = y1:::ym,
podemos escribir a x como z1:::z m

4 log(m)
donde cada zi es un bloque de longi-

tud 4 log (m) (excepto el primero posiblemente mas corto). Identi�car el bloque
z m
4 log(m)

puede hacerse en tiempo O
�
log2 (m)

�
, que es lo que cuesta escribir y

debajo de z m
log(m)

, usando el espacio adicional disponible en las celdas. Identi�car
el siguiente bloque a la izquierda puede hacerse de la misma manera. Note que

x =

m
log(m)

�1X
i=0

2(i�1) log(m)z m
log(m)

�i; por lo que xmod y es igual a

0@ m
log(m)

�1X
i=0

���
2i�1mod y

� �
z m
log(m)

�imod y
���

mod y

1Amod y [S1]

Dado z tal que jzj = 4 log (m) podemos calcular zmod y en tiempo O (log (m))
usando log (m) celdas de trabajo de la siguiente manera:
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1. Decidimos si z es menor que y; en este caso zmod y es igual a z: En caso
contrario pasamos al item 2.

2. Note primero que dado z tal que jzj � 4 log (m) podemos calcular en tiempo
O (log (m)) ; usando busqueda binaria, el minimo k tal que ky es mayor que
z: Calculamos k y calculamos z � (k � 1) y:

Una vez calculado z m
4 log(m)

mod y escribimos y justo debajo del siguiente

bloque a la izquierda, calculamos en tiempoO
�
log (m)

2
�
el termino 2log(m)mod y

y guardamos este valor.debajo de y:(tenemos k � 3 lineas disponibles en cada

bloque). Finalmente calculamos
��
2i�1mod y

� �
z m
log(m)

�imod y
��
mod y usando

las 4 log (m) celdas disponibles. Al �nalizar este proceso habremos calculado
en tiempo O

�
log2 (m)

�
el segundo sumando de la sumatoria S1. Si continu-

amos trabajando de esta manera podemos calcular todos los sumandos de S1 en
tiempo O (m log (m)) ; al �nal del proceso el sumando i-esimo estara escrito en las
4 log (m) celdas del bloque i-esimo y la cabeza lecto-escritora estara al comienzo
de la cinta en el extremo izquierdo. Solo nos falta calcular la suma (modulo
log (m)) de los bloques. Desplazamos el primer bloque debajo del segundo y

sumamos, esto nos toma tiempo O
�
log (m)

2
�
; continuamos de esta manera:

desplazando el resultado obtenido en el bloque a la izquierda y sumando, esto
toma tiempo O (m log (m)) : Al �nal del proceso la cantidad buscada, (el termino
xmod y), estara escrito en el ultimo bloque a la izquierda. El tiempo de computo
de este algoritmo es O (m log (m)) :

Theorem 14. (septima cota superior para Pal)
Existe una maquina de una sola cinta que implementa el algoritmo de Pip-

penger y cuyo tiempo de computo es O (n log (n)) :

Proof. Simplemente debemos veri�car que los 4 pasos del algoritmo antes de-
scrito pueden ser implementados por maquinas de una sola cinta con un tiempo
de computo adecuado. Sea x = x1:::xn un input de P.

1. Es claro que podemos calcular x y log (n) en tiempo O (n log (n))
2. Podemos suponer que al �nal del paso 1 hemos marcado todas las celdas
contenidas en el intervalo de longitud 4 log (n) ubicado justo a la derecha
del input, este intervalo puede ser usado como patron para extraer de la
secuencia de bits aleatorios los numeros de longitud 4 log (n) que se generan
en el paso 2 del algoritmo. Generar un numero de longitud 4 log (n), usando la
cinta aleatoria y el patron, nos cuesta O (log (n) + r) ; donde r es la longitud
del segmento de la cinta aleatoria que ya ha sido empleado. Note que r �
256 log (n) ; por lo que generar cada uno de los numeros del paso 2 nos cuesta
O
�
log2 (n)

�
:Dado Z tal que jZj � 4 log (n) ; chequear la primalidad de Z nos

cuesta O
�
logR (n)

�
unidades de tiempo, donde R es una constante adecuada

mayor o igual que 2. En el peor de los casos debemos generar 64 log (n)
numeros en el paso 2; generar y procesar cada uno de estos numeros nos
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cuesta O
�
logR (n)

�
unidades de tiempo, por lo que el tiempo de computo

empleado en ejecutar el paso 2 esta acotado por O
�
logR+1 (n)

�
:

3. Dado Z el output del paso 2, el paso 3 se reduce a calcular A = xmodZ y
B = xmodZ lo cual puede hacerse en tiempo O (n log (n)).

4. Decidir si A y B son iguales puede hacerse en tiempo O
�
log2 (n)

�
dado que

jAj ; jBj � 4 log (n) :

Remark 7. Hemos diseñado un algoritmo que reconoce Pal con error acotado
por 9

16 ; usando tecnicas estandard de ampli�cacion de probabilidades (consulte
referencia [39]) es posible, para todo � � 0 derivar un algoritmo que reconozca
Pal con error acotado por �:

Remark 8. (novena cota inferior para Pal) Es posible establecer una cota infe-
rior para el reconocimiento de palindromos mediante maquinas probabilisticas,
que como ya es costumbre con el lenguaje Pal; coincide con la cota superior ya
establecida. Yao pruebe que reconocer el lenguaje Pal usando maquinas prob-
abilisticas requiere tiempo 
 (n log (n)) [55], la prueba de Yao se basa en un
argumento tipo secuencias de cruce, adaptado al contexto de las maquinas prob-
abilisticas.

9 Automatas �nitos probabilisticos

Las maquinas de Turing probabilisticas son maquinas de Turing con un criterio
de aceptacion probabilistico, de manera analoga los automatas �nitos proba-
bilisticos son automatas �nitos (de una o dos vias) con un criterio de acepta-
cion probabilistico. En esta seccion estudiaremos dos tipos de automatas �nitos
probabilisticos y probaremos que estos automatas son incapaces de reconocer el
lenguaje Pal:

De�nition 24. Un automata regular probabilistico es una quintupla

M =(Q; q0; A; �; !)

tal que:

1. La cuadrupla N = (Q; q0; A; �) es un automata regular no deterministico.
2. ! es una funcion de � en R+ que satisface la siguiente condicion: dado
(q; a) 2 Q�� se tiene que X

p:(q;a;p)2�

(q; a; p) = 1

El lector debe notar que la computacion de un automata probabilistico en
un input w es una cadena de Markov K (w) [43] cuyo conjunto de estados es el
conjunto

S = f(q; l) : q 2 Q y l 2 f1; :::; ngg
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y cuya matriz de transicion M (w) = [tv;u]v;u2S es la matriz

tv;w =

�
w (p; wl+1; q) si v = (p; l) y u = (q; l + 1)

0 en otro caso

Podemos identi�car esta cadena de Markov con el digrafo etiquetadoG (N ; w) =
(S;Ew; $) de�nido por:

1. Dados (p; l) ; (q; r) 2 S existe una arista de (p; l) a (q; r) si y solo si r = l+1
y ! (p; wl+1; q) � 0:

2. Dada ((p; l) ; (q; l + 1)) 2 Ew se tiene que$ ((p; l) ; (q; l + 1)) = ! (p; wl+1; q) :

Dado 
 = ((q0; 0) ; (q1; 1)) ::: ((qm�1;m� 1) ; (qm;m))

De�nition 25. Sea 
 = ((q0; 0) ; (q1; 1)) ::: ((qm�1;m� 1) ; (qm;m)) un camino
en G (N ) ; la probabilidad del camino 
, que denotaremos con el simbolo w (
) ;
es igual a

Y
i�n�1

w (qi; wi+1; qi+1) :

De�nition 26. Dada w 2 �n la probabilidad de aceptacion de w, que deno-
taremos pM (w) ; es igual

X



w (
) ; donde la suma es una sumatoria sobre el

conjunto de los caminos de longitud n que inician en q0 y terminan en A:

De�nition 27. Diremos que L es aceptado porM con error " si y solo si ocurre
lo siguiente:

� Si x 2 L se tiene que pM (w) = 1:
� Si x =2 L se tiene pM (w) � ":

Theorem 15. (decima cota inferior para Pal)
Dado 0 � " � 1 no existe un automata regular que reconozca el lenguaje Pal

con error ":

Proof. Suponga que M es un automata regular probabilistico que acepta el
lenguaje Pal; note queM es una maquina de Turing probabilistica de una cinta
y de tiempo real, esto implica que Pal puede ser reconocido por una maquina
probabilistica en tiempo o (n log (n)) (i.e. existe una maquina probabilistica, dig-

amos N , que reconoce Pal y tal que limn!1

�
TN (n)
n log(n)

�
= 0), contradiciendo el

teorema de Yao.

En lo que sigue estudiaremos el modelo de automatas regulares probabilis-
ticos de doble via. Probaremos que estos automatas tampoco pueden reconocer
el lenguaje Pal; probarlo sera un poco mas di�cil, no podemos a�rmar que este
hecho es un corolario del teorema de Yao dado que los automatas de doble via
pueden tener un tiempo de computo que no esta acotado por O (n log (n)) :
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De�nition 28. Un automata �nito de doble via probabilistico (un 2pfa para
abreviar) es un tupla

M =(Q;�; q0; qacc; qrej ; �;$)

tal que:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados de la maquina.
2. � = � [ fL;Dg es el alfabeto de la maquina.
3. q0; qacc; qrej 2 Q son estados distinguidos, q0 es el estado inicial, qacc y qrej
son estados de parada (si el automata accede a uno de estos dos estados la
computacion termina), qacc es el estado de aceptacion y qrej el de rechazo.

4. � � � � (Q� fqacc; qrejg)�Q�f ;�;!g es una relacion de transicion no
deterministica.

5. $ es una funcion de peso que asigna probabilidades a cada una de las cuadru-
plas en �; la funcion $ satisface las siguientes dos condiciones adicionales:

�Para todo (a; q; p; i) 2 � se satisface que $ ((a; q; p; i)) 2
�
0; 12

	
:

�Para todo (a; q) 2 � � (Q� fqacc; qrejg) se tiene queX
(a;q;p;i)2�

$ ((a; q; p; i)) = 1:

Dado M un 2pfa y dada w 2 �� un input de M, la computacion de M
en w inicia con el automata en el estado q0 y la cabeza lectora ubicada sobre
la celda 0 que contiene el simbolo L; (el simbolo L es un simbolo especial que
indica el inicio del input, mientras que el simbolo D es otro simbolo especial
que se usa para indicar el �nal del input). La dinamica de la cabeza lectora y la
dinamica de los estados internos de M son probabilisticas y estan controladas
por la relacion �: Dada w podemos asignar a w una probabilidad de aceptacion,
que denotaremos con el simbolo pM (w) ; y que corresponde a la pobabilidad de
que el automata pare en el estado qacc al procesar el input x; esta probabilidad
es calculada sobre las elecciones aleatorias de la maquina.

De�nition 29. Dado L y dado un 2pfaM diremos queM acepta L con error
" si y solo si

� Si w 2 L se tiene que pM (w) = 1:
� Si w =2 L se tiene que pM (w) � "

Probaremos que no existe un 2pfa capaz de reconocer el lenguaje Pal: Para
ello consideraremos una nocion un poco mas general de aceptacion, la nocion de
separacion. Sean A;B � �� tales que A \ B = ? y sea 0 � " � 1

2 diremos que
M separa A de B con error " si y solo si ocurre lo siguiente:

� Si w 2 A se tiene que pM (w) � 1� ":
� Si w 2 B se tiene que pM (w) � ":
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Remark 9. Dado L un lenguaje y dado ", si no existe un 2pfa capaz de separar
L y co-L con error "; no existe entonces un 2pfa que reconozca L con error "

Dado w un input de M una condicion inicial es un par � = (q; i) ; donde
q 2 Q e i 2 fL;Dg : El signi�cado de una condicion inicial (q; i) es el siguiente:
La computacion de M; en el input w; inicia con el automata en el estado

interno q y con la cabeza ubicada en la celda 0 (en el caso en que i = L; si
i = D la cabeza esta ubicada, al inicio de la computacion, en la celda jwj+ 1)
Una condicion �nal � puede ser o un par � = (p; i) con p 2 Q e i 2 fL;Dg o

una expresion del tipo Acepta, Rechaza, Bucle. El signi�cado de un par � = (p; i)
es el siguiente:
la maquina accede al estado p con la cabeza ubicada en la celda 0 (si i = L;

o con la cabeza ubicada en la celda jxj+ 1 si i = D):
El signi�cado de la condicion �nal Bucle es el siguiente:
la maquina entra en un bucle in�nito.
El signi�cado de las otras dos condiciones �nales es el obvio.
La computacion de un 2pfa en un input w puede ser vista como una cadena

de Markov K (w) cuyo conjunto de estados S es el conjunto

f(q; l) : q 2 Q y l 2 f0; :::; jwj+ 1gg

y cuya matrix de transicion M (w) =
�
tKst
�
s;t2S es la matrix de�nida por:

tKst =

8>><>>:
$ (p; wl; q; i) si s = (p; l) , t = (q; l + 1) e i =!
$ (p; wl; q; i) si s = (p; l) , t = (q; l � 1) e i = 
$ (p; wl; q; i) si s = (p; l) , t = (q; l) e i = �

0 en otro caso

Esta cadena de Markov es una cadena de Markov absorbente (i.e. dado s 2 S
existe t 2 S tal que t es accesible desde s y tKtt = 1, los estados t que satisfacen
la ecuacion tKtt = 1 son los estados absorbentes de la cadena de Markov). Para
todo i 2 f0; :::; jwj+ 1g los estados (qacc; i) y (qrej ; i) son absorbentes.
Dada K una cadena de Markov absorbente con conjunto de estados f1; :::; ng

y dado s un estado absorbente, el simbolo a (K; s) denota la probabilidad de
absorcion en s que es igual a la probabilidad de que la cadena termine en el
estado absorbente s si inicia en el estado 1:
Dados a; b y � � 0 diremos que a; b son �-cercanos si y solo si o a = b = 0

o ��1 � a
b � �: Sean K y K� dos cadenas de Markov cuyo conjunto de estados

es S; si para todo par s; t 2 S se tiene tKst y tK
�

st son �-cercanos diremos que K
y K� son �-cercanas.

Lemma 14. Sean K y K� dos cadenas de Markov �-cercanas con conjunto de
estados S = f1; :::; ng ; si s 2 S es un estado absorbente en las dos cadenas,
entonces a (K; s) y a (K�; s) son �2n-cercanos.

Una prueba de este lema puede ser consultada en la referencia [11].
Sea M un 2pfa, sea w un input de M, sea � una condicion inicial y sea

� una condicion �nal, el simbolo pM (w; �; �) denote la probabilidad de que el
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automata M acceda a la condicion �nal � al procesar el input w cuando la
computacion inicia en la condicion inicial �:

Theorem 16. (undecima cota inferior para Pal)
Sean A;B � �� tales que A \ B = ?: Suponga que existe un conjunto

in�nito I � Z tal que a cada m 2 I podemos asignarle un conjunto Wm � ��m

de manera tal que la secuencia fWmgm2I satisface:

1. Para todo k � 1 existe mk tal que si m � mk y m 2 I entonces jWmj � mk:
2. Para todo m 2 I y para todo par w; u 2Wm con w 6= u existen palabras s; t
tales que: o (swt 2 A y sut 2 B) o (swt 2 B y sut 2 A) :

Se tiene entonces que para todo " � 1
2 no puede existir un 2pfa que separe

A y B con error ":

Proof. Sea � � 1
2 y suponga que existe un 2pfa; llamemosloM, que separa los

conjuntos A y B con error �: Sea c el numero de estados de M y sea CM el
conjunto

f(�; �) : �es una condicion inicial y � es una condicion �nalg

Note que d = jCMj = 4c2 + 6c. Sea m � 1, sea w 2 Wm y sea p (x) =
(pM (w; �; �))(�;�)2CM :

A�rmacion. Si p (w)(�;�) � 0 entonces p (w)(�;�) � 2�cm:
(prueba de la a�rmacion) Consideremos el caso especial en que � es una

condicion de la forma (p; jwj+ 1) ; si p (w)(�;�) 6= 0 existe un camino en K (w)
de probabilidad no nula, como K (w) tiene a lo mas cm estados no absorbentes
y las probabilidades de transicion no nulas son mayores o iguales que 1

2 existe
un camino de � en (p; jwj+ 1) cuya probabilidad es mayor o igual que 2�cm:
Tenemos entonces que p (w)(�;�) � 2�cm: Los otros casos son similares.

Fije m 2 I y divida a Wm en clases de equivalecia de acuerdo a la relacion

w � u si y solo si los vectores p (w) y p (u) tienen el mismo soporte

donde el soporte de un vector p (w) es el conjunton
(�; �) : p (w)(�;�) 6= 0

o
que denotaremos con el simbolo Sop (w). Sea Em la clase de equivalencia de
mayor tamaño, se tiene que jEmj � jWmj

2d
: Sea d� el tamaño del soporte de

los elementos en Em. Dado w 2 Em usamos el simbolo P (w) para denotar la
restriccion de p (w) a los indices que pertenecen a Sop (w). Note que el vector

P (w) pertenece a [2�cm; 1]d
�
: Si usamos el simbolo log (P (w)) para denotar

el vector (log (P (w)i))i2Sop(w) se tiene que log (P (w)) 2 [�cm; 0]d
�
: Divida

el intervalo [�cm; 0] en subintervalos disyuntos de longitud � de manera que
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[�cm; 0]d
�
es dividido en

�
cm
�

�d�
cajas de tamaño �d

�
: Como jWmj crece mas

rapido que todo polinomio y d� es constante, existem� tal que para todom � m�

se satisface la desigualdad �
cm

�

�d�
�
jWmj
2d

� jEmj

Fije � y suponga que m � m�; existen w; u 2 Em tales que log (P (w)) y
log (P (u)) pertenecen a la misma caja, esto implica que si i 2 Sop (w) entonces
p (w)i y p (u)i son 2

�-cercanos. Sean s y t como en el enunciado del teorema
y suponga que swt 2 A y sut 2 B; sean R (w) y R (u) las cadenas de Markov
de�nidas por:
Dado v 2 fw; ug la cadena de Markov R (v) es una cadena de Markov con

conjunto de estados

S (v) = f(q; j) : q 2 Q y j 2 f1; 2; 3; 4gg [ fI;Acc;R;Bg

El signi�cado de tales estados esta dado por:

1. (q; 1) signi�ca queM esta en el estado q leyendo el �nal de s:
2. (q; 2) signi�ca queM esta en el estado q leyendo el inicio de v:
3. (q; 3) signi�ca queM esta en el estado q leyendo el �nal de v:
4. (q; 4) signi�ca queM esta en el estado q leyendo el inicio de t:
5. I signi�ca queM esta en el estado q0 leyendo el caracter L:
6. Acc signi�ca queM esta en el estado qacc:
7. R signi�ca queM esta en el estado qrej :
8. L signi�ca queM entro en un bucle in�nito.

Las probabilidades de transicion de R (v) corresponden a las probabilidades
p (v; �; �) con la interpretacion natural. Los estados Acc;R y L son los estados
absorbentes. Sea l = 2 (4c+ 4) y sea a (v) la probabilidad de que M acepte
la palabra svt; note que a (v) = a (R (v) ; Acc) : Como swt 2 A se tiene que
a (w) � 1 � " y como R (w) y R (u) son 2� cercanos se tiene que a(u)

a(w) � 2
��l

y a (u) � (1� ") 2��l: Dado que " � 1
2 y l es constante podemos elegir m

su�cientemente grande y � su�cientemente pequeño para que a (u) � 1
2 : Tenemos

entonces que a (u) = pM (sut) � 1
2 y en consecuencia podemos a�rmar que M

no separa A de B con error ":

Corollary 7. Para todo " � 1
2 no existe un 2pfa que reconozca Pal con error

" � 1
2 :

Proof. Sea A = Pal; B = co-Pal; I = Z y par todo m 2 I sea Wm = �m: Dado
m � 1 y dados w; u 2Wm podemos tomar s = � y t = w; es claro que swt 2 Pal
y sut 2 co-Pal:
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Remark 10. Dwork y Stockmeyer probaron en [11] un resultado un poco mas
general: no existe un protocolo interactivo que use bits aleatorios de conocimieto
publico y cuyo veri�cador sea un 2pfa capaz de reconocer el lenguaje Pal: Por
otro lado Dwork y Stockmeyer probaron que si existe un protocolo interactivo
que usa bits privados y cuyo veri�cador es un 2pfa que usa bits privados capaz
de reconocer Pal. Desafortunadamente estudiar estos modelos esta mas alla del
alcance de estas notas.

10 Automatas celulares

Los automatas celulares son los modelos mas simples de computacion en paralelo.
En esta seccion estudiaremos algunos modelos de automatas celulares. Em-
pezaremos estudiando el modelo de arreglos iterados (Iterative arrays).

De�nition 30. Un arreglo iterado n-dimensional es una cudrupla N = (Q; q0; �;A; �)
tal que

1. Q es un conjunto �nito (el conjunto de estados de N ).
2. � � Q es el alfabeto de la maquina.
3. q0 2 Q es el estado inicial de la maquina.
4. A � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
5. � : Q� (Q)3

n�1 ! Q es la funcion de transicion de la maquina.

Dado u 2 Zn la vecindad de u es el conjunto

Nn (u) =

�
v 2 Zn : max

i�n
fjui � vij � 1g

�
Esta nocion de vecindad de�ne una topologia o, lo que es lo mismo, una estruc-
tura de grafo sobre Zn. Note que jNn (u)j = 3n: Supondremos que cada uno de
los conjuntos Nn (u) esta dotado de un orden para el cual el primer elemento
es u: A este grafo lo llamaremos el reticulo cubico de dimension n: Un arreglo
iterado n-dimensional esta constituido por el reticulo cubico Zn, y por un au-
tomata �nito N . Sobre cada vertice de Zn tenemos ubicada una copia de N .
En el instante cero todos los vertices de Zn (celdas) se encuentran en el estado
q0; (donde q0 es el estado inicial de N ). En el instante i la celda cero recibe el
caracter wi y pasa al estado �

�
wi; (qj;i�1)j2f2;:::;3ng

�
; donde � es la funcion de

transicion de N y dado j 2 f2; :::; 3ng el estado qj;i�1 es el estado, en el instante
i� 1; del vecino j-esimo de cero. Dado u 6= 0; el estado de u en el instante i es
igual a �

�
q1;i�1; (qj;i�1)j2f2;:::;3ng

�
:

De�nition 31. Dado N = (Q; q0; �;A; �) un arreglo n-dimensional, el lenguaje
reconocido por N es el conjunto de aquellas palabras w para las cuales el estado
de la celda cero en el instante jwj ; llamemoslo q; satisface la condicion �1 (q) 2
A:
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Note que nuestra de�nicion de aceptacion implica que todo lenguaje aceptado
por un arreglo es aceptado en tiempo real.

De�nition 32. Dados L y T dos lenguajes sobre el alfabeto � el lenguaje L � T
es el lenguaje de�nido por

L � T = fw 2 �� : 9u 2 L9v 2 T (w = uv)g

Lo que haremos a continuacion es mostrar que el lenguaje �� �Pal no puede
ser reconocido por un arreglo iterado. Por otro lado es facil veri�car que el
lenguaje Pal si puede ser reconocido por un arreglo unidimensional, el lector
interesado puede consultar la referencia [9] o estudiar la prueba del teorema
19 la cual puede ser facilmente modi�cada para obtener un arreglo iterado que
reconozca el lenguaje Pal:
Dado L � �� y dado k � 1 de�nimos una relacion de equivalencia �L;k

sobre el conjunto �� de la siguiente manera

v �L;k u si y solo si para todo � 2 ��k se tiene que (v� 2 L() u� 2 L)

Theorem 17. (Myhill-Nerode para arreglos)
Dado N = (Q; q0; �;A; �) un arreglo n-dimensional y dado k � 1 se tiene

que la relacion �L(N );k contiene a lo mas jQj(2k+1)
n

clases de equivalencia.

Proof. Suponga que existe k tal que �L(N );k contiene al menos p = jQj(2k+1)
n

+1
clases de equivalencia diferentes. Sean C1; :::; Cp clases de equivalencia diferentes

dos a dos y sean w1; :::; wp representantes de estas clases. Sea Nn
��!
0 ; k

�
la

vecindad de
�!
0 de radio k: Dado u un input deN , la k-con�guracion determinada

por u en el instante i es la funcion qi;w : Nn
��!
0 ; k

�
! Q: Note que si existen

dos palabras u y v tales que la k-con�guracion determinada por u en el instante
juj coincide con la k-con�guracion determinada por v en el instante jvj ; entonces
para todo � 2 ��k se tiene que

u� 2 L (N ) si y solo si v� 2 L (N )

Note ahora que el tamaño del conjunto de k-con�guraciones esta acotado
por jQj(2k+1)

n

: Existen entonces i; j � p tales que i 6= j y las palabras wi y wj
determinan las mismas k-con�guraciones. Tenemos entonces que wi �L(N );k wj :
Note que esto ultimo es una contradiccion dado que wi y wj son representantes
de �L(N );k-clases diferentes.

Theorem 18. �� � Pal no puede ser reconocido en tiempo real por un arreglo
iterado.

Proof. Suponga que N = (Q; q0; �;A; �) es un arreglo iterado n-dimensional que
reconoce �� � Pal: Escoja k tal que:
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� k es impar.

� 22

 
k�3
2

!
� jQj(2k+1)

n

:

Sea f : �� ! �� el homomor�smo de�nido por la funcion

f (0) = 01 y f (1) = 11

Sea X igual a
f1f (w) 00 : w 2 �mg

Dado Y � X de�nimos una palabra wY de la siguiente manera:

1. Si Y = ? entonces wY = �:
2. Si Y = fw1; :::; wpg ; de�nimos wY de manera inductiva

� Y;0 = �:

� Y;i+1 = (wi+1)
R �
 Y;i

�R
 Y;i; para todo i � p� 1:

�wY =  Y;p

Es facil veri�car lo siguiente

1. wY wp 2 �� � Pal.
2. Para todo Y � X y para todo u 2 X � Y se tiene que wAu =2 �� � Pal:
3. Dados Y; Z � X dos subcojuntos de X diferentes, wY y wZ no son �L(N );k
equivalentes.

El ultimo hecho en la lista anterior implica que la relacion �L(N );k contiene

al menos 22
( k�32 ) clases de equivalencia, pero esto es una contradiccion dado que

22

 
k�3
2

!
� jQj(2k+1)

n

:

A continuacion introduciremos el modelo de automatas celulares unidimen-
sionales de una sola via (1-OCA). Un automata celular unidireccional es un
automata celular en el que la informacion solo puede �uir en un sentido (en
nuestra de�nicion de izquierda a derecha, aunque podria ser tambien de derecha
a izquierda)

De�nition 33. Un automata celular unidireccional (y unidimensional) es una
quintuplaM = (Q;�;#; A; �) tal que

1. Q es un conjunto �nito (el conjunto de estados deM).
2. � � Q es el alfabeto de la maquina.
3. # 2 (Q��) es un simbolo especial que se usa para determinar (marcar) el
inicio y el �n del input.

4. A � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
5. � : (Q [ f#g)�Q! Q es la funcion de transicion de la maquina.
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Un automata celular M (unidimensional y unidireccional) cuenta con una
cinta semi-in�nita, la celda cero de la cinta (el extremo izquierdo) siempre esta
ocupado por el caracter # (siempre esta en el estado #). Dado w = w1:::wn un
input de M y dado i � n; al inicio de la computacion de M en el imput w la
celda i se encuentra en el estado wi y la celda n+1 se encuentra en el estado #:
Cada celda es una cabeza lecto-escritora que puede leer de manera simultanea
el caracter (estado) en el que se encuentran ella y su sucesor. La funcion de
transicion permite actualizar el estado de cada una de las celdas de manera
simultanea. La diferencias basicas entre arreglos iterados unidimensionales y 1-
OCA�s son esencialmente dos:

1. En los 1-OCA�s el input se encuentra escrito en la cinta antes de iniciar la
computacion mientras que en los arreglos el input es introducido caracter
por caracter una vez iniciada la computacion.

2. En los 1-OCA�s el �ujo de informacion es unidireccional mientras que en los
arreglos es bidireccional

¿Podemos reconocer Pal en tiempo real usando automatas celulares unidi-
reccionales? La respuesta es si, y la prueba de este hecho la obtendremos como
una facil consecuencia de un hecho mucho mas general que discutiremos a con-
tinuacion.

De�nition 34. Una gramatica libre de contexto G = (T;N; S; P ) es lineal si
y solo si todas las reglas de produccion presentes en P son la forma X ! a o
X ! Y a o X ! aY; donde X;Y 2 N y a 2 T:

De�nition 35. Un lenguaje libre de contexto L es lineal si y solo si existe una
gramatica lineal G tal que L = L (G) :

Example 2. El lenguaje Pal es lineal, sea G =(f0; 1g ; N; S; P ) la gramatica de�nida
por:

�N = fS;X0; X1g :
�P es el conjunto

fS ! �=0=1=X11=X00;X0 ! 0S;X1 ! 1Sg

Remark 11. Lo anterior muestra que la clase LCFL (de los lenguajes lineales)
no esta contenida en DCFL, no deberia sorprender a nadie que el testigo de este
hecho sea el lenguaje Pal:

Theorem 19. Si L es un lenguaje lineal L; puede ser reconocido por un au-
tomata celular unidireccional en tiempo real.

Proof. Sea G = (T;N; S; P ) una gramatica lineal y sea w = w1:::wn 2 ��: Dado
X 2 N; si X !� ai:::aj existe Y 2 N tal que o (Y !� ai:::aj�1 y X ! Y aj 2 P )
o (Y !� ai+1:::aj y X ! a1Y 2 P ), esta observacion es la base para diseñar un
automata celular unidireccional que reconozca L (G) :
Sean 1 � i � j � n; de�nimos un conjunto N (i; j) � N de la siguiente

manera:
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�Para todo i � n se de�ne

N (i; i) = fX 2 N : X ! wi 2 Pg

�N (i; j) = N1 (i; j) [N2 (i; j) :
�N1 (i; j) = fX 2 N : X ! Y aj 2 P y Y 2 N (i; j � 1)g :
�N2 (i; j) = fX 2 N : X ! aiY 2 P y Y 2 N (i+ 1; j)g :

Note que w 2 L (G) si y solo si S 2 N (1; n) : Sea M =(Q;T ) el automata
unidireccional de�nido por:

1. Q =
�
P (N)��2

�
[�:

2. El operador T esta de�nido por:
Al procesar el input w; el automataM hace lo siguiente

�En el instante 1 y para todo i � n la i-esima celda accede al estado

(N (i; i) ; (wi; wi))

�Dado k � 2 y para todo i � n suponemos que el estado de la celda i-esima
justo antes de la k-esima iteracion es

(N (i; i+ k � 2) ; (wi; wi+k�2))

entonces si i+ k � 1 � n en el instante k la celda i-esima calcula

(N (i; i+ k � 1) ; (wi; wi+k�1))

usando su estado y el estado de su vecino a la derecha que es igual a

(N (i+ 1; i+ k � 1) ; (wi+1; wi+k�1))

si i+ k � 1 � n la celda i-esima no cambia su estado.

Note que para el instante n la celda 1 ha calculado N (1; n) : Sea q (1; n) el
estado de la celda 1 en el instante n. Tenemos entonces que M acepta w si y
solo si S pertenece a �1 (q (1; n)) si y solo si w 2 L (G) :

Corollary 8. (novena cota superior para Pal)

1. Pal puede ser reconocido en tiempo real usando automatas celulares unidi-
reccionales.

2. Pal puede ser reconocido en tiempo real usando arreglos iterados unidimen-
sionales.

De�nition 36. Un lenguaje L es 2-lineal si y solo si existe un lenguaje lineal
K tal que L = K �K:
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Todo lenguaje lineal puede ser reconocido en tiempo real por un automata
celular unidireccional, ¿es esto cierto de los lenguajes 2-lineales? La respuesta
es no, existen lenguajes 2-lineales que no pueden ser reconocidos por automatas
celulares unidireccionales [32]. Sea Pal(2) el lenguaje Pal � Pal; ¿Pal(2) puede
ser reconocido en tiempo real por un automata celular unidireccional?
Cerraremos esta seccion introduciendo (en aras de la completez) la de�nicion

de automata celular unidimesional y bidireccional (1-CA para abreviar).

De�nition 37. Un automata celular es una quintupla M = (Q;�;#; A; �) tal
que

1. Q es un conjunto �nito (el conjunto de estados deM).
2. � � Q es el alfabeto de la maquina.
3. # 2 (Q��) es un simbolo especial que se usa para determinar (marcar) el
inicio y el �n del input.

4. A � Q es el conjunto de estados de aceptacion.
5. � : (Q [ f#g)�Q�(Q [ f#g)! Q es la funcion de transicion de la maquina.

Todo 1-OCA puede ser visto como un 1-CA que no usa la bidireccionalidad
del �ujo de informacion. Lo anterior implica que Pal puede ser reconocido en
tiempo real por un 1-CA:

10.1 La ubicacion de Pal en la jerarquia de Chomsky

SeaREG la coleccion de los lenguajes regulares, DCFL la coleccion de los lengua-
jes libres de contexto deterministicos, UCFL la coleccion de los lenguajes libres
de contexto no ambiguos, LCFL la coleccion de los lenguajes lineales y CFL la
coleccion de los lenguajes libres de contexto. Tenemos que:

1. REG $ DCFL dado que Pal� 2 DFCL �REG y REG � DCFL
2. REG $ LCFL dado que Pal� 2 LFCL �REG y REG � LCFL
3. DCFL $ UCFL dado que Pal 2 UCFL �DCFL y DCFL � UCFL
4. LCFL " DCFL dado que Pal 2 LCFL�DCFL.
5. DCFL;UCFL " LCFL dado que el lenguaje Pal�Pal� es determinista (y
entonces no ambiguo) pero no es lineal.

6. Existen lenguajes que son a la vez lineales y ambiguos (i.e. LCFL " UCFL).
Sea L el lenguaje regular de�nido por

L =
�
w 2 f0; 1g� : jwj1 � 1 (mod 3) y jwj0 � 2 (3)

	
donde jwji denota el numero de ocurrencias del caracter i en la palabra w:
El lenguaje L � Pal es lineal y es ambiguo.

Es interesante notar que en todas las separaciones discutidas en el paragrafo
anterior el lenguaje Pal (y sus relativos) ha jugado un papel determinante.
Las separaciones 1 � 4 de la lista anterior han sido veri�cadas y discutidas

en profundidad en los capitulos anteriores, las separaciones 5; 6 y 7 pueden ser
veri�cadas usando la caracterizacion de lenguajes lineales que introducimos a
continuacion.
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De�nition 38. Sea M un automata de pila y sea w un input de M. Si en el
instante t de una computacion de M en el input w; el automata M escribe en
la pila, pero en el instante t+ 1 borra un caracter de la pila decimos queM ha
realizado un giro en esta computacion. Si en el instante t el autmata borra en
la pila y en el instante t+ 1 escribe en la pila decimos tambien que el automata
M ha realizado un giro en esta computacion.

De�nition 39. Un automata de pila M es un automata de un giro (one-turn
pushdown automata) si y solo si para todo w input deM y para toda computacion
deM en w; el automataM realiza a lo mas un giro.

Theorem 20. L es lineal si y solo si existe un automata de un giro que reconoce
L:

Sea CSL la coleccion de lenguajes sensitivos al contexto (lenguajes que pueden
ser reconocidos mediante automatas linealmente acotados, esto es: usando maquinas
de Turing de una sola cinta y con la restriccion adicional de que las celdas que
pueden ser usadas durante la computacion son las celdas ocupadas por el input
al inicio de la la computacion) y sea T C la coleccion de los lenguajes Turing
computables. La jerarquia de Chomsky es la jerarquia

REG ( DCFL ( UCFL ( CFL ( CSL ( T C

De todo el trabajo realizado hasta el momento es posible dar la ubicacion
exacta de Pal en esta jerarquia:

Pal 2 UCFL \ LCFL\ (DCFL)c

¿Hemos logrado caracterizar la complejidad intrinseca del problema Pal? No
realmente, una tal caracterizacion requiere exhibir una clase de maquinas tal
que Pal es el problema mas di�cil de entre todos los problemas que pueden ser
resueltos por este tipo de maquinas, esto es: tal que Pal es completo para la
clase de complejidad de�nida por este tipo de maquinas.
El lector desprevenido podra pensar que no existen problemas abiertos refer-

entes a las propiedades algoritmicas del lenguaje Pal: El lector experimentado
sospechara que este no es el caso. Considere la siguientes preguntas: El lenguaje
Pal parece capturar lo especi�co de los lenguajes libres de contexto no deter-
mistas, no ambiguos y lineales. ¿Es posible precisar la (muy vaga) a�rmacion
anterior? La intuicion indica que Pal es el lenguaje mas di�cil entre aquellos
que pueden ser reconocidos usando automatas no ambiguos de un solo giro ¿es
Pal completo para esta clase de lenguajes? ¿Bajo que tipo de reduccion? Note
que Pal 2 L (i.e. Pal puede ser resuelto usando espacio logaritmico). Lo ante-
rior implica que las reducciones que debemos considerar no son reducciones de
espacio logaritmico. ¿Que tipo de reduccion, mas debil que espacio logaritmico,
podria ser util? En la literatura se han estudiado reducciones no uniformes de
profundidad acotada (constant depth reductions [45]), estas reducciones no pare-
cen ser de utilidad a la hora de estudiar la complejidad de Pal dado que desde el
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punto de vista no uniforme Pal es trivial: el lenguaje Pal puede ser reconocido
por una famila de circuitos de profundidad 2, i.e. Pal 2 AC0 [45].
Problema. ¿Es Pal completo para hLINisub(L) ; la clausura de LIN (la

coleccion de lenguajes lineales) bajo reducciones de espacio sublogaritmico?

11 Automatas cuanticos

Las maquinas cuanticas son maquinas de escala microcospica que intentan ex-
plotar la riqueza de los estados cuanticos (superposicion de estados). En esta
seccion nos limitaremos a estudiar el modelo de automatas �nitos de doble via
cuanticos (quantum two-way automata) los cuales, a diferencia de sus analo-
gos clasicos, pueden reconocer el lenguaje Pal. Es importante señalar que los
automatas �nitos de una sola via cuanticos solo pueden reconocer lenguajes reg-
ulares por lo que son incapaces de reconocer el lenguaje Pal [2].
Se conjetura que los computadores cuanticos son exponencialmente mas po-

tentes que los computadores clasicos, esto es: se conjetura que existen problemas,
los cuales pueden ser resueltos en tiempo polinomial con maquinas cuanticas pero
requieren tiempo exponencial sobre maquinas clasicas 4 . Una evidencia a favor
de esta conjetura es el famoso algoritmo cuantico de Shor [44], el cual permite
factorizar enteros y calcular logaritmos discretos en tiempo polinomial (¡permite
romper los protocolos criptogra�cos mas conocidos!), recuerde que a la fecha to-
dos los algoritmos clasicos conocidos que resuelven estos problemas son de tiempo
exponencial. Se sabe que las maquinas cuanticas pueden ser estrictamente mas
poderosas que las maquina clasicas, Grover [21] descubrio un algoritmo cuan-
tico que encuentra un item dado en una lista no ordenada de tamaño n y que
realiza O (

p
n) queries, es facil probar que una maquina clasica que resuelva el

mismo problema debe realizar 
 (n) queries. Recuerde que el no determinismo
incrementa el poder de computo de los automatas de pila, pero no lo hace en
el caso de los automatas regulares, ¿puede lo cuantico incrementar el poder de
computo al nivel de los automatas regulares? Si y no, ya hemos mencionado que
los automatas cuanticos de una via solo pueden reconocer lenguajes regulares.
Por otro lado, en esta seccion, estudiaremos el modelo de automatas de doble
via cuanticos y probaremos que estos si pueden reconocer el lenguaje Pal:
Sea Q un conjunto �nito, una superposicion de Q-estados es un vector uni-

tario v 2 KjQj, i.e. un vector jQj-dimensional que satisface la ecuacion kvk = 1
(donde K es un campo adecuado que puede ser o R o C dependiendo de la
aplicacion en mente). Podemos identi�car cada q 2 Q con un vector de la
base canonica de KjQj; al vector asignado al elemento q lo denotaremos con
el simbolo vq; tenemos entonces que una superposicion es un vector

P
i�jQj �qvq

4 La tesis fuerte de Church a�rma que toda maquina computadora puede ser simulada
en tiempo polinomial por una maquina de Turing. Las maquinas cuanticas podrian
ser el primer contraejemplo a la tesis fuerte de Church. Realizaciones concretas de
maquinas cuanticas (por ejemplo de la maquina de Shor) podrian ser construidas en
el futuro cercano, no es este el caso con las maquinas no deterministicas, las cuales
son un modelo de computacion esencialmente teorico.
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tal que
P

q�jQj j�qj
2
= 1: Si el conjunto Q es el conjunto de estados de una

maquina cuantica, una superposicion de q estados es una superposicion de los
estados posibles de la maquina, en el universo cuantico un objeto puede estar
simultaneamente en varios estados, en cada uno con diferentes amplitudes (no
probabilidades, las amplitudes pueden ser negativas o pueden ser complejas), la
unica condicion es que la suma de las normas de estas amplitudes sea igual a 1:
La evolucion de un sistema cuantico esta gobernada por un, o por un conjunto

de, operador(es) unitario(s). Recuerde que un operador unitario sobre KjQj es un
endomor�smo lineal que preserva la norma. Es posible caracterizar los operadores
unitarios como los endomor�smos que satisfacen la ecuacion

U�1 = U t

donde el superindice t denota la operacion de transposicion matricial.
En el universo cuantico existen estados, operadores unitarios y mediciones.

Una medicion ortogonal es un conjunto fPigi�n de operadores lineales que sat-
isface las condiciones:

1. Pi = P ti :
2. P 2i = Pi:
3. PiPj = 0; si i 6= j.
4.
P
Pi = I:

Un conjunto fPigi�n es una medicion ortogonal sobre el espacio KjQj si y
solo si existe una descomposicion ortogonal de KjQj; digamos V1 � ::: � Vn tal
que para todo i � n se tiene que Pi es la proyeccion ortogonal de KjQj en Vi
(medir es poyectar desde un espacio complejo, que no podemos visualizar, en un
espacio de baja complejidad).
Dada v una supersposicion podemos aplicar a v un operador unitario U y

obtener una nueva superposicion Uv o podemos aplicarle una medicion ortogonal
fPigi�n, el principio de incertidumbre de Heisenberg indica que una superposi-
cion cuantica no puede ser observada directamente, tan solo puede ser medida, y
al ser medida se transforma en una nueva superposicion que no podemos prede-
cir directamente. Al aplicar una medicion fPigi�n a una superposicion ; ocurre
lo siguiente:

1. Para cada i 2 f1; :::; ng el resultado de la medicion es i con probabilidad
kPivk2 :

2. Si el resultado de la medicion es i; la superposicion se transforma en Piv
kPivk :

De�nition 40. Un automata cuantico de doble via es una tupla

M = (Q;S; q0; s0; �; �; Sacc; Srej)

tal que:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados cuanticos deM.
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2. S es un conjunto �nito, el conjunto de estados clasicos deM.
3. q0 2 Q es el estado cuantico inicial.
4. s0 2 S es el estado clasico inicial.
5. Sacc [ Srej � S es el conjunto de estados de parada. Si la maquina accede
a un estado de parada la computacion se detiene. Sacc es el conjunto de
estados de aceptacion y Srej es el conjunto de estados de rechazo.

6. � determina la evolucion de los estados de la maquina. En un instante
de la computacion el estado cuantico de la maquina es una superposicionP
�qvq: Dada (s; �) 2 (S � (Sacc [ Srej))�� una con�guracion clasica de

la maquina � (s; �) es o un operador unitario o una medicion ortogonal que
se aplica, en ambos casos, al estado cuantico

P
�qvq:

7. � determina la evolucion de los estados clasicos y el movimiento de la cabeza.
Si � (s; �) es un operador unitario, entonces � (s; �) es un elemento de S �
f ;�;!g ; si � (s; �) es una medicion entonces � (s; �) es una funcion del
conjunto de resultados posibles de la medicion en S � f ;�;!g (note que
�; al depender de las mediciones, es una funcion de transicion probabilista).

Dado w = w1:::wn un input de M, la computacion de la maquina procede
de la siguiente manera. En el instante cero la cinta de la maquina contiene
la palabra Lw1:::wnD que ocupa las celdas f0; :::; n+ 1g ; los simbolos L y D
son simbolos especiales que indican el inicio y el �n del input. En este mismo
instante, el instante cero, la cabeza de la maquina esta en la celda cero, el estado
cuantico es vq0 y el estado clasico es s0: La cabeza de la maquina no puede
pasar a la izquierda de la celda ocupada por el simbolo L y no puede pasar a la
derecha de la celda ocupada por el simbolo D: En cada transicion se transforma
primero el estado cuantico de acuerdo a �; y dependiendo del resultado de esta
transformacion la funcion � determina la evolucion del estado clasico y de la
cabeza lectora.
Dado w; el simbolo PrM (w) denota la probabilidad de que la maquina acceda

a un estado de aceptacion: Es posible que un automata de doble via no pare al
procesar un input, diremos queM es un automata correcto si y solo si para todo
w la probabilidad de queM pare, al procesar el input w; es igual a 1: Dado un
automata correcto de doble via cuantico, digamosM, diremos queM acepta el
lenguaje L con error " si y solo si ocurre lo siguiente

�w 2 L implica que PrM (w) = 1:
�w =2 L implica que PrM (w) � ":

En lo que sigue probaremos que dado " � 0 existe un automata cuantico de
doble viaM (y correcto) que reconoce el lenguaje Pal con error ": El conjunto
de estados cuanticos del automata M es el conjunto fq0; q1; q2g ; la funcion �
asociada aM depende de los operadores unitarios

U0 =

24 4
5

3
5 0

� 35
4
5 0

0 0 1

35 y U1 =

24 4
5 0 3

5
0 1 0
� 35 0

4
5

35
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Y la medicion ortogonal es el conjunto f�0; �1g, donde �0 es la proyeccion
ortogonal sobre el espacio hvq0i y �1 es la proyeccion ortogonal sobre el espacio
hvq1 ; vq2i :
Sean X0 y X1 las matrices 5U0 y 5U1 (respectivamente), sea f : Z3 ! Z la

funcion
f (u) = 4u1 + 3u2 + 3u3

y sea K � Z3 el conjunto�
u 2 Z3 : u1mod5 6= 0; f (u)mod 5 6= 0 y u2u3mod5 = 0

	
El lema a continuacion es un excelente ejercicio de algebra lineal cuya prueba
dejaremos al lector (el lector interesado puede consultar la referencia [2]).

Lemma 15. Sea u un elemento de Z3; se tiene lo siguiente

1. Si u 2 K entonces X0u y X1u pertenecen a K:
2. Si existen v; w 2 Z3 tales que u = X0v = X1w entonces u no pertenece a K:
3. Si u = Y �11 :::Y �1n Zn:::Z1e1 y para todo i � n se tiene que Yi; Zi 2 fX0; X1g,
entonces

u22 + u
2
3 =

�
0 si para todo i � n se tiene que Yi = Zi

� 25�n en caso contrario

Theorem 21. (decima cota superior para Pal)
Dado " � 0 existe un automata cuantico de doble via cuantico y correcto,

llamemosloM, que reconoce el lenguaje Pal con error ":

Proof. El automataM esta de�nido de la siguiente manera.

1. La computacion deM en el input w = w1:::wn inicia con el automata en el
estado cuantico vq0 = e1 = (1; 0; 0) ; el automata recorre la cinta de izquierda
a derecha hasta encontrar el simbolo D: En esta etapa, al leer un simbolo xi;
el automata M aplica al estado cuantico actual el operador Uk(i) de�nido
por

Uk(i) =

�
U0 si wi = 0

U1 en caso contrario

Al encontrar el simbolo D la cabeza del automata se desplaza al extremo
izquierdo de la cinta de entrada.

2. En la segunda etapa, el automata recorre nuevamente la cinta de izquierda
a derecha, al leer el caracter wi aplica al estado cuantico actual el operador
U�1k(i) de�nido por

U�1k(i) =

�
U�10 si wi = 0

U�11 en caso contrario

Note que al �nalizar la segunda etapa el estado cuantico q es igual a

U�1k(n):::U
�1
k(1)Uk(n):::Uk(1)e1

= 25�nX�1
k(n):::X

�1
k(1)Xk(n):::Xk(1)e1
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y note que para todo i � n se tiene Uk(i) = Uk(n�i) si y solo si x es un
palindromo, entonces de acuerdo al lema 15 se tiene que

k�1 (q)k2 =
�
0 si w es un palindromo
� 25�2n en caso contrario

3. Lo anterior sugiere que es un buen momento para aplicar una medicion, al
aplicar una medicion al estado q se obtiene lo siguiente:

� Si w es un palindromo el resultado de la medicion es 0 con probabilidad
1:

� Si w no es un palindromo, el resultado de la medicion es igual a 0 con
probabilidad k�1 (q)k2 o igual a 1 con probabilidad k�2 (q)k2 � 25�2n:
En este punto, al terminar la primera ronda, el automata M ya dis-
tingue entre palindromos y no palindromos, a los palindromos los acepta
con probabilidad 1 y a los no palindromos los rechaza con probabilidad
mayor que 25�2n; probabilidad que desafortunadamente es negligible
para n grande (la robabilidad de rechazo depende de la longitud del in-
put), ¿que puede hacerse? La unica solucion a la vista es ampli�car esta
probabilidad de rechazo.

Si el resultado de la medicion es 1, el automata para y rechaza el input. Si el
resultado de la medicion es 0; el estado cuantico, despues de la medicion, se
transforma en �0(q)

k�0(q)k = e1: Si el estado clasico de la maquina era igual a p;
el estado clasico se transforma despues de la medicion en (p; 0) (suponemos
que S = A [ (A� f0; 1g) ; donde A es un conjunto �nito adecuado).

4. La cabeza de la maquina se desplaza de derecha a izquierda hasta encontrar
el caracter L; durante el proceso realiza lo siguiente:
Sea k � max flog (25) ;� log (")g ; al leer cada uno de los caracteres la
maquina simula la generacion de k bits aleatorios: sea v = 1p

2
e1+

1p
4
(e2 + e3) ;

la maquina emplea la supersposicion v como un estado cuantico auxiliar y
realiza k mediciones sobre v; sea ui el resultado de la i-esima medicion, note
que

Pr [ui = 0] =
1

2
y Pr [ui = 1] =

1

2

Si al realizar la simulacion se obtiene al menos un 0; el estado clasico de la
maquina pasa a ser (p; 1) ; en caso contrario el estado clasico se mantiene
igual a (p; 0) : Si al leer el caracter L el estado clasico es igual a (p; 0) la
maquina acepta el input, en caso contrario repite los pasos 1 a 4.

Suponga que w no es un palindromo, el estado cuantico de la maquina al
�nal de una ronda es igual a (p; 0) (para algun p 2 A) con probabilidad menor
o igual que 2�k(n) � " por lo que podemos asegurar que un no palindromo sera
aceptado con probabilidad menor que "; esto es: la maquina reconoce Pal con
error ": Por otro lado, es imposible que la maquina rechaze un palindromo, y es
facil probar que si w es un palindromo la probabilidad de que la maquina pare
y acepte w es igual a 1; esto es: el automataM es correcto.
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Theorem 22. (doudecima cota inferior para Pal)
No existe un automata cuantico de doble via que reconozca el lenguaje Pal

en tiempo real.

Proof. Suponga que existe un automata cuantico de doble via que reconoce el
lenguaje Pal en tiempo real, seaM un tal automata. Como Pal es un lenguaje no
trivial,M debe leer la totalidad del input que se encuentre procesando. Ahora,
dado queM es un automata de tiempo real,M es un automata de una sola via.
Tenemos entonces que Pal es regular, (todo lenguaje reconocido por automata
cuantico de una sola via es regular [2]), pero esto contradice el corolario 1.

Remark 12. Es importante notar que no es posible acotar el tiempo de computo
del automataM, lo mas que podemos decir es queM es un automata correcto
(para con probabilidad 1). ¿Existe un automata cuantico de doble via que re-
conozca Pal, que siempre pare y cuyo tiempo de computo este acotado por una
funcion recursiva? ¿Existe uno de tiempo lineal?

12 Ejercicios capitulo 1

1. Dado n el lenguaje Paln es el lenguaje �nito de�nido por

Paln = fw 2 Pal : jwj = ng

pruebe que todo automata regular que reconozca Pal requiere cuando menos
n estados, use esto para derivar una prueba alternativa de la no regularidad
de Pal:

2. Pruebe el lema de Ogden para lenguajes libres de contexto (consulte la ref-
erencia [28]).

3. Use el lema de Ogden para probar que el lenguaje
�
ww : w 2 f0; 1g�

	
no es

libre de contexto.
4. Diseñe una maquina de Turing de una sola cinta que reconozca Pal en tiempo
O
�
n2
�
:

5. Pruebe que dadaM una maquina bidimensional existe una maquina unidi-
mensional equivalente (i.e. que reconoce el mismo lenguaje), llamemosla N ,
tal que TN (n) 2 O

�
TM (n)

4
�
:

6. Pruebe todas las a�rmaciones, lemas y teoremas que se dejaron sin probar
en este capitulo y que usted considere no evidentes.

7. Pruebe que un lenguaje libre de contexto es lineal si y solo si puede ser
reconocido por un automata de pila de un solo giro.

8. Un automata de cola (queque automata) es un automata con una unidad
externa de memoria llamada cola, en los automatas de cola la cabeza de la
unidad externa de memoria esta ubicada, a lo largo de toda la computa-
cion, al inicio y no al �nal (como enlos automatas de pila) mientras que la
informacion que entra en la cola se ubicara el �nal de la misma (como en
los automatas de pila). Investigue la nocion de automata de cola (consulte
referencia [28], consulte wiki). Diseñe un automata de cola que reconozca
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Pal: Muestre que los automatas de cola son universales, esto es: pueden re-
conocer cualquier lenguaje Turing computable. Los automatas de cola no
son automatas de tiempo real, ¿cual es el tiempo de computo requerido por
un automata de cola para reconocer Pal?

9. Pruebe que siM es un automata de cola que reconoce Pal; entonces tM (n) 2




�
n
4
3

log(n)

�
, (ayuda: consulte la referencia [35]).

10. Pruebe que toda maquina de Turing puede ser simulada por un automata
con dos pilas (ayuda: muestre que una cola puede ser simulada por dos pilas).
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Maquinas multicinta
En esta seccion introduciremos el modelo de maquinas de Turing multicinta.

Dado k � 2 una maquina de Turing con k cintas es una maquina de Turing que
ademas de contar con la cinta de entrada, en la cual se escribe el input antes de
iniciar el computo, cuenta con k�1 cintas adicionales las cuales pueden ser usadas
como espacio de trabajo. Adicionalmente la maquina cuenta con k-cabezas lecto-
escritoras (una por cada cinta) que se mueven de manera independiente.

De�nition 41. Una maquina de Turing con k cintas es una sextupla

(Q;�; q0; F; �; A)

tal que:

1. Q es un conjunto �nito, el conjunto de estados de la maquina.
2. � es un conjunto �nito, el alfabeto de la maquina que satisface �[f�g � � .
3. q0 2 Q es el estado inicial de la maquina.
4. F � Q es el conjunto de estados �nales de la maquina.
5. La funcion de transicion � es una funcion de (� )k � Q en (� )k � Q �
f ;�;!gk :

6. F � A � Q y si el estado interno de la maquina pertenece a A la maquina
para.

Es posible establecer los siguientes resultados

�Dada M una maquina con k-cintas; existe M� una maquina de una sola
cinta que simula M. Adicionalmente se tiene que para todo n 2 N se sat-
isface la desigualdad TM� (n) � k (TM (n) + n+ 2k)

2 (esto es: TM (n) 2
O
�
(TM� (n))

2
�
)

�El lenguaje Pal puede ser decidido en tiempo lineal (¡incluso en tiempo real!)
por una maquina multicinta.

Tenemos entonces que la adicion de hardware (k�1 cintas adicionales) incre-
menta el poder de computo pero de una manera modesta. Lo incrementa porque
permite decidir algunos lenguajes computables de manera mas e�ciente. El in-
cremento en poder de computo es modesto dado que las nuevas maquinas son
capaces de decidir exactamente los mismo lenguajes y ademas porque el incre-
mento en e�ciencia (aceleramiento, speed up) es de caracter polinomial, y mas
especi�camente cuadratico.

Theorem 23. (undecima cota superior para Pal)
El lenguaje Pal puede ser decidido en tiempo lineal por una maquina multi-

cinta.

Proof. Sea M la maquina de dos cintas de�nida por:
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�Al comienzo de la computacion, el input w aparece escrito en el extremo
izquierdo de la cinta 1; la cinta 2 se encuentra vacia, las dos cabezas lecto-
escritoras de la maquina se encuentran ubicadas en el extremo izquierdo de
cada cinta.

� Supongamos que el input w tiene longitud n: En la primera etapa del com-
puto las dos cabezas se desplazan n posiciones a la derecha. Mientras la
cabeza de la cinta de trabajo se mueve sobre su cinta va escribiendo los car-
acteres de w (que la cabezade la cinta de entrada esta leyendo), esto es: en
la primera etapa simplemente se copia el input en la cinta de trabajo.

�En la segunda etapa del computo la cabezade la cinta de entrada se desplaza
al extremo izquierdo de su cinta.

�En la tercera etapa las dos cabezas se mueven de manera simultanea, la
cabeza de la cinta de entrada se mueve de izquierda a derecha leyendo el
input, la cabeza de trabajo se mueve de derecha a izquierda. Las dos cabezas
van leyendo los contenidos de sus cintas. La cabeza de trabajo lee a w de
derecha a izquierda, mientras que la cabeza de la cinta de entrada lee a w de
izquierda a derecha. La maquina compara paso a paso los caracteres leidos
por cada una de las cabezas. Si en algun instante de esta etapa las cabezas se
encuentran leyendo caracteres distintos la maquina para y rechaza el input.
Si todos los caracteres coinciden la maquina acepta el input.

Es facil convencerse de que la maquina M acepta el lenguaje Pal: Adicional-
mente es facil convencerse de que el tiempo de computo de M es 3n:

13 Reconocimiento de palindromos en tiempo real
usando maquinas multi-cinta.

En esta seccion estudiaremos el teorema de Galil-Slisenko [16] y [46] el cual a�rma
que Pal puede ser reconocido en tiempo real usando maquinas multicinta.
Un problema algoritmico es un problema online, si al procesar una cualquiera

de sus instancias estamos obligados a procesar cada uno de sus caracteres una
vez estos son recibidos (leidos), y no podemos aplazar la tarea de procesarlos
(usar la informacion que nos proporcionan), note que esto ultimo siempre es
posible si la cabeza lectora de la cinta de entrada es bidireccional: ignoramos
el caracter, seguimos adelante, nos devolvemos y usando informacion aposteri-
ori (caracteres a la derecha) lo procesamos. Tetris, el problema consistente en
apilar de la mejor manera las piezas que van apareciendo en pantalla, es un prob-
lema online: debemos acomodar cada una de las piezas (caracteres) cuando estas
aparecen en pantalla, no podemos seguir adelante, devolvernos y reacomodarlas.
La nocion de problema online sugiere la nocion de maquina online.

De�nition 42. Dada M una maquina de Turing con una cinta de entrada de
solo lectura y k�1 cintas de trabajo, diremos queM es una maquina online si y
solo si la cabeza lectora de la cinta de entrada solo puede moverse de izquierda a
derecha, si por el contrario la cabeza lectora de la cinta de trabajo puede moverse
en las dos direcciones diremos que la maquina es o­ ine.
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Remark 13. No todo problema es online (no todo problema puede ser resuelto
online). considere por ejemplo la funcion F : f0; 1g� ! N de�nida por

F (w)i = 1 si y solo si i es le centro de un palindromo incial de w

Es claro que determinar el i-esimo bit de F (w) ; (i.e. el bit F (w)i) implica
leer el segmento w [1:::2i+ 1] de w:

La nocion informal de tiempo real que hemos mencionado hasta el momento
corresponde a lo siguiente: un problema L puede ser resuelto en tiempo real si y
solo si existe un automata que resuelve L y tal que para todo w 2 �� se satisface
la desigualdad

tM (w) � jwj
La nocion de tiempo real que se usa en la literatura es un poco mas �exible,

(pero esencialmente equivalente).

De�nition 43. (Tiempo real)

1. Dada M una maquina online, dada w 2 �� y dado a 2 �; el simbolo
�tM (w; a) denota el numero de transiciones que realiza la maquinaM justo
despues de leer el ultimo caracter de w y antes de leer el caracter a:

2. Una maquina online M es una maquina de tiempo real si y solo si existe c
tal que para todo w 2 �� y para todo a 2 � se tiene que �tM (w; a) � c:

3. Un problema L es resoluble en tiempo real si y solo si existe una maquina
de tiempo real que lo resuelve.

La de�nicion de maquina online implica que para todo w 2 �� se satisface
la desigualdad tM (w) � c jwj ; la cual es menos exigente que la desigualdad
asociada a la nocion intuitiva de tiempo real. El teorema del aceleramiento lineal
(linear speed up, consulte la referencia [39]) implica que toda maquina online
M de tiempo real puede ser transformada en una maquina N que satisfaga la
desigualdad

tN (w) � jwj
esto es: la nocion intuitiva de tiempo real es equivalente a la nocion tecnica de

tiempo real que acabamos de introducir. Todo problema que pueda ser resuelto
en tiempo real, de acuerdo a la segunda de�nicion, puede ser resuelto en tiempo
real de acuerdo a la primera de�nicion (supuestamente mas exigente).
Sea f : �� ! f0; 1g� una funcion computable, diremos que f es una funcion

online si y solo si satisface:

1. Para todo w 2 �� se tiene que jf (w)j = jwj :
2. Para todos u;w 2 �� si u @ w se tiene que f (u) @ f (w) o, lo que es lo
mismo, para todos u;w 2 �� se tiene que f (uw) = f (u) f (w) :

Las dos condiciones anteriores implican que siM es una maquina online que
calcula f , la maquina imprimira el caracter i-esimo del output justo despues de
leer el i-esimo caracter del input.
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Sea �pal : f0; 1g
� ! f0; 1g� la funcion de�nida por

para todo i � jwj se tiene que
�
�pal (w)

�
i
= 1 si y solo si w1:::wi 2 Pal

Galil probo en [16] que la funcion �pal puede ser calculada en tiempo real,
este resultado y parte de su prueba es el tema de esta seccion.

13.1 Algoritmos predecibles

Sea f : �� ! f0; 1g� una funcion online y sea kf : f0; 1g� ! N la funcion
de�nida por

kf (x) = min
n
jzj : 9a 2 �

�
f (xza) = f (x) 0jzj1

�o
De�nition 44. DadoM un algoritmo que calcula la funcion f decimos queM
satisface la condicion de predictibilidad si y solo si existe una constante c tal
que:

1. �tM (w; a) � c implica que f (wa) = f (w) 0:

2. �kf (w; a) � �tM(w;a)
c � 2:

Galil prueba en [17] que todo algoritmo predecible puede ser transformado
en un algoritmo de tiempo real. Haremos un fuerte uso de este resultado al
probar que �pal puede ser calculada en tiempo real. Es importante comentar
que el trabajo desarrollado por Galil en [16] es esencialmente una simpli�cacion
del trabajo previamente realizado por Slisenko [46] quien probo, a lo largo de
172 densas paginas, que �pal puede ser calculada en tiempo real, la prueba de
Slisenko es di�cil y directa (Slisenko exhibe un algoritmo de tiempo real que
calcula �pal), la prueba de Galil es indirecta y mucho mas simple (Galil exhibe
un algoritmo predecible que calcula �pal).
En lo que sigue estudiaremos la prueba del siguiente teorema.

Theorem 24. Existe un algoritmo predecible que calcula la funcion �pal:

De este teorema podemos obtener como corolario la doudecima cota superior
para Pal:

Corollary 9. (doudecima cota superior para Pal)
Pal puede ser reconocido en tiempo real usando maquinas multicinta.

14 El algoritmo predecible de Galil-Slisenko

Intentaremos mostrar, en esta seccion, que existe una maquina de Turing mul-
ticinta de tiempo real que reconoce el lenguaje Pal: No exhibiremos una tal
maquina, exhibiremos una maquina de una sola cinta, llamemoslaM, con mul-
tiples cabezas asociadas a esta unica cinta y tal que:
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1. Dado w = w1:::wn 2 f0; 1g� y dado w� = w1cw2c::::cwn (con c =2 f0; 1g);
si y = �1:::�2n�1 2 f0; 1g� es el output de M en el input w� entonces dado
i = 2m� 1 � 2n� 1 se tiene que �i = 1 si y solo si w [1:::m] 2 Pal:

2. M es una maquina predecible.

Lo primero que debemos comentar es que la existencia de una tal maquina
es su�ciente para garantizar la existencia de una maquina multicinta de tiempo
real que calcule la funcion �pal: Esto es asi porque:

1. Fischer, Meyer y Rosenberg probaron que una maquina de una sola cinta y
k cabezas puede ser simulada en tiempo real por una maquina multicinta
standard con 11k � 9 cintas [12]. Posteriormente Leong y Seiferas probaron
que 4k � 3 cabezas son su�cientes [34].

2. El blow up en el tiempo de computo generado por transformar el input w en
la palabra w�; que es dos veces mas larga, puede ser eliminado usando las
tecnicas de linear speed up ya mencionadas.

3. El teorema de Galil a�rma que predictibilidad y tiempo real son conceptos
equivalentes.

Sea w = w1:::wn 2 f0; 1g� y sea w� = u1:::u2n�1; suponga que i � j � k
satisface lo siguiente:

1. j � i = k � j:
2. La palabra u [i:::k] es un palindromo.
3. La palabra u [i� 1:::k + 1] no es un palindromo.

Suponga ademas que para todo l � j� 1 ya se ha determinado si la posicion
l es o no es el centro de un palindromo inicial (esto es: el centro de un segmento
inicial de w de longitud impar y que pertenece a Pal). El item 3 implica que k
no es el centro de un palindromo inicial, los items 2 y 3 implican que i � 1 y
k + 1 son posiciones impares. Por otro lado, todo segmento inicial de longitud
par no es un palindromo (el caracter inicial pertenece a f0; 1g ; mientras que el
caracter �nal es igual a c =2 f0; 1g). Esto es: todos los palindromos iniciales de w�
tienen longitud impar y estan en correspondencia biunivoca con los palindromos
iniciales de w (la biyeccion consiste en borrar las c�s en los palindormos inciales
de w�).
Suponga ahora que u = uk+1ukuk�1:::ul+1ul es el palindromo inicial mas

largo en la palabra uk+1ukuk�1:::uiui�1: Dado que k + 1 e i � 1 son impares,
todo palindromo inicial en uk+1ukuk�1:::uiui�1 es de longitud impar y por lo
tanto tiene centro. Sea r = k+1+l

2 el centro de u; note que j � r � k + 1
(r = k+1 si y solo si el unico palindromo inicial de uk+1ukuk�1:::ul+1ul es uk+1
cuyo centro es la posicion k + 1).

Lemma 16. Para todo l 2 fj + 1; :::; r � 1g se tiene que l no puede ser el centro
de un palindromo incial de w�:
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Proof. Suponga que existe l 2 fj + 1; :::; r � 1g tal que l es la posicion centro de
un palindormo incial de w�; en este caso la palabra uk+1uk:::u2l�ku2l�k�1 seria
un palindromo inicial de uk+1ukuk�1:::uiui�1 mas largo que u; lo cual es una
contradiccion.

El lema anterior es el nucleo combinatorio del algoritmo de Galil-Slisenko, el
cual pasamos a describir a continuacion.

Una version ingenua del algoritmo Sea w la palabra que necesitamos clasi-
�car, bien sea como palindromo o bien como no palindromo. Sea w� el input
de M. La maquina M cuenta, para empezar, con al menos tres cabezas que
llamaremos izquierda, central y derecha: Sea t un instante durante la computa-
cion deM en el input w�; en el instante t las cabezas deM ocupan posiciones
L � C � R, satisfaciendose lo siguiente:

1. C � L = R� C:
2. La palabra u [L:::R] es un palindromo.

La cabeza lectora de M es la cabeza derecha; cuando esta cabeza ocupa la
posicion R; la maquinaM ha calculado los caracteres y1; :::; yR del output. En el
instante t+ 1 la cabeza izquierda se desplaza una posicion a la izquierda, hasta
L � 1; mientras que la cabeza derecha se desplaza una posicion a la derecha,
hasta R+1. La maquinaM veri�ca si los caracteres leidos por estas dos cabezas
son iguales, en caso de serloM imprime

yR+1 =

�
1 si L� 1 = 1; i.e. la cabeza izquierda ocupa la celda inicial

0; en otro caso

Remark 14. Note que si L�1 = 1 la palabra u1:::uR+1 es un palindromo inicial.

Remark 15. Para que la veri�cacion exigida en el paragrafo anterior (L� 1 = 1;
i.e. la cabeza L ocupa la celda inical) pueda realizarse supondremos que la celda
inicial tiene una marca especial.

Supongamos ahora que los caracteres leidos por L y R di�eren, tenemos
entonces que la posicion ocupada por C no puede ser el centro de un palindromo
incial. En este caso la maquinaM simula el algoritmo de Fischer y Paterson [13]
en el input uR+1uR:::uLuL�1: Existe K � 0 tal que la simulacion del algoritmo
FP (usaremos el simbolo FP para denotar el algoritmo de Fischer y Paterson)
por parte de la maquina M, en el input uR+1uR:::uLuL�1; consta de a lo mas
K (R� L) transiciones. Tras a lo masK (R� L) transicionesM habra calculado
u; el palindromo inicial mas largo contenido en uR+1uR:::uLuL�1; asi como el
centro de u que llamaremos D: Resulta que D es el punto mas cercano a C; por
la derecha, que podria ser el centro de un palindromo inicial. La maquina M
deja la cabeza lectora (derecha) en la posicion R+ 1; mueve la cabeza central a
la posicion D y mueve a la cabeza izquierda hasta la celda 2D �R� 1:
El procedimiento descrito en los paragrafos anteriores es el nucleo del al-

goritmo de Galil-Slisenko. Es facil convencerse de que el algoritmo es correcto,
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esto es: dado w� = u1:::u2n�1, dado y1:::y2n�1 el output de M en w� y dado
i � 2n� 1; se tiene que yi = 1 si y solo si u [1:::i] es un palindromo.
Queda pendiente veri�car que la maquina M es predecible. Consideremos

tres casos:

1. (match) uL�1 = uR+1 y L� 1 � 1: En este caso la maquina imprime 0 y su
cabeza lectora (la cabeza R) avanza una posicion a la derecha. Note que en
este caso �t (u1:::uR+1; uR+2) = 1:

2. (missmatch) ui�1 6= uk+1. En este caso la maquina simula la computacion
de FP en el input uR+1uR:::uLuL�1; encuentra el siguiente centro tenta-
tivo y desplaza las cabezas central e izquierda; entonces imprime 0 y las
cabezas derecha e izquierda se desplazan una posicion. Note que en este caso
�t (u1:::uR+1; uR+2) = O (R� L) :

3. (palindromo) uL�1 = uR+1 y L� 1 = 1: Este, al igual que el caso anterior,
puede ser un caso problematico (i.e. un caso en el que �t (u1:::uR+1; uR+2)
no esta acotado por una constante). Podemos considerar este caso como
un caso especial del anterior, recuerde que nosotros necesitamos marcar la
celda inicial, esto podemos hacerlo usando el alfabeto � = � [ (� � f0g) y
de�niendo w� como (w1; 0) cw2cw3c:::cwn: Note que, de esta manera, siem-
pre que la cabeza L alcanze la celda 1 ocurrira un missmatch, un missmatch
especial que la maquina podra reconocer gracias a la componente 0 del car-
acter que esta leyendo a la izquierda. En este caso, la maquina imprime 1
(esto es lo especial) y realiza el mismo trabajo que en el caso anterior.

La version ingenua del algoritmo de Galil-Slisenko, aqui expuesta, no es un
algoritmo predecible. El problema es que en el caso missmatch debemos simular
el algoritmo FP; y es posible que el tiempo empleado en esta simulacion no pueda
ser acotado linealmente con respecto a la distancia existente entre la posicion
R; de la cabeza derecha, y el extremo �nal del siguiente palindromo inicial (es
posible que no se satisfaga la condicion 2 en la de�nicion de algoritmo predecible).
Note por otro lado que las cabezas izquierda y central deben ser desplazadas una
distancia menor o igual que la existente entre la cabeza derecha y el extremo
�nal del siguiente palindromo inicial. Tenemos entonces que, el unico problema
que presenta la version ingenua del algoritmo de Galil es la necesidad de simular
FP en cada missmatch. ¿Que podemos hacer? Quizas no simular FP en cada
missmatch e intentar usar la informacion obtenida en las anteriores simulaciones.

Una version mas cuidadosa: rompiendo cadenas. El algoritmo de Galil-
Slisenko se basa fuertemente en la nocion de cadena (reticulo cohesivo) intro-
ducida por Slisenko [46]. Las cadenas son los objetos combinatorios que permiten
guardar informacion referente a las simulaciones de FP ejecutadas en etapas an-
teriores de la computacion.

De�nition 45. Dada w1:::wn una palabra, una semicadena sobre w es una se-
cuencia H = i1; :::; ik tal que:

1. 1 � i1 � i2 � ::: � ik � n:
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2. Para todos l; r � k�1 se tiene que il+1� il = ir+1� ir; (usaremos el simbolo
h (H) para denotar la cantidad i2 � i1).

3. Para todo i � k la palabra w [ik � h (H) :::ik + h (H)] es un palindromo con
centro en ik:

Dada w una palabra y dado S (w) el conjunto de todas las semicadenas sobre
w, podemos de�nir un orden natural sobre S (w) de la siguiente manera:
Dadas H;K 2 S (w) diremos que K re�na a H; (o que H es menor que K);

si y solo si H � K:

De�nition 46. Dada CH 2 S (w) diremos que CH es una cadena sobre w si y
solo si CH es una semicadena maximal en el orden antes de�nido.

Dada w una palabra y dado i � jwj el simbolo Rw (i) denota la cantidad

max
k�min(n�i;i)

fw [i� k:::i+ k] es un palindromog

Dada CH = i1; :::; ik; una cadena sobre w, el simbolo CH+ denota la posicion
ik +Rw (ik) :
Suponga ahora que al procesar el input

(w1; 0) cw2cw3c:::cwn = u1:::u2n+1

un missmatch ha ocurrido y que el centro del palindromo mas largo incluido en
uR+1uR:::uC :::uLuL�1, llamemoslo D; satisface la desigualdad D � C � R�C

4 .

Lemma 17. Existe una cadena CH sobre w tal que:

1. C y D son nodos adyacentes de la cadena.
2. Existen al menos tres nodos de CH a cada lado de C:
3. R � CH+:

Proof. Tenemos que C � D � R�C
4 ; esto implica que dado L� el extremo

izquierdo del palindromo con centro en D se satisface la desigualdad L� �
L + C�L

2 ; y en consecuencia la palabra u [C:::D + (D � C)] es un palindromo.
Si re�ejamos respecto a C; que es el centro de un palindromo de radio R � C;
obtenemos que las palabras

u [C � 2 (D � C) :::D + (D � C)] y u [C � 2 (D � C) :::C]

son palindromos. Si re�ejamos respecto aD; que es el centro de un palindromo de
radio mayor o igual que 3 (D � C) ; obtenemos que las palabras de radio D�C y
con centro en C�2 (D � C) ; C�(D � C) ; C; D o D+(D � C) son palindromos
identicos. Si re�ejamos una vez mas respecto a C obtenemos que las palabras de
radio D � C y centros en C � i (D � C) ; con i 2 f�3; :::; 3g ; son palindromos
identicos: Es facil probar que CH+ � R (siga re�ejando de manera alternada
en torno a C y D). Tenemos entonces que estos siete centros son nodos de una
semicadena que se extiende hasta L por la izquierda y hasta R por la derecha.



73

Suponga que esta semicadena no es una cadena, en este caso existiria un nodo K
de CH tal que C � K � D y entonces K seria el centro de un palindromo inicial
mas largo que aquel centrado en D (contradiccion). Podemos entonces concluir
que los siete nodos C � i (D � C) ; con i 2 f�3; :::; 3g ; son nodos sucesivos de
una cadena.

Volvamos ahora al algoritmo, suponga que un missmatch ocurre al mover la
cabeza izquierda a la posicion L � 1 y mover la cabeza derecha a la posicion
R+ 1: Distinguimos dos casos:

� (caso 1: cadena) El centro D; del palindromo mas largo en uL�1:::uR+1
satisface la desigualdad D � C � R�C

4 :

� (caso 2: no cadena) D satisface la desigualdad D � C � R�C
4 :

Note que en el caso 2 el extremo derecho, llamemoslo R�; del siguiente palin-
dromo inicial contenido en w�; satisface la desigualdad R��R � 2

�
R�C
4

�
: Esto

implica que

�k (u1:::uR; uR+1) � 2
�
R� C
4

�
Podemos suponer (aplicando las tecnicas del linear speed up) que el numero

de transiciones realizadas por el algoritmo antes de leer el siguiente caracter esta
acotado por 2 (R� C) : Esto implica que

�k (u1:::uR; uR+1) �
�t (u1:::uR; uR+1)

4
� 2

y por lo tanto, al menos en el caso 2, la condicion de predictibilidad es
satisfecha. Tenemos entonces que el caso problematico es el caso 1, dado que en
este caso la unica desigualdad que podemos establecer para �k (u1:::uR; uR+1)
es

�k (u1:::uR; uR+1) � 2 (D � C)
y D�C podria ser, en este caso, igual a 2; mientras que si nos vemos obligados a
simular FP; la unica desigualdad que podemos establecer para�t (u1:::uR; uR+1)
es

�t (u1:::uR; uR+1) � 2 (R� C)
y es imposible establecer una cota superior signi�cativa para la cantidad

(R� C) : Debemos entonces evitar simular FP en esta etapa de la simulacion,
pero si simulamos a FP ¿como podemos determinar la posicion a la cual debemos
desplazar la cabeza lectora? Dada CH una cadena sobre w; usaremos el simbolo
h (CH) para denotar la brecha de CH que no es otra cosa que la distancia
entre los nodos adyacentes de CH: Note que si CH = i1; :::; ik; C;D; ik+3; :::; ip
es la cadena de menor brecha entre todas las cadenas que pasan por C y que
contienen al menos tres nodos a cada lado de C; entonces D es el centro del
palindromo inicial mas largo en uR+1uR:::uC :::uL�1: La idea que surge de manera
inmediata, ( para destrabar nuestro algoritmo), es tener el cuidado de llegar a
todo missmatch del tipo 1 con una cadena precomputada, porque en este caso
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lo unico que tendriamos que hacer antes de leer el siguiente bit es desplazar la
cabeza central a D y la cabeza izquierda a L + 2 (D � C) ; lo cual nos tomaria
2 (D � C) unidades de tiempo, satisfaciendose entonces que

�k (u1:::uR; uR+1) � 2 (D � C)

� �t (u1:::uR; uR+1)

4
� 2

con lo que nuestro algoritmo estaria en condiciones de satisfacer la condicion
de predictibilidad en todos los casos posibles. ¿Como llegar bien preparado a los
missmatch de tipo 1? Note que al caer en un missmatch del tipo 2 tenemos su�-
ciente tiempo para simular el algoritmo FP en la palabra uR+1uR:::uC :::uL�1:

De�nition 47. Un palindromo doble de brecha k es una palabra v1:::v4k+1 tal
que v [1:::2k + 1] y v [2k + 1:::4k + 1] son palindromos identicos.

Note que si v = v1:::v4k+1 es un palindromo doble entonces k+1; 2k+1; 3k+1
es una semicadena sobre v:

Remark 16. Dado v = v1:::v4k+1 un palindromo doble, diremos que k + 1; 2k +
1; 3k + 1 son los tres nodos de v

Lo anterior implica que si

CH = i�k; i�k+1; :::; i�1; C;D; i2; :::; ip

es la cadena de brecha mas corta que pasa por C y que contiene al menos tres
nodos a cada lado de C; entonces D; i2; i3 son los tres nodos del palindromo
doble mas corto que empieza en C:

Lemma 18. Existe un algoritmo que calcula en tiempo O (R� C) ; usando el
algoritmo FP y cuatro cabezas adicionales, el palindromo doble mas corto con
inicio en C:

Proof. El algoritmo procede por etapas, dado i = 1; 2; :: la etapa i-esima consiste
en:

1. Marcamos las celdas en el intervalo C; :::; C + 2i+2: Suponemos que en la
etapa i� 1 las celdas en el intervalo C; :::; C +2i+1 han sido marcadas, para
marcar las 2i+1 celdas adicionales usamos dos cabezas S y M , la cabeza S
se mueve entre C y la ultima celda marcada, mientras que M se mueve a
la derecha de la ultima celda marcada en la etapa anterior. Si no podemos
marcar todas las 2i+1 celdas que deberiamos marcar en esta etapa, (porque
la cabeza M alcanza a la cabeza lectora R sin que la cabeza S haya llegado
hasta la ultima celda marcada en la etapa anterior), la maquina accede a un
estado que indica que esta etapa es �nal.

2. SeaXi la palabra marcada en la etapa i; el algoritmo simula el procedimiento
FP para calcular los palindromos iniciales de Xi:
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3. Una vez han sido marcados los palindromos iniciales de Xi la maquina de-
cide, usando dos cabezas adicionales, si existe un k � 2 tal que Xi contiene
palindromos iniciales de longitudes 2k+1 y 4k+1: En caso de existir un tal
k; el palindromo inicial que termina en la posicion C +4k es un palindromo
doble. Y si k es el menor entero para el cual existen palindromos iniciales de
longitudes 2k+1 y 4k+1; entonces el palindromo inicial de Xi que termina
en la posicion C + 4k es el menor palindromo doble que empieza en C: En
este caso el algoritmo marca la posicion C + 4k y para, en caso contrario
pasa a la etapa i+1; si la etapa i era �nal, el algoritmo imprime un mensaje
de error.

El palindromo doble mas corto que empieza en C es el germen de la cadena
que buscamos calcular, una vez calculado este germen, es facil extender la cadena
a derecha e izquierda [16] (mas adelante discutiremos, con un cierto nivel de
detalle, el procedimiento de extension de cadenas empleado por Galil)
Una pre-con�guracion del algoritmo esta dada por tres posiciones L;R y C

tales que R � C = C � L � 0. Una pre-con�guracion es positiva, respecto a
w� = u1:::u2n+1; si y solo si u [L:::R] es un palindromo; y es negativa en caso
contrario. La computacion de nuestro algoritmo en el input w� procede de pre-
con�guracion en pre-con�guracion. Esta secuencia de pre-con�guraciones puede
ser factorizada en secuencias de la forma

(L1; C;R2) ; :::; (Lk; C;Rk) ; (Lk+1; D;Rk)

de modo tal que para todo i � k�1 se tiene que Li+1 = Li�1 y Ri+1 = Ri+1;
ademas cada una de las pre-con�guraciones en esta secuencia es positiva, excepto
(Lk; C;Rk) que es negativa. Si D � C � Rk�C

4 diremos que el factor es de tipo
1 y si D � C � Rk�C

4 diremos que es del tipo 2. Tenemos entonces que la
computacion de nuestro algoritmo en el input w� puede ser vista como una
secuencia de factores.
Una con�guracion es una tupla (L;C;R; i1; i2; i3; �) tal que:

1. R� C = C � L � 0:
2. Si � = 1 se tiene que i3 � i2 = i2 � i1 � 0; i1 � C; i3 � R; la palabra
u [C:::2i3 � i2] es el palindromo doble mas corto con inicio en C contenido
en u [C:::R] y tal que la semicadena CH de�nida por este palindromo doble
se extiende hasta L a la izquierda y hasta R a la derecha (i.e CH+ � R y
CH� � L).

3. Si � = 0 no existe un palindromo doble con inicio en C que este contenido
en u [C:::L] y que pueda ser extendido hasta L y C:

Dado (L1; C;R2) ; :::; (Lk; C;Rk) ; (Lk+1; D;Rk) un factor de la computacion
de nuestro algoritmo en el input w�; este factor puede ser visto como una se-
cuencia �

L1; C;R1; i
1
1; i

1
2; i

1
3; �1

�
:::
�
Lk+1; D;Rk; i

1
1; i

1
2; i

1
3; �k+1

�
de con�guraciones. Si el factor es de tipo 1 entonces �1 = ::: = �k = 1: Si el

factor es de tipo 2 existe algun i � k tal que �i = 0: Lo importante entonces



76

es que podemos llegar preparados, con una cadena precomputada, a todo miss-
match de tipo 1. No siempre podremos llegar preparados, i.e. con una cadena
precomputada, hasta un missmatch de tipo 2, pero en estos casos tendremos
su�ciente tiempo de calcular el germen de una cadena centrada en D; que es
el centro de la nueva pre-con�guracion. Lo unico que queda por resolver es lo
siguiente: sea (L;C;R; i1; i2; i3; 1) la con�guracion en el instante t ¿como decidir,
e�cientemente, si dicha cadena puede o no ser extendida hasta R + 1 y L � 1?
Galil utiliza para ello el siguiente procedimiento de extension de cadenas:
El procedimiento emplea tres cabezas adicionales, llamemoslas D1; D2 y D3:

La cabeza D1 se mueve de izquierda a derecha y de derecha a izquierda entre
los nodos (convenientemente marcados) C e i1; mientras que la cabeza D2 va
avanzando a la derecha, empezando en la posicion C; comparando los caracteres
leidos por ella y los leidos porD1: Note que la palabra u [C:::i1] es un semiperiodo
de la palabra u [C:::R] ; es decir: dado que � = 1; la cadena se extiende hasta
R y L; y entonces las palabras u [C:::R] y u [L:::R] son iguales a v1v2:::vkx y
xRvRk :::v

R
1 respectivamente, donde

vi =

�
u [C:::i1] si i es impar

u [i1 + 1:::C � 1] si i es par

Adicionalmente se tiene que x es o un segmento inicial de u [C:::i1] ; si k es
par; o un segmento incial de u [i1 + 1:::C � 1] ; si k es impar. Las cabezas D1

y D2 se encargan entonces de extender la cadena a la derecha, podemos usar
simultaneamente (y de manera similar) las cabezas D1 y D3 para extender la
cadena a la izquierda.
Continuando con la descripcion del algoritmo tenemos que al desplazar las

cabezas izquierda y derecha a las posiciones L�1 y R+1, la maquina simplemente
veri�ca que uL�1 = uD�1 = uR+1 (+ si k es par,� si k es impar), si este es el caso
la nueva con�guracion es igual a (L� 1; C;R+ 1; i1; i2; i3; 1) ; en caso contrario la
nueva con�guracion es igual a (L� 1; C;R+ 1; i1; i2; i3; 0) ; y la maquina avanza
hacia un missmatch de tipo 2 por lo que puede olvidar la cadena, esperar a llegar
a este missmatch y simular entonces FP para calcular el palindromo mas largo
contenido en u [L�:::R�] llamemoslo P; y calcular entonces el palindromo doble
mas pequeño con inicio en el centro de P:
Lo anterior es una descripcion esquematica (aunque completa) del algoritmo

de Galil-Slisenko, el lector interesado en detalles adicionales puede consultar las
referencias [46], [16] y [47].

Remark 17. La maquina de Galil usa 6 cabezas L;C;R;D1; D2 y D3 ademas
de las 6 cabezas empleadas para simular el algoritmo FP (Slisenko [47] exhibe
una maquina de Turing de 6 cabezas que capaz de simular el algoritmo FP en
tiempo lineal) y las 4 cabezas adicionales empleadas para calcular palindromos
dobles. Convertir un algoritmo predecible en un algoritmo de tiempo-real implica
introducir una cabeza adicional, lo que nos da un total de 17 cabezas, el teorema
de Leong-Seiferas antes citado nos permite convertir esta maquina de Galil en
una maquina con 65 cintas. ¿Cual es el minimo numero de cintas que deben
usarse para reconocer Pal en tiempo real?
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El teorma de Galil nos permite probar la recognizabilidad en tiempo real de
muchos otros lenguajes. Considere el lenguaje Pal� : ¿es posible reconocer en
tiempo real el lenguaje Pal�? La respuesta es SI, la recognizabilidad en tiempo
real del lenguaje Pal� es un corolario del teorema de Galil y del lema de Pratt
que enunciamos a continuacion.

Lemma 19. (lema de Pratt)
Sea w un elemento de ��: Si w = uv y u;w 2 Pal� se tiene que v 2 Pal�:

Para una prueba el lector puede consultar la referencia [30].

Theorem 25. El lenguaje Pal� puede ser reconocido en tiempo real.

Proof. Podemos pensar en el algoritmo de Galil como en un algoritmo que con
input w1:::wn calcula la palabra x1:::xn de�nida por

xi =

�
1 si w1:::wi 2 Pal
0, en caso contrario

SeaM el algoritmo de�nido por:
Con input w1:::wn el algoritmoM empieza simulando al algoritmo de Galil

en el input w1:::wn: Cada vez que el algoritmo de Galil imprime un 1; el algoritmo
M interrumpe la simulacion e inicia una nueva simulacion del algoritmo de Galil
en el su�jo de w1:::wn constituido por los caracteres que no han sido leidos hasta
el momento.
La validez del algoritmo M es consecuencia del lema de Pratt, que el algo-

ritmoM sea un algoritmo de tiempo real es consecuencia del teorema de Galil.

15 Maquinas de Turing no deterministicas

Una maquina de Turing no deterministica es una maquina de Turing cuyo
relacion de transicion no es funcional. Las maquinas de Turing no determin-
isticas, como las maquinas no deterministicas estudiadas en capitulos anteri-
ores, son capaces de realizar adivinanzas afortunadas. Es importante anotar
que las maquinas no deterministicas son un modelo de computacion esencial-
mente teorico, (con esto queremos decir que no es un modelo suceptible de ser
implementado en la practica de manera e�ciente). Toda maquina de Turing
no deterministica puede ser simulada por una maquina de Turing determinis-
tica pero las simulaciones conocidas tienen un costo exponencial: dada M una
maquina de Turing no deterministica cuyo tiempo de computo es igual a la fun-
cion TM; existe una maquina de Turing deterministica N tal que L (M) = L (N )
y TN 2 


�
2TM

�
:

La pregunta: ¿podemos simular toda maquina de Turing no deterministica
con un sobrecosto a lo mas polinomial? Es el famoso problema: ¿es P igual a
NP? La hipotesis de la gran mayoria de los cienti�cos de la computacion es
que P es diferente de NP; (i.e. la mayoria de los investigadores creen que las
maquinas de Turing no deterministicas son un contraejemplo (debil) a la tesis
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fuerte de Church). Es de esperar que el poder de realizar adivinanzas afortunadas
incremente la e�ciencia de nuestras maquinas.
Intentaremos ilustrar el poder del no-determinismo, (al menos en el diseño

de algoritmos), apelando nuevamente a nuestro leit-motiv, el lenguaje Pal:
Diseñar una maquina con muchas cintas que reconozca Pal en tiempo real

es posible (Galil), pero esta muy lejos de ser facil. Reconocer Pal en tiempo real
usando una maquina deterministica con solo dos cintas parece no ser posible

Conjecture 1. No existe una maquina de tiempo real con solo dos cintas que
reconozca el lenguaje Pal:

Por otro lado resulta muy facil diseñar una maquina de Turing no determin-
istica provista unicamente con dos cintas y que reconozca Pal en tiempo real.
Note que la di�cultad para reconocer Pal en tiempo real radica en que para
reconocer el caracter central de un input es necesario recorrer el input hasta el
ultimo caracter y a continuacion realizar algunos computos adicionales. Por otro
lado si nuestra maquina tiene la capacidad de realizar adivinanzas afortunadas,
podemos pedirle que durante la lectura del input, adivine cual es el caracter cen-
tral y use esta informacion (calculada de manera no deterministica) para decidir
en tiempo real si el input dado es o no un palindromo.
Sea � = f0; 1g y seaM1=(Q; q0; �; F; �) la maquina de Turing no determin-

istica, con alfabeto de entrada �; de�nida por:

1. Q = fq0; q1; q2; q3; q4; q5g :
2. � = �:
3. F = fq4g :
4. � es la relacion de transicion de�nida por:
Al iniciar la computacion la maquina se encuentra en el estado q0; al leer el
primer caracter la maquina pasa al estado q1 y escribe este caracter en la
segunda cinta. El estado q1 indica que la maquina aun no ha pasado por el
caracter central, cuando la maquina esta en el estado q1 sus dos cabezas se
mueven a la derecha en cada transicion y en cada transicion la maquina copia
el ultimo caracter leido en la segunda cinta. La maquina puede pasar no
deterministicamente del estado q1 al estado q2 o al estado q3: Pasar al estado
q2 indica que la maquina cree que el input es una palabra de longitud par, y
que su cabeza lectora acaba de leer el ultimo caracter de la primera mitad,
al pasar al estado q2 la maquina sigue desplazando a la derecha su cabeza
lectora (la cabeza correspondiente a la primera cinta, esto es a la cinta de
entrada) pero empieza a desplazar su segunda cabeza de derecha a izquierda.
Estando en el estado q2, cada vez que la maquina lee un caracter en la cinta
de entrada lo compara con el caracter que esta leyendo en la segunda cinta, si
coinciden la maquina borra el caracter de la segunda cinta desplaza la cabeza
correspondiente a la izquierda, y desplaza la cabeza lectora a la derecha. Si
por el contrario los caracteres no coinciden la maquina pasa al estado q5 para
la computacion y rechaza el input. Si estando en el estado q2 la maquina
llega al extremo derecho del input, hace lo siguiente: si la segunda cinta esta
vacia, pasa a q4 y acepta, en caso contrario pasa a q5 y rechaza. El estado
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q3 corresponde a que la maquina cree que el input tiene longitud impar y
que en ese instante de la computacion su cabeza lectora se encuentra justo
encima del caracter central, la manera en que la computacion continua una
vez la maquina ha accedido al estado q3 es similar al caso en que la maquina
accede al estado q2:

La anterior es una descripcion su�cientemente detallada de una maquina de
Turing no determininistica (la maquinaM1). Es facil veri�car queM1 reconoce
el lenguaje Pal y que su tiempo de computo al procesar inputs de tamaño n
es exactamente n; (i.e. la maquina M1 es una maquina de tiempo real). Note
por otro lado que la maquina M1 no es otra cosa que el automata de pila no
deterministico que usamos en el capitulo 3 para reconocer palindromos en tiempo
real (los automatas de pila no deterministicos son maquinas de Turing de dos
cintas).
Algunos lectores podran pensar que la conjetura ?? es trivialmente falsa, dado

que si es posible reconocer Pal en tiempo real con un cierto numero de cintas,
es entonces posible reconocer Pal con dos cintas. El lector no debe despreciar
el poder de computo que una o varias cintas adicionales pueden aportar. Sea
i � 1 y de�na RT (i) como la coleccion de todos los lenguajes que pueden ser
reconocidos en tiempo real usando una maquina de Turing con i cintas. Sea
ahora � = f0; 1; a; b; �; �g y sean L1 y L2 los lenguajes de�nidos por

L1 =
�
uv�u : u 2 f0; 1g� y v 2 fa; bg�

	
L2 =

�
uv�v : u 2 f0; 1g� y v 2 fa; bg�

	
Rabin [41] prueba que el lenguaje L = L1 [L2 pertenece a RT (3)�RT (2)

¡tres cintas son mas poderosas que dos!
Dado n � 1 podemos de�nir un lenguaje Ln de la siguiente manera

Ln =
�
u1cu2c:::uncv : u1; :::; un; v 2 f0; 1g� & 9i � n (ui = v)

	
Hartmanis y Stearns [25] probaron que Ln 2 RT (n+ 1)�RT (n) ; esto es: cada
cinta adicional puede aportar poder de computo. Note por otro lado que cada
uno de los lenguajes Ln puede ser reconocido en tiempo real con dos cintas y
no determinismo: dos cintas y no determinismo pueden ser mas poderosas que
n cintas.
La situacion puede ser incluso aun mas dramatica, considere el lenguaje


 =
�
u1cu2c:::uncv : n � 1 & u1; :::; un; v 2 f0; 1g� & 9i � n (ui = v)

	
Hartmanis y Stearns [25] probaron que 
 no puede ser reconocido en tiempo

real con un numero �nito de cintas, pero es claro que 
 puede ser reconocido
en tiempo real no-deterministico usando dos cintas, esto es: existen lenguajes
que no pueden ser resueltos en tiempo real usando un numero �nito de cintas
pero que pueden ser nodeterministicamente resueltos en tiempo real con solo dos
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cintas. Becvar [5], en un survey ya clasico, se preguntaba si es posible reconocer

 en tiempo real usando una maquina con una sola cinta y varias cabezas, hoy
sabemos que esto no es posible (es una consecuencia del teorema de Leong-
Seiferas [34]): dos cintas y no determinismo pueden ser mas poderosas que un
numero ilimitado de cabezas5 .
Es importante señalar que dado n � 1 es su�ciente usar n pilas para reconocer

Ln en tiempo real: n+ 1 pilas pueden ser mas poderosas que n cintas. Por otro
lado es posible diseñar una maquina de Turing no deterministica con una cinta
de solo lectura y una pila que reconozca 
 : una pila y no determinismo pueden
ser mas poderosos que un numero �nito de cintas. Lo anterior implica que

Corollary 10. Existe un lenguaje libre de contexto que no puede ser reconocido
en tiempo real con un numero �nito de pilas.

Proof. 
 es libre de contexto dado que 
 puede ser reconocido en tiempo real
usando no determinismo y una pila, i.e. con un automata de pila no determinis-
tico.

Lemma 20. Todo lenguaje libre de contexto puede ser reconocido en tiempo real
usando una maquina nodeterministica con dos cintas.

Proof. Todo automata de pila no deterministico es una maquina de Turing no
deterministica con dos cintas: la cinta de entrada y la pila. Por otro lado todo
automata de pila no deterministico puede ser transformado en un automata de
pila no deterministico de tiempo real: eliminando las transiciones en vacio.

Problem 1. (enunciados nuevos para problemas viejos) De la prueba del teorema
de Galil es posible establecer que Pal 2 RT (65) : ¿Cual es la posicion exacta
del lenguaje Pal en la jerarquia RT ? O, lo que es lo mismo, determine el unico
valor de i para el cual Pal 2 RT (i+ 1)�RT (i) :

16 Ejercicios capitulo 2

1. Pruebe que dadaM una maquina con k-cintas; existeM� una maquina de

una sola cinta que simulaM y tal que TM� (n) 2 O
�
TM (n)

2
�
:

2. Pruebe el teorema de predictibilidad de Galil (consulte la referencia [17]).
3. Complete los detalles en la prueba del teorema de Galil-Slisenko.
4. Pruebe el lema de Pratt.

5 Es posible de�nir una jeraquia similar a la jerarquia RT antes de�nida, usando como
parametro el numero de cabezas. Sea C tal jerarquia, Aanderaa [1] prueba que esta
jerararquia es estricta, el teorema de Seiferas implica que RT = C:
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Problemas relacionados y aplicaciones

La teoria de la computabilidad y la teoria de la complejidad han focalizado
sus analisis en un tipo especial de problemas: los problemas de decision. Existen
otros tipos de problemas como por ejemplo los problemas de conteo, optimizacion
y enumeracion.
En este capitulo estudiaremos problemas, relacionados con palindromos, de

cada uno de tipos mencionados anteriormente.

17 Enumeracion de palindromos: el algoritmo de Gus�eld

En esta seccion estudiaremos un problema de listado (o enumeracion) relacionado
con palindromos. Considere el problema:

Problem 2. (List-Pal : listado de palindromos)

� Input: w, donde w es una palabra.
�Problema: liste todos los subpalindromos de w:

Sea w = 1n; note que el conjunto de palindromos contenidos en w es el
conjunto �

1k : k � n
	

Una lista exhaustiva de los elementos de este conjunto requiere 

�
n2
�
bits.

Si lo que queremos es exhibir un algoritmo de tiempo lineal que resuelva el
problema List-Pal debemos de�nir una manera suscinta de presentar la lista de
los palindromos contenidos en una palabra dada. Sea w = w1:::wn una palabra
y sea i � n; un subpalidromo de longitud impar contenido en w y centrado en i
es un factor de w de la forma

wi�r:::wi:::wi+r

Un subpalidromo de longitud par contenido en w y centrado en i es un factor
de w de la forma

wi�r:::wi�1p wi:::wi+r�1

Todo subpalindromo de w es un palindromo centrado en alguna posicion
i � n: Un palindromo maximal en w es un subpalidromo w [i:::k] tal que o i = 1
o k = n o el factor w [i� 1:::k + 1] no es un palindromo. Si u es un subpalindromo
no maximal centrado en i existe un palindromo maximal centrado en i que lo
contiene. Por otro lado si w [i:::k] es un palindromo maximal centrado en s; para
todo r � k�i+1

2 el factor w [i+ r:::k � r] es un subpalindromo centrado en s:
Todo lo anterior indica que una manera suscinta de describir el conjunto de
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los palindromos contenidos en w es mediante los vectores OPALw y EPALw
de�nidos por:

OPALw [i] = ri si y solo si w [i� ri:::i+ ri] es
el palindromo maximal de longitud impar centrado en i

y

EPALw [i] = ri si y solo si w [i� ri:::i+ ri � 1] es
el palindromo maximal de longitud par centrado en i

Sea w = w1w2:::wn una palabra y de�namos

w(2) = w1w1w2w2:::wnwn

Note que los subpalindromos de w estan en correspondencia biunivoca con los
subpalindromos de longitud par de la palabra w(2): Lo anterior nos permite
reducir el problema de listar todos los subpalindromos maximales de una palabra
dada al problema consistente en listar todos los subpalindromos maximales de
longitud par. Fijemos un alfabeto � y considere el problema

Problem 3. (List-MaxPal : listado de palindromos maximales)

� Input: w; donde w 2 ��:
�Problema: calcule el vector EPALw:

En lo que sigue estudiaremos un algoritmo de tiempo lineal, debido a D. Gus-
�eld [22], que resuelve el problema List-MaxPal: El algoritmo se basa fuerte-
mente en la tecnica de arboles de su�jos (Su¢ x trees)

17.1 Un metodo: Su¢ x trees

El metodo de arboles de su�jos es un metodo general que puede ser usado, y
ha sido usado [22], para diseñar algoritmos de tiempo lineal para una amplia
variedad de problemas en stingologia. Fijemos (como es costumbre) un alfabeto
�nito � y sea w un elemento de ��: Es posibe asignarle a w uno o mas arboles de
su�jos, los arboles de su�jos de w; exhiben propiedades estructurales de w que no
son evidentes en lsu presentacion estandard como una cadena lineal de simbolos.
Los arboles de su�jos fueron introducidos por Weiner [52] con el nombre de
arboles de posicion (position trees).

De�nition 48. Dada w 2 �� un arbol de su�jos para w es un arbol dirigido y
con raiz, digamos (T; r) ; tal que:

� (T; r) tiene exactamente jwj hojas etiquetadas con los numeros de 1 a jwj :
�Todo nodo interior diferente de la raiz tiene al menos dos hijos.
�Cada arista de (T; r) tiene por etiqueta un elemento de ��:
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�Dos aristas con el mismo origen tiene etiquetas cuyos caracteres iniciales
son diferentes.

�Para todo i 2 f1; :::; jwjg se tiene que 
i es igual w [i::: jwj] ; donde 
i es la
palabra obtenida al concatenar las etiquetas de las aristas que ocurren en el
camino que va de r a i:

Dada w 2 �� usaremos el simbolo ST (w) para denotar un arbol de su�jos
de w: Dados 1 � i � j � jwj usaremos el simbolo w [i:::j] para denotar el factor
wi:::wj :

De�nition 49. Dada w 2 �� dado ST (w) un arbol de su�jos de w y dado v un
nodo de ST (w) ; la profundidad de v; que denotaremos con el simbolo dST (w) (v) ;
es igual a j
vj ; donde 
v es la la palabra obtenida al concatenar las etiquetas de
las aristas que ocurren en el camino que va de r a v:

Remark 18. Dada w 2 �� no podemos a�rmar apriori que exista un arbol de
su�jos para w: Si existen dos su�jos u; v de w tales que u es un pre�jo propio de
v; entonces w no posee un arbol de su�jos. Si por el contrario no existen tales
su�jos la palabra w si posee arboles de su�jos.
Podemos resolver el problema de que no toda palabra tenga un arbol de

su�jos ecribiendo al �nal de cada palabra un marcador de �n de cadena, i.e.
dada w 2 �� podemos escribir a w como w#; donde # =2 �; de esta manera
garantizamos que todas las palabras (que nos interesan) tengan un arbol de
su�jos.

Existen diferentes algoritmos de tiempo lineal para calcular arboles de su�jos.
Uno de ellos es el algoritmo de Ukkonen [51], el cual dada w 2 �� permite
calcular online y en tiempo lineal un arbol de su�jos para w:

De�nition 50. Dadas u y v dos elementos de �� de longitud n; un arbol gen-
eralizado de su�jos para el par (u; v) es un arbol de su�jos para la palabra u$v#
donde $;# =2 �:

Dadas u; v 2 ��; usaremos el simbolo GST (u; v) para denotar un arbol
generalizado de su�jos para el par (u; v) : Dadas u; v 2 �� dos palabras de
longitud n podemos usar el algoritmo de Ukkonen para calcular online en tiempo
O (n) un arbol generalizado de su�jos para el par (u; v) :

El problema del ancestro comun mas cercano. Dado (T; r) un arbol con
raiz y dado v un nodo de T , un ancestro de v es cualquier nodo de T que ocurra
en el unico camino que va de r a v:

De�nition 51. Dados u; v dos nodos del arbol (T; r) el ancestro comun mas
cercano es el ancestro comun a v y w que esta mas alejado de la raiz.

El problema que de�niremos a continuacion es de gran importancia practica
en la teoria de bases de datos y en algoritmos de analisis de textos.
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Problem 4. (LCA; Lowest common ancestor).

� Input: (W;u; v) ; donde W es un arbol con raiz y u; v son nodos de W:
�Problema: calcule el ancestro comun mas cercano de v y w:

Harel y Tarjan [24] muestran que existe un algoritmo M el cual, con input
W; calcula en tiempo lineal un nuevo codigo del mismo arbol, llamemosloW �; de
manera tal que toda LCA-consulta del tipo ¿(W; �; �) 2 LCA? pueda ser resuelta
en tiempo constante (constante independiente del arbol W y de su tamaño).
El algoritmo de Harel y Tarjan es un ingrediente esencial del algoritmo de

Gus�eld que estudiaremos mas adelante, antes de presentar el algoritmo de Gus-
�eld debemos estudiar un problema (y un algoritmo) adicional.

El problema de la extension comun mas larga.

De�nition 52. Sean u y v dos palabras de longitud n; dados 1 � i; j � n se
de�ne lcpu;v (i; j) de la siguiente manera

lcpu;v (i; j) = max
k
fu [i:::i+ k � 1] = v [i:::i+ k � 1]g

Considere el problema de�nido a continuacion

Problem 5. (LCE , calculo de la extension comun mas larga)

� Input: (w; u; i; j) ; donde w; u 2 ��, i � jwj y j � juj :
�Problema: calcule lcpu;v (i; j) :

Lo que estudiaremos en esta seccion es un algoritmo que con input (w; u) ;
donde w y u son palabras de longitud n; procesa en tiempo lineal este input
de manera tal que toda LCE-consulta pueda ser resuelta en tiempo constante
(constante independiente de w, u y del tamaño de w). Sea M el algoritmo
de�nido a continuacion:
con input (u; v) el algoritmoM hace lo siguiente.

1. Usando el algoritmo de UkkonenM calcula en tiempo lineal GST (u; v) :
2. Usando el algoritmo de Harel-Tarjan, el algoritmo M preprocesa el arbol
GST (u; v) de manera tal que toda LCA-consulta sobre GST (u; v) pueda
ser resulta en tiempo lineal, durante esta etapa de preprocesamiento de
GST (u; v) el algoritmoM calcula d (v) para todo v nodo de GST (u; v) :

Dadas u; v 2 �n y dados i; j � n existen hojas ki y rj en GST (u; v) tales
que ki esta asociada al su�jo u [i:::n] de u y rj esta asociada el su�jo v [j:::n] de
v:

Lemma 21. lcpu;v (i; j) es igual a d (v), donde v es el ancestro comun mas
cercano a ki y rj.
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Proof. Sea s0 = r; s1; s2; :::; sp; ki = sp+1 el camino que va de r a la hoja ki y
sea r0 = r; t1; t2; :::; tq; rj = rq+1 el camino que va de r a la hoja rj : Supongamos
que u [i:::n] = �1:::�p+1, v [j:::n] = �1:::�q+1 y que �l y �m son las etiquetas de
las aristas sl�1 ! sl y tm�1 ! tm (respectivamente), supongamos ademas que
sf = tf es el ancestro comun mas cercano de las hojas ki y rj : Es claro que
�1:::�f = �1:::�f es un pre�jo comun de u [i:::n] = �1:::�p+1 y v [j:::n] = �1:::�q+1;
note que d (sf ) = j�1:::�f j ; nos falta veri�car que �1:::�f es el pre�jo comun mas
largo, de la de�nicion de arbol de su�jos tenemos que (�f+1)1 6= (�f+1)1 ; la
inecuacion anterior implica que �1:::�f si es el pre�jo comun mas largo de u [i:::n]
y v [j:::n] ; y tambien implica que lcpu;v (i; j) es igual a d (sf ) :

Corollary 11. Existe un algoritmo de tiempo lineal que con input (u; v) cal-
cula una estructura Tuv con la ayuda de la cual toda LCE-consulta de la forma
¿lcpu;v (i; j) = �? puede ser resuelta en tiempo constante.

El algoritmo de Gus�eld En esta seccion presentaremos el algoritmo de
Gus�eld. Sea � un alfabeto �jo y sea w 2 ��:

Remark 19. Note que si en la de�nicion 52 tomamos u = w y v = w se tiene que

lcpw;w (i; j) = max
k

�
w [i:::i+ k � 1] = w [j:::j + k � 1]
= w [n� (j + k � 1) + 1:::n� j + 1]

�
De�nition 53. Dado i � n un palindromo de longitud impar centrado en i es un
factor simetrico (i.e. el factor es un palindromo) de w de la forma wi�k:::wi:::wi+k.
Analogamente, un palindromo de longitud par centrado en i es un factor simet-
rico de w de la forma wi�k:::wij wi+1:::wi+k�1:

Lemma 22. Sea n = jwj y sea 1 � k � n, note que:

1. El palindromo maximal de longitud impar centrado en k tiene longitud 2l�1
con l = lcpw;w (k; n� k + 1) :

2. El palindromo maximal de longitud par centrado en k tiene longitud 2l con
l = lcpw;w (k; n� k + 2) :

Proof. Probaremos el item 1, la prueba del item 2 es analoga y por ello se omite.
Sea wk�s:::wk:::wk+s el palindromo maximal de longitud impar centrado en k;
note que si r � s se tiene que w

w [k:::k + 1 + r � 1] 6= w [k:::k � 1� r + 1]

Se tiene entonces que

1 + s = max
r
fw [k:::k + r � 1] = w [k:::k � r + 1]g

De lo anterior tenemos que

2s+ 1 = 2max
r
fw [k:::k + r � 1] = w [n� k + 1:::n� k + 1 + (r � 1)]g � 1
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Corollary 12. Dada w 2 �� y dado i � jwj el radio del palindromo mas largo
centrado en i (si existe) es igual a lcpw;w (i; n� i+ 2) :

Corollary 13. Dada w 2 �� el vector EPALw puede ser calculado en tiempo
O (jwj) :

Proof. La prueba es el algoritmo de Gus�eld. Sea G el algoritmo de�nido por:
Con input w el algoritmo G hace lo siguiente:

1. Calcula w:
2. Calcula GST (w;w) :
3. Preprocesa el arbol GST (w;w) de manera tal que toda LCA-consulta ref-
erente a GST (w;w) pueda ser resuelta en tiempo constante (cosntante in-
dependiente de w y de su tamaño).

4. Dado 2 � i � jwj el algoritmo G calcula en tiempo constante

d
�
LCAGST (w;w) (i; jwj � i+ 2)

�
Se sigue de todo lo anterior que el algoritmo G es un algoritmo de tiempo

lineal que calcula de manera correcta el vector EPALw:

18 Conteo de palindromos: combinatoria de palabras

Los problemas de conteo constutiyen una clase importante de problemas. Una
robusta teoria de la complejidad de problemas de conteo ha sido desarrollada
desde �nalesde los años 70 [39], [53]. En este capitulo estudiaremos un problema
de conteo relacionado con palindromos.
La combinatoria sobre (de) palabras es una teoria matematica que ha experi-

mentado un amplio desarrollo en los ultimos 30 años, una referencia basica en el
area son los trabajos del grupo Lothaire [36]. En combinatoria sobre palabras se
han estudiado diferentes nociones de complejidad (para cadenas �nitas) algunas
de ellas relacionadas con palindromos.
Note que toda palabra w contiene a lo mas jwj + 1 palindromos distintos

(incluyendo el palindromo vacio), note tambien que para todo n � 1 la palabra
0n contiene n+ 1 palindromos distintos.

De�nition 54. Una palabra �nita w se dice rica (compleja) [18] si y solo si
el numero de palindromos distintos que ocurren como factores de w es igual a
jwj+ 1:

Considere el siguiente problema.

Problem 6. (RICH : Reconocimento de palabras ricas)

� Input: w; donde w es una palabra �nita en un alfabeto �jo �:
� problema: decida si w es rica.
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¿Es posible resolver el problema RICH en tiempo lineal? Una posible manera
de resolver el poblema RICH en tiempo lineal consiste en resolver, en tiempo
lineal, el problema de conteo de�nido a continuacion:

Problem 7. (#DIST : Conteo de palindromos distintos)

� Input: w; donde w es una palabra �nita en un alfabeto �jo �:
� problema: calcule el numero de palindromos distintos contenidos en w:

En esta seccion estudiaremos un algoritmo de tiempo lineal que resuelve el
problema #DIST; el algoritmo que estudiaremos fue descubierto recientemente
por Groult, Prieur y Richomme [20].
En lo que sigue �jaremos un alfabeto �nito �: Dado w = w1:::wn un elemento

de ��; un su�jo palindromico es un factor w [i:::n] tal que w [i:::n] = w [n:::i] :
Si w [i:::n] es el mas largo de todos los su�jos palindromicos de w; diremos
que w [i:::n] es el LPS de w: Diremos que un su�jo palindromico w [i:::n] es
uniocurrente en w si y solo si no existe algun otro factor de w; llamemoslo x; tal
que x = w [i:::n] : El algoritmo de Groult et al se basa en la siguiente observacion
clave.

Lemma 23. El numero de palindromos distintos contenidos en w es igual al
numero de pre�jos de w cuyo LPS es uniocurrente.

Proof. Sea u un palindromo contenido en w; y sea w [i:::j] la primera ocurrencia
de u en w: Note que w [i:::j] es un su�jo palindromico del pre�jo w [1:::j] : Por
ser w [i:::j] la primera ocurrencia de u en w; el su�jo w [i:::j] es uniocurrente en
w [1:::j] :
Suponga que w [i:::j] no es el LPS de w [1:::j] ; en este caso existe k � i

tal que w [k:::j] es un palindromo. Como w [i:::j] es un su�jo de w [k:::j] ; su
reverso es un pre�jo de w [k:::j] ; pero como u = w [i:::j] es un palindromo, u
es un pre�jo de w [k:::j] : Tenemos entonces que w [k:::k + j � i] es igual a u:
Por otro lado se tiene que k + (j � i) � j; esto es: el su�jo u ocurre al menos
dos veces en w [1:::j] : De lo anterior se tiene que es posible inyectar el conjunto
de palindromos distintos que ocurren en w; en el conjunto de pre�jos de w
cuyo LPS es uniocurrente. Por otro lado es claro que esta inyeccion puede ser
invertida, por lo que podemos a�rmar que existe una biyeccion entre el conjunto
de palindromos distintos contenidos en w y el conjunto de pre�jos que contienen
un su�jo palindromico unicocurrente.

Dada w 2 �� y dado u = w [i:::j] un factor simetrico de w diremos que u
es un subpalindromo maximal si y solo si o u es un su�jo o u es un pre�jo o
w [i� 1:::j + 1] no es un palindromo.

De�nition 55. Dado i � jwj usaremos el simbolo LMPw [i] para denotar la
longitud del subpalindromo maximal mas largo que termina en la posicion i (si
tal subpalindromo maximal existe, en caso de no existir de�nimos LMPw [i] como
�1):
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De�nition 56. Dado i � jwj usaremos el simbolo LPSw [i] para denotar la
longitud del su�jo palindromico mas largo del factor w [1:::i] :

Lemma 24. Si jwj = n se tiene que

1. LPSw [n] = LMPw [n] :
2. Para todo i � n se tiene que

LPSw [i] = max fLMPw [i] ; LPSw [i+ 1]� 2g

Proof. El item 1 es obvio, probaremos el item 2. Es claro que LPSw [i] �
LMPw [i] ; suponga que k = LPSw [i] � LMPw [i] ; esto implica que w [i� k + 1:::i]
es el su�jo palindromico mas largo del factor w [1:::i] y esto implica tambien que
w [i� k:::i+ 1] es un palindromo. Tenemos entonces que w [i� k:::i+ 1] es un
su�jo palindromico de w [1:::i+ 1] de longitud LPSw [i] + 2:
Para terminar es su�ciente probar que este es el su�jo palindromico mas

largo del factor w [1:::i+ 1] : Suponga que este no es el caso, sea r � i�k tal que
w [r:::i+ 1] es un palindromo. En este caso se tiene que w [r + 1:::i] es un su�jo
palindromico del factor w [1:::i] pero esto no es posible dado que r+1 � i�k+1:

Dada w 2 �� usaremos el simbolo LPSw para denotar el vector (LPSw [i])i�jwj
y el simbolo LMPw para denotar el vector (LMPw [i])i�jwj : Del lema anterior
es facil obtener el siguiente corolario.

Corollary 14. Es posible calcular el vector LPSw en tiempo O (jwj) si se conoce
el vector LMPw:

Ahora veremos que es posible calcular el vector LMPw en tiempo lineal.

Lemma 25. LMP [i] es el elemento mas grande de la union de los conjuntos
Ai; Bi y Ci de�nidos por:

�Ai = f�1g :
�Bi = f2lcpw;w (k; n� k + 1)� 1 : i = k + lcpw;w (k; n� k + 1)� 1g.
�Ci = f2lcpw;w (k; n� k + 2) : i = k + lcpw;w (k; n� k + 2)g :

Proof. Si no existe un palindromo maximal que termine en la posicion i los
conjuntos Bi y Ci resultan ser vacios y en este caso

LMP [i] = �1 = max
z
fz : z 2 Ai [Bi [ Cig

Suponga que existen palindromos maximales que terminan en la posicion i
y suponga ademas que w [k:::i] es el mas largo de estos palindromos. Podemos
suponer que este palindromo es de longitud impar, sean entonces r y s dos enteros
positivos tales que k = r � s e i = r + s: Note que la posicion r es el centro de
este palindromo, note tambien que

i = r + s = r + lcpw;w (r; n� r + 1)� 1
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dado que w [k:::i] es el palindromo maximal centrado en r y su radio es igual
a s+ 1: Tenemos entonces que

LMP [i] = 2 (s+ 1)� 1 � max
z
fz : z 2 Ai [Bi [ Cig

Es facil veri�car que

LMP [i] � max
z
fz : z 2 Ai [Bi [ Cig

Sea MAXw el vector de�nido por: dado i � n; la entrada MAXw [i] es igual
al radio del palindromo maximal centrado en i
De lo anterior tenemos que si pudieramos calcular en tiempo lineal el vector

MAXw, podriamos entonces calcular en tiempo lineal el vector LMPw.
El algoritmo de Gus�eld [22], que estudiamos en la seccion anterior, nos

permite calcular en tiempo lineal el vector MAXw: Tenemos entonces que es
posible calcular en tiempo lineal los vectores LMPw; LSPw y MAXw: Calcu-
lar en tiempo lineal el vector LSPw nos permite calcular en tiempo lineal el
LPS de cada pre�jo de w: Nos falta entonces determinar cuales de estos su�jos
palindromicos son uniocurrentes. Dado i � n de�nimos LPFw [i] de la siguiente
manera

LPFw [i] = max
k
fw [i:::i+ k � 1] es un factor de w [1:::i+ k � 2]g

Crochemore e Ilie exhiben en [10] un algoritmo de tiempo lineal que con input
w calcula el vector LPFw:

Lemma 26. Dado i � n se tiene que w [i� LSP [i] + 1:::i] es uniocurrente en
w [1:::i] si y solo si

LPFw [i� LPS [i] + 1] � LPS [i]

Proof. w [i� LSP [i] + 1:::i] no es uniocurrente en w [1:::i] si y solo si existe
l � i� LPS [i] + 1 tal que

w [l:::l + LPS [i]� 1] = w [i� LSP [i] + 1:::i]

si y solo si w [i� LSP [i] + 1:::i] es un factor de w [1:::i� 1] si y solo si

LPFw [i� LPS [i] + 1] � LPS [i]

Corollary 15. (Groult, Prieur, Richomme)

1. El numero de palindromos distintos contenidos en w es igual a

jfi � n : LPFw [i� LPS [i] + 1] � LPS [i]gj

y esta cantidad puede ser calculada en tiempo lineal.
2. El lenguaje RICH puede ser reconocido en tiempo lineal.
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19 El algoritmo de Fischer-Paterson: un problema de
optimizacion.

Considere el siguiente problema de optimizacion

Problem 8. (LONGEST : calculo del palindromo inicial mas largo)

� Input: w; donde w es un elemento de ��:
�Problema: calcule el palindromo inicial mas largo contenido en w:

En capitulos anteriores nos hemos referido al algoritmo FP (algoritmo de
Fischer-Paterson) como a un algoritmo que permite resolver el problema LONGEST
en tiempo lineal. El problema LONGEST es un tipico problema de optimiza-
cion: calcule una solucion que maximize una cierta funcion de costo (en nuestro
caso la funcion de costo es la funcion de longitud).
En esta seccion estudiaremos el algoritmo FP . Fijemos � = f0; 1g y sea

F : �� ! �� la funcion de�nida por

si F (w1:::wn) = x1:::xn se tiene que xi = 1 si y solo si w [1:::i] 2 Pal

Calcular la funcion F (w) es equivalente a listar todos los palindromos ini-
ciales contenidos en w: Si podemos listar en tiempo lineal todos los palindromos
iniciales contenidos en w; podemos entonces calcular (en tiempo lineal) el palin-
dromo inicial mas largo contenido en w:
Sea G : �� ! �� la funcion de�nida por

si G (w1:::wn) = x1:::xn se tiene que xi = 1 si y solo si w [i:::n] 2 Pal

Note que calcular G es equivalente a listar todos los su�jos palindromicos de
w; note tambien que calcular G en tiempo lineal permite calcular F en tiempo
lineal y permite resolver (en tiempo lineal) el problema LONGEST . Lo que
estudiaremos en este capitulo es un algoritmo de tiempo lineal que calcula la
funcion G:

Remark 20. Podemos usar el algoritmo de Galil-Slisenko para calcular la fun-
cion G (y resolver el problema LONGEST ) en tiempo real. Esto podria hacernos
pensar que no vale la pena estudiar un algoritmo de tiempo lienal que calcule
F: La razon por la cual si es interesante es que la maquina de Galil-Slisenko
requiere, como uno de sus ingredientes fundamentales, un algoritmo de tiempo
lineal que calcule F; esto es: para construir la maquina de Galil-Slisenko necesita-
mos contar con un algoritmo de tiempo lineal que calcule F (y que, obviamente,
sea independiente del algoritmo de Galil-Slisenko).

Sea w 2 �� tal que jwj = n; dado i � n de�nimos Pw (i) como

Pw (i) = max
t

8<: ^
1�j�t

wi�j+1 = wt�j+1 y t � i

9=;
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Dado w 2 �� y dado i � jwj se de�ne P (0)w (i) = i; dado k � 1 se de�ne

P
(k)
w (i) = P

�
P
(k)
w (i)

�
: Note que:

1. Pw (i) es el maximo t � i tal que el pre�jo de w de longitud t coincide con
el factor de w de longitud t que termina en la posicion i:

2. Si P (k)w (i) = l; entonces l es el k-esimo numero, en orden descendente, tal
que el pre�jo de w de longitud l coincide con el factor de w de longitud l que
termina en la posicion i:

Claim. Para todo j � n se tiene que Pw (j + 1)� 1 � Pw (j) � j:

Proof. La desigualdad de la derecha es consecuencia de la de�nicion, probaremos
la desigualdad de la izquierda. Suponga que Pw (j + 1) = r; se tiene que

w [1:::r] = w [j + 2� r:::j + 1]

Lo cual implica que

w [1:::r � 1] = w [j + 2� r:::j]
y

Pw (j) � r � 1 � Pw (j + 1)� 1

Sea Xw = wcw; donde c =2 f0; 1g :

Lemma 27. w [i:::n] es un su�jo palindromico de w si y solo si existe k tal que
n� i = P

(k)
Xw
(2n+ 1) :

Proof. Note primero que si u es un su�jo de Xw cuya longitud satisface la de-
sigualdad

n+ 1 � juj � 2n+ 1
no existe un pre�jo v tal que u = v; esto es asi porque en todo su�jo u de

Xw; que satisfaga la desigualdad anterior, ocurre el caracter c exactamente una
vez y a la derecha de esta ocurrencia de c ocurren n caracteres, por otro lado en
todo pre�jo de Xw de longitud menor que 2n+ 1 en el que ocurra c; ocurren a
lo mas n� 1 caracteres a la derecha de c:
De lo anterior tenemos que para todo k � 1 se tiene que P (k)Xw

(2n+ 1) � n:

Sea i � n tal que para algun k � 1 se satisface la ecuacion P (k)Xw
(2n+ 1) = i; de

la de�nicion de P se tiene que

w [1:::i] = w [n� i+ 1:::n]

donde x1:::xn = w: La ecuacion anterior es equivalente a la ecuacion

wn:::wn�i+1 = w [n� i+ 1:::n]

y esta ultima ecuacion implica que el su�jo w [n� i+ 1:::n] es un palindromo,
i.e. un su�jo palindromico.
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Por otro lado, si suponemos que w [n� i+ 1:::n] es un su�jo palindromico,
se tiene que

w [1:::i] = w [n� i+ 1:::n]
lo cual implica que para algun k; el numero i es el k-esimo numero en orden

descendente para el cual se cumple que el pre�jo de Xw de longitud i coincide
con el su�jo de Xw de longitud i; i.e. el numero i es igual a P

(k)
Xw
(2n+ 1) :

Considere el problema PRE de�nido a continuacion

Problem 9. (Calculo de la funcion P )

� Input: w; donde w 2 ��:
�Problema: calcule el vector

�
P (k) (jwj)

�
k�jwj :

El lema anterior nos dice que para poder calcular la funcion G en tiempo
O (n) es su�ciente poder resolver el problema PRE en tiempo O (n) :
El algoritmo de Fischer-Paterson, que denotamos con el simbolo FP; es un

algoritmo de tiempo lineal que con input w calcula el vector
�
P (k) (jwj)

�
k�jwj.

De�na

��w (i) = 1 + Pw (i)� Pw (i+ 1) :
� pw (i; k) = P

(k)
w (i) :

� sw (i; k) = P
(k)
w (i)� P (k+1)w (i) :

� dw (k; i) = Pw (i)� P (k)w (i) :

El algoritmo FP emplea variables p; s y d y parametros i; k: El algoritmo
FP es el algoritmo a continuacion:

Algoritmo de Fischer-Paterson

� Input: w:
�Procedimento:
1. Inicializacion: � (0) 0; p 0; s 0; d 0: Vaya al paso (1; 1) :
2. Paso (i+ 1; k) :
� Si wp+1 = wi+1 haga � (i)  d; p  p + 1; s  s +� (p) ; d  0:
Vaya al paso (i+ 2; 1) :
� Si p = 0 haga � (i) d; p p; s s; d 0:

� En otro caso haga p p� s; s s�
p�1X
p�s

� (j) ; d d+ s: Vaya al

paso (i+ 1; k + 1) :

No es di�cil convencerse de que el algoritmo anterior permite calcular el
vector

�
P (k) (jwj)

�
k�jwj ; ligeras modi�caciones del algoritmo permiten calcular

en tiempo lineal las funciones F y G y el palindromo inicial mas largo contenido
en una palabra dada.
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20 Ejercicios capitulo 3

1. Estudie el algoritmo de Ukkonen [51].
2. Pruebe que toda palabra de longitud n contiene a lo mas n+1 palindromos
distintos.

3. Pruebe que el algoritmo de Fischer-Paterson es un algoritmo de tiempo lineal
que puede ser implementado por una maquina de Turing con a lo mas seis
cabezas (ayuda: consulte la referencia [47]).
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Conclusiones y problemas abiertos

A lo largo de este escrito hemos estudiado la computabilidad en tiempo
real del lenguaje Pal sobre diferentes tipos de automatas. Algunos de estos
automatas, los regulares y los de pila deterministicos, solo pueden realizar com-
putaciones en tiempo real, por lo que no cabe preguntarse si tales automatas
pueden reconocer Pal con un tiempo de computo que domina a tiempo real. Los
demas automatas, incluyendo los regulares no deterministicos, pueden realizar
coputaciones de mayor duracion o bien porque sus cabezas son bidireccionales
o bien porque pueden realizar transiciones en vacio (que no hemos mencionado
explicitamente porque, entre otras cosas, las transiciones en vacio pueden ser
eliminadas y pueden ser entendidas como una forma de no determinismo). La
tabla a continacion sumariza parte del trabajo realizado en este escrito.

real O (n) O (n log (n)) o
�
n2
�
O
�
n2
�
computable

reg. no no no no no no
reg. no det no no no no no no
reg. doble via no no no no no no
pila det. no no no no no no
pila no det. si si si si si si
pila det 2-way no si si si si si
de cola no no no ?6 si si
una cinta no no no no si si
una cinta prob. no no si si si si
aut. reg. prob. no no no no no no
2pfa no no no no no no
1-OCA si si si si si si
1-IA si si si si si si
1-CA si si si si si si
quantum 1-way no no no no no no
quantum 2-way no ? ? ? ? si
multicinta si si si si si si

La tabla anterior caracteriza la complejidad de Pal respecto a los 17 modelos
de computacion considerados (excepto quizas respecto al modelo de automatas
cuanticos de doble via 2qfa). Por otro lado la tabla oculta, en cierta medida,
que en todos estos modelos las cotas inferiores y las superiores son ajustadas
(excepto en el modelo 2qfa y en el modelo de automatas de cola). ¿Queda
algo por decir respecto a la di�cultad intrinseca de Pal? El lector desprevenido
pudo pensar, al iniciar la lectura de este escrito, que no es mucho lo que la
complejidad computacional puede decir en torno a un problema, en principio
trivial, como Pal: Esperamos que a estas alturas tal prejuicio se haya modi�cado

6 vea problema 6
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radicalmente. Pero, ¿queda algo por decir? No existe un tema completamente
agotado en matematicas, y este es el caso con la complejidad computacional de
Pal: A lo largo del escrito hemos enunciado algunos problemas abiertos referentes
a Pal (o sus relativos). En este punto quisieramos listar los, a nuestro juicio,
problemas abiertos mas interesantes. El primero de ellos consiste en llenar las
casillas vacias de la tabla anterior, o mas precisamente:
Problema 1. ¿Cual es el tiempo de computo requerido para reconocer Pal

con un automata de doble via cuantico?
Problema 2. Es sabido que reconocer Pal usando automatas de cola re-

quiere un tiempo de computo 

�

n
4
3

log(n)

�
(consulte la referencia [35]). Es facil

diseñar un automata de cola de tiempo cuadratico que reconozca Pal; ¿es posible
diseñar un automata de cola de tiempo subcuadratico que reconozca Pal?
Problema 3 ¿Cuantas cintas se requieren para reconocer Pal en tiempo

real? Sabemos que existe k tal que Pal puede ser reconocido en tiempo real con
k cintas, ¿cual es el minimo k? Para empezar seria interesante probar que dos
cintas no son su�cientes.
Problema 4. ¿El lenguaje Pal2 puede ser reconocido en tiempo real usando

un 1-OCA?
Problema 5. ¿El lenguaje Pal� puede ser reconocido en tiempo lineal us-

ando un automata de de pila deterministico y de doble via? O mas generalmente
¿la clase CFL esta contenida en la clase 2-LDCFL?
Problema 6. Sea RICH el conjunto�

w 2 f0; 1g� : w es rica
	

Problem 10. Sabemos que el conjunto RICH puede ser decidido en tiempo lin-
eal, ¿es posible reconocer RICH en tiempo real?

Problema 7. Cuando se trabaja con palabras comprimidas debe evitarse
diseñar algoritmos que primero descompriman y luego pasen a trabajar con la
palabra descomprimida. Esto es asi dado que en muchos casos la longitud de la
palabra descomprimida es exponencial con respecto a la palabra comprimida que
se recibe como input, por lo que este tipo de algoritmos (primero descompresion)
resultan ser de tiempo exponencial. Diseñar algoritmos para problemas textuales
sobre palabras comprimidas (respecto a diferentes esquemas de compresion) es
una agenda de investigacion importante (los archivos comprimidos son cada vez
mas ubicuos e importantes) y de reciente desarrollo, un buen survey del estado
de la teoria a �nales de la decada de los 90 es el articulo [42].
Considere el problema Eq de�nido por

� Input: (w; u) ; donde w y u son los codigos de Lempel-Ziv (consulte la refer-
encia [33]) de las palabras x; y:

�Problema: decida si x y y son iguales.

Sea Eq (n) el tiempo de computo necesario para resolver cualquier instancia
(w; u) de Eq que satisfaga la desigualdad jwj ; juj � n: Sea comp (List-Pal) el
problema.
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� Input: w; donde w es el codigo de Lempel-Ziv de la palabra x:
�Problema: liste todos los palindromos incluidos en x.

En [42] W. Rytter presenta el siguiente resultado (cota superior):
Existe un algoritmo de tiempo O

�
jwj log (jwj) log2 (jxj)Eq (jwj log jwj)

�
que

con input x (un texto) lista todos los palindromos incluidos en x:
¿Es ajustada esta cota superior? ¿Que cotas pueden establecerse para los

otros problemas, relacionados con palindromos, que estudiamos en capitulos an-
teriores? ¿Que cotas pueden establecerse para estos problemas cuando se con-
sidera el codigo de Lempel-Ziv-Welch [42]?

21 Ejercicios capitulo 4

1. Investigue las nocion de automata de pila probabilistico, investigue acerca
de la recognizabilidad del lenguaje Pal sobre este tipo de automatas.
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A manera de apendice: computacion en paralelo

Finalmente, en aras de la completez, hemos decidido incluir un breve apen-
dice referente a la computacion en paralelo. Lo hemos hacho pensando en que
este texto pueda ser usado como una introduccion a los conceptos y tecnicas
fundamentales de la stringologia.
Es importante anotar que no de�niremos un modelo de computacion en

paralelo, nuestra aproximacion sera puramente intuitiva: un algoritmo paralelo
es un algoritmo que puede ser ejecutado usando una red de procesadores inter-
conectados cuyo tamaño escala con el tamaño del input.

21.1 El poder de la computacion en paralelo: un ejemplo

Podemos ilustrar el poder de la computacion en paralelo considerando el sigu-
iente ejemplo.

Problem 11. (calculo de sumatorias)

� Input: (n; a1; :::; a2n) ; donde n es un numero natural y a1; :::; a2n son 2n

numeros naturales
�Problema: Calcule

P2n

i=1 ai:

Es claro que un procesador secuencial, o lo que es lo mismo un algoritmo
secuencial, debe realizar al menos 2

n

2 sumas antes de llegar a la respuesta y que
por lo tanto un procesador secuencial requiere al menos 2n�1 unidades de tiempo
para procesar el input (n; a1; :::; a2n). Suponga ahora que tenemos 2n�1 proce-
sadores conectados a un procesador central en el cual se ha almacenado el input
(n; a1; :::; a2n) : Podemos usar esta red de computadores para calcular la suma-
toria

P2n

i=1 ai en n unidades de tiempo. El algoritmo paralelo que podriamos
usar para realizar un tal calculo es el siguiente:
Sea (n; a1; :::; a2n) el input de nuestro algoritmo y sea (M1; :::;M2n�1 ;K) la

red de computadores que pretendemos usar

1. Para todo i � n haga lo siguiente
�Para todo j � 2i�1 el procesador Mj calcula ai2j�1 + ai2j ; donde los a

i
k

se de�nen de la siguiente manera:
� Para todo k � 2n se tiene que a1k = ak:

� Si j � 2 entonces para todo k � 2n�j+1 se tiene que ajk = aj�12k�1 +

aj�12k�1:

2. Calcule e imprima an1 + a
n
2 :

Es claro que este algoritmo paralelo requiere a lo mas n+1 unidades de tiempo
para procesar el input (n; a1; :::; a2n): el algoritmo consta de n+1 iteraciones, y
cada iteracion se reduce a sumar en paralelo parejas de numeros naturales, (lo
cual asumimos se puede realizar en una unidad de tiempo). Note que el algoritmo
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paralelo permite procesar inputs de tamaño 2n en tiempo n + 1; mientras que
el mejor algoritmo secuencial requiere tiempo 
 (2n) para procesar el mismo
tipo de inputs (y esto para todo n � 2). Sea tpar (n) el tiempo de computo del
algoritmo paralelo al procesar inputs de tamaño 2n y sea tsec (n) el tiempo de
computo del algoritmo secuencial en el mismo tipo de inputs, es claro que

tsec (n) = 2 � 2tpar(n) � 1

O equivalentemente

tpar (n) = log (tsec (n) + 1)� 1

Esta ultima ecuacion indica que el problema de calcular sumatorias admite
un aceleramiento o mejora (speed up) de tipo exponencial, cuando se consideran
algoritmos paralelos.

Remark 21. Note que dada (n; a1; :::; a2n) ; una instancia del problema de cal-
cular sumatorias, su tamaño (en el sentido algoritmico) es al menos 2n: El
numero de procesadores requeridos por el algoritmo paralelo para procesar un
input de tamaño 2n es menor o igual que 2n�1 y por lo tanto polinomial en
el tamaño del input. Cuando se consideran algoritmos paralelos es importante
cuanti�car y acotar el numero de procesadores requeridos por el algoritmo. Si
el algoritmo requiere un numero constante de procesadores (un numero que no
depende del input) el algoritmo es esencialmente un algoritmo secuencial. Si
el numero de procesadores requerido por el algoritmo crece exponencialmente
respecto al tamaño de los inputs, el algoritmo es inpractico y no realista (unfea-
sible). Es un principio fundamental en teoria de la computacion que los recursos
computacionales requeridos por un algoritmo que quepa considerar util (feasi-
ble) no pueden crecer de manera superpolinomial con respecto al tamaño de los
inputs. Dado que el numero de procesadores es un recurso computacional, es
la convencion estandard en la teoria de algoritmos paralelos que este numero no
puede crecer de manera superpolinomial con respecto al tamaño de los inputs.

Dado L un problema, el tiempo secuencial de L es igual al tiempo de computo
del mas e�ciente de los algoritmos secuenciales que resuelven L (i.e. el tiempo
de computo de la mas e�ciente de las maquinas de Turing que resuelven L).
Dada f : N! N, la funcion f es el tiempo secuencial de L si y solo si existe
una maquina de Turing M que resuelve L en tiempo f y tal que para toda
maquina de Turing N se tiene lo siguiente: si N resuelve L entonces f 2 O (tN ) :
Usaremos el simbolo sec (L) para denotar el tiempo secuencial de L:
Dado A un algoritmo paralelo, el numero de procesadores usados por A es

la funcion #A : N! N de�nida por:

#A (n) := max
w2�n

(#A (w))

donde #A (w) es el numero de procesadores usados por el algoritmo A al
procesar el input w:
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Theorem 26. Para todo problema L y para todo algoritmo paralelo A que re-
suelve L se tiene que

sec (L) 2 O (#AtA)

Proof. Presentaremos un esbozo de la prueba. Dado L, la cantidad sec (L) (n)
corresponde al numero minimo de operaciones elementales que es necesario re-
alizar al procesar instancias de L de tamaño n: Un algoritmo paralelo por
ingenioso que sea no nos permitira realizar un numero signi�cativamente menor
de operaciones, note que #AtA (n) es mayor o igual que el numero de opera-
ciones elementales realizadas por A al procesar instancias de L de tamaño n:
De lo anterior tenemos que sec (L) 2 O (#AtA) :
Suponga sin embargo que existe un algoritmo paralelo A tal que sec (L) =2

O (#AtA) : Podemos convertir a A en un algoritmo secuencialM (cada uno de
los procesadores usados por A es simulado por el unico procesador de M) tal
que #AtA = tM. Por lo tanto sec (L) =2 O (tM) ; lo cual es imposible

Corollary 16. Si A es un algoritmo paralelo que resuelve el problema Pal; se
tiene que

1. #A (n) � n
tA
:

2. tA (n) � n
#A

:

En lo que queda del apendice estudiaremos el siguiente teorema

Theorem 27. Existe un algoritmo paralelo M que resuelve el problema List-
MaxPal en tiempo O (log (n)) y usa n procesadores.

Remark 22. Podemos a�rmar que el algoritmo M, en el enuciado del teorema
anterior, no es optimo dado que existe C � 1 tal que

#M (n) tM (n) � Cn log (n) =2 O (n) = O (sec (n))

Construccion y analisis del algoritmo Sea w = w1w2:::wn una instancia de
List-MaxPal; estamos interesados en listar todos los subpalindromos maximales
de longitud par contenidos en w: Dado i � n el simbolo Ri denotara la cantidad
EPALw [i] que es el radio del mayor subpalindromo par centrado en i:
Lo que nosotros probaremos es que existe un algoritmo M que resuelve el

problema List-MaxPal en tiempo O (log (n)) y que usa n procesadores. El al-
goritmoM es precisamente el algoritmo en el enunciado del teorema 27.
Antes de presentar y analizar el algoritmo M necesitamos introducir un

concepto adicional y probar algunos lemas auxiliares.

De�nition 57. Dada w = w1:::wn diremos que w tiene un periodo de longitud
j si y solo si para todo i � n� j se tiene que wi = wi+j :

Lemma 28. Dada w = w1:::wn una palabra, si w tiene periodos de longitud i y
j; con i+ j � n; se tiene entonces que w tiene un periodo de longitud gcd (i; j) :
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Una prueba del lema puede ser encontrada en la referencia [37].

Lemma 29. Suponga que w = w1:::wn contiene dos palindromos pares cuyos
radios son mayores que r � 1 y cuyos centros i y j satisfacen

� i � j:
� j � i � r:

Entonces, la subpalabra w [i� r:::j + r � 1] tiene un periodo de longitud 2 (j � i) :

Proof. Sea 1 � k � r

wi�k = wi+k�1 = wj�(j�i)+k�1 = wj+(j�i)�k = wi+2(j�i)�k

y

wj+k�1 = wj�k = wi+(j�i)�k = wi�(j�i)+k�1 = wj�2(j�i)+k�1

Lemma 30. Suponga que w = w1:::wn contiene un palindromo par de radio
mayor que r � 1 y centrado en k: Asuma tambien que w [e1:::e2] es la subpal-
abra maximal que contiene a w [k � r:::k + r � 1] y tiene periodo de longitud 2r:
Entonces, para todo c = k + lr (con e1 � c � e2 y l 2 Z) se tiene que:

� Si c� e1 6= e2 � c+ 1; entonces Rc = min (c� e1; e2 � c+ 1) :
� Si c� e1 = e2 � c+ 1; entonces Rc � c� e1 y la igualdad se tiene si y solo
si we1�1 6= we2+1:

Proof. Por la periodicidad de w [e1:::e2] se tiene que wi = wj si e1 � i; j � e2
e i � jmod (2r) : Tenemos entonces que wi = wj si e1 � i; j � e2 e i + j �
2k� 1mod (2r) ; dado que existe un palindromo par de radio r y centrado en k:
Considere el palindromo par centrado en c = k+lr (l 2 Z) tal que e1 � c � e2.

Dado que (c� i) + (c+ i� 1) � 2k � 1mod (2r) tenemos que wc�i = wc+i�1
para todo i � min (c� e1; e2 � c) :
Si c�e1 � e2�c+1 entonces wc�(c�e1+1) 6= wc+(c�e2+1)�1; dado que we1�1 6=

we1+2r�1 y w2c�e1 = we1+2r�1: De lo anterior se tiene que si c� e1 � e2� c+1
entonces el radio es exactamente c�e1: Si suponemos c�e1 � e2�c+1 podemos
usar un argumento analogo para probar que el radio es exactamente e2 � c+ 1:
Finalmente si c� e1 = e2 � c+ 1 entonces el radio es mayor que c� e1 si y

solo si we1�1 = we2+1

Theorem 28. Existe un algoritmo paralelo M que con input w = w1:::wn cal-
cula el vector EPALw en tiempo O (log (n)) empleando O (n) procesadores.

Proof. Sea w = w1:::wn un input deM. El computo deM en el input w esta
constituido por log (n) � 1 iteraciones diferentes. Dado 0 � i � log (n) � 2;
en la i-esima iteracion el input w es particionado en n

2i bloques consecutivos de
longitud 2i: En la i-esima iteracion podemos usar n

2i � n procesadores para
trabajar simultaneamente en cada bloque. :
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Supondremos que para todo i � log (n)�2; en la i-esima iteracion el algoritmo
M calcula un vector Vi =

�
R
(xj)
i

�
j� n

2i

con R(xj)i = (ek)(j�1)2i+1�k�j2i y para

todo (j � 1) 2i + 1 � k � j2i

ek =

�
Rk si Rk � 2i+2 � k
? en caso contrario

Suponga que la etapa i-esima del computo del algoritmoM, con input w =
w1:::wn; ha sido efectuada. El nucleo del algoritmo consiste en calcular el vector
Vi+1 a partir del vector Vi: Note primero que

1. La etapa 1 puede ser realizada en tiempo constante usando a lo mas n
procesadores.

2. Dado que el algoritmo M consta de log (n) � 1 iteraciones (etapas), para
que el tiempo de computo del algoritmo sea O (log (n)) ; cada etapa debe
ejecutarse en tiempo constante.

3. Usando n procesadores es posible calcular en tiempo constante todos los
radios de tamaño menor o igual que 4:

4. Al �nal de la etapa i-esima, todos los radios de longitud menor que 2i+2 han
sido determinados, pero los radios mayores o iguales que 2i+2 no han sido
determinados. En la etapa i usamos un procesador por bloque de manera tal
que el procesador asignado al bloque j (j � n

2i ) calcule los radios asociados
a las posiciones en el bloque j: Para ello el procesador asignado al bloque j
trabaja con este y con los cuatro bloques a su izquierda y los cuatro bloques
a su derecha (si existen menos que cuatro bloques a derecha o izquierda se
toma el maximo numero posible de bloques). De esta manera el procesador
asociado al bloque j podra calcular los radios que sean menores que 2i+2:
Algunos radios mayores que 2i+2 � 1 podrian ser calculados, pero en la
etapa i�esima el procesador asignado los ignora, aplazando su calculo hasta
la siguiente(s) iteracion.

5. Del item 4 se tiene que al �nal de la etapa log (n)�2 todos los radios han sido
determinados (y el problema List-MaxPal ha sido resuelto para la instancia
w) dado que todo palindromo contenido en w tiene una longitud acotada por
n:

Que los items de lista anterior sean efectivamente realizables es evidente en
cada uno de los casos, excepto quizas en el item 4, el cual requiere un analisis
cuidadoso, este analisis hace parte de lo que queda de la prueba. Note que un
punto clave del algoritmo consiste en mantener, a lo largo de las log (n) � 1
iteraciones, el siguiente invariante asociado al item 4:
Al �nal de la i-esima iteracion todos los radios de longitud menor que 2i+2

han sido determinados.
Dado x uno de los n

2i bloques de longitud 2
i; al �nal de la i-esima etapa existen

posiciones en el bloque para las cuales los radios ya han sido determinados y por
otro lado existen posiciones, digamos c1 � c2 � ::: � cl para las cuales los radios
aun no han sido determinados.



102

A�rmacion. Si l � 3 las posiciones c1; c2; :::; cl constiyuyen una progresion
aritmetica, i.e. existe c tal que para todo i � 2; :::; l � 1 se tiene lo siguiente:
ci+1 � ci = c = ci � ci�1:
Note que toda progresion aritmetica puede ser determinada usando tan solo

tres numeros naturales: el inicio, el salto y la longitud de la secuencia, esto
es: dada c1 � c2 � ::: � cl una progresion aritmetica, esposible de�nir esta
progresion usando una tripla (in; s; l) ; donde (in; s; l) es igual a (c1; c2 � c1; l) :
Note tambien que dados dos bloques contiguos que contienen posiciones inde-
terminadas de�nidas por las triplas (in1; s1; l1) y (in2; s2; l2) ; es posible calcular
en tiempo constante una tripla (in3; s3; l3) que de�na la sucesion de posiciones
indeterminadas en la union de estos dos bloques.
En lo que sigue mostraremos como, dados x1 y x2 dos bloques consecutivos

de longitud 2i; el algoritmoM calcula R(x1x2)i+1 a partir de R(x1)i y R(x2)i :

1. Si x1x2 contiene una unica posicion indeterminada, el algoritmoM veri�ca
si el radio asociado es mayor o igual que 2i+3; si este es el caso la posicion
permanece indeterminada, si este no es el casoM calcula el radio asociado
a esta posicion.

2. Si x1x2 contiene una progresion aritmetica no trivial de posiciones indeter-
minadas, de�nida por la tripla (in; s; l) ; el algoritmoM hace lo siguiente:
Sea w [i:::j] la palabra maximal que contiene a w [c1 � c:::cl + c� 1] y que
es periodica con periodo de longitud 2c: Por el lema 29 el radio asociado a
cada posicion ck es igual a min (ck � i; j � ck + 1), excepto para a lo mas
uno de los ck, el cual debe satisfacer la ecuacion ck� i = j� ck+1: En este
ultimo caso el algoritmo M veri�ca si w

�
c1 � 2i+3:::cl + 2i+3 � 1

�
es una

palabra periodica con periodo de longitud 2c. Si la veri�cacion es negativa,
el algoritmoM calcula al menos uno de los dos elementos del conjunto fi; jg
y entonces determina si el radio asociado a ck es mayor o igual que 2i+3. Si
el radio es menor que 2i+3 el algoritmo calcula este radio.

Para terminar la prueba del teorema es su�ciente (y facil) convencerse de
que los computos realizados en los item 1 y 2 de la lista anterior pueden ser
realizados en tiempo constante usando los lemas 29 y 30.

Remark 23. El algoritmo M del teorema anterior fue tomado de la referencia
[3], en este mismo trabajo los autores presentan un algoritmo N que resuelve
el problema List-MaxPal en tiempo O (log (log (n))) usando n log(n)

log(log(n)) proce-
sadores. Un interesante ejercicio para el lector consiste en estudiar la referencia
[3] y mas especi�camente el algoritmo N que alli se presenta. Por otro lado exis-
ten trabajos, pertenecientes al area de reconocimiento de patrones, en los cuales
se considera un problema mas general que List-MaxPal; a saber: dada w una
palabra, liste todos los palindromos aproximados contenidos en w: La nocion de
palindromo aproximado puede variar dependiendo de los autores y de las apli-
caciones en mente, la idea intuitiva es que un palindromo aproximado x es una
palabra obtenida a partir de un palindromo y; reemplazando algunos caracteres
de y e insertando algunos caracteres adicionales (Intuitivamente un palindromo
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aproximado es una palabra que se obtiene al transmitir un palindromo a travez
de un canal imperfecto), el lector interesado puede consultar la referencia [31].

22 Ejercicios apendice

1. Pruebe el lema 28.
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