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1. Introduccion

Van Hiele (1957) sefiala una de las problematicas de la ensefianza de la trigonometria: el
abuso de las formulas. Este problema es producto de una ensefianza de la trigonometria
caracterizada por un enfoque algebraico consistente en la manipulacion de simbolos,
operaciones y propiedades abstractas que no ayuda a la comprension de los conceptos y
propiedades, a conectar unos y otras, ni a establecer relaciones entre las diferentes
representaciones. Son pocos los estudios de investigacion que se han dedicado al tema de la
enseflanza y el aprendizaje de la trigonometria como lo sefialan Markel (1982), Goldin y otros
(1983), Weber (2005) y Brown (2006a) y como se puede corroborar al realizar una revision
bibliografica del tema. Las pocas investigaciones encontradas sefialan la complejidad de la
ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, debida a la desconexion entre las diferentes
formas de ver las razones trigonométricas: como razones entre los lados del tridngulo
rectangulo, como coordenadas del circulo goniométrico o trigonométrico, como distancias, y
como funciones (Kendal y Stacey, 1997; Montiel, 2005; Brown, 2006b). Cuando se usa el
enfoque de funciones circulares se agrava la situacion (Markel, 1982), dado que se elimina el
papel del triangulo rectdngulo, y por lo tanto no se puede construir basandose en el
conocimiento previo de los estudiantes. El concepto de circulo trigonométrico, no esta
integrado en la estructura cognitiva de los estudiantes (Figueiredo, 2010). Otra dificultad tiene
que ver con la complejidad para la comprension del concepto “razén” (Freudenthal, 2001),
involucrado explicitamente en el tema de las razones trigonométricas. Por otro lado, las

investigaciones realizadas con profesores en formacidon o en ejercicio, sefialan que éstos
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tienen deficiencias en la comprension de ciertos temas trigonométricos (Brito y otros, 2004;
Chacdn y otros, 2007; Fi, 2006). A los profesores les cuesta desprenderse de sus concepciones
de ensefianza adquiridas a lo largo de su experiencia profesional, encontrandose concepciones
que atribuyen a los estudiantes la responsabilidad de su fracaso (Briguenti, 1998). Segun
Montiel (2005), no hay recursos que permitan al profesor el transito constructivo tridngulo

rectangulo — circulo trigonométrico — funcion trigonométrica.

Analizando las sugerencias sobre la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria
contenidas en los “Principios y Estandares” (NCTM, 1991, 2003), en los curriculos oficiales
de la ESO y Bachillerato de la Comunidad Valenciana (Generalitat VValenciana, 2007, 2008) y
en los curriculos de Educacion Secundaria de Colombia (MEN, 1998, 2003, 2006) vemos
poca concrecién del enfoque metodoldgico propuesto para la ensefianza de la trigonometria.
Tampoco se dan pautas claras sobre el papel que deben desempefiar en la ensefianza y
aprendizaje de los conceptos trigonométricos sus distintas formas de representacion
(numérica, geométrica, algebraica, analitica y funcional). En este contexto, los libros de texto
suelen adoptar posiciones tradicionales, centrados en ensefiar conceptos, propiedades
importantes y las conocidas aplicaciones al calculo de elementos de tridngulos o de distancias
inaccesibles. En contadas ocasiones, los libros de texto hacen uso de las posibilidades que

ofrecen las nuevas tecnologias.

Como un aporte a la solucién de esta problematica y a la investigacion en la ensefianza
y aprendizaje de la trigonometria, presentamos una propuesta de ensefianza de las razones
trigonométricas con las siguientes caracteristicas que la diferencian de otras: Basamos nuestra

propuesta de ensefianza y de aprendizaje en cuatro ejes:

- Conceptual: Relativo al aprendizaje de los conceptos y propiedades matematicos

implicados.

- Curricular: Relativo a los contenidos matematicos sugeridos en los curriculos oficiales
y trabajados en los libros de texto. Incorporacion de los procesos de razonamiento y

demostracion, conexiones y representacion.

- Metodologico: Relativo al uso de un enfoque geométrico para la ensefianza de las
razones trigonométricas, que incluye un Sistema de Geometria Dindmica (SGD) como apoyo

en un contexto de ensefianza por descubrimiento guiado, el uso de las fases de aprendizaje del
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modelo de Van Hiele para el disefio de las actividades, y el uso de los mapas conceptuales
dentro de la fase de explicitacion del modelo de VVan Hiele.

- Formativo: Relativo al objetivo de mejorar la habilidad de demostracion matematica
de los estudiantes mediante el requerimiento a éstos de validar sus resultados y

descubrimientos.

La unidad de ensefianza se ajusta a la realidad porque abarca todo el intervalo de tiempo
de un curso de trigonometria, que tiene en cuenta la realidad curricular, contextual y
administrativa de un centro de ensefianza. En los siguientes parrafos reflexionamos sobre

estos aspectos que caracterizan nuestra propuesta.

Respecto al uso de SGD como apoyo en un contexto de ensefianza por descubrimiento
guiado, en NCTM (2003) se plantea que:

Las calculadoras y los ordenadores, son herramientas esenciales para ensefiar, aprender y hacer
matematicas. Proporcionan imagenes visuales de ideas matematicas, facilitan la organizacién y el
analisis de datos y hacen céalculos con eficacia y exactitud. Pueden apoyar la investigacién de los
estudiantes en cada area tematica, incluyendo Geometria, Estadistica, Algebra, Medida y
Numeros. Cuando disponen de estas herramientas tecnoldgicas, los alumnos pueden centrar su
atencién en tomar decisiones, reflexionar, razonar y resolver problemas.... A través de la
tecnologia puede potenciarse la implicacion de los estudiantes en las ideas matemaéticas abstractas,
y en su dominio. La tecnologia enriquece la gama y calidad de las investigaciones, al proveer
medios para visualizar ideas matematicas desde diversas perspectivas (p. 26).

Los SGD proporcionan herramientas a los estudiantes para construir y experimentar con
objetos y relaciones geométricas. Sobre la base de su experimentacion, los estudiantes hacen
conjeturas que se pueden probar con las herramientas disponibles (Healey y Hoyles, 2001). El
SGD favorece la interaccion entre construir y demostrar, entre hacer sobre el computador y
justificar por medio de argumentos tedricos. Un SGD conduce a analizar de manera diferente
los procesos involucrados en una actividad de demostrar, pues proporciona a los estudiantes
posibilidades de acceso a justificaciones tedricas a través de la mediacion semidtica

organizada por el profesor alrededor de dichas herramientas (Laborde, 2000).

Hay numerosas investigaciones que, durante mas de dos décadas, han dado cuenta del
fracaso o del bajo nivel de los estudiantes en la comprension y elaboracion de demostraciones
(Battista y Clements, 1995; Clements y Battista, 1992; Fischbein, 1982; Godino y Recio,
2001; Harel y Sowder, 1998; Marrades y Gutiérrez, 2000; Martin y Harel, 1989; Senk, 1985,
1989). En particular, Ibafies y Ortega (2004) realizan un andlisis del tratamiento de la
demostracion matematica en los libros de texto en los temas dedicados a las razones

trigonométricas. Estos investigadores plantean como una de sus conclusiones que los autores
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de los textos se preocupan de demostrar los teoremas que enuncian para cumplir con un

tramite obligado y no ser acusados de falta de rigor. Hace falta intencion didactica.

Como reaccidn a esta situacion, en los ultimos afios hay una tendencia general a incluir
el aprendizaje de la demostracion en los curriculos de matematicas. En NCTM (2003) se

plantea que:

El razonamiento y la demostracion matematicos proporcionan modos potentes de desarrollar y
codificar conocimientos sobre una amplia variedad de fendmenos...Los programas de ensefianza
de todas las etapas deberian capacitar a todos los estudiantes para: reconocer el razonamiento y la
demostracion como aspectos fundamentales de las matematicas; formular e investigar conjeturas
matematicas; desarrollar y evaluar argumentos y demostraciones matematicos; elegir y utilizar
varios métodos de demostracion (p. 59).

En Espafia, el curriculo de 4° de ESO de la Comunidad Valenciana (Generalitat

Valenciana, 2007) afirma que:

... la finalidad de la ensefianza de las Matematicas es no solo su aplicacion instrumental, sino
también, el desarrollo de las facultades de razonamiento, de abstraccion y de expresion.

Y el curriculo de 1° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia de la Comunidad
Valenciana (Generalitat Valenciana, 2008) afirma que:

Los alumnos deben alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del lenguaje formal y de
los procesos logicos deductivos, que les permitan, por ejemplo, seguir, interpretar, y desarrollar
demostraciones que no sean excesivamente complicadas, plantear conjeturas, analizar procesos
I6gicos...

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional
de Colombia (MEN, 1998), se menciona que el razonamiento matematico debe ser una
actividad que debe estar presente en todo el trabajo matematico de los estudiantes y que tiene

que ver con:

... formular hipétesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos, usar hechos
conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos... Utilizar argumentos propios para
exponer ideas, comprendiendo que las matematicas mas que una memorizacién de reglas y
algoritmos, son ldgicas y potencian la capacidad de pensar.

En cuanto a los contenidos matematicos en los que basar la ensefianza y el aprendizaje
de la demostracion, no nos podemos limitar a las demostraciones de propiedades de los
poligonos y anélisis matematico, sino que deben plantearse en cualquier contexto en el que

sean pertinentes, como en la ensefianza de la trigonometria.

Como mostraremos en el capitulo 3, son mdaltiples las investigaciones que se han hecho
en torno al aprendizaje y ensefianza de la demostracion, la mayoria en el campo de la

geometria euclidiana, la teoria de numeros y el algebra. Muy pocas han trabajado en el area de
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la trigonometria. Tomando como referencia las caracterizaciones de corrientes de
investigacion acerca de la demostracion propuestas por Boero (2007), Harel y Sowder (2007)
y Mariotti (2006), se identifican las siguientes lineas de investigacion: investigaciones en la
corriente historico—epistemoldgica; investigaciones en la corriente de la demostracion en el
curriculo; investigaciones en la corriente de las concepciones de demostracion de los
estudiantes; investigaciones en la corriente del anélisis de la relacion entre argumentacion y

demostracion; investigaciones en la corriente de propuestas didacticas.

Nuestro trabajo se enmarca dentro de las dos Ultimas corrientes de investigacion. En la
corriente del analisis de la relacion entre argumentacion y demostracion se destacan las
investigaciones que proponen usar el constructo de unidad cognitiva (Antonini y Mariotti,
2008; Boero y otros, 1996; Garutti y otros 1998; Mariotti, 2006; Pedemonte 2002, 2005,
2007, 2008). La mayoria de investigaciones sobre la unidad cognitiva se han realizado en
geometria y algunas en algebra y teoria de nimeros, pero ninguna en el campo de la
trigonometria. En nuestra investigacion nos proponemos realizar el analisis de la unidad
cognitiva entre los procesos de argumentacion y demostracion de conceptos y propiedades de
las razones trigonométricas en un SGD, desde una perspectiva amplia y diferente de los
estudios de esta linea de investigacion, que no tienen en cuenta las demostraciones inductivas

0 empiricas.
1.1 Obijetivos de la investigacion

En nuestro trabajo de investigacion para la obtencion del DEA, surgieron ingenuamente las

siguientes preguntas acerca del tema:

P1: ¢Existe continuidad o distancia cognitiva entre los procesos de argumentar y

demostrar en el desarrollo de demostraciones de propiedades de las razones trigonométricas?

P2: /Se puede adaptar la nocion de unidad cognitiva para analizar los procesos de

desarrollo de demostraciones inductivas o empiricas?

Posteriormente en el trabajo llevado a cabo en la revision de la literatura, busqueda de

antecedentes y definicion de nuestro marco tedrico surgio la siguiente pregunta:

P3: ¢Se puede adaptar el modelo de Pedemonte para el andlisis de la continuidad
estructural y del sistema de referencia teniendo en cuenta los tipos de demostraciones

planteados por Marrades y Gutierrez?
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Las respuestas a las anteriores preguntas nos daran herramientas e informacién para dar

respuesta a la siguiente pregunta:

P4: ;Cudles son las dificultades que se presentan en el estudiante cuando se aproxima al
proceso de demostracion de los conceptos y propiedades de las razones trigonométricas en un
SGD?

Para dar respuesta a todas las preguntas anteriores nos hemos propuesto realizar esta

investigacion, teniendo en cuenta los siguientes objetivos:

OBJETIVO GENERAL

El objetivo de esta investigacion es aportar informacion para la mejor comprension del
proceso de aprendizaje de la demostracion en el contexto del estudio de las razones

trigonométricas en un ambiente de geometria dindmica.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Disefiar, implementar y evaluar una unidad de ensefianza de las razones
trigonometricas en un entorno de geometria dindmica, enfocandola ademas hacia el desarrollo

de las habilidades de demostracion.

2. Analizar la existencia de continuidad o distancia cognitiva entre los procesos de
argumentar y demostrar en el desarrollo por los estudiantes de demostraciones de propiedades

de las razones trigonomeétricas.

3. Identificar y caracterizar los origenes de las dificultades que se presentan en los
procesos de planteamiento de conjeturas y de construccién de demostraciones en el contexto

de aprendizaje de las razones trigonométricas en un ambiente de geometria dinamica.

1.2 Estructura de la memoria

Nuestro campo de investigacion abarca contenidos y conceptos tedricos Yy
metodoldgicos de varias lineas de investigacidn en didactica de la matematica. Por esta razén,
empezamos realizando en el capitulo 2 una revision bibliografica de los diferentes temas y
corrientes investigativas que tuvimos en cuenta, a saber: la ensefianza de la trigonometria,
incluyendo lo planteado para la ensefianza de la demostracion en trigonometria; el uso de

SGD en la ensefianza de la trigonometria, con especial énfasis en los trabajos que lo usan para
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la ensefianza de los proceso de conjeturar y demostrar; el modelo de Van Hiele; los mapas

conceptuales; y la ensefianza de la demostracion.

En el capitulo 3 presentamos el marco teorico, el cual comprende las definiciones y
caracterizaciones de las teorias, modelos y aspectos didacticos de la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica que hemos utilizado, tanto en el disefio de la experimentacion,
como en el andlisis de los resultados de nuestra investigacion. Caracterizamos la metodologia
de ensefianza y de aprendizaje usada en el disefio de la unidad de ensefianza, apoyandonos en:
el andlisis de algunas dificultades del aprendizaje de las razones trigonométricas; los procesos
de representacion y conexiones, razonamiento y demostracion; el enfoque geométrico; el uso
de los SGD; el modelo de Van Hiele y los mapas conceptuales. Posteriormente
caracterizamos los diferentes conceptos, variables, constructos, herramientas y modelos que

usamos para representar y analizar las conjeturas y demostraciones de los estudiantes.

En el capitulo 4 describimos la metodologia de investigacion. Informamos del tiempo
dedicado a cada una de las actividades, de la metodologia de trabajo en clase, de los papeles
de profesor, estudiantes e investigador, y de los compromisos en el aula. Explicamos la forma
de recoleccidn de la informacion y el tratamiento que se realiz6 con cada una de estas fuentes
para la obtencion de los datos. Presentamos e ilustramos con ejemplos las herramientas,
criterios y procedimientos que usamos para el analisis de los datos y obtencion de

conclusiones.

De acuerdo a nuestro primer objetivo especifico de investigacion, disefilamos una unidad
de ensefianza teniendo en cuenta todos los aspectos mencionados en los primeros parrafos de
este capitulo y lo expuesto en los capitulos 2 y 3. En el capitulo 5 describimos en detalle las
seis actividades que conforman dicha unidad de ensefianza. Presentamos los aspectos
generales, incluyendo los objetivos de ensefianza y de aprendizaje que permean todas las
actividades. Informamos de la metodologia de ensefianza, de los papeles del profesor, de los
contenidos, del uso de los archivos suministrados en cada una de las sub-actividades, y de la
forma en que se han propuesto las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele y los mapas
conceptuales. A continuacion se describen una a una las seis actividades, con sus objetivos de
aprendizajes especificos y una descripcion de cada sub-actividad. Presentamos algunas

actuaciones que se esperan de los estudiantes y sugerencias para los profesores.

En el capitulo 6 presentamos el analisis de la unidad cognitiva en cinco secciones, de

acuerdo a la caracterizacion propuesta. En cada seccion presentamos los casos que se
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clasificaron en las siguientes categorias: unidad cognitiva inductiva o empirica; ruptura
referencial — continuidad estructural inductiva;, ruptura referencial — argumentacion
inductiva — demostracion genérica intelectual; unidad referencial — argumentacion inductiva

— demostracion deductiva; unidad cognitiva deductiva.

En el capitulo 7 realizamos la evaluaciéon de la unidad de ensefianza analizando las
actividades propuestas en cada una de las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele.
Analizamos el logro del aprendizaje de los multiples conceptos involucrados y el desarrollo
de habilidades de demostracion. Presentamos varios ejemplos que sustentan el analisis y

realizamos una sintesis final de la pertinencia de la unidad de ensefianza.

El capitulo 8 estd dedicado a las conclusiones finales. Presentamos de manera resumida
varias contribuciones y resultados originales a la investigacion en la ensefianza y aprendizaje
de la trigonometria y a la investigacion del proceso de demostracion matemadtica en la
secundaria y el bachillerato, que hemos venido presentando en el transcurso de cada uno de
los capitulos 3, 4, 5, 6 y 7. Presentamos las limitaciones y futuras investigaciones que se

desprenden de nuestro trabajo.
En el capitulo 9 presentamos las referencias bibliograficas consultadas.

Finalmente presentamos diversos anexos que complementan la lectura de la presente
memoria. El anexo 1 presenta el cuestionario del test inicial de identificaciéon de los
conocimientos previos de los estudiantes. Los anexos 2 a 7 corresponden a las seis actividades
entregadas a los estudiantes que participaron en la experimentacion de esta investigacion. El
anexo 8 muestra otros ejemplos del andlisis de la unidad cognitiva realizado con otras
actividades a los dos grupos, pero que presentan resultados iguales a los expuestos en el

capitulo 6.




2. Antecedentes: Revision Bibliografica

Presentamos en este capitulo los antecedentes y la revision bibliografica que hemos tenido en
cuenta para el planteamiento de nuestra investigacion, el disefio, desarrollo y evaluacion de

una unidad de ensefianza y el analisis de los resultados de las actuaciones de los estudiantes.

La seccion 2.1 esta dedicada a la ensefianza de la trigonometria. Empezamos realizando
un analisis resumido de la ensefianza de la trigonometria en Colombia, basado en los
documentos orientadores del curriculo colombiano. Teniendo en cuenta la realidad curricular
en las instituciones colombianas, la cual refleja que la trigonometria se ensefia a través del uso
de textos escolares, realizamos un anélisis de algunos textos de bachillerato y presentamos los
enfoques planteados para la ensefianza de la trigonometria en estos textos. En este andlisis se
incluye lo planteado para la ensefianza de la demostracién en trigonometria. En esta misma
seccién, presentamos un resumen de las investigaciones mas citadas y encontradas en esta
area del conocimiento y las publicaciones de propuestas innovadoras de ensefianza de algunos
temas de trigonometria, libros de texto y paginas de internet que tuvimos en cuenta para el

disefio de nuestra unidad de ensefianza.

La seccion 2.2 esta dedicada al uso de la geometria dinamica en la ensefianza de la
trigonometria, haciendo enfasis especialmente en los trabajos que usan SGD para la

ensefianza de los procesos de argumentacion y demostracion.
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Hemos usado el modelo de Van Hiele para organizar la unidad de ensefianza. Es por
esto que en seccion 2.3 presentamos un breve resumen de las investigaciones que consultamos

y tuvimos en cuenta para nuestro disefio.

Usamos los mapas conceptuales en la fase de explicitacion del modelo de Van Hiele y
también como una herramienta de disefio curricular, de aprendizaje y de evaluacion, por lo

que en la seccidn 2.4 presentamos algunas investigaciones consultadas para tales fines.

Dedicamos la seccion 2.5 a presentar un resumen de las principales investigaciones en

la ensefianza de la demostracion, categorizadas en cinco lineas de investigacion.

2.1 Ensefianza de la trigonometria

Segln Van Hiele (1957) normalmente se suelen ensefiar muchas férmulas en trigonometria.
“Esto le da la sensacion al alumno de que para dominar la trigonometria se necesitan muchas
valencias. Y cuando les faltan esas valencias no hacen ningun esfuerzo por alcanzar
resultados a pesar de que se pueden alcanzar perfectamente con los medios de que disponen.
El tratamiento del seno y la tangente como funciones no tiene nada que ver con todo esto. Eso

se ve mucho mas tarde y se acerca mas bien al algebra” (Van Hiele 1957, p. 122).

Internacionalmente, la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria es un campo poco
explorado por los investigadores, aunque existen propuestas innovadoras para la ensefianza de
algunos contenidos especificos de la trigonometria publicadas en revistas, libros de educacion
matematica y paginas de internet dirigidas a profesores de matematicas de secundaria o

bachillerato.

2.1.1 Ensefianza de la trigonometria en Colombia

Actualmente las matematicas escolares en Colombia se rigen por las orientaciones dadas en
los “Lineamientos Curriculares de Matematicas” (MEN, 1998) y en los “Estandares Basicos
de Matematicas” (MEN, 2003, 2006) propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional de
Colombia (MEN). Pero se evidencia la falta de claridad de los mismos documentos que
sugieren el desarrollo del pensamiento matematico integrado que promueva las diferentes
formas de representacion y de comprension de los conceptos matematicos y las diferentes

formas y tipos de demostracion como lo veremos a continuacion.

Analizando las sugerencias sobre la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria en

estos documentos, encontramos gque no existe mucha claridad en cuanto al enfoque propuesto
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para poder desarrollar procesos generales' que tienen que ver con el aprendizaje de la
trigonometria, ni para poder conectar las distintas formas de representacion (geomeétrica,
algebraica, analitica y funcional) de los conceptos trigonométricos, como se puede deducir de
los planteamientos hechos al respecto; inclusive pareciera que la trigonometria quedo relegada
a un segundo plano. En los lineamientos curriculares (1998), en torno al aprendizaje y
ensefianza de la trigonometria vemos que este contenido podria ser parte de los conocimientos
basicos correspondientes al pensamiento espacial y sistemas geométricos y al pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos, pero no se menciona especificamente la
trigonometria, ni se dan sugerencias acerca de su ensefianza. En los estdndares bésicos de
matematicas para los grados 10 y 11 (MEN, 2003, 2006), se propone, para el pensamiento
espacial, describir y modelar fendmenos periddicos del mundo real usando relaciones y
funciones trigonométricas y, para el pensamiento variacional, modelar situaciones de
variacion periédica con funciones trigonométricas. Respecto de la ensefianza de la
demostracion, en los lineamientos curriculares se presenta como un ejemplo del tipo de
razonamiento deductivo la demostracion algebraica de una identidad trigonomeétrica, pero no
se orienta al profesor sefialando o explicando algin proceso de razonamiento que le permita

llevar a sus estudiantes a razonar de esta manera.

A nivel general, la trigonometria se sigue ensefiando Unicamente en el grado décimo de
bachillerato (14 — 16 afios), junto a la geometria analitica, de acuerdo a las propuestas de los
libros de texto de las diferentes editoriales. En el grado undécimo y primeros semestres de
universidad de las carreras de ciencias e ingenierias, se supone que ya se sabe la trigonometria
y en las materias de andlisis matematico (funciones, célculo diferencial e integral) se realizan

ejemplos y aplicaciones con funciones trigonometricas.

Haciendo una revision de algunos textos escolares colombianos actuales, se identifican
dos enfoques para la presentacion de los contenidos de trigonometria en el grado décimo, que
no difieren mucho de los propuestos hace al menos tres décadas. Uno de estos enfoques parte
del estudio de las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, incluye las identidades
trigonométricas fundamentales y realiza algunas demostraciones de ellas sin ningun tipo de

explicacion ni ilustracion de su procedencia. Posteriormente, este enfoque define las

! Procesos generales como el razonamiento, la resolucién y el planteamiento de problemas, la comunicacion, la

modelacién y la elaboracion, comparacion y ejercitaciéon de procedimientos (MEN, 1998, pag. 35).
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funciones trigonométricas como una clase de las funciones circulares sin hacer demasiado
énfasis en los conceptos de funcion ni de funcidn circular, presenta algunas identidades que
relacionan los dngulos cuadrantales con su angulo de referencia y las demuestran basandose
en las propiedades de los triangulos congruentes y los valores absolutos y signos de las
coordenadas de los éangulos. También se presentan y resuelven algunas ecuaciones
trigonométricas y se plantean problemas de aplicacion. Finalmente se presentan y demuestran

las leyes del seno y del coseno.

El otro enfoque empieza definiendo y analizando las funciones trigonométricas en el
plano cartesiano, presenta algunas identidades que involucran los angulos de referencia con
los angulos cuadrantales y las demuestra. A la vez se van proponiendo problemas de
aplicacion. Luego definen las funciones trigonométricas sobre la circunferencia unitaria y
realizan las representaciones y andlisis de sus graficas incluyendo las inversas. Posteriormente
se estudian otras aplicaciones y las leyes del seno y del coseno. Finalmente se presentan las

identidades y las ecuaciones trigonométricas.

2.1.2 Publicaciones de investigaciones

Algunos investigadores expresan con preocupacion que se estd quitando importancia a la
trigonometria en la escuela secundaria y plantean que incluso los estudiantes universitarios
que ingresan con antecedentes y aptitudes excelentes en matematicas tienen vacios en los
conceptos trigonométricos mas fundamentales (Markel, 1982; Weber, 2005). Goldin y otros
(1983) reportaron que una de las mayores dificultades que encontraron los profesores de
Ilinois de primer afio de ciencias y matematicas fue en los temas de trigonometria. Muchos
estudiantes tiene una comprension incompleta o fragmentada de las tres maneras importantes
de ver el seno y el coseno: como coordenadas de un punto sobre el circulo unitario, como
distancias horizontal y vertical, y como razones entre los lados de un tridngulo rectangulo
(Brown, 2006b). Entre los factores que contribuyen a que los estudiantes no comprendan los
conceptos trigonométricos se destaca el enfoque de las funciones circulares, porque elimina el
papel del tridangulo rectdngulo, y por lo tanto no se puede construir basdndose en el
conocimiento previo de los estudiantes (Markel, 1982). Los estudiantes que usan el método de
la razon, donde las funciones trigonométricas son definidas como las razones entre pares de
lados en un tridngulo rectangulo, tienen mayor éxito y una mejor actitud al tema que los que
usan el método del circulo unidad, donde el seno y el coseno son definidos como las

coordenadas y, x de un punto en un circulo unidad (Kendal y Stacey, 1997; Orhun, 2001).
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Montiel (2005) plantea que en la escuela se trata la funcién trigonométrica como una
extension de las razones; su unica explicacion sobre la unidad de medida radica en la
equivalencia entre grados y radianes en el circulo trigonométrico. Con esto se despoja de los
usos y significados que dan origen a la funcion trigonométrica, perdiéndose el vinculo con
algunas précticas de referencia en otras asignaturas como el estudio del movimiento en Fisica.
La eleccion de la unidad de medida en el transito de la trigonometria clésica a la trigonometria
analitica sigue siendo un problema porque no hay recursos que permitan al profesor el transito

constructivo triangulo rectdngulo — circulo trigonométrico — funcion trigonométrica.

Brown (2006a) muestra otros factores que afectan la clara comprension de los conceptos
trigonométricos: conceptos débiles de ideas importantes sobre las rotaciones y el circulo
goniométrico; poca o ninguna comprension del papel de la unidad en el circulo goniométrico
o aplicacion inconsistente de la unidad; dificultad para interpretar los graficos coordenados
como informacion geométrica y numérica combinada, lo que implica no ver las coordenadas
de un punto como numeros y longitudes dirigidas de los segmentos horizontales y verticales
que conectan el punto con los ejes; dificultad para comprender el seno y el coseno como
coordenadas, lo que implica la carencia de asociar los signos positivo o negativo de las
coordenadas x, y a los signos del seno y coseno de dngulos no agudos; dificultad para entender
los numeros racionales como numeros y como cocientes. Esto se relaciona con el hecho de
que el seno es un niimero cuando se esta describiendo como una distancia o una coordenada, o

un cociente de dos nlimeros en la trigonometria del tridngulo rectangulo.

Para tratar de comprender las dificultades y sugerir propuestas didacticas, algunos
investigadores han recurrido a la realizacion de estudios de caracter historico-epistemoldgico.
Para el caso de la trigonometria, estos estudios son de gran importancia, dado que al parecer,
las dificultades de la invariancia de las razones y de la desconexion entre lo geométrico,
métrico, algebraico, analitico y funcional parecen provenir desde la misma evolucion historica
de los conceptos involucrados en la trigonometria, como lo podemos deducir del andlisis del

trabajo de los siguientes investigadores.

Costa (1997) presenta un estudio historico-epistemoldgico sobre la trigonometria, el
angulo, y la nomenclatura y simbologia. Considera que, estudiar la historia de la
trigonometria permite observar el surgimiento y el progreso del analisis y del algebra, los
cuales estan ligados y contenidos de manera embrionaria en la trigonometria. En su estudio

sobre la génesis de la trigonometria, parte del significado del término trigonometria y
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distingue tres momentos: como la ciencia analitica estudiada actualmente, su origen se
remonta al siglo XVII, después del desarrollo del simbolismo algebraico; como geometria
aplicada a la astronomia, sus origenes se remontan a los trabajos de Hiparco, siglo 11 a.C.,
aunque existen trazos anteriores de su uso; como medidas de triangulos, su origen se remonta
al segundo y tercer milenio antes de Cristo. Destaca que la trigonometria, mas que cualquier
rama de la matematica, proviene del mundo antiguo a partir de necesidades practicas,
principalmente ligadas a la astronomia, agrimensura y navegacion. En cuanto a la
trigonometria en Europa a partir del siglo X1V, destaca el uso por primera vez de la nocion de
cantidades variables y de funcion. Paralelamente a este desarrollo del concepto de funcion,
destaca el desarrollo de la trigonometria y el surgimiento de figuras importantes como:
Regiomontanus (1436-1475), quién estableci6 la trigonometria como una ciencia
independiente de la astronomia, Napier (1550-1617), con la invencion de los logaritmos,
Rhaeticus (1514-1576), quién introdujo el concepto moderno de las seis funciones
trigonométricas como funciones de &ngulos en vez de funciones de arco, entendidas como
razones por primera vez, Viete (1540-1603), quién dio un tratamiento analitico a la
trigonometria, Newton (1642-1727), quién encontro la serie para seno, coseno Yy tangente, y,
Euler (1707-1783), quien define las funciones trigonométricas aplicadas a un nimero y no a
un angulo como se hace hasta ahora. Respecto al andlisis y evolucién de las concepciones,
definiciones y medidas angulares, plantea que no hay una definicion universalmente aceptada
para angulo, sino que existen diversas definiciones en uso como “a) una diferencia de
direcciones entre dos lineas rectas, b) una rotacién necesaria para trazar uno de sus lados
desde una posicidn inicial hasta el otro lado, permaneciendo en el mismo plano, y c) una
porcion del plano entre dos semirrectas con origen en un punto” (Schotten, 1893, citado en
Costa, 1997). Respecto a la medida de angulos, plantea que, muchas veces el grado es la Unica
unidad de medida que es introducida en la escuela y no se relaciona con la medida en
radianes, la cual surge en el trabajo de Thomson en 1873, como necesidad de simplificacion
de ciertas formulas matematicas, como las derivadas e integrales de funciones
trigonométricas, y fisicas, como las expresiones para velocidad y aceleracion en movimientos

curvilineos.

Montiel (2005) plantea dos momentos historicos en los que se divide la trigonometria, el
de sus inicios practicos y el de sus fundamentos tedricos. “Los inicios practicos pueden
encontrarse en actividades desarrolladas en diferentes culturas y que no son consideradas
actividades matematicas en el sentido estricto de la palabra. Las actividades que dan inicio al
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estudio sobre la trigonometria, son en esencia la medicion y la astronomia”. (Montiel, 2005, p.
68). Esta investigadora realiza un recorrido histérico, vinculando las nociones o conceptos
trigonométricos a cada uno de los personajes mas sobresalientes y las preguntas que se
plantearon para resolver un problema, situandolo en una época y analizando el pensamiento
cientifico que imperaba en ella, tratando de reconstruir el desarrollo de nuevos conceptos con
base o en contraste con los previos. Como producto de este recorrido histérico, desde una
perspectiva socioepistemoldgica, plantea que la funcion trigonométrica solo puede derivarse
de la evolucion de una cierta problematica situada. Montiel (2005, 2008) identifica tres
précticas de referencia que denomina: la matematizacién de la astronomia, la matematizacién
de la fisica y la matematizacion de la transferencia del calor. Todas ellas ligadas a las

practicas sociales de anticipacion, prediccion y formalizacion.

La anticipacion se caracteriza por la construccion de modelos a escala de una realidad no
“manipulable”, la celeste. Esto constituye una transicion de lo macro a lo micro, donde la nocion
de proporcion juega un papel fundamental en la construccion de los modelos y las herramientas
matematicas. Aqui las razones se convierten en la abstraccion inmediata de la proporcion y el
triangulo en el referente matematico principal. En tanto la anticipacion se vincula con la
matematizacion de la astronomia y en consecuencia a la trigonometria clésica, los modelos
matematicos a construir son de naturaleza geométrica estatica. Esto es, la actividad matematica
consiste en medir, comparar, aproximar y calcular eventos relacionados con fendmenos macro
para representarlos en modelos geométricos proporcionales que permitan anticipar al hecho real.

Prediccidn: la matematizacion de la fisica (0, mas especificamente, del movimiento oscilatorio) es
la practica de referencia a la construccion de modelos mecanicos que describen movimientos
periddicos. Es decir, en este escenario nace el caracter funcional de las relaciones trigonométricas.
De nuestro analisis historico, de naturaleza socioepistemoldgica, identificamos el paso del
fenémeno celeste al modelo mecanico como la transicién de la trigonometria en el plano
geomeétrico al plano funcional. El problema geométrico, aquel de las cuerdas subtendidas en un
circulo, se aborda desde otro paradigma, donde se abandonan las razones y se centra la atencion en
las cantidades trascendentes trigopnométricas y sus relaciones. Dicho en otros términos, la medida
de la semicuerda en funcidn del angulo central constituye la cantidad que surge del circulo, pero
visto éste como una curva (o trayectoria en el plano de la fisica). De hecho, es la cuadratura de esta
curva donde se va a originar la expresion en serie infinita de la funcién seno: una expresion
algebraica de lo trascendente. La actividad matemética consiste entonces en el planteamiento de
problemas sobre un movimiento particular, su estudio y su modelacién. Dado el contexto fisico en
el que se planteaban los problemas se usa el radian como unidad de medida para las relaciones
trigonométricas, logrando con ello homogeneidad en las ecuaciones.

Formalizacion: historicamente contempla la consolidacion de la teoria analitica de las funciones.
Las funciones trigonométricas son consideradas ya cantidades trascendentes con un estatus
funcional y analitico, y resultan fundamentales en la solucion de problemas ligados a fendmenos
periddicos. Pero nuevos fendémenos expandieron su uso, por ejemplo, la transferencia de calor, el
enfriamiento de los cuerpos, las vibraciones sonoras y las oscilaciones en la marea. Sin embargo,
era necesario un cambio de paradigma para resolver los problemas que plateaban tales fenémenos.
El problema de la transferencia de calor implica el uso de las funciones trigonométricas como un
objeto matematico mayor, por asi decirlo, denominado serie trigonométrica. Pero el contexto fisico
del problema exige un nivel de abstraccion avanzado que permita entender la variabilidad dentro
de la estabilidad, esto es, entender que en un flujo de calor constante las temperaturas en los puntos
difieren. La actividad matematica central consiste en modelar la variacion (distinguiendo lo que
varia respecto a qué es lo que produce tal variacion) y determinar el estado estacionario.

(Montiel 2008)
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Otros han buscado las causas de las dificultades en la formacion de los profesores. Por
ejemplo, los resultados del estudio realizado por Fi (2006) sobre los conocimientos de
trigonometria de los estudiantes para profesores de matematicas de una universidad de los
Estados Unidos le llevan a concluir que el conocimiento de los profesores de matematicas
puede no ser lo suficientemente solido para apoyar la instruccion significativa sobre algunas
ideas trigonométricas claves. Por otro lado, los estudios realizados por Chacon y otros (2007),
con estudiantes para profesores de matematicas de la Universidad de Costa Rica, sobre la
comprension en el area de la trigonometria, las llevan a concluir que la formacion de los
docentes en esta area, no satisface los requerimientos minimos para ensefiar ciertos temas de

forma no mecénica (ausencia de explicaciones y justificaciones).

En busca de solucion a varias de las dificultades mencionadas, se han realizado
investigaciones desde diferentes marcos tedricos y metodologicos. Dugdale (1989) compara
dos acercamientos para incorporar representaciones graficas dentro de una unidad sobre las
identidades trigonométricas. El primero complementa un acercamiento tradicional con
actividades relacionadas con graficar. ElI segundo usa representaciones graficas como
fundamento para las identidades trigonométricas. Concluye que los estudiantes del segundo
acercamiento muestran una actuacién post-experimental superior y variada en lo relacionando
con representaciones graficas de las funciones. Lindegger (2000) usa como marco teérico las
teorias cognitivas de Vytgotsky, Vergnaud y la teoria de las situaciones didacticas de
Brousseau para introducir los conceptos de las razones trigonométricas seno, coseno y
tangente, a partir de la manipulacion de modelos. Concluye que al trabajar sobre una
secuencia de ensefianza, basada en la resolucién de problemas, a partir de preguntas sencillas,
contextualizadas y concretas, se facilita el aprendizaje de estos conceptos. Weber (2005)
investiga el conocimiento de los estudiantes de las funciones trigonométricas en el contexto
de dos cursos universitarios de trigonometria. Disefia una trayectoria de aprendizaje mediante
un paradigma de instruccion experimental basado en la nocion de procepto de Gray y Tall y
en teorias de aprendizaje objeto—proceso y compara los resultados con un grupo control
basado en la lectura. Concluye que los estudiantes que se les ensefié en el curso basado en la
lectura desarrollaron un conocimiento muy limitado de estas funciones, mientras que los
estudiantes que recibieron la instruccion experimental desarrollaron un profundo
conocimiento de las funciones trigonomeétricas. Challenger (2009), guiado por las estructuras
tedricas de desarrollo de esquema matematico propuestas por Sfard y la teoria APOS de
Dubinsky, investiga los esquemas de trigonometria desarrollados por un grupo de estudiantes
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ingleses de 16-18 afios de edad. Sugiere que los estudiantes cuyos esquemas incluyen
componentes visuales espaciales son mas exitosos en la solucion de problemas y en las
evaluaciones que aquellos cuyos esquemas se centraron en aspectos algebraicos, que las
imagenes visuales espaciales tienen un aspecto cualitativo y que ese estilo de ensefianza

desempefia un papel considerable en el desarrollo de los esquemas de los estudiantes.

Figueiredo (2010) basada en la Teoria de los Conceptos Nucleares (Casas y Luengo,
2004) investiga los diferentes tipos de representaciones de la estructura cognitiva de 399
estudiantes portugueses, que realizaron tres pruebas, con base en 11 conceptos
trigonométricos previamente seleccionados (tridngulo rectangulo, catetos, angulos agudos,
hipotenusa, Teorema de Pitagoras, razon trigonométrica, seno, circulo, tangente, resolucién de
triangulos, formula fundamental de trigonometria). Figueiredo (2010) identifica y compara los
conceptos mas importantes y estudia su relacién y evolucion, a lo largo de un periodo de
cursos escolares. A partir del andlisis de los datos, verifica que, con las diferentes técnicas
utilizadas, los conceptos que se destacan en la estructura cognitiva de los alumnos son
generalmente los mismos, dando un aporte importante al proceso de ensefianza, dado que, las
técnicas utilizadas proporcionan informaciones sobre los conocimientos anteriores de los
estudiantes, lo que sirve como evaluacion diagnostica sobre sus conocimientos previos.
Comprueba que el concepto de circulo trigonométrico, a pesar de aparecer en los textos
escolares, no esta integrado en la estructura cognitiva de los estudiantes de esta edad. Los
conceptos que mas se destacan son aquellos que estdn mas ligados al Teorema de Pitagoras,
adquiridos en afios anteriores de escolaridad. Los conceptos que se destacan como los méas
importantes en la estructura cognitiva, son los que frecuentemente se utilizan en la resolucién
de problemas concretos (Teorema de Pitagoras, catetos, hipotenusa, triangulo rectangulo,
resolucion de triangulos), confirmando de esta manera, la importancia de las actividades

practicas en la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria.

Algunos investigadores han usado calculadoras o diferentes tipos de software para
ayudar a superar las dificultades de los estudiantes. Szetela (1979) estudia el efecto de usar la
calculadora como una herramienta en la ensefianza de relaciones trigonométricas en clases
especiales con actividades disefiadas para el uso de la calculadora. En su estudio muestra que,
los estudiantes que usan la calculadora se desempefian mejor que los estudiantes que estan
limitados al lapiz y papel, porque son capaces de obtener facilmente mas datos y tener mas

tiempo para estudiar las relaciones y hacer observaciones. Blackett y Tall (1991) presentan un
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estudio empirico que se llevé a cabo con alumnos de 15 afios de edad. Muestran que el
tratamiento experimental utilizando el ordenador ayud6 a los estudiantes del grupo
experimental a mejorar su rendimiento en comparacion con los estudiantes del grupo control.
Carreira (1992) realiza un estudio con estudiantes de 10° grado, usando la hoja de calculo
como herramienta en un contexto de aplicacion y modelacién de problemas trigonométricos.
Concluye que el uso de esta herramienta, promueve y facilita la recoleccién y la organizacién
de datos, y la bdsqueda de relaciones funcionales entre ellos. Wenzelburger (1992) reporta un
estudio comparativo del aprendizaje de las funciones trigonométricas entre los 8 estudiantes
de grado 11° que trabajan con un software para graficar funciones, con los 23 estudiantes del
mismo grado que no tienen acceso al software. Muestra, a través de un post-test, que las
condiciones dadas por el ambiente computacional favorecen la retencién de los conceptos.
Sidericoudes (1993) realiza un estudio con 36 estudiantes utilizando el sistema LEGO-Logo
para abordar los conceptos de razén, célculo de distancias, perpendicularidad, funciones
trigonométricas, relaciones en el triangulo rectangulo y medidas de &ngulos. Muestra como el
uso del sistema permite y estimula la construccién del pensamiento matematico de los
estudiantes en el desarrollo de las actividades propuestas y analiza algunas de las
implicaciones en el aprendizaje de la trigonometria cuando se hace uso de la simulacion y de
modelos no curriculares. Costa (1997) investiga la influencia de dos contextos diferentes para
la ensefianza de la trigonometria, el computador y el mundo experimental. Concluye que
Cabri es un ambiente fértil para la exploracién de los valores y los signos asumidos por el
seno y coseno en cada cuadrante, la reduccion al primer cuadrante y las simetrias. El software
Graphmatica facilita la exploracién de las gréficas de las funciones y de sus representaciones
algebraicas, permite analizar el dominio, la imagen y el periodo de las funciones, conectando
las representaciones graficas y algebraicas. Martins (2003) elabora una secuencia didactica
con la ayuda de Cabri, con el objetivo de investigar si los estudiantes de segundo afio de la
educacion media, que habian trabajado ya con trigonometria en el tridngulo rectangulo vy el
circulo trigonomeétrico, podian utilizar este conocimiento, en la construccion de las graficas de
las funciones seno y coseno. Concluye que el software es suficientemente eficiente para
ayudar a los estudiantes a relacionar los conceptos estudiados en el triangulo rectangulo y el
circulo trigonometrico con las funciones seno y coseno. Kiat Ng y Hu (2006) investigan con
29 estudiantes de Grado 9 de una escuela de Singapur, distribuidos en grupos de tres o cuatro,
el impacto de usar el simulador Trigonometric Graphs, basado en la web y en la discusion en

linea asincronica para la comprension e interpretacion de los estudiantes esbozando
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transformaciones de curvas trigonométricas. Concluyen que la auto-experimentacion con el
simulador y el foro de discusion en linea ayudaron a mejorar las habilidades de los estudiantes
para esbozar transformaciones singulares/combinadas y explicar el concepto detrds de cada
transformacion. Fiallo (2006) disefia, implementa y evalla una unidad de ensefianza de las
razones trigonométricas en un SGD enfocandola ademas hacia el desarrollo de las habilidades
de la demostracion en los estudiantes de 10° grado. La investigacion, llevada a cabo con 100
estudiantes de 10° grado (1416 afios) de tres instituciones de Santander (Colombia), muestra
que las construcciones en Cabri permiten conectar las representaciones aritméticas,
geométricas, algebraicas y analiticas de los conceptos y propiedades de las razones
trigonométricas. En Cabri se dan unas transiciones de lo numérico hacia lo algebraico y de lo
empirico a lo deductivo apoyadas en la visualizacion y andlisis de propiedades geométricas y

analiticas producto de la exploracion.

2.1.3 Publicaciones de propuestas innovadoras de ensefianza

Munné (2002) presenta cinco propuestas diferentes para demostrar las formulas
trigonométricas de suma o resta de angulos. Gutmann (2003) presenta los valores de seno y
coseno de la suma de dos angulos directamente ligados a las medidas de segmentos en la
circunferencia unitaria y a la suma y diferencia de esos segmentos, plantea la idea de hablar
de “lado seno” y “lado coseno”, explica la construccion del segmento seno y coseno de la
suma utilizando segmentos de colores para referirse a los lados seno y coseno. Gutiérrez y
Fiallo (2009) presentan una propuesta de ensefianza de la trigonometria en E. Secundaria (4°
de ESO y 1° de Bachillerato). Esta propuesta de ensefianza es una adaptacion al curriculo
espafol de la unidad de ensefianza planteada en esta memoria para estudiantes colombianos.

Se propone una ensefianza por descubrimiento guiado basada en el uso de SGD.

2.1.4 Publicaciones de materiales de enseflanza

La mayoria de textos revisados presentan los enfoques tradicionales, mencionados en el
capitulo anterior, que ha tenido la ensefianza de la trigonometria en la escuela secundaria y en
el bachillerato, salvo algunas propuestas interesantes como el caso de Esteban, lbafies y
Ortega (1998), que presenta la trigonometria desde un recorrido historico hasta el estudio de
la trigonometria hiperbolica, presentando los temas y dando sugerencias de actividades para
su desarrollo fundamentadas en algunas teorias de aprendizaje. Shaffer (2006) presenta un
libro de actividades de introduccién basica a las funciones trigonométricas utilizando el
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software de geometria dinamica Sketchpad en donde se propone a los estudiantes hacer
construcciones dinamicas de trigonometria y hacer modelos basicos de aplicaciones practicas.
Ven la relacion entre el circulo unidad y las definiciones de las funciones trigonomeétricas en
el triangulo rectangulo, y crean un enlace dindmico del circulo unidad a las funciones

periodicas.

Otros textos de bachillerato que fueron apoyo para el disefio de la unidad de ensefianza
porque presentan algunas demostraciones geométricas de propiedades trigonométricas y que
nos sirvieron para la realizacion de algunas construcciones en Cabri son: Hall y Knight (1961)
y Palmer, Leigh y Kimball (1950), que presentan las demostraciones de la relacion entre las
razones trigonomeétricas de angulos relacionados entre si (suma o diferencia entre los angulos
cuadrantales y su angulo de referencia) basadas en la congruencia de tridngulos, asi como las
demostraciones del seno y coseno de la suma y diferencia de angulos basadas en la semejanza
de tridngulos. Ayres (1988), que presenta las demostraciones de las razones trigonométricas
de angulos relacionados entre si (suma o diferencia entre los angulos cuadrantales y su &ngulo
de referencia) basadas en las coordenadas del lado terminal de los angulos formados en el
plano de coordenadas. Este autor representa linealmente las razones trigonométricas como

vectores.

2.1.5 Péginas de internet

Al realizar una busqueda de publicaciones en internet hemos encontrado una gran pobreza de
materiales para la ensefianza de la trigonometria. La mayoria de las paginas encontradas se
han dedicado a copiar los contenidos de los textos, presentando las definiciones, ejemplos y
demostraciones de igual manera a como vienen en ellos. En esta basqueda se encontraron las
siguientes paginas interactivas que, al contrario de las anteriores, intentan darle un caracter
mas dindmico a la presentacion de los contenidos, pero que no favorecen en su totalidad la
comprension de los conceptos y sus relaciones, ni el desarrollo de habilidades de
demostracion: La pagina web Geometria Activa (mecd.es, 2005) a través de applets, muestra
interactivamente algunos conceptos, relaciones y propiedades de las razones trigonomeétricas.
Muestra a través de figuras geométricas dindmicas y valores numeéricos el proceso de solucion
de triangulos rectangulos y algunas identidades trigonométricas. Aunque es una pagina
interactiva, tiene una metodologia dirigista en la que los estudiantes mueven un punto o
activan un applet para ver una relacion, propiedad o aplicacion, pero no se pide ninguna

justificacion, ni se profundiza en los conceptos involucrados. La pagina web Descartes
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(mecd.es, 2001, 2003) presenta los conceptos acompaiiados de applets que muestran
numericamente e interactivamente las relaciones explicadas. Esta pagina es muy completa e
interactiva y en ella el estudiante lee, mueve, observa y comprueba empiricamente apoyado en
datos numeéricos la propiedad o relacion estudiada, pero no se le piden justificaciones ni
mucho menos demostraciones de las propiedades y relaciones estudiadas, llevando a que el
estudiante se sienta satisfecho con lo observado y verificado y no sienta la necesidad de la

demostracion.
2.2 Los Sistemas de Geometria Dindmica en la ensefianza de la trigonometria

Son numerosas las investigaciones acerca del uso de la tecnologia en la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica. De hecho, la revista International Journal of Computers for
Mathematical Learning publica contribuciones tedricas, empiricas, practicas y visionarias que
exploran el potencial de las nuevas tecnologias para profundizar nuestra comprension del
campo de la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas. Dentro de esta linea de
investigacion, se destaca el uso de SGD, especialmente para la ensefianza y el aprendizaje de
la geometria, pero no se conocen trabajos de investigacién que aborden especificamente el
problema de la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria con el uso de SGD, salvo
algunas propuesta innovadoras que lo tienen en cuenta para el disefio de actividades de
visualizacion, conceptualizacion y exploracién de algunos conceptos y propiedades
trigonométricos. A continuacion presentamos las publicaciones del uso de SGD que mas
hemos tenido en cuenta para nuestro trabajo de investigacion. Las hemos categorizado
teniendo en cuenta los siguientes criterios: publicaciones que aportan sugerencias didacticas
para el uso de SGD, publicaciones que investigan el proceso de demostracion a través del
uso de SGD.

2.2.1 Sugerencias didacticas para el uso de SGD

Segun Hoyles y Noss (1992), la simple interaccion en un ambiente dindmico no garantiza que
se aprecien las matematicas que yacen detrds de su intento pedagdgico. El software en el
corazon de un micromundo modela fragmentos matematicos pero él mismo no encarna
intenciones pedagdgicas. Un micromundo matematico debe ser pensado como algo mas que
un software. Las piezas de conocimiento son apropiadas (0 no) dependiendo de las propias
agendas de los estudiantes, cOmo se sienten con su participacion, la intervencion del profesor

y, sobre todo, el escenario en el cual las actividades son emprendidas. Los alumnos estan
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forzados (y, puede ser, potenciados) por las herramientas que tienen disponibles, por la
sintaxis y la semantica del medio expresivo que tienen a mano. EI SGD proporciona
herramientas a los estudiantes para construir y experimentar con objetos y relaciones
geométricas. Sobre la base de su experimentacion, los estudiantes hacen conjeturas que se
pueden probar con las herramientas disponibles (Healey y Hoyles, 2001). El SGD favorece la
interaccion entre construir y demostrar, entre hacer sobre el computador y justificar por medio

de argumentos teoricos (Laborde, 2000).

Para analizar el papel del uso de SGD, los siguientes investigadores han disefiado
secuencias de ensefianza que plantean sugerencias didacticas. Healy y Hoyles (2001) exploran
el papel de las herramientas del software en la resolucion de problemas de geometria y como
estas herramientas, en interaccion con actividades que incorporen los objetivos de profesores
y estudiantes, median en el proceso de resolucion de problemas. A través de analisis de las
respuestas de estudiantes exitosos, muestran como las herramientas del software dinamico no
solo sirven de andamio al proceso de solucién sino también ayudan a los estudiantes a pasar
de la argumentacién a la deduccion l6gica. Teniendo en cuenta la labor de los estudiantes
menos exitosos, también ilustran como las herramientas del software que no pueden ser
programadas para ajustarse a los objetivos de los estudiantes pueden impedir expresar sus
ideas matematicas (correctas) y asi impedir la solucion del problema. Luengo (2005) propone
un conjunto de consideraciones didacticas para tener en cuenta en el disefio de software
educativo. Presenta un ejemplo de interaccion con Cabri — Euclide y explica como modela el
aprendizaje de la demostracion con este software. La primera consideracion didactica tiene
que ver con la necesidad de reflexionar sobre como deben ser las representaciones. La
segunda consideracion es la relacion entre argumentacion y demostracién matematica.
Presenta tres caracteristicas que identifica como factores importantes en el disefio de software:

organizacion ternaria?, valor epistémico®, y construcciones no monétonas®.

2 Proposicién dada — Regla de deduccién — Nueva proposicién (Duval, 1991).
% El valor epistémico es el grado de certitud o conviccion que un usuario da a un enunciado (Duval 1992 - 1993).

* Una prueba monétona es aquella en donde los procesos son ciertos todo el tiempo y cada paso tiene que ser
correcto. Por eso en el software disefiado los estudiantes pueden construir, borrar, y las pruebas pueden ser

propuestas en un orden no jerarquico (Luengo, 2005).
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Arcavi y Hadas (2000) consideran las siguientes caracteristicas en que los SGD tienen
el potencial de nutrir, siempre que estén acompafiados convenientemente por materiales del
curriculo y précticas del aula: la visualizacién®, la experimentacién, la sorpresa, la
retroalimentacion y la necesidad de pruebas y demostraciones. De manera complementaria,
Laborde (2001) identifica y analiza los pasos de la integracion de la tecnologia en la
ensefianza, utilizando como ejemplo la evolucion a lo largo del tiempo (3 afios) en el disefio
de escenarios de ensefianza basados en Cabri para estudiantes de escuela secundaria. Esta
autora plantea que el papel desempefiado por la tecnologia paso de ser un proveedor de datos
o amplificador visual a ser un componente esencial significativo de las tareas, y como
consecuencia, afecta las concepciones de los objetos mateméticos que podrian construir los
estudiantes. Como resultado de su investigacion, Laborde (2001) concluye que la tecnologia
no es sélo un elemento adicional en el sistema educativo, ya que interactia con todos los
componentes del sistema. Integrar la tecnologia en la ensefianza requiere de tiempo para los
profesores, porque toma tiempo para que ellos acepten que el aprendizaje puede ocurrir en
situaciones basadas en el ordenador sin hacer referencia a un entorno de lapiz y papel y para
poder crear situaciones de aprendizaje adecuadas. Tiempo para que acepten que podrian
perder parte de su control sobre lo que hacen los estudiantes. Se requiere mas tiempo para
comprender sobre el terreno en el aula acerca de las estrategias de los estudiantes frente a una
tarea con Cabri que no son capaces de describir. Los profesores toman la decisién de
introducir estas nuevas tareas, sélo si estan seguros de que el aprendizaje que se espera

favorecerd a la institucion.

Groman (1996), proporciona tres ejemplos de como usa Geometer’s Sketchpad en un
curso para formar profesores de matematicas de primaria y secundaria, en donde intentan
hacer significativo el uso de la tecnologia. Arzarello y otros (2002) plantean que el profesor
juega un papel muy importante en el acercamiento de los estudiantes al conocimiento teérico.
La tecnologia en si misma no conduce a un cambio educativo. Si el profesor no motiva a los
estudiantes a encontrar por qué una conjetura (proposicion) es verdadera, entonces es posible

que las justificaciones dadas por los estudiantes se queden en un nivel perceptivo-empirico.

® La visualizacién generalmente se refiere a la habilidad de representar, transformar, generar, comunicar,

documentar, y reflejar una informacion visual (Arcavi y Hadas, 2000).
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2.2.2 Uso de SGD en el proceso de demostracion

Un SGD conduce a analizar de manera diferente los procesos involucrados en una actividad
de demostrar. Proporciona posibilidades de acceso a justificaciones tedricas a través de la
mediacion semidtica organizada por el profesor alrededor de herramientas de construccion en
ambientes de geometria dindmica (Laborde, 2000). Cuando se usa un SGD se debe superar la
barrera de lo perceptivo y empirico ya que los estudiantes pueden llegar a plantear que “la
proposicion es verdadera porque las propiedades observadas en la figura permanecen igual
cuando se arrastra la figura” (Arzarello y otros, 2002). Varios estudios se han dedicado a
investigar la forma de superar este obstdculo. Chazan (1993) analiza el uso de Gometric
Supposers para la verificacion en clase de geometria en el marco de una investigacion sobre la
comprension por los estudiantes de las semejanzas y diferencias entre las verificaciones
empiricas usando medicion en ejemplos y la prueba deductiva. Centra su anélisis en las
razones de ver las evidencias empiricas como demostraciones y la demostracion como simple
evidencia. Mariotti (2000) analiza un experimento educativo dirigido a discutir el papel
especifico jugado por el SGD, con atencién particular hacia las caracteristicas que lo hacen
atil para introducir a los estudiantes hacia el pensamiento teorico. Discute el proceso de
mediacion semidtica referido al surgimiento del significado de la demostracion, estrictamente

asociado hacia el significado de Teorema.

Holzl (2001) proporciona un estudio de caso de un proyecto en el que el SGD forma
parte integrante del acuerdo pedagdgico. Busca otros usos de SGD que van mas alla de la
mera confirmacion para que la situacion geométrica sea reconocida en su particularidad.
Muestra cdmo el poder contrastante de un SGD podria utilizarse en un marco de
descubrimiento guiado. Distingue dos maneras de utilizar las funciones de mediacion del
modo de arrastre, como un modo de prueba por un lado y como un modo de bdsqueda por
otro. Sus observaciones le llevaron a concluir que el segundo uso de la modalidad de arrastre
no es “un asunto de corto plazo” sino resultado de “un proceso de aprendizaje que se
caracteriza por diferentes capas de concepciones”. Al respecto del uso del modo arrastre,
Arzarello y otros (2002) describen el arrastre en un SGD introduciendo una jerarquia de sus
funciones. Esta jerarquia es apropiada para clasificar diferentes actitudes y propésitos de los
estudiantes cuando investigan un problema geométrico, exploran, conjeturan, validan y
justifican. Las caracteristicas cognitivas de la jerarquia pueden ser usadas para describir las

modalidades ascendente y descendente con las cuales los estudiantes interactian con las
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representaciones externas. La génesis de las diferentes funciones del arrastre en los
estudiantes no es una cuestion automatica, sino que es consecuencia de intervenciones
didacticas especificas del profesor en el aprendizaje de las practicas con Cabri de los
estudiantes. Mariotti (2000, 2007) plantea que posiblemente la interpretacion que hacen los

estudiantes del modo “arrastre” no es la de control ni se puede garantizar que ellos la vean asi.

En la busqueda de actividades que promuevan el razonamiento deductivo, Galindo
(1998) discute algunas caracteristicas de las tareas que promueven la justificacion en
geometria, y que ayudan a los estudiantes a establecer conexiones entre las construcciones
hechas en el computador y los objetos geométricos ideales. Propone tres tipos de tareas que
son fuente para buenas ideas de justificacion: las construcciones, la exploracion de lugares
geomeétricos y las cajas negras. Sinclair (2003) investiga las ventajas y las limitaciones de
usar bocetos pre-construidos de geometria dindmica basados en la web en actividades
relacionadas con la demostracion deductiva en el nivel de la escuela secundaria. Plantea que
la pregunta de la tarea y la disposicion del boceto deben trabajar juntos para crear un ambiente
para la exploracion; se debe poner atencidén explicita a la interpretacion visual y a la
exploracién dindmica que hacen los estudiantes para que ellos se beneficien completamente

de sus experiencias con los bocetos.

Para poder llevar a cabo el analisis de las tareas que se proponen en el proceso de
demostracién, Gutiérrez (2005) sugiere que, ademas de los métodos tradicionales tenemos
otros especificos, propios de este contexto de experimentacion en un SGD: archivos creados
por los estudiantes con figuras construidas y revisién de la construccién hecha (no se
muestran los objetos borrados ni los ocultos); el registro automatico de la actividad de los
estudiantes (Cabri Il plus) y el auto protocolo escrito por los estudiantes. La forma de analizar
la informacion puede ser: andlisis de los tipos de arrastre en la pantalla del ordenador
(Arzarello y otros, 2002); andlisis de las fases de resolucién de un problema de demostracion
(Marrades y Gutierrez, 2000); anélisis de la unidad cognitiva de teoremas (Boero y otros
1996); andlisis de tipos de demostraciones (Harel y Sowder, 1998).

2.3 El modelo de VVan Hiele

Han sido numerosas las investigaciones que se han realizado acerca del modelo de Van Hiele,
destacandose las Ultimas tres decadas por una gran produccion y difusion del modelo en los

idiomas inglés y castellano. La mayoria de investigaciones iniciales se enfocaron a evaluar y
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describir el nivel de razonamiento en geometria de los estudiantes a través del disefio de
diferentes test y entrevistas, sugiriendo formas de evaluar y de caracterizar los niveles
(Usiskin, 1982; Burger y Shaughnessy, 1986; Fuys, Geddes y Tischler, 1988; Gutiérrez,
Jaime y Fortuny, 1991; Gutiérrez y Jaime, 1998). Algunos han trabajado el modelo en otras
areas fuera de la geometria como la aritmética (Dreyfus y Thompson, 1985; Van Hiele, 1987)
y el analisis matematico (Fless, 1988; Land, 1991; Esteban y otros, 2006; Esteban y Llorens,
2003; De la Torre, 2000; Navarro, 2002).

En el campo de la trigonometria no encontramos trabajos que usen el modelo de Van
Hiele para llevar a cabos estudios de investigacion, aunque existen algunos trabajos de
innovacion que usan el modelo para la organizacién de actividades en torno a temas de
trigonometria y algin texto que sugiere su uso, debido a la estrecha relacion de la

trigonometria con la geometria (Esteban y otros, 1998).

Existen trabajos de investigacion y publicaciones de articulos o libros que presentan el
modelo de Van Hiele como una propuesta de fundamentacion para la ensefianza de la
geometria. Explican en qué consiste el modelo describiendo las ideas principales. Describen,
analizan e ilustran con ejemplos amplia y detalladamente los niveles de razonamiento y las
fases de aprendizaje y sus respectivas caracteristicas y discuten sobre sus implicaciones
practicas en la clase (Crowley, 1987; Jaime y Gutiérrez, 1990; Jaime, 1993; Corberan y otros,
1994; Guillén, 1997).

En nuestra investigacion los trabajos que mas se tuvieron en cuenta para el disefio de las
fases de aprendizaje en la unidad de ensefianza fueron: Jaime (1993), que sugiere que la
tercera fase de aprendizaje no debe interpretarse como fijada temporalmente después de la
segunda fase y antes de la cuarta, sino mas bien como una actitud permanente de dialogo y
discusion en todas las actividades que lo permitan de las diferentes fases de aprendizaje, y
Guillén (1997), que presenta una critica a las investigaciones que afirman haber utilizado las
fases de aprendizaje del modelo, pero que no especifican claramente cual es la parte de la

unidad correspondiente a cada una de las fases.

2.4 Los mapas conceptuales

Actualmente se usan los mapas conceptuales como una herramienta de investigacion que
puede influir positivamente en la ensefianza, el aprendizaje, el curriculo, la evaluacién vy el

medio. Novak y Gowin (1988) explican la naturaleza y las aplicaciones de los mapas
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conceptuales, ilustran con ejemplos la forma de iniciar a los estudiantes en la elaboracién de
mapas conceptuales y describen sus diferentes aplicaciones. Explican como empezaron a
utilizar los mapas conceptuales como uno de los instrumentos de evaluacion en casi todas sus
investigaciones y como empezaron a utilizarlos con los estudiantes en las clases, tanto para
ayudarles en su aprendizaje como para evaluar lo que habian aprendido. Respecto a su uso en
la valuacién de los estudiantes, Huerta (1998) presenta su visién de mapa conceptual como
instrumento de evaluacion, a partir del cual analizar la manera en que los estudiantes
organizan un determinado conjunto de conceptos y de relaciones entre dichos conceptos.
Discute las objeciones puestas a los mapas conceptuales como instrumentos de evaluacion y
plantea una técnica en la que los estudiantes completan un test del cual los investigadores
derivan los mapas conceptuales cognitivos. En esta técnica utiliza la entrevista clinica como
medio complementario para la obtencion de informacion del estudiante y sobre aspectos

relativos al uso de los mapas conceptuales como instrumento para la evaluacion.

La difusion y adaptacion de la herramienta a distintos contextos ha constituido un nuevo
objeto de interés dando lugar a nuevos hechos educativos y su problematizacion tanto en el
marco tedrico original como en otras nuevas aproximaciones tedricas y disciplinarias
(Aguilar, 2006). En el caso especifico de la educacion matematica, Huertas y otros (2003)
realizan una revision del estado de investigacion de los mapas y sus usos para la investigacion
en educacion matematica e incluyen un conjunto abundante de referencias que dan cuenta del
uso de los mapas conceptuales en la investigacion en contextos diferentes. Brinkmann (2005)
presenta los mapas como una herramienta pedagdgica para la educacién matematica, que
permite mostrar las ideas y conceptos relacionados con un tema en una forma bien
estructurada. Presenta las estructuras tedricas y la reglas para construccion de los mapas

conceptuales y los mapas mentales.

Respecto a trabajos de investigacion en educacion matematica, Pérez (2006) presenta
una experiencia educativa realizada con dos grupos de estudiantes universitarios mexicanos
de Calculo. La experiencia, llevada a cabo con un grupo experimental con un proceso de
ensefianza — aprendizaje apoyado en los mapas conceptuales realizados por el profesor y
presentados al inicio del tema y un grupo control con la ensefianza tradicional, muestra que la
ensefianza guiada por los mapas conceptuales que el profesor elabora, contribuye a desarrollar
la cognicidn en el estudiante. Serhan (2009) investiga, a través de los mapas conceptuales

realizados por los estudiantes de dos cursos de Célculo de dos universidades, el efecto del uso
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de calculadoras graficas en la comprension de la derivada en un punto. El estudio da una
mirada a las diferencias entre las imagenes del concepto “concept image” (Tall y Vinner,
1981) que son retenidas por los estudiantes que usan calculadoras graficas y por los
estudiantes que no las utilizan. Esteban y otros (2006) usan los mapas conceptuales como una
herramienta de exploracion e integracion para las fases de aprendizaje del modelo de Van
Hiele. Presentan los resultados de una experiencia de aprendizaje de estudiantes de primer
grado de universidad para el concepto de aproximacion local en su manifestacion de recta
tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella. Resaltan la importancia del lenguaje
en el aprendizaje de conceptos, como una caracteristica del modelo de Van Hiele y de los
mapas conceptuales. Huerta (2006) presenta una investigacion en la que explora la
multidimensionalidad de los mapas conceptuales en estudiantes para profesores de secundaria
ya graduados. Con la metodologia descrita pretende aportar nuevos elementos al marco
tedrico, que junto con otros trabajos anteriores estd proponiendo para el uso de los mapas
conceptuales en Educacion Matematica.

2.5 Ensefianza de la demostracion.

Son multiples las investigaciones que se han hecho en torno al aprendizaje y ensefianza de las
demostraciéon, como se puede deducir al visitar la pagina International Newsletter on the
Teaching and Learning of Mathematical Proof (http://www.lettredelapreuve.it/). Alli se

encuentra un gran namero de trabajos de investigacion dedicados al tema de la demostracion

desde diferentes perspectivas y en diferentes contextos.

La mayoria de investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion se
han realizado en el campo de la geometria euclidiana (varias de ellas apoyadas en el uso de
SGD). Algunas han estudiado los campos de la teoria de nameros (Harel, 2001; Antonini y
Mariotti, 2007; Castagnola y Tortora, 2007; Furinghetti y Morselli, 2008; Tsamir, Tirosh,
Dreyfus, Barkai, y Tabach, 2009), el algebra (Back y Wright, 1999; Healy y Hoyles, 2000;
Pedemonte, 2008), el pensamiento probabilistico (Boero, Consogno, Guala, y Gazzolo, 2009)
y algunas han empezado a trabajar las competencias y las concepciones de los profesores en el
proceso de demostracion (A. J. Stylianides y G. J. Stylianides, 2009; G. J. Stylianides y A. J.
Stylianides, 2009; Weiss, Herbst, y Chen, 2009; Tsamir y otros, 2009). No conocemos
investigaciones en el campo especifico de la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en
trigonometria aparte de Ibafies y Ortega (2003, 2004), que utilizan demostraciones

trigonométricas para que los estudiantes de primero de bachillerato reconozcan el proceso de
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demostracion entre diferentes procesos matematicos y  realizan un andlisis de las
demostraciones que dan los textos de bachillerato a algunas relaciones de las razones

trigonométricas.

Para organizar las referencias bibliograficas que mas incidencia tuvieron en nuestro
trabajo de investigacion, nos apoyamos en tres caracterizaciones de corrientes de
investigacion acerca de la demostracion, realizadas por Mariotti (2006), Harel y Sowder
(2007) y Boero (2007).

2.5.1 Investigaciones en la corriente historico - epistemoldgica

Investigaciones que buscan crear conciencia de que la prueba y la demostracion han sido
vistas bajo diferentes perspectivas por los matematicos y todavia se ven desde diferentes
perspectivas en las escuelas de diferentes paises, asi como dentro de las matematicas (Boero,
2007). ¢Qué es la demostracion y cudles son sus funciones? ;COmo son construidas,
verificadas y aceptadas las demostraciones en la comunidad de los matematicos? ¢Cuéles son
algunas de las fases criticas en el desarrollo de la demostracion en la historia de las

matematicas? (Harel y Sowder, 2007).

Battista y Clements (1995) proponen que el curriculo de secundaria debe estimular a los
estudiantes a refinar su pensamiento gradualmente, conduciéndolos a comprender los defectos
de las justificaciones visuales y empiricas para que ellos descubran y comiencen a usar
componentes criticos del pensamiento formal. Al respecto Godino y Recio (2001) plantean
que la ensefianza de las matematicas debe procurar que los estudiantes controlen y dominen
las diversas practicas argumentativas, asi como ser conscientes de las relaciones dialécticas
entre las mismas. Balacheff (2008) propone que las diferentes concepciones sobre el
aprendizaje y la ensefianza de la demostracion matematica deben ser explicadas y
relacionadas para mantener coherente la comprension global que tenemos de estos procesos
¢Hay un significado compartido de demostracion matematica entre investigadores en
educacion matematica? ¢Cual es el estado de nuestro campo? (Coémo tomamos en cuenta el
contexto y el contenido? La forma en que respondemos a estas preguntas determina nuestra
vision de lo que es una demostracién matematica desde un punto de vista de la ensefianza y el
aprendizaje. Balacheff (2008) distingue cinco posiciones que incluyen: considerar la
demostracion matematica como un tipo universal y ejemplar de demostracion (Fawcet, 1938),

considerar que la demostracion matematica tiene una naturaleza idiosincrasica (Harel y
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Sowder, 1998), considerar la demostracion matemaética en el corazén de las matematicas
(Healey y Hoyles, 1998), considerarla una herramienta necesaria para las matematicas pero
que alcanza su significado desde las aplicaciones (Hanna y Jahnke, 1996), 0 como un campo

autonomo especifico de las matematicas (Mariotti, 1997).

Arsac (1987, 2007) analiza diferentes hipotesis elaboradas por los historiadores acerca
del origen de la demostracion en las matematicas griega. En particular tiene en cuenta las
necesidades internas relativas al desarrollo de las matematicas y las referidas a influencias
externas relacionadas con el desarrollo de la sociedad y la cultura griega (en particular, la
filosofia griega). Afirma que cualquier investigacion acerca de su ensefianza plantea el
problema de su historia, como para cualquier otro concepto matematico, incluso si la
demostracidn no es precisamente un concepto sino mas bien una técnica. Al respecto, Harel
(2007) describe cémo la estructura psicolégica de los “esquemas de demostracion® de Harel
y Sowder (1998) fue revisada y replanteada con un enfoque basado casi exclusivamente en
consideraciones histéricas y filoséficas. Presenta la nueva estructura de los esquemas de
demostracién como un ejemplo de como se pueden explotar la historia y la epistemologia de
las matematicas para desarrollar herramientas que son Utiles para analizar actuaciones de los
estudiantes en el ambito de la demostracion. Harel y Sowder (1998) plantean la estructura de
los esquemas de demostracion como una herramienta para analizar las formas como los
estudiantes se convencen a si mismos o persuaden a otros de la certeza de una “observacion”.
Plantean los siguientes esquemas de demostracion, cada uno con sus respectivas sub-
categorias: por conviccion externa, empirico y analitico. Dichos esquemas no son
mutuamente exclusivos; una persona puede simultdneamente utilizar mas de una clase de

esquema.

Desde enfoques filosoficos, Hanna y Janke (1993), ademas del concepto crucial de
aplicacién, usan varios conceptos del dominio de la filosofia analitica para presentar un punto
de vista de demostracion que podria ser clasificado en la categoria de lo dialéctico. Plantean
que el punto de vista, a menudo expresado en el proceso social de verificacion a través del
cual una demostracion es aceptada en la comunidad matematica, en cierta forma deberia ser

imitado en la escuela con sus respectivas limitaciones. Estas limitaciones no descartan crear

® Algunos investigadores usan el término “esquemas de prueba”, pero de acuerdo a la definicién de demostracion
de Harel y Sowder y a la nuestra, que presentamos en el siguiente capitulo, decidimos usar el término “esquemas

de demostracion”.
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situaciones de aula en las cuales los estudiantes sean animados a explorar, plantear y probar
conjeturas y a inventar sus demostraciones. La ensefianza de la demostracion es siempre
confrontada con un doble problema: Encontrar una demostracion y al mismo tiempo
comunicar su significado. Arzarello (2007) examina su significado comparando las
contribuciones de diferentes filosofias acerca de la naturaleza del conocimiento matematico.
La idea principal es que so6lo saber lo que es, o puede ser una demostracion, no sirve para
abordar el problema didactico de su aprendizaje en la clase. En este articulo Arzarello aborda
la dicotomia formal-informal en matematicas y define la nocién de consecuencia l6gica como
el ndcleo de las demostraciones matematicas. Utiliza estos dos planteamientos desarrollados
para criticar posiciones (cuasi-) empiristas. Hanna (2007) sefiala que algunas de las razones
generales que llevaron a que la demostracién en matematicas dejara de ser relegada en los
curriculos de la mayoria de paises obedecen a factores dentro de las mismas matematicas
como el uso de demostraciones asistidas por computador, el reconocimiento cada vez mayor a
las matematicas experimentales y la invencion de nuevos tipos de demostracion que no

encajan dentro del modelo estandar de demostracion.

Mariotti (1997) plantea un modelo de analisis que permita, no solamente la distincion
formal entre la verdad y la validacion de las situaciones matematicas, sino manejar la relacion
complicada entre las dimensiones intuitiva y tedrica de la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria. Plantea la necesidad de realizar un analisis mas profundo para entender los
procesos mentales involucrados en el razonamiento geométrico, en particular la naturaleza de
la llamada “figura geométrica”. Un hecho geométrico, un teorema’ es aceptable sélo porque
es sistematizado dentro de una teoria, con una autonomia completa de cualquier verificacion o
cualquier argumentacion en un nivel empirico. Basados en el modelo propuesto, Mariotti y
otros (1997) presentan los principales resultados de tres estudios de investigacion, llevado a
cabo durante cinco afios con grupos de estudiantes desde 5° hasta 10° grado. Realizan un
analisis historico-epistemoldgico de los teoremas matematicos. Enfocan los teoremas de
geometria en este sentido y analizan las caracteristicas del campo de experiencias, el papel del
profesor en la interaccién en el aula y las funciones de la exploracion dinamica en la

generacion de la forma condicional de los teoremas y el proceso de demostrar.

" “Unidad compuesta de un enunciado matematico, una demostracion y una teoria matemética, donde la forma

condicional del enunciado desempefia un papel principal” (Mariotti y otros, 1997).
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2.5.2 Investigaciones en la corriente de la demostracion en el curriculo

Investigaciones que tienen como meta proporcionar una descripcion del estatus de la
demostracion en la escuela y su relacion con el curriculo ¢(Cual es el estatus de la
demostracién en la escuela? (Mariotti, 2006) (Cémo la epistemologia de la demostracion
influye en las opciones curriculares? ;Como el aprendizaje de la demostracion en la escuela, y
en particular las concepciones de los estudiantes acerca de la demostracion, guardan relacion
con supuestos en tradiciones historicas y epistemoldgicas subyacentes en el curriculo? (Boero,
2007).

Healy y Hoyles (1998, 2007) presentan los resultados de un proyecto nacional sobre las
concepciones de demostracion de estudiantes de 14 y 15 afios en Inglaterra y Gales. Examinan
la relacion entre competencia y curriculo en la conformacion del desempefio de los
estudiantes sobre el cuestionario y caracterizan las diferentes respuestas de dos estudiantes
con diferentes visiones de demostracion y de matematicas. Con base en los datos de esta
investigacion, Kiichemann y Hoyles (2001) reportan los resultados de las respuestas a una
pregunta escrita de algebra y dos preguntas escritas de geometria. En sus conclusiones
preliminares sugieren que las respuestas son influidas por el tema (algebra o geometria), el
sexo y el conocimiento matematico general. Ademas, las respuestas a los items mas familiares
(Algebra) parecen estar sujetas mas a la influencia del libro de texto que al conocimiento
matematico general y que las respuestas a los items menos familiares (geometria) estan mas
sujetas a la variacidn entre clases. En un estudio mas local, usando la idea de evaluacion
propuesta en Kiichemann y Hoyles (2001), Fiallo y Gutiérrez (2007) presentan los resultados
cualitativos y cuantitativos de una evaluacion diagnostica aplicada a 100 estudiantes de 10°
grado de bachillerato (14 — 16 afos) de tres instituciones de Santander (Colombia). Analizan
los tipos de demostraciones (Marrades y Gutiérrez, 2000) que realizan los estudiantes al inicio
del curso. Szendrei-Radnai y Térok (2007) proporcionan una imagen parcial y relativa de las
concepciones de los estudiantes hungaros acerca de la demostracion al entrar en la
Universidad. También suministran una ojeada a la existencia de situaciones alternativas y
“agentes” (fuera de la configuracion de la escuela: contextos matematicos, matematicas
diarias para estudiantes) que contribuyen a proporcionar buenas oportunidades para que

algunos estudiantes puedan hacer frente a una demostracion de una manera coherente.

Ibafies y Ortega (2004) realizan un analisis del tratamiento de las demostraciones

trigonométricas en los libros de texto espafioles de primer curso de bachillerato. Usan las
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categorias de contenido matematico definidas para ese fin en Ibafies (2001) y analizan los
esquemas de prueba, las técnicas empleadas en las demostraciones -método, estilo y modo-,
las funciones de la demostracion, el reconocimiento de procesos, las expresiones que utilizan,
si hacen consideraciones globales del proceso seguido en la demostracién. En un trabajo
similar, Stacey y Vincent (2008) usan la definicion de demostracién y los esquemas de
demostracion de Harel y Sowder (2007) para analizar los modos de razonamiento explicito en
las explicaciones, justificacion y demostraciones de varios topicos en cuatro libros de texto
australianos. Concluyen que todos los libros de texto hacen algun intento de explicar cada
regla. Ningan libro de texto presenta “reglas sin razon”. Parece ser que el Unico objetivo es
deducir la regla en elaboracion para practicar con ejercicios, en lugar de utilizar las
explicaciones como una herramienta de pensamiento. Las explicaciones son muy cortas con
aspectos esenciales del razonamiento formal, por lo que los estudiantes deben acudir a los
profesores para comprenderlas, pero el material proporcionado requiere de profundizacién en
el conocimiento matematico y pedagogico del contenido por parte de los profesores. Algunos
de los recursos electrénicos que se agregan, incluyendo demostraciones geométricas

dindmicas y plantillas para la construccidn, son para llenar las lagunas.

2.5.3 Investigaciones en la corriente de las concepciones de demostracion de los
estudiantes

Investigaciones que buscan obtener una mejor idea sobre los procesos relacionados con la
“demostracion” y con “demostrar” y de aportar respuestas a las cuestiones de cuéles son las
actuales concepciones de la demostracion de los estudiantes (Harel y Sowder, 2007), cuéles
son las principales dificultades que encaran los estudiantes en relacion a la demostracién y
cuél puede ser el origen de tales dificultades (Mariotti, 2006; Harel y Sowder, 2007).

Balacheff (1988b) presenta un estudio experimental de la nocion de demostracion desde
el punto de vista de las practicas matematicas de los estudiantes. Plantea la siguiente
estructura de demostraciones: empirismo ingenuo, experimento crucial, ejemplo genérico,
experimento mental. El estudio permite ver los procesos de demostracion usados por los
estudiantes al solucionar un problema de demostracién, revisando como los estudiantes llegan
a sus convicciones de la validez de la solucion propuesta a través de la discusion verbal.
Concluye que el analisis de las caracteristicas linglisticas de las expresiones en la
demostracion es insuficiente para aclarar el nivel de demostracion de los estudiantes. Es

cuando se conoce el proceso de produccidon de la demostracién que se puede tomar una
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decision acerca de su validez efectiva y de su nivel. Con base en los resultados de su
investigacion, plantea una jerarquia entre los tipos de demostracion. Hay ruptura entre los dos
primeros tipos de demostracion y los dos ultimos. Esta ruptura puede ser caracterizada como
el paso de una verdad asegurada en base a una afirmacién del hecho a una verdad asegurada
en base al razonamiento. También reconoce una conexion entre el empirismo ingenuo y el
experimento crucial, cuando el dltimo es usado en la demostracion por la necesidad de

asegurar la generalidad de la conjetura soportada.

De Villiers (1993) propone un modelo de analisis de las concepciones de la
demostracién de los estudiantes basado en las siguientes funciones de la demostracion:
verificacion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento y comunicacion. El andlisis se
efectlia con base en consideraciones epistemologicas y al testimonio personal de matematicos
en activo. Plantea que la conviccidn no se consigue exclusivamente con la demostracion, ni la
Unica funcion de la demostracion es la de verificacion/conviccion; estas ideas no tienen
sentido para el estudiante en los casos evidentes o facilmente verificables. La funcion de
explicacion es mas significativa para el estudiante. Debe ponerse mas atencion a las funciones
de descubrimiento y comunicacion. La funcién de sistematizacién debe dejarse para niveles
mas avanzados, deberia ser omitida en un curso introductorio de la demostracion. Basados en
este modelo, algunos investigadores han analizado, entre otros asuntos, las concepciones de
las funciones de la demostracion. Ibafies y Ortega (2003) presentan un estudio sobre el
reconocimiento de diferentes procesos matematicos por parte de estudiantes de primer curso
de bachillerato. En su estudio muestran que en el reconocimiento, distincién e identificacion
de las demostraciones matematicas por parte de los estudiantes, éstos van evolucionando y los
elementos diferenciadores basados en razones externas al proceso y funciones del mismo dan
paso a caracteristicas del razonamiento utilizado. Cuando se fijan en las funciones de la
demostracidn, la de explicacion es la que mas consideran. Los estudiantes que no han recibido
una instruccion especifica sobre la aplicabilidad de los teoremas no son conscientes de esta
posibilidad e incluso creen que se pueden encontrar ejemplos que no satisfagan un teorema
ya demostrado. Antonini y Mariotti (2008), a partir de la nocién de teorema de Mariotti y
otros (1997), proponen un modelo para ser usado en la observacidn, el analisis y la
interpretacion de asuntos didacticos y cognitivos relacionados con las argumentaciones y
demostraciones indirectas. Sefialan la dificultad de algunos estudiantes para convencerse con
las demostraciones por contradiccion debido a que no son un meétodo para generar una

conjetura y no es una argumentacion para dar soporte a un enunciado. Dichos autores detectan
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también que, para estos estudiantes, algunas funciones de la demostracion no parecen estar

presentes en una demostracion por contradiccion.

Harel y Sowder (1998) proporcionan evidencias de la existencia de los esquemas de
demostracion. Argumentan que las actividades de aprendizaje que educan la razon de los
estudiantes acerca de situaciones en términos de esquemas transformativos, son cruciales en el
desarrollo matematico, aun desde los primeros afios. Los estudiantes no aprenden que las
demostraciones son, primero que todo, argumentos convincentes, que las demostraciones son
un producto de la actividad humana, en la cual ellos puede y deben participar y que es parte
esencial de la actividad matematica. La meta es ayudar a los estudiantes a refinar sus propias
concepciones de lo que constituye una justificacion en matematicas: desde una concepcion
ampliamente dominada por la percepcion superficial, la manipulacion simbdlica y los rituales,

a una concepcidn que esta basada en la intuicion, conviccion interna y necesidad.

Arzarello y otros (1998) bosquejan un modelo para interpretar los procesos de
exploracion de situaciones geométricas, cuando se estan formulando conjeturas vy
posiblemente produciendo su demostracion. EI modelo esta basado en los diferentes tipos de
control del sujeto con respecto a la situacion, a saber las fases ascendente y descendente, v el
paso de una fase a otra. Estos autores analizan la solucion a un problema de demostracion,
poniendo especial atencion al momento en que se pasa de la fase ascendente, caracterizada
por una actividad empirica que apunta a entender mejor el problema, generar una conjetura o
verificar, hacia una fase descendente, donde al resolverlo se intenta construir una justificacion

deductiva.

Healy y Hoyles (2000) examinan las concepciones de los estudiantes de la demostracion
en algebra, encontrando que los estudiantes sostenian simultaneamente dos concepciones
diferentes de demostracion. Los estudiantes prefirieron argumentos que podrian evaluar, que
los convencieran, que explicaran y que excluyeran el algebra. Predomind el argumento
empirico en las propias construcciones de demostracion de los estudiantes, aunque la mayoria
de estudiantes se dieron cuenta de sus limitaciones. Los estudiantes mas exitosos presentaron
demostraciones en el lenguaje cotidiano, no usando el algebra. Otro resultado de este proyecto
es reportado en Hoyles y Kiichemann (2002), quienes analizan las respuestas a una pregunta
escrita sobre la equivalencia de dos enunciados de teoria elemental de numeros, -una
implicacion logica y su reciproca-, para evaluar la verdad de las afirmaciones y justificar sus

conclusiones. Distinguen tres estrategias, empirica, enfocada empirica y enfocada deductiva,
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que representan cambios en la atencion desde un acercamiento inductivo hacia uno deductivo.
Estos autores presentan también algunas categorias teoricas para clasificar diferentes tipos de
significados que los estudiantes asignan a la implicacion logica y las razones que sustentan
estos significados. Las categorias distinguen respuestas donde un enunciado de implicacion
I6gica es (0 no) interpretado como equivalente a su reciproca, donde el antecedente y el
consecuente se ven (0 no) como intercambiable, y donde las conclusiones son (0 no)

influenciadas por datos especificos.

2.5.3.1 Investigaciones en la corriente del analisis de la relacion entre argumentacion y

demostracion

Dentro de los trabajos que investigan las concepciones de los estudiantes sobre la
demostracién, algunos tratan las caracteristicas del razonamiento relacionados con la
demostracidn, principalmente sobre las relaciones entre la argumentacion y la demostracion
(Boero, 2007). Estudian los aspectos cognitivos que entran en juego durante la construccion
de una demostracién para poner en evidencia ciertas dificultades que los alumnos enfrentan en
su aprendizaje. En esta categoria se busca dar respuesta a preguntas como las siguientes:
¢Existe continuidad o distancia cognitiva entre la argumentacion producida en la construccion
de una conjetura y su demostracion? ;De qué tipo de continuidad se trata? ;Qué comparar?
¢Coémo comparar? ;Como identificar la fase de produccién de la conjetura y la fase de

construccién de la demostracion? (Pedemonte, 2005).

Desde una perspectiva clasica epistemologica, algunos estudios han planteado, como
una de las fuentes de dificultades, la discrepancia entre la verificacion empirica (tipica de un
razonamiento comun) y el razonamiento deductivo (tipico de un razonamiento tedrico).
Fischbein (1982) sugiere que la conviccion basada en una validacion empirica y la basada en
la demostracién no estan en el mismo orden, aunque pueden cohabitar. Balacheff (1988a)
plantea que existe una heterogeneidad de orden epistemoldgico entre estos dos procesos,
debido a que los conocimientos utilizados en ambos procesos son muy diferentes por la
diferencia del paso de lo pragmatico a lo tedrico. Este autor también plantea que el objetivo de
la argumentacion consiste en obtener la adhesion del interlocutor sin plantear necesariamente
el problema de la verdad del enunciado. Esta discrepancia ha sido estudiada y radicalizada por
Duval (1989, 1992-1993), quien sefiala la distincion entre diferentes aproximaciones a la
demostraciéon, indicando una oposicion entre argumentacion y demostracion, fundamentada

en la diferencia entre el nivel semantico, donde el valor epistémico de un enunciado es
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fundamental, y el nivel tedrico donde, en principio, solamente la validez del enunciado es lo

que cuenta.

La suposicidn de que en el nivel tedrico la dependencia légica de un enunciado con respecto a los
axiomas y teoremas de la teoria es independiente del valor epistémico que uno atribuye a la
proposicién en juego lleva a Duval a reconocer una ruptura cognitiva entre argumentacion y
demostracion.

(Mariotti, 2006, p.182)

Duval (1989, 1992-1993, 2007) muestra la distancia cognitiva que separa la
argumentacion de la demostracion a pesar de una proximidad discursiva a veces muy grande y
desde el problema de la posibilidad de reconocer una argumentacion dada la variedad de las
formas discursivas que puede tomar y la diversidad de sus niveles de organizacion. Duval
analiza cémo funciona una demostracién para plantear una ruptura entre la argumentacién y la
demostracion, afirmando que el razonamiento deductivo es de un carécter diferente al de la
argumentacion espontaneamente aplicada en discusiones o en debates relativos a conflictos
cognitivos. Una argumentacién no funciona en primer lugar sobre el estatus de las
proposiciones, sino sobre su contenido. La consideracion del estatus de las proposiciones no

es esencial.

Douek (1998, 2007) toma el andlisis del funcionamiento de la demostracion de Duval
como punto de referencia para subrayar la necesidad de considerar otros aspectos del proceso
de construccion de una demostracion dentro de las matemaéticas. Plantea que, a pesar de la
innegable distancia epistemoldgica y cognitiva entre la argumentacion y la demostracion
matematica formal como productos socialmente situados, desde el mismo punto de vista
epistemoldgico y cognitivo, la argumentacion y la demostracion matematica ordinaria tienen,
como procesos, muchos aspectos en comun. Al respecto, Boero y otros (1996) proponen que,
en un contexto educativo adecuado es posible implementar con éxito un proceso de
produccién de teoremas, caracterizado por un fuerte vinculo cognitivo entre los procesos de
argumentacion y de demostracion. En su investigacion surgida en un experimento de
ensefianza organizado con estudiantes de 8° grado que tenian que plantear conjeturas y
construir demostraciones, observaron que los estudiantes mantenian una gran coherencia entre
el texto del enunciado producido por ellos y la demostracion construida para justificarlo. Ello
lleva a estos autores a proponer el constructo de unidad cognitiva de un teorema. Garutti y
otros (1998) plantean que el constructo unidad cognitiva de teoremas es una herramienta que
puede ser util para interpretar y predecir las dificultades de los estudiantes en la demostracion

de enunciados de teoremas, ilustran con ejemplos las potencialidades de esta herramienta e
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indican posibles desarrollos futuros relacionados con la investigacion didactica e
implicaciones para una aproximacion a la demostracion en la escuela. En los ejemplos se
destaca que los estudiantes que logran construir conjeturas de caracter procedimental, tienen
mas éxitos en hacer las transformaciones a las demostraciones que aquellos que formulan
conjeturas de cardcter relacional. Cuanto mayor es la brecha entre la exploracion necesitada
para apropiarse del enunciado y el proceso de demostracion, mayor es la dificultad del
proceso de demostracion. Antonini y Mariotti (2008) sugieren que el constructo de unidad
cognitiva también puede ser una herramienta didactica eficiente para disefiar situaciones de

ensefianza y de aprendizaje enfocadas a introducir las demostraciones indirectas.

Pedemonte (2002, 2005, 2007, 2008) usa el constructo de unidad cognitiva de un
teorema para analizar y mostrar las posibles continuidades y rupturas entre la argumentacion y
la demostracion. Para el analisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los
procesos de argumentacion que conducen a la explicacion de una conjetura y su demostracion
desde el punto de vista estructural y del sistema de referencia, Pedemonte plantea una
herramienta basada en el modelo cK¢® (Balacheff, 1995, Balacheff y Margolinas, 2005)
integrado en el modelo de Toulmin®. El modelo cK¢ permite analizar el sistema de referencia

y el modelo de Toulmin permite analizar la estructura de la argumentacion.

Son varios los investigadores que han usado el modelo de Toulmin para analizar la
estructura de la argumentacién, entre ellos Knipping (2008). Esta autora reconstruye y analiza
la racionalidad de los argumentos que se producen durante el proceso de demostracién en el
aula. Propone un método fundamentado en un proceso de tres etapas: reconstruir la
secuenciacion y los significados de lo discutido en el aula; analizar argumentos y estructuras
de argumentacién; y finalmente comparar estas estructuras de argumentaciéon y revelar su
fundamento. Para la segunda etapa del modelo, analiza primero argumentos locales sobre la
base del modelo de Toulmin y luego analiza la estructura argumentativa global del proceso de

demostracion. Para ilustrar lar relaciones en el anélisis global de la discusion en el aula usa

8 cK¢: conception, knowing, concept (Balacheff & Margolinas, 2005, p. 105)

° Toulmin elabora un modelo de representacién de las argumentaciones matematicas, en el que identifica seis
caracteristicas estructurales que se deben analizar y organizar durante el proceso de argumentacion: el enunciado
(claim), los datos (data), los permisos de inferir (warrant), el indicador de fuerza del argumento (modal
qualifiers), las refutaciones potenciales (rebuttals) y el soporte del permiso de inferir (backing). En el siguiente

capitulo presentamos el modelo.
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una representacion esquematica de la estructura general argumentativa. Compara los
argumentos locales y las estructuras de argumentacion globales reconstruidas para mostrar
como este método puede revelar las diferencias en la I6gica del proceso de demostracion.
Weber y otros (2008) usan el modelo de Toulmin para tratar el problema de la basqueda por
parte de los estudiantes de permisos de inferir validos para asegurar sus justificaciones o
demostraciones, como consecuencia de las objeciones de otros estudiantes. Observan que los
estudiantes desafian con frecuencia los argumentos que presentan sus colegas. Estos desafios
invitan a los estudiantes a ser explicitos acerca de qué principios matematicos (permisos de
inferir) usan implicitamente como base para sus argumentaciones matematicas. Hollebrands y
otros (2010) usan el modelo para analizar la naturaleza de los argumentos de los estudiantes

cuando usan el SGD NonEuclid para resolver problemas de geometria no euclidiana.

Respecto al modelo cK¢, Balacheff (1995) propone los primeros elementos del modelo
para establecer una relacion entre tres constructos fundamentales: concepcién, conocimiento y
concepto. Con el propdsito de formalizar la nocion de concepcion, Balacheff y Gaudin (2002)
investigan la complejidad de modelar los conocimientos de matematicas de los estudiantes
bajo las restricciones de reconocer su falta posible de coherencia y su eficiencia local.
Balacheff y Margolinas (2005) presentan el modelo cK¢ como un modelo de conocimientos
para la sistematizacion de situaciones didacticas. Analizan la diferencia entre saber y
conocimiento como uno de los fundamentos esenciales de la teoria de situaciones didacticas
(TSD). Realizan una relectura de la TSD para precisar y ejemplificar los conceptos del a-
didéactico, sujeto, medio, concepcion, problemas, operadores, sistema de representacion y
estructura de control, utilizados en el modelo cK¢. Plantean que este marco permite clarificar
y precisar las relaciones entre los constructos concepcidn, conocimiento y concepto, utilizados
a menudo en didactica, y afiaden una precisién para situar el concepto saber. Es necesario

caracterizar el sistema, las condiciones y el control de su evolucion.

Miyakawa (2005) usa el modelo cK¢ como una herramienta metodoldgica vy
herramienta de analisis del conocimiento para acceder a los conocimientos movilizados por
los estudiantes en la resolucion de problemas, y mas concretamente en las actividades

intelectuales implicadas por la produccion de una demostracion.
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2.5.4 Investigaciones en la corriente de propuestas didacticas

Se refiere a experimentos de ensefianza y proyectos desarrollados para analizar la ensefianza
de la demostracion en contextos educativos adecuados, que pueden potenciar un acercamiento
de los estudiantes a los teoremas y la demostracion desde la escuela primaria (Boero, 2007).
Son investigaciones que buscan dar respuestas a numerosas preguntas abiertas relativas a la
problemaética de la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion, como: ¢Es posible superar
las dificultades que encuentran los estudiantes en relacion a la demostracion? ;Coémo pueden
ser disefiadas intervenciones de ensefianza? ¢Qué sugerencias generales se pueden dar?
(Mariotti, 2006) ¢Por qué ensefiar la demostracion? ¢Como deberia ensefiarse la
demostracion? ¢Como son construidas, verificadas y aceptadas las demostraciones en el aula?
¢ Cuales son las fases criticas en el desarrollo de la demostracion con el estudiante y dentro del
aula como comunidad de aprendizaje? ¢Qué entornos de aula son propicios para el desarrollo
del concepto de demostraciéon con los estudiantes? ;Qué formas de interacciones entre los
estudiantes y entre los estudiantes y el profesor pueden fomentar la concepcion de
demostracién de los estudiantes? ¢ Qué actividades matematicas - posiblemente con el uso de
tecnologia - pueden mejorar las concepciones de los estudiantes de la demostracion? (Harel y
Sowder, 2007)

Hanna (2000) presenta los cuatro articulos de investigaciéon de la edicion del nimero
extraordinario de la revista Educational Studies in Matematics correspondientes a
investigaciones empiricas del uso de SGD con estudiantes para ayudarles a desarrollar
razonamiento logico matematico, producir demostraciones validas de proposiciones
geomeétricas y enriquecer su comprension de las matematicas. Plantea que una de las tareas
cruciales de los educadores matematicos es entender el papel de la demostracién en la
ensefianza, a fin de que podamos resaltar su uso en el aula. En necesario que los profesores
discutan con los estudiantes la funcion de la demostracion en las matematicas, sefialando su
importancia y sus limitaciones. En el aula el papel crucial de la demostracion es la promocién
de la comprension matematica, y asi nuestro reto mas importante es encontrar formas mas
efectivas de usar la demostracion con este propdsito. Una de estas formas potencialmente mas
efectivas es usar SGD, lo cual marca nuevos rumbos en los acercamientos a la ensefianza de la

demostracion.

En esta edicion especial, Mariotti (2000) describe un experimento de ensefianza de dos

afios que tuvo como meta introducir a los estudiantes en el pensamiento tedrico. Estudia el
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proceso de mediacién semidtica relacionado con el surgimiento de significados de
demostracion en estudiantes. Destaca la gran ventaja de Cabri de permitir distinguir entre un
dibujo y una figura, pero, a la vez, la gran desventaja de que posiblemente la interpretacion
que hacen los estudiantes del modo “arrastre” no es la de control ni se puede garantizar que

ellos la vean asi.

Jones (2000) investiga la matematizacion progresiva del sentido que van dando los
estudiantes a lo que van haciendo con el software a través de las interpretaciones y
explicaciones que los estudiantes dan de las propiedades geométricas de los cuadrilateros que
ellos construyen y de la posibilidad de hacer clasificaciones inclusivas. Muestra como los
estudiantes evolucionan desde expresiones imprecisas y de la vida diaria a razonamientos

matematicos de situaciones geométricas que trascienden la herramienta usada.

Marrades y Gutiérrez (2000), apoyados en los trabajos de Balacheff (1988b), Bell
(1976) y Harel y Sowder (1998), proponen una estructura de tipos de demostraciones Util para
analizar, organizar y describir las demostraciones elaboradas por los estudiantes. Estos
autores realizan un andlisis detallado de como y por qué eligen los estudiantes ejemplos para

componer demostraciones empiricas.

Por su parte, Hadas y otros (2000) presentan dos secuencias de actividades disefiadas
con el objetivo de crear la necesidad de la explicacion deductiva, aprovechando la sorpresa o

la incertidumbre que causan los resultados obtenidos de manera empirica.

Arzarello y otros (2002, 2007) analizan el uso del arrastre en SGD introduciendo una
jerarquia de sus funciones. El arrastre se revela crucial en la dialéctica entre los aspectos
perceptivos y tedricos que se lleva a cabo en el razonamiento geométrico en general cuando se
plantea e un contexto de geometria dinamica. Plantean dos principales tipologias cognitivas
de uso del arrastre, que estan relacionadas con los tipos de control mencionados en la seccion
2.5.3 y que pueden ser apropiadas de acuerdo a la situacion concreta: Procesos ascendentes:
de las figuras a la teoria, con el objeto de explorar libremente una situacion, mirando sus
regularidades, invariantes, etc. Procesos descendentes: desde la teoria a las figuras, con el

objeto de validar o refutar conjeturas o chequear propiedades.

Fiallo (2006) analiza los tipos de demostracién de Marrades y Gutiérrez (2000) que
emergen a través de la aplicacion de una unidad de ensefianza de las razones trigonométricas

en un entorno de geometria dindmica enfocandola ademas hacia el desarrollo de las
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habilidades de la demostracion en los estudiantes de 10° grado. Con los datos obtenidos en
esta investigacion, Gutiérrez y Fiallo (2007) presentan algunos ejemplos de los diferentes
tipos de demostracion producidas por los estudiantes y muestran su progreso durante el

experimento de ensefianza.

Un grupo de investigadores italianos han realizado diversos experimentos de ensefianza
con el fin de analizar la problematica del aprendizaje de la demostracién en clases ordinarias.
Varias de esas investigaciones estan resumidas en Boero (2007). Entre ellos, Bartolini Bussi y
otros (2007a) presentan el trabajo de investigacion referente al acercamiento a los teoremas de
geometria en la escuela. Proporcionan una estructura teérica unificada de los estudios de
investigacién que usan en las siguientes investigaciones: Bartolinni Bussi y otros (2007b)
reportan un problema de construccion de la geometria del circulo en tercer grado de primaria.
Analizan los procesos que han tenido lugar en las aulas como consecuencia de la asignacién
de esta tarea, y abordan algunos aspectos pertinentes, como la delicada relacién entre las
practicas concretas y el pensamiento tedrico, y analizan como fue intencionalmente
provocado el cambio del uno al otro durante la interaccién en las clases. Boero y otros (2007)
analizan los procesos mentales subyacentes a la produccion y demostracion de conjeturas en
matematicas, dando algunas pistas sobre situaciones probleméaticas adecuadas para la
ensefianza de la demostracion y sobre la mejor forma de manejar el trabajo en clase para una
amplia participacion de los estudiantes en la construccion de conjeturas y demostraciones.
Parenti y otros (2007) presentan las condiciones peculiares que habilitan la clase para llegar a
buenos niveles de participacion en discursos tedricos y estudian algunos procesos mentales
que estan involucrados en estas actividades. Confirman el importante papel que desempefia el
profesor en el acercamiento a aspectos tedricos de las matematicas: en el aula como un
mediador cultural, que plantea y coordina discusiones; en el grupo de investigacién, como un
miembro que hace parte de la planificacion de las actividades y en el andlisis de los procesos

mentales de los estudiantes.
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3. Marco teodrico

En este capitulo nos centramos en la definicion y caracterizacion de las teorias, modelos y
aspectos didacticos de la ensefianza y el aprendizaje de la matematica que hemos utilizado,
tanto en el disefio de la experimentacion, como en el andlisis de los resultados de nuestra

investigacion.

En la seccion 3.1 caracterizamos la metodologia de ensefianza y de aprendizaje usada en
el disefio de la unidad de ensefianza para el aprendizaje de las razones trigonométricas y para
el desarrollo de las habilidades de demostracion. Esta caracterizacion la apoyamos en el
analisis de algunas dificultades del aprendizaje de ciertos conceptos y relaciones de las
razones trigonométricas, la ensefianza y el aprendizaje de conceptos, relaciones, propiedades
y procesos matematicos (representacion y conexiones, razonamiento y demostracion), el papel
de la geometria en la ensefianza de las razones trigonométricas y en particular el papel que
juega el uso delos Sistemas de Geometria Dindmica (SGD) como apoyo en un contexto de
ensefanza por descubrimiento guiado. Teniendo en cuenta que hemos usado las fases de
aprendizaje del modelo de Van Hiele, como metodologia de organizacion de las actividades
propuestas en la unidad de ensefianza, presentamos brevemente el modelo de Van Hiele y
explicamos como hemos integrado las fases de aprendizaje de Van Hiele en nuestra unidad.
Dado que hemos usado los mapas conceptuales como una herramienta de disefio curricular, de
enseflanza (especialmente en la fase de explicitacion del modelo de Van Hiele), de

aprendizaje y de evaluacion, presentamos un breve resumen de este modelo teodrico y
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explicitamos nuestra concepcion de mapa conceptual, el uso que le hemos dado y los tipos de
mapas que hemos usado. En cada uno de estos aspectos de nuestra caracterizacion resaltamos
el papel del profesor y del estudiante para el logro de los objetivos de ensefianza y de
aprendizaje propuestos. Finalmente presentamos brevemente y esquematicamente los

contenidos y relaciones matematicos abordados en la unidad de ensefianza.

En la seccién 3.2 caracterizamos los diferentes conceptos, variables, constructos,
herramientas y modelos que usamos para representar y analizar las producciones (conjeturas y
demostraciones) de los estudiantes, con miras a establecer las relaciones entre los procesos de
argumentacion y demostracion para sefalar cudles son los aciertos y dificultades que se
presentan cuando se plantean propuestas para introducir a los estudiantes al tema de la

demostracion con SGD.

3.1 Ensefianza y aprendizaje de la trigonometria

Presentamos algunas ideas importantes de la ensefanza y aprendizaje de la trigonometria que
hemos tenido en cuenta en el disefio de nuestra unidad de ensefianza de las razones
trigonométricas. Como veremos mas adelante, no abarcamos toda la rama de las matematicas
llamada “trigonometria”, sino que nos hemos centrado en una parte de dicha rama que hemos
denominado “razones trigonométricas”, la cual no considera el estudio de las “funciones
trigonométricas” ni las aplicaciones de la trigonometria. Esta reduccion no la hemos hecho
porque no consideremos importantes dichos estudios, mas bien la hemos hecho por las
siguientes razones: i)necesidad de delimitar el tema en un tiempo razonable para la
experimentacion; ii)uno de nuestros objetivos es “utilizar” el tema de las razones
trigonométricas como el “pretexto” para profundizar en el desarrollo de las habilidades de
demostracion y en el andlisis de las relaciones entre los procesos de argumentar y demostrar;
iit)dificultad para lograr desarrollar habilidades de argumentar y demostrar, y a su vez lograr
desarrollar habilidades para la resolucion de problemas de aplicacion de conceptos
trigonométricos y realizar el estudio analitico de las funciones en el periodo de tiempo
previsto para la experimentacion; iv)complejidad en la ensefanza y aprendizaje de la

trigonometria que han detectado algunas investigaciones.

Basamos nuestra propuesta de ensefianza y de aprendizaje en cuatro ejes:
1. Conceptual: Relativo al aprendizaje de los conceptos y propiedades matematicos

implicados.
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2. Curricular: Relativo a los contenidos matematicos sugeridos en los curriculos
oficiales y trabajados en los libros de texto. Incorporacion de los procesos de
razonamiento y demostracion, conexiones y representacion.

3. Metodologico: Relativo al uso de un enfoque geométrico para la ensefianza de las
razones trigonométricas, que incluye un Sistema de Geometria Dindmica (SGD)
como apoyo en un contexto de ensefianza por descubrimiento guiado, el uso de las
fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele para el disefio de las actividades, y el
uso de los mapas conceptuales dentro de la fase de explicitacion del modelo de Van
Hiele.

4. Formativo: Relativo al objetivo de mejorar la habilidad de demostracién matematica
de los estudiantes mediante el requerimiento a éstos de validar sus resultados y
descubrimientos.

En los siguientes parrafos reflexionamos sobre los principales aspectos de cada eje.

3.1.1 Algunas dificultades en el aprendizaje de la trigonometria

La ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria es un campo poco explorado por los
investigadores en didéctica de las matematicas. Markel (1982), Goldin (1983), Fi(2003) y
Brown (2006) plantean que la trigonometria en el plano coordenado es un tema dificil para los
estudiantes y que es muy poco lo que se ha hecho para investigar los motivos de dichas
dificultades. Hay muchos factores que podrian estar involucrados. Uno de estos problemas
radica en que la trigonometria es un tema complicado e interconectado que lleva a que los
estudiantes tengan que estar cambiando las definiciones dadas para las razones
trigonométricas de acuerdo al enfoque y contexto planteado. Por ejemplo, al cambiar del
estudio de las razones trigonométricas en el triangulo rectdngulo al plano cartesiano, se
cambia de una definicion geométrica a una definicién analitica, se cambia de analizar los
valores de los lados del tridangulo rectdngulo a analizar los valores de las coordenadas del
plano y el radio de la circunferencia, se cambia de un concepto de angulo como region
comprendida entre dos lados del tridngulo a un concepto de angulo como giro o rotacion, los
valores del angulo pasan de ser valores de angulos agudos o rectos (0° < 6 < 90°) a angulos
positivos y negativos, al menos en el intervalo -360° < 6 < 360°. Ahora las razones
trigonométricas no son solamente una relaciéon o cociente entre dos lados de un tridngulo
rectangulo, sino distancias dirigidas en el plano cartesiano o coordenadas del punto de

interseccion entre el lado terminal del d&ngulo y el circulo goniométrico.
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Brown (2006) identifica los siguientes factores que afectan la clara comprension de los
conceptos trigonométricos son los siguientes: conceptos débiles de ideas importantes sobre las
rotaciones y el circulo goniométrico; poca o ninguna comprension del papel de la unidad en el
circulo goniométrico o aplicacioén inconsistente de la unidad; dificultad para interpretar los
graficos coordenados como informacidon geométrica y numérica combinada, lo que implica no
ver las coordenadas de un punto como numeros y longitudes dirigidas de los segmentos
horizontales y verticales que conectan el punto con los ejes; dificultad para comprender el
seno y el coseno como coordenadas, lo que implica la carencia de asociar los signos positivo o
negativo de las coordenadas x, y a los signos del seno y coseno de angulos no agudos;
dificultad para entender los niimeros racionales como nimeros y como cocientes. Esto se
relaciona con el hecho de que el seno es un solo valor, cuando se esta describiendo como una
distancia o una coordenada, o un cociente de dos nimeros en la trigonometria del tridngulo

rectangulo.

Las ideas de Freudenthal (2001) acerca del tema “razén” nos aproximan a la

complejidad implicita en el tema de las “razones trigonométricas’:

La razén es una funcioén de un par ordenado de nimeros o valores magnitud. También lo son la
suma, la diferencia, el producto y el cociente, pero éstos lo son en sentido algoritmico: hay una
receta para obtener el valor de la funcidon correspondiente a un par determinado o al menos para

actuar como si se hubiera obtenido — en efecto, ;qué se ha obtenido si se contesta a 3:4 con % ?
(Freudenthal, 2001, p. 66).

La razon también puede obtenerse transformandola en un cociente, pero esta es la violacion de la
razén. Si se hace, se priva a la razon de lo que la hace valiosa como razén. La razén es una funcion
de un par ordenado de nimeros o valores de magnitud. Pero, ;Qué hay de los valores de esa
funcion? ;|Numeros o valores de magnitud, de nuevo? Se puede interpretar asi, pero es la manera
erronea de hacerlo. En efecto esto identificaria razon con cociente. El significado propio de la
razon es hablar sobre igualdad (o desigualdad) de razones sin conocer el tamafio de la razon.
(Freudenthal, 2001, p. 67).

Freudenthal (2001) plantea que la razon, en cuanto a concepto e incluso en cuanto a

objeto mental, requiere un nivel de desarrollo considerablemente alto. Sin embargo la razén
. oy eq- . 1

en semejanzas, por la sensibilidad y la vista' para las razones, se presenta en el desarrollo
notablemente pronto. Los nifios pueden manejar la semejanza como una equivalencia
operativa. Las congruencias y las semejanzas son rasgos incorporados en la parte del sistema
nervioso central que procesa nuestras percepciones Opticas, sin embargo con este 0jo o
sensibilidad para la semejanza, el nifio estd lejos de la semejanza como objeto mental y como

concepto. Criterios para la conservacion de la razén como: conservacion de la igualdad de

"En ingles “the feel and look” (Freudenthal, 2001, p. 81)
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longitudes, conservacion de la congruencia, conservacion de las razones internas, constancia
de la raz6n externa, conservacion de los dngulos y decidir acerca de la necesidad y suficiencia
de tales criterios, son necesarios para la formacion del objeto mental semejanza. Una
temprana familiaridad con las aplicaciones que conservan la razéon ayuda a visualizar los
contextos de la razéon que no son visuales a priori, pero se requiere que la razén visualizada se
suelte en cierta forma del contexto de las semejanzas globales. “Para construir un puente de

razones no visuales a razones visuales, la visualizacidon estricta por semejanza ha de ser

debilitada” (Freudenthal, 2001, p. 84).

Estas recomendaciones acerca del tema razén y las dificultades sefialadas, las hemos
tenido en cuenta e incorporado en el planteamiento de nuestra unidad de ensefanza de la
siguiente manera: iniciamos el estudio de las razones trigonométricas en el tridngulo
rectangulo, favoreciendo las concepciones de razon como relacion entre lados de un triangulo
rectangulo y como cociente. Aprovechamos las ventajas que nos ofrece el programa de
geometria dinamica Cabri para la exploracion y la visualizacion geométrica y numérica de las
relaciones entre los lados del tridngulo rectangulo y los angulos complementarios. Se
visualiza la conservacion de la razon a través de la semejanza de tridngulos rectangulos y se
favorecen las argumentaciones geométricas para las justificaciones de las relaciones entre las
razones trigonométricas de los &ngulos complementarios. Para no perder el sentido de la razon
se sugiere que los estudiantes utilicen las ventajas del software para que analicen, comparen y
visualicen geométricamente y numéricamente a través del arrastre los variantes e invariantes
de cada una de las razones al variar los angulos o los lados del triangulo rectangulo. Al pasar
al plano cartesiano se aprovecha las ventajas de Cabri para seguir visualizando los conceptos
y propiedades estudiados en el triangulo rectangulo y su uso cuando sean necesarias, pero se
insiste en el andlisis de las nuevas definiciones y relaciones en el plano cartesiano y su
relacion con el tridngulo rectangulo. En este contexto, ademés de la concepcion de razon
como relacion y cociente, se favorece a través de la representacion mediante vectores la
concepcion de razon como distancia o longitud dirigida. A través de la visualizacion de los
vectores y de los triangulos rectangulos en el plano cartesiano se ven relaciones y propiedades
de las razones trigonométricas y se insiste en el uso de la definicion de razén trigonométrica
como relacion entre las coordenadas del punto de intercepcion del lado final del angulo y la

circunferencia de radio variable r.
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3.1.2 El razonamiento y la demostracion

Como lo mencionamos al inicio de ésta seccion, un objetivo de la unidad de ensefianza que
planteamos es favorecer el aprendizaje de la demostracién. En este contexto, los profesores,
ademas de evaluar el progreso de sus estudiantes en el aprendizaje de conceptos y
propiedades trigonométricos, deben evaluar su progreso en el aprendizaje de las habilidades
de demostracion. No conocemos investigaciones que hayan estudiado especificamente el

proceso de demostracion en trigonometria, planteando una unidad de ensefianza para tal fin.

Consideramos que nuestra propuesta es un aporte original que amplia el conocimiento
de este tema por la didactica de las matematicas, dado que a partir de nuestra caracterizacion
de los términos argumentacion” y demostracion®, planteamos las actividades de trigonometria
que conducen al planteamiento de conjeturas’ y construccion de demostraciones y
proponemos un modelo de andlisis de la unidad cognitiva entre estos dos procesos. El modelo
de andlisis esta basado en la propuesta de Pedemonte (2005), que hemos adaptado para
adecuarlo a las categorias de demostraciones propuestas por Marrades y Gutiérrez (2000) y a
las caracteristicas de las demostraciones que hay que hacer en trigonometria. Segin
Pedemonte (2009), este es un aporte original y novedoso que incluye las demostraciones
empiricas o inductivas que no se ha tenido en cuenta en las investigaciones de la unidad
cognitiva, dado que en dichas investigaciones el término demostracion incluye tinicamente las

demostraciones deductivas que conducen a la construccion de un teorema.

Respecto a la demostracion, en los “Principios y Estandares” de NCTM (2003) se
plantea que el razonamiento y la demostracion matematicos proporcionan modos potentes de

desarrollar y codificar conocimientos sobre una amplia variedad de fendmenos.

“Al final de la escuela secundaria, los estudiantes deberian estar capacitados para comprender y elaborar
demostraciones matemadticas, es decir, argumentos que consisten en deducciones o conclusiones
logicamente rigurosas a partir de hipotesis, y deberian apreciar el valor de tales argumentos. Las
propuestas de ensefianza deberian capacitar a todos los estudiantes para: reconocer el razonamiento y la
demostracion como aspectos fundamentales de las matematicas; formular e investigar conjeturas

? Proceso que conlleva a la conformacion de una estructura ternaria, compuesta por unos datos, una conclusién 'y

un permiso de inferir.

? Proceso que incluye todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o
validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacién

matematica.

* Terna caracterizada por un enunciado, una argumentacion y un sistema de concepciones (Pedemonte, 2005)
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matematicas; desarrollar y evaluar argumentos y demostraciones matematicos; elegir y utilizar varios
métodos de demostracion”
(NCTM, 2003, p. 59).

Por otro lado, es reconocido que la mayoria de estudiantes que han accedido a la
demostracion, lo han hecho en los cursos de geometria de secundaria (NCTM, 2003) y a un
nivel intuitivo (Mariotti, 2000). Varias de estas experiencias se basan en la observacion de las
demostraciones que los profesores transcriben de los textos escolares al tablero; pero los
autores de los textos emplean pocos recursos para hacer comprensibles esas demostraciones,
en resaltar sus caracteristicas, en detenerse en sus razonamientos, en reconocer sus técnicas,

en destacar sus funciones, y en potenciar su utilizacion (Ibanes y Ortega, 2004)

Segun Mariotti (2000), la geometria deductiva se presenta a los estudiantes como una
coleccion de “definiciones”, para nombrar y describir figuras geométricas, y “hechos”
expresando propiedades particulares. Estos hechos tienen un alto grado de evidencia y en
cualquier caso los argumentos eventualmente proporcionados por el profesor tienen el
objetivo especifico de la construccion de esas evidencias. El hecho de que a los estudiantes
nunca se les pida justificar sus conocimientos, lleva a que éstos tengan un antecedente
geométrico intuitivo que debe ser reorganizado de acuerdo con un enfoque deductivo. Lograr
que se comprenda la relacion entre el conocimiento intuitivo y su sistematizacion teorica es
muy dificil, ya que para el estudiante es muy dificil de comprender por qué se deben
cuestionar propiedades bien conocidas y utilizar largos argumentos para apoyar su verdad,
que es tan evidente. La idea que tienen los estudiantes, es que el profesor es quien tiene que
“justificar” con el objetivo de “convencerlo” de la evidencia de un determinado hecho. Por
esta razon Mariotti y otros didactas proponen que no hay que pedir a los estudiantes que
demuestren deductivamente propiedades de sobra conocidas por ellos o las que, aunque sean
nuevas para ellos, son evidentes a partir de una simple manipulacién grafica o con SGD. El
rodeo que proponen para esto es cambiar la peticion de demostrar la veracidad por la postura
de reconocer, con los estudiantes, que la propiedad es verdadera pero plantear preguntas sobre

por qué es verdadera.

En nuestra unidad de ensefianza hemos incorporado la demostracioén desde el inicio del
estudio de las razones trigonométricas, incitando al estudiante a la exploracion, analisis y
visualizacién a través de Cabri de las relaciones y propiedades de las razones trigonométricas
para que planteen sus propias conjeturas y construyan sus propias demostraciones. La

invitacion a la demostracion la hacemos a través de la solicitud continua de explicaciones
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matematicas para las conjeturas planteadas (incluso las evidentes) y desde nuestra concepcion

de demostracion.

En este contexto el papel del profesor es fundamental para recalcar la importancia de la
demostracion a través de propiedades cada vez mas generales y matematicamente aceptadas,
para que los estudiantes no queden conformes con explicaciones suministradas por lo que
“ven” en el ordenador. Para que, a través de la discusion y participacion de los estudiantes,
ellos mismos se den cuenta de las distintas formas de argumentacion y explicacion de una
proposicion. Para ayudarles a discutir y construir la estructura ldgica de los argumentos
propuestos. Para aclarar las ideas, representaciones y conexiones que estan en juego. Para
hacerles caer en la cuenta de las principales funciones de la demostracion planteadas por De
Villiers (1993) y para conducir a sus estudiantes al desarrollo de habilidades de demostracion

cada vez mas proximas a las deductivas.

3.1.3 Las conexiones y representaciones

Los conceptos y propiedades de las razones trigonométricas se definen, se conectan, se
representan y se demuestran de diversas formas, involucrando conocimientos numéricos,
geométricos, métricos, algebraicos y analiticos, por lo que se necesita de un tratamiento
didactico que permita que los estudiantes vean las conexiones entre conceptos, procesos y

relaciones mediante las diferentes formas de representacion.

Segtin los Principios y Estandares (NCTM, 2003), cuando los estudiantes pueden
conectar ideas matematicas, su comprension es mas profunda y duradera. Pueden ver
conexiones matematicas en la rica interaccion entre los temas matematicos, en contextos que
relacionan las matematicas con otras disciplinas y en sus propios intereses y experiencias.
Viendo las matematicas como un todo, resalta la necesidad de estudiar sus conexiones
internas y pensar sobre ellas, tanto en las existentes en el curriculo de un determinado curso o
nivel educativo como en las que se dan entre niveles. Los estudiantes deberian estar en
capacidad de reconocer y usar las conexiones entre ideas matematicas y de comprender como
las ideas matematicas se interconectan y construyen unas sobre otras para producir un todo

coherente y reconocer y aplicar las matematicas en contextos no matematicos.

También en los Principios y Estandares (NCTM, 2003) se plantea que, para entender y
utilizar las ideas matematicas, es fundamental la forma en que se representen. Muchas de las

representaciones que hoy nos parecen naturales, tales como los niimeros expresados en el

50



Marco teorico JORGE FIALLO

sistema decimal o en el binario, las fracciones, las expresiones algebraicas y las ecuaciones,
las graficas y las hojas de célculo, son el resultado de un proceso cultural desarrollado a lo
largo de muchos anos. Cuando los estudiantes acceden a estas representaciones matematicas y
a las ideas que representan, toman posesion de un conjunto de instrumentos que amplian de
forma significativa su capacidad para pensar matematicamente. Las representaciones deberian
tratarse como elementos esenciales para sustentar la comprension de los conceptos y
relaciones matematicos, para que los estudiantes se comuniquen sus enfoques, argumentos y
conocimientos, para reconocer las conexiones entre conceptos matematicos y para aplicar las
matematicas a problemas reales a través de la modelizacion. Las nuevas formas de representar
asociadas a la tecnologia electrénica crean la necesidad de una atencidon, incluso mayor, a la
representacion. Los estudiantes deberian estar en capacidad de crear y utilizar
representaciones para organizar, registrar y comunicar ideas matematicas; seleccionar, aplicar
y traducir representaciones matematicas para resolver problemas y usar representaciones para

modelizar e interpretar fenomenos fisicos, sociales y matematicos.

Teniendo en cuenta las ideas anteriores, en la unidad de enseflanza hemos disefiado las
actividades desde un enfoque geométrico apoyado en SGD para favorecer, inicialmente,
conexiones entre procesos, representaciones y procedimientos métricos, numeéricos y
geométricos y, posteriormente, ampliar las conexiones al plano coordenado favoreciendo
procesos, representaciones y procedimientos algebraicos y analiticos. En cada una de las
conjeturas planteadas por los estudiantes se insiste en que las explicaciones sean cada vez mas
generales e integrales, invitdndolos a que justifiquen lo visualizado en Cabri a través de
dibujos geométricos complementados con justificaciones en un lenguaje cada vez mas
algebraico y analitico. Aqui es fundamental el papel del profesor, quien debe estar
continuamente motivando al estudiante para que use las diferentes conexiones Yy

representaciones que se han dado a través del avance en cada uno de los temas propuestos.

3.1.4 El papel de la geometria

En la metodologia de ensefianza de las razones trigonométricas planteada en la unidad de
enseflanza, partimos de un enfoque geométrico basado en un entorno de software de
geometria dindmica (SGD), por lo que tenemos en cuenta las consideraciones de Laborde y
otros (2006), quienes hacen caer en la cuenta de la naturaleza dual de los conceptos
geométricos (lo espacial y lo tedrico) y de la importancia del papel de la visualizacion y de las

representaciones graficas proporcionadas por el computador:
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La ensefanza de la geometria deberia contribuir al aprendizaje de: (1) La distincion entre las relaciones
graficas espaciales y las relaciones geométricas teoricas, (2) El movimiento entre objetos tedricos y su
representacion espacial, (3) El reconocimiento de relaciones geométricas en un diagrama, (4) La
habilidad para imaginar todos los diagramas posibles asociados a un objeto geométrico. La segunda
clase de habilidad es particularmente critica en los procesos de solucion de los estudiantes confrontados
con problemas geométricos que precisan exploracion en la cual puede tener lugar un ciclo de
interpretacion, conjetura, y demostracion gracias a esta flexibilidad entre representaciones espaciales y
el conocimiento tedrico.

(Laborde, Kynigos, Hollebrands & Strisser, 2006, p. 277)

Segtin los Principios y Estandares (NCTM, 2003), la geometria es el lugar natural para
el desarrollo del razonamiento y de las habilidades para la demostracion. La construccion de
modelos geométricos y el razonamiento espacial ofrecen vias para interpretar y describir
entornos fisicos y pueden constituir herramientas importantes en la resolucién de problemas.
Las ideas geométricas son utiles para representar y resolver problemas en otras areas de las
matematicas y en situaciones del mundo real; por eso, la geometria deberia integrarse, cuando
sea posible, con otras areas. Las representaciones de las razones trigonométricas en el plano
cartesiano pueden servir para conectar la geometria y el algebra. Herramientas como un
programa informatico de geometria dindmica capacitan para modelizar la variedad de
representaciones graficas de las razones trigonométricas de angulos de diferentes amplitudes y
para tener una experiencia interactiva con ellas. Usando tecnologia, los estudiantes pueden
generar muchos ejemplos como un medio de establecer y explorar conjeturas, pero un
objetivo importante de ensefianza del curso que hemos disefiado es que los estudiantes lleguen
a darse cuenta de que generar muchos ejemplos de un determinado fendmeno no constituye
una demostracion, sino que, después de las exploraciones empiricas, es necesario buscar

explicaciones deductivas de la veracidad de las conjeturas encontradas.

En nuestra unidad de ensenanza el uso de las coordenadas cartesianas, las herramientas
de célculo y el uso de la calculadora dindmica de Cabri nos han permitido integrar lo
geométrico con lo aritmético, con lo métrico, con lo algebraico y con lo analitico. Todas las
relaciones y propiedades propuestas para el estudio de las razones trigonométricas se pueden
visualizar y comparar desde una construccion dindmica geométrica que integra lo numérico,
métrico, algebraico y analitico y que le permite al estudiante la posibilidad de plantear
conjeturas y construir demostraciones. En esta integracion de la geometria al tema de las
razones trigonométricas, hemos tenido en cuenta algunos planteamientos de propuestas
geométricas innovadoras de la ensefanza de la trigonometria dirigidas a profesores de
matematicas de ESO y bachillerato como las planteadas por Esteban, Ibafies y Ortega (1998),

quienes presentan en su libro distintos estilos geométricos muy ilustrativos de demostraciones
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de las relaciones y propiedades trigonométricas, Munné¢ (2002) quien presenta varias
propuestas para demostrar las formulas trigonométricas de suma o resta de angulos, y
Gutmann (2003) quien presenta unas actividades en las que los valores de seno y coseno de la
suma de dos angulos aparecen ligados a las medidas de segmentos en la circunferencia
unidad. También plantea la idea de llamar “lado seno” y “lado coseno” a los segmentos de
circunferencias no unidad. Junto a ideas y propuestas de ensenanza extraidas de las
referencias anteriores, hemos incluido en nuestra unidad de ensefanza la idea original de
representar las razones trigonométricas en el plano cartesiano de Cabri mediante vectores,
como manera de conectar elementos geométricos, métricos, numéricos y analiticos para
visualizar en todos los cuadrantes las relaciones y propiedades de las razones trigonométricas
estudiadas. El estudiante puede ver a través de las representaciones vectoriales que las
propiedades encontradas se cumplen para todos los angulos comprendidos, al menos, en el
intervalo -360° < 0 < 360. También pueden comprender, a través de la visualizacion
geométrica de vectores o de su suma o diferencia, propiedades numéricas y analiticas y
relacionar los diferentes sistemas de representacion de estas relaciones, inclusive entender los
procesos de limite que es necesario considerar cuando se estudian los valores de las razones
trigonométricas para los angulos de 0°, 90°, 180° y 270°. Por ejemplo, cuando el dngulo tiende
a 90° desde el primer cuadrante, se ve que las razones coseno y cotangente tienden a cero
porque se ve que los vectores representantes de estas razones van disminuyendo su magnitud -
esto se justifica analiticamente porque la abscisa x tiende a cero y el cociente de un nimero

que tiende a cero entre otro numero diferente de cero que no tiende a x, tiende a cero.

3.1.5 El uso de Sistemas de Geometria Dinamica (SGD)

En todos los aspectos mencionados anteriormente hemos visto que el uso de la tecnologia es
un elemento comun y unificador de todas estas ideas, como una herramienta que nos permite
integrar diferentes concepciones de un tema, tener una mayor posibilidad de visualizar,
explorar, analizar, plantear conjeturas acerca de las relaciones y propiedades observadas y
construir sus demostraciones, asi como ver y manipular diversas representaciones que le
permitan establecer conexiones entre las diferentes definiciones, relaciones y propiedades de

las razones trigonométricas.

Segun los principios del NCTM (2003), las calculadoras y los ordenadores,
proporcionan imagenes visuales de ideas matematicas, facilitan la organizacion y el analisis

de datos y hacen calculos con eficacia y exactitud. Cuando los estudiantes disponen de estas
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herramientas tecnologicas, pueden centrar su atencion en tomar decisiones, reflexionar,
razonar y resolver problemas. La capacidad de célculo de los recursos tecnologicos amplia la
serie de problemas asequibles a los estudiantes, y los capacita para ejecutar procedimientos
rutinarios con rapidez y seguridad, permitiéndoles asi disponer de mas tiempo para desarrollar
conceptos y para modelizar. A través de la tecnologia puede potenciarse la implicacion de los
estudiantes en las ideas matematicas abstractas, y en su dominio. La tecnologia enriquece la
gama y calidad de las investigaciones, al proveer medios para visualizar ideas matematicas
desde diversas perspectivas. Los programas de geometria dindmica permiten la
experimentacion con objetos geométricos con un enfoque explicito en las transformaciones

geométricas.

Laborde y otros (2006) plantean que en los SGD, los diagramas resultan de secuencias
de primitivas seleccionadas por el usuario y expresadas geométricamente. Los diagramas
creados tienen la caracteristica de ser cuasi-independientes, de tal manera que, cuando el
usuario arrastra un elemento del diagrama, éste es modificado segun la geometria de sus
construcciones. Estos diagramas son considerados objetos externos cuyo comportamiento y
retroalimentacion precisa decodificacion por parte de los estudiantes. La geometria es una
manera, entre otras, de interpretacion de este comportamiento. Los invariantes espaciales en
los diagramas en movimiento representan invariantes geométricos y estos micromundos de
geometria pueden ofrecer un enlace firme entre los graficos espaciales y aspectos

geométricos.

Respecto a la mediacion de un SGD en el aprendizaje de la demostracion, Mariotti
(2000) plantea que “Las construcciones geométricas tienen un significado tedrico. Las
herramientas y reglas de su uso tienen una contraparte en los axiomas y los teoremas de un
sistema teorico, de tal forma que cualquier construccion corresponde a un teorema especifico.
Dentro de un sistema de este tipo, el teorema hace valida la exactitud de la construccion. La
relacion entre los elementos del dibujo producido por la construccion es afirmada por un
teorema relativo a la figura geométrica representada por el dibujo”. También plantea que la
novedad de un SGD consiste en la posibilidad de manipulacion directa de sus figurasen
términos del sistema logico de la geometria euclidiana. La dindmica de la figura, realizada por
el arrastre, conserva la légica de la construccion; Los elementos de la figura dinamica se

relacionan por propiedades geométricas de acuerdo a una relacién de condicionalidad 16gica.
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Esto conlleva a establecer una correspondencia entre el mundo de las construcciones en SGD

y el mundo tedrico de la geometria euclidiana.

3.1.6 El modelo de Van Hiele

No conocemos hasta el momento trabajos de investigacion del uso del modelo de Van Hiele
para la ensefianza de la trigonometria, por lo que consideramos nuestra propuesta de unidad

de ensefianza como un aporte a esta linea de investigacion.

El modelo de Van Hiele estd formado por dos componentes: los niveles de
razonamiento, que describen la forma como los estudiantes razonan cuando efectiian diversas
actividades para un tema, desde el razonamiento intuitivo hasta el razonamiento abstracto
formal y las fases de aprendizaje, que ayudan al profesor a organizar las actividades para que
sus estudiantes puedan avanzar de un nivel de razonamiento al inmediatamente superior. Las

caracteristicas centrales del modelo son las siguientes (Jaime y Gutiérrez, 1990, p. 305):

(1) Se pueden encontrar varios niveles de perfeccion en el razonamiento de los
estudiantes de matematicas.

(2) Un estudiante s6lo podra comprender realmente aquellas partes de las matematicas
que el profesor le presente de manera adecuada a su nivel de razonamiento.

(3) Si una relacion matematica no puede ser expresada en el nivel actual de
razonamiento de los estudiantes, sera necesario esperar a que éstos alcancen un nivel
de razonamiento superior para presentarsela.

(4) No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma. Pero si se
le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matemadticas, a que

adquiera la experiencia necesaria para llegar a razonar de esa forma.

3.1.6.1 Los niveles de razonamiento

Los niveles de razonamiento son etapas de desarrollo intelectual y cognoscitivo por las cuales
todo estudiante atraviesa para lograr un mayor razonamiento. De esta manera es claro que
inicialmente un alumno de primaria no tiene el mismo nivel de razonamiento en Geometria
que uno de secundaria, puesto que el primero inicia su aprendizaje a través de la observacion
y le es dificil referirse a los objetos con definiciones y justificaciones claras, mientras que el
segundo, si ha seguido un proceso normal de aprendizaje, cuenta con una mayor capacidad de
expresion para definir los objetos, teniendo en cuenta sus propiedades y sus caracteristicas

hasta llegar a deducir otras propiedades y caracteristicas, y llegando inclusive a ser capaz de
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realizar demostraciones formales. Las principales caracteristicas de los niveles se resumen en
los siguientes parrafos, pero quienes deseen ampliar esta lista de descriptores pueden
consultar Burger y Shaghnessy (1986), Crowley (1987), Fuys y otros (1984), Jaime y
Gutiérrez (1990).

Nivel 1. Reconocimiento: La principal caracteristica de este nivel consiste en la
consideracion de los conceptos de manera manipulativa, fisica y global. No se toman en

cuenta elementos ni propiedades matematicos significativos.

Nivel 2. Analisis: La caracteristica fundamental del segundo nivel es que los conceptos
se entienden y manejan a través de sus elementos matematicos. Ello hace posible la
identificacion y generalizacion de propiedades como caracteristicas del concepto en cuestion.
Pero esas propiedades se utilizan de manera independiente, sin establecer relaciones entre
ellas, o sea, no se tiene en cuenta que unas implican otras. El descubrimiento y la
comprobacion de propiedades se llevan a cabo mediante experimentacion (razonamiento

empirico).

Nivel 3. Clasificacion: La caracteristica basica del tercer nivel consiste en el
establecimiento de relaciones entre propiedades. Comprension de lo que es una definicion
matematica y sus requisitos. Utilizacion de razonamientos deductivos informales para

demostrar una propiedad.

Nivel 4. Deduccion formal: El cuarto nivel estd caracterizado por la comprension y el
empleo del razonamiento formal. Los estudiantes pueden establecer secuencias de
proposiciones para deducir una propiedad de otra y realizar demostraciones de varios pasos

mediante razonamientos deductivos formales.

Nivel 5. Rigor: En el quinto nivel es posible manejar diversas geometrias, procedentes

de diferentes sistemas axiomaticos.

3.1.6.2 Las fases de aprendizaje

Van Hiele caracteriza el aprendizaje como el resultado de la acumulacion de la cantidad
suficiente de experiencias adecuadas. Por ello plantea las fases de aprendizaje como
actividades de graduacion y organizacion de las acciones que debe realizar un estudiante para
adquirir las experiencias que le lleven al nivel superior de razonamiento. Las caracteristicas

principales de cada una de las fases son las siguientes (Jaime y Gutiérrez, 1990):
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Fase 1. Informacién: La finalidad de la primera fase es la obtencion de informacion
reciproca profesor estudiante. El profesor averigua qué saben los estudiantes sobre el tema
que se va a abordar y la forma de razonar que tienen. Los estudiantes entran en contacto con
el campo de estudio y saben qué tipo de trabajo van a hacer. Esta fase se puede obviar cuando
el profesor tiene informacion del conocimiento y el nivel de razonamiento de sus estudiantes

y éstos sobre el campo de estudio.

En nuestra unidad de ensefianza hemos usado en esta fase el planteamiento de
problemas que tienen unica solucion, infinitas soluciones o no tienen solucion, de acuerdo a
los datos dados como una forma de motivar a los estudiantes para que reconozcan la
necesidad de aprender nuevos conceptos, relaciones y propiedades y desarrollar nuevas

habilidades.

Fase 2. Orientacion dirigida: El profesor dirige a los estudiantes ala exploracion del
tema a través de investigaciones basadas en el material que les ha sido proporcionado, para
que éstos vayan descubriendo, comprendiendo y aprendiendo los conceptos, propiedades,
relaciones, etc. principales en el campo de estudio. La direccion por parte del profesor no
significa que éste le indique al estudiante cémo resolver los problemas, sino que debe
planificar las situaciones que propone a sus estudiantes para que ellos logren encontrar la
solucion y, si es necesario, darles pistas o sugerencias que puedan ayudarles a superar

obstaculos.

En la unidad de ensefianza, en esta fase, el estudiante parte de algunas orientaciones e
informaciones que lo invitan, a través de un archivo de geometria dinamica dado, a explorar y
analizar los conceptos, relaciones y propiedades que deben comprender para que sean capaces
de conjeturar y demostrar las relaciones y propiedades de las razones trigonométricas.
Nuevamente recalcamos aqui la importancia del papel del profesor en la invitacion al
estudiante para que éste plantee y demuestre sus propias conjeturas, represente en su hoja de
trabajo lo que “ve” en el ordenador, utilice y relacione varias representaciones y conecte los

conceptos y propiedades estudiados.

Fase 3. Explicitacion: El objetivo de la tercera fase es que los estudiantes sean
conscientes de las caracteristicas y propiedades aprendidas anteriormente y que consoliden el
vocabulario propio del nivel. Una de las finalidades principales de esta fase es hacer que los
estudiantes intercambien sus experiencias, que comenten las regularidades que han observado,

que expliquen cémo han resuelto las actividades, que expresen sus diferentes puntos de vista

57



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

ya que el intento de cada estudiante por justificar su opinion hard que tenga que analizar con

cuidado sus ideas (o las de su compafiero), ordenarlas y expresarla con claridad.

En la unidad de ensefianza, ésta fase la activamos continuamente en diferentes partes de
la actividad, invitando al estudiante a que discuta los conceptos, relaciones, propiedades,
conjeturas y demostraciones con sus companeros y con el profesor. En esta fase, el profesor
presenta algunos conceptos e ideas que previamente han explorado los estudiantes y motiva a
que diferentes estudiantes expliquen sus resultados, conjeturas y demostraciones para que
todos vean diferentes representaciones del mismo concepto y diferentes formas y tipos de
demostracion de una misma proposicion. Aqui el profesor también hace explicitas la
necesidad del uso de conceptos y propiedades matematicos generales para las demostraciones

y la necesidad de que los estudiantes expliquen lo que ven en el ordenador.

Fase 4. Orientacion libre: La cuarta fase estd orientada a la aplicacion de los
conocimientos y lenguaje que los estudiantes acaban de adquirir a otras actividades e
investigaciones diferentes a las anteriores. Las actividades deben permitir resolver situaciones
nuevas con los conocimientos que se adquirieron previamente. Se recomienda el
planteamiento de situaciones abiertas, en las que el estudiante pueda explorar diversas

posibilidades, pero siempre utilizando lo que aprendi6 anteriormente.

En la unidad de ensefianza, la cuarta fase se caracteriza por la invitacion al estudiante al

planteamiento y demostracion de nuevas conjeturas.

Fase 5. Integracion: Esta fase tiene como objetivo establecer y completar la red de
relaciones objeto de ese nivel para el concepto que se trabaja. Se trata de que los estudiantes
adquieran una vision general de los contenidos y métodos que tienen a su disposicion,
relacionando los nuevos conocimientos con otros campos que hayan estudiado anteriormente;
se trata de condensar en un todo el dominio que ha explorado su pensamiento. El profesor
puede fomentar este trabajo proporcionando comprensiones globales, sin que estas
comprensiones le aporten nuevos conceptos o propiedades al estudiante. Debe ser una

acumulacion, comparacion y combinacion de cosas que el estudiante ya conoce.

En la unidad de ensefanza, la fase de integracion se caracteriza por la construccidon por
parte del estudiante de un mapa conceptual. En las tres primeras actividades se entrega un
mapa conceptual experto incompleto para que los estudiantes llenen los huecos (celdas y
conexiones), en el que se relacionan todas las definiciones, representaciones y propiedades

que se han estudiado en la actividad. A partir de la cuarta actividad, el estudiante debe
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construir su propio mapa conceptual. El profesor debe revisar los mapas entregados por los
estudiantes y analizar las relaciones y conexiones que estan haciendo para corregir errores
conceptuales o en las relaciones establecidas y sugerir cambios o correcciones. Finalmente el
profesor les entrega el mapa completo del experto para que ellos comparen y analicen las
diferentes definiciones, representaciones, relaciones y conexiones que se pueden establecer en

el tema estudiado.

Para la organizacion de las actividades se decidio utilizar el modelo de las fases de
aprendizaje de Van Hiele, sin hacerlas explicitas con su nombre en la hojas de trabajo del
estudiante, pero si en la descripcion de las actividades ofrecidas al profesor. Las actividades
fueron disefiadas en el orden de la fase 1 a la fase 5. La fase de explicitacion (fase 3) se fue
desarrollando implicitamente, continuamente y transversalmente en el transcurso de las
discusiones de los grupos entre si y de las discusiones de los grupos con el profesor y con el

investigador.

3.1.7 Los mapas conceptuales

En nuestra investigacion, los mapas conceptuales han sido utilizados primordialmente como
una herramienta de disefio curricular, de ensefianza, de aprendizaje y de evaluacion desde la
concepcion y uso de los mapas conceptuales explicitadas por Novak y Gowin (1988). Estos
investigadores consideran que mediante un proceso de aprendizaje por descubrimiento, la
mayor parte de los significados conceptuales se aprenden mediante la composicion de
proposiciones’ en las que se incluye el concepto que se va a adquirir. Por ello, los mapas
conceptuales tienen por objeto representar relaciones significativas entre conceptos en forma

de proposiciones.

Un mapa conceptual es un recurso esquematico para representar un conjunto de significados
conceptuales incluidos en una estructura de proposiciones. [...] Los mapas conceptuales dirigen la
atencion, tanto del estudiante como del profesor, sobre el reducido nimero de ideas importantes en
las que deben concentrarse en cualquier tarea especifica de aprendizaje.

(Novak y Gowin, 1988, p.33).

Segun Novak y Gowin (1988), el aspecto mas distintivo del aprendizaje humano es
nuestra notable capacidad de emplear simbolos orales o escritos para representar las

regularidades que percibimos en los acontecimientos y los objetos que nos rodean. Es

> Dos 0 mas términos conceptuales unidos por palabras para formar una unidad semantica. (Novak y Gowin,

1988, p. 33)
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fundamental ser conscientes del papel explicito que desempena el lenguaje en el intercambio
de informacion para comprender el valor y los objetivos de los mapas conceptuales. Esta
importancia del lenguaje en el aprendizaje de conceptos también es una caracteristica del
modelo de Van Hiele, al punto que cada nivel tiene su propio lenguaje. Por ello una
herramienta que facilita el analisis del lenguaje en el modelo son los mapas conceptuales, que
permiten determinar las relaciones y de esta forma obtener un acercamiento a la estructura
cognitiva que un estudiante posee en relacion a un concepto en el momento de la elaboracion
del mapa (Esteban y otros, 2006). Las siguientes son algunas caracteristicas importantes del

uso de los mapas conceptuales (Novak y Gowin, 1988):

Permiten a profesores y estudiantes intercambiar sus puntos de vista sobre la validez de
un vinculo proposicional determinado, o darse cuenta de las conexiones que faltan entre los

conceptos y que sugieren la necesidad de un nuevo aprendizaje.

Son instrumentos efectivos para detectar las concepciones equivocadas: éstas se notan
generalmente por una conexion entre dos conceptos que forman una proposicion falsa, o por

una conexion que pasa por alto la idea principal que relaciona dos o mas conceptos.

Son instrumentos poderosos de evaluacion para grupos amplios y para la diversidad de
objetivos de aprendizaje que es preciso evaluar: el significado que adquiere un estudiante
sobre cualquier concepto no se caracteriza por una adquisicion o una carencia completas, sino
mas bien por un conjunto creciente de vinculos proposicionales entre el concepto en cuestion

y otros con los que se relaciona.

Son utiles en la planificacion del curriculo, en el disefio de la instruccion y en la

investigacion educativa.
Hemos usado los mapas conceptuales en varias etapas de nuestra investigacion:

En la planificacion curricular de la unidad de ensefianza; antes de empezar la
experimentacion, construimos el mapa general de los conceptos y relaciones de las razones
trigonométricas mas importantes que abarcan la mayoria de los textos de secundaria y
bachillerato, incluyendo las aplicaciones, sin llegar al tratamiento de las razones
trigonométricas como funciones. Con este mapa global se pudo tener una vision general de
toda la tematica y se pudieron escoger los conceptos y relaciones que mds se ajustaran a
nuestros objetivos de ensefianza, de aprendizaje y de investigacion con el enfoque,

metodologia y herramientas que ibamos a utilizar. Luego de planteada cada una de las seis
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actividades, construimos el respectivo mapa conceptual del experto y su mapa incompleto

para ser completado por los estudiantes en las tres primeras actividades.

En la ensefanza; como una herramienta incorporada a la fase de integracion del modelo
de Van Hiele, para que los estudiantes visualizaran y recordaran esquematicamente los
conceptos y relaciones mas importantes de la actividad. También se usaron para sintetizar,

corregir y profundizar en dichos conceptos y relaciones.

En el aprendizaje; como medio para afianzar y relacionar las diferentes representaciones

y conexiones de los conceptos y relaciones estudiados.

En la evaluacion del aprendizaje de los conceptos y relaciones; como medio para
detectar y corregir concepciones erroneas y errores en el aprendizaje de los conceptos y las

proposiciones estudiados.

3.1.8 Contenidos matematicos

Son muchos los contenidos matematicos que abarca el estudio detallado de las razones
trigonométricas, por lo que aqui no queremos hacer una exposicion exhaustiva de dichos
contenidos que se pueden encontrar en los libros de texto de trigonometria. Lo que queremos
presentar en este apartado son los temas, conceptos y relaciones mas importantes que hemos
propuesto en las seis actividades planteadas en la unidad de ensefianza, ademas de explicar
brevemente algunos conceptos y términos utilizados por los textos colombianos de
trigonometria, o que fueron propuestos por el autor de la investigacion (representacion de las
razones trigonométricas como vectores) que pueden diferir de la terminologia usada en los
textos de secundaria o bachillerato espanoles para referirnos a los mismos conceptos o
propiedades. Finalmente presentamos en un mapa conceptual general un resumen mas amplio
de lo que podria abarcar la ensefianza de las razones trigonométricas, incluyendo las

aplicaciones y otras identidades trigonométricas que no hemos trabajado en nuestra unidad.

Empezamos presentando alguno de los conceptos y terminologia usados por nosotros en

la unidad de ensefianza.
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Angulos en posicion normal o candénica

¥

Figura 1: Angulo en posicién normal

El angulo A4 esta determinado por el eje positivo de las x, que llamaremos lado inicial
del 4ngulo, y la semirrecta OP que llamaremoslado terminal del angulo. Este angulo lo
llamaremos dngulo en posicion normal. Por convenio, si la semirrecta que determina el lado
terminal del dngulo A4 gira desde el lado inicial en sentido contrario a las manecillas del reloj,
se dice que el angulo es positivo y, si gira desde el lado inicial en sentido de las manecillas del

reloj, se dice que es negativo.

Definicion de las razones trigonométricas para cualquier angulo

Si 0 es un angulo en posicion normal, P(x, y) es cualquier punto sobre su lado final,
diferente de (0, 0),y r= op - \/ x> *+y” | entonces, las razones trigonométricas, expresadas

como fracciones, para el angulo 0 se definen de la siguiente manera:

seno de O:sen(0) = % ;

coseno de 0: cos(8) = ;

tangente de 0: tan(0) = %,x #0
r
X

cotangente de 0: cot(0) = 5 # 0 1

secante de O: sec(8) = ix # 0

cosecante de 0: csc(0) = ;,y + 0

Las razones trigonométricas tangente y secante no estan definidas para los dngulos cuyo

lado terminal coincide con el eje y, es decir, para x = 0. Las razones cotangente y cosecante
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no estan definidas para los angulos cuyo lado terminal coincide con el eje x, es decir, para

y=0.
Razones trigonométricas de angulos cuadrantales

Se denominan dngulos cuadrantales aquellos cuyo lado terminal coincide con alguno de

los ejes coordenados. Los angulos cuadrantales son 0°, £90°, £180°, £270° y £360°.

Los valores de las razones trigonométricas para estos angulos, se obtienen utilizando

cualquier punto P distinto de (0,0) ubicado sobre su lado terminal.
Representaciones lineales y visualizacion de las razones trigonométricas

Cada razén trigonométrica se puede representar por un vector (como se ilustra en la
figura 2) en donde: la longitud del vector representa el valor absoluto del producto del radio
de la circunferencia por la razén trigonométrica representada; el sentido del vector representa
el valor positivo o negativo de la razén trigonométrica, de manera que cuando la razon
trigonométrica es positiva, el vector representante apunta hacia la derecha, hacia arriba o
hacia fuera del punto O (origen del sistema coordenado) y cuando la razén trigonométrica es

negativa, el vector representante apunta hacia la izquierda, hacia abajo o hacia el punto O.

m

Figura 2: Representacion vectorial de las razones trigonométricas

Por convenio, llamamos lados trigonométricos del angulo @ a los siguientes vectores:
Lado seno al vector AB (azul); lado seno=rsend.

Lado coseno al vector OA (r0jo); lado coseno= rcoso.

Lado tangente al vector CD o D'C’ (verde oscuro); lado tangente = rtand.

_—

Lado cotangente a los vectores EF o E'F’ (verde claro); lado cotangente = rcotf.
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Lado secante a los vectores OD o D 'O (rosado); lado secante = rsec?.

_

Lado cosecante a los vectores OF o F'O (celeste); lado cosecante = rcsch.

Nota: La figura 3 muestra que los lados trigonométricos no solo estan definidos para
angulos en posicion normal, sino para cualquier angulo que no esté necesariamente en
posicion normal, pero teniendo en cuenta la definicion que involucra la relacion con la

circunferencia de radio r.

rtang
rsecd

rsend

\
Vb
" rcos§ ‘i\

Figura 3: Representacion de los lados trigonométricos en otra posicion

En la unidad de ensefianza se ha intentado simplificar el lenguaje presentando a los
estudiantes los criterios de lectura de los vectores en vez de presentarles las definiciones
formales (que dicen como construir los vectores), ya que las actividades piden a los
estudiantes identificar las caracteristicas de las razones a partir de la visualizacion de sus

vectores.
Angulos de referencia

Cada angulo en posicion normal & tiene como referencia un angulo agudo «, que se
forma con respecto al eje x. Este dngulo « tiene como lado inicial el semieje x y como lado
final, el lado final del angulo 6. Nos sirve para hallar el valor de las razones del angulo € en
funcion de ese angulo «. El valor de las razones de los angulos « y @ difieren en algunos

casos, solamente en su signo. Estos angulos se llaman dngulos de referencia.
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AV A Y AY
1
1 1
.0:(1- g : x}: . a\ O J :K,. ' ' ‘lf_"}oz:'] >
0
o =180°—-0 o=0-180° o =360° -0

3.1.8.1 Conceptos y relaciones planteadas en la unidad

A continuacion presentamos el mapa conceptual del conjunto de contenidos de las razones
trigonométricas que tuvimos en cuenta al inicio de nuestro disefio y los mapas conceptuales
que resumen los conceptos y relaciones que trabajamos con los estudiantes en cada una de las

seis actividades.
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Relaciones trigonométricas

Bisicas
_ sen(0)
an(O)=25®)
_ cos(0)
cot(0)= sen(0)

__ 1
csc(e)—W

S
sec(e)—W
sen(0)=-sen(-0)
cos(8)=cos(-0)
tan(0)=-tan(-0)

Pitagoricas
sen?(0)+cos?(0)=1

1+ cot? (8)=csc?(0)

tan?(0)+1=sec?(0)

sen(2a)=2sen(a).cos(a)

cos(2a)=cos? (a)-sen? (a)=1-2sen?(a)=2 cos? (a)-1

determinan

sen[%]=t‘ l-%s(a)

cos[%]::h“%s(a)

(ldentidades tri; '*ricas) < determinan R trig étricas se aplican en ¥ (la resolucion de problemas
/a partir de para
(Angulos en el tridngulo recta'ngulo) Angulos en la circunferencia
diferencia de dngulos
| se definen
i ! se definen
algebraicamente algebraicamente
sen(0)= catgto opuesto )= catefo adyacente . - .
[sen(a + B) = sen(a)-cos(P) + sen([&)‘cos(ﬂ)] sen(a - B) = sen(a)-cos(p) - sen(p)-cos(a) hipotenusa hipotenusa sen(6)=3 cos(0)=% P
cos(a + )= ccs(u)-cosl(ﬁ) - sen(@)-sen(p) cos(a - B) = cos(a)-cos(p) + sen(a)-sen(P) © cateto opuesto R cateto adyacente y
tan(0)= cot(0)= =2 x# =X yx
geométricamente geométricamente ’" cateto adyacante 7/~ "cateto opuesto tan(@)=%,x+*0  cot(d)=y. y=*0
sec(0)= hipot:nusa sc(0)= l:i[:otenusat sec(e)=%, x#0 CSC(9)=§- y*0 - Area del triangulo
= / cateto adyacente cateto opuesto 7 z - Teorema de la tangente
! —l !
‘yévdunq / \ / | fridngulosirectingulos - Razones de los angulos mitad en funci6n de los lados
e = < 3 o varian - Férmula de Herén
A / se presentan - Medir angulos y longistudes innacesibles
// AN g - Otros problemas de triéngulos
O=<sen(®) <1: O0=<cos(®)=<1; sec(d)=1 -1<sen(0)<1; -1=<cos0)=<1; -1=sec(0)=1 - Otros resultados geométricos
1 % - csc(0) = 1; 0 < tan(0) < c0; 0 < cot(f) < -1 > csc(0) = 1; -0 < tan(0) < c0; -0 < co(g) < A
ewiar Rdeond se repr
g dos lados
- fosdseng|
| \ il
s [ cosd N es necesario
/6 cosa + P) JosgeosqR /|0 cosdeosa T — ) \E — .
~ i - Teorema de Pitdgoras
/ ; g b - Suma de los dngulos interiores de un tridngulo
i - Razones trigonométricas
{ i rsech v
Y V / b i bl Al % T cualesquier triangulo
N - / 1 rsens ‘o
T Ve e . ; N ; o
| I ~ S b— o K- o c yesex\
| isuali / \ caso I: Dados caso II: Dados dos lados | (caso I1I: Dados dos caso [V: Dados dos lados y el
determinan visnaizan visualizan \ sus tres lados y su angulo comprendido| | angulosy un lado dngulo opuestT auno de ellos
sen(90 - a) = cos(a) sen(a - 90) = - cos(a) | | . //\m bigtiedad
(an((ﬁ.p):M c0s(90 - a) = sen(a) cos(a - 90) = sen(a) E E es necesario presentan ambigtieda
1-tan(a).tan(p) "'05(99?)"' ) = -sen(a) sen(180 - a) =sen(a)  sen(a - 180) = - sen(c) ) i
sen(90 + ) = cos(a) cos(180 - ) = - cos(a)  cos(a - 180) = - cos(t i
_py—_tan(e)-tan(p) cos(180 + ) = -cos(a) (360 —a)=- E ) ; s 360: = sen( () ) d : Teorema de los senos y/o) 512 < b ” Za <"‘B = <P puede ser'agudo«iobuuiso
tan(a: 9)—m (180 + a) = -sen(a) sen( o) =-sen(a) sen(a Sen(a eterminan Teorema del coseno solucion: - dos triangulos, un tridngulo rectangulo,
| : S )= -sen(e €os(360 - @) = cos(a)  cos (a - 360) = cos(c) /// un tridngulo oblicusngulo o tingin tridngulo;
determinan , E :
F ' = . ’ P e a \\\ / !
H
H
oM e N
| )= )80 =180 + ,‘/ \\
It / 1 / 0= 860 -a
I f //\ 2 [ 1
cl A ° M e —=1 F g M e { f @ H G
‘( ¢’ A |C
/ \ \
\\\ //
\ /
\ e
*f g " S - )
t i E o
visualizan L
visualizan
sen(180 - a) = sen(a) visualizan

cos(180 - a) = - cos(a)
tan(180 - a) = - tan(a)

cot(180 - a) = - cot(a)

sec(180 - a) = - sec(a)

csc(180 - a) = csc(a)

sen(180 + a) = - sen(a)
cos(180 + a) = - cos(a)
tan(180 + «) = tan(a)

cot(180 + a) = cot(a)

sec(180 + a) = - sec(a)

csc(180 + a) = - csc(a)

Mapa 1: Mapa conceptual de las razones trigonométricas.
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sen(360 - a) = - sen(a)
cos(360 - a) = cos(a)
tan(360 - «) = - tan(a)
cot(360 - a) = - cot(a)

sec(360 - a) = sec(a)

csc(360 - a) = - csc(a)
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3.2 Analisis de las relaciones cognitivas entre los procesos de argumentacion y de

demostracion

El estudio de las relaciones entre argumentacion y demostracion se ha llevado a cabo durante
algo mas de cuatro décadas desde diferentes puntos de vista, que estan estrechamente
relacionados con el significado que cada investigador le da a cada uno de estos términos.
Algunas investigaciones han mostrado la discrepancia que existe entre los procesos de
argumentacion y de demostracion (Duval, 1989, 1992 — 1993, 2007; Balacheff, 1988),
mientras que otras (Boero y otros, 1996, 2007; Douek, 1998, Pedemonte, 2002, 2005, 2007,
2008), desde una caracterizacion de la argumentacion diferente a la de Duval, han resaltado la
estrecha relacién entre estos dos procesos y han propuesto la hipdtesis de que la
argumentacion previa a una demostracion puede resultar util para la construccion de una
demostracion. Nuestro trabajo de investigacion inicialmente comparte esta hipotesis, pero
presenta algunas diferencias debido a nuestra caracterizacion de demostracion como veremos

mas adelante.

Nuestra investigacion adopta la caracterizacion de argumentacion realizada por
Pedemonte (2002), quien define la argumentacion desde una perspectiva diferente a la de
Duval. Plantea la necesidad de definir y diferenciar los términos conjetura y teorema (seccion
3.2.1), para poder distinguir argumentacion (seccion 3.2.2) de demostracion (seccion 3.2.3).
En las siguientes secciones caracterizamos estos términos. Posteriormente caracterizamos el
constructo de unidad cognitiva (seccion 3.2.4). Finalmente presentamos el modelo de analisis

de las relaciones cognitivas entre los procesos de argumentacion y demostracion (seccion

3.2.5).

3.2.1 Conjeturay teorema

Todos nuestros conocimientos, aparte de las matematicas y de la 16gica de la demostracion,
consisten en conjeturas. Aseguramos nuestro conocimiento matematico mediante el
razonamiento demostrativo, pero apoyamos nuestras conjeturas por medio del razonamiento
plausible. El razonamiento demostrativo es seguro, definitivo, y estd mdas alld de toda

controversia. El razonamiento plausible es azaroso, discutible y provisional (Polya, 1966,

p.13).
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El teorema matematico se define como el conjunto compuesto por un enunciado, una
demostracion® y una teoria matemdtica (Mariotti y otros, 1997). “El teorema existe porque
hay una teoria matematica de referencia, es decir un sistema de reglas de deduccion y de
principios admitidos en comun, necesarios para construir una demostracion” (Pedemonte,

2005, p. 324).

“La conjetura se define como la terna conformada por un enunciado, una
argumentacion y un sistema de concepciones. La argumentacion esta ligada a la conjetura y
se construye a partir de las concepciones del estudiante, la demostracion por el contrario
constituye un teorema. En particular, podemos distinguir los permisos de inferir de la
argumentacion y de la demostracion: en la demostracion el permiso de inferir es teorico,
mientras que en la argumentacidbn no necesariamente lo es, puede estar ligado a los
conocimientos del estudiante, a sus concepciones” (Pedemonte, 2005, p. 324 - 325). La
conjetura no es siempre el resultado de una argumentacion, en cuyo caso puede ser

considerada como un hecho.

3.2.2 Argumentacion

La necesidad de hablar de argumentacion en matemadticas se deriva de la necesidad de
caracterizar los procesos no demostrativos desplegados durante la resolucion de un problema,
como los procesos de exploracion, de descubrimiento y de construccion de una conjetura. Los
procesos de justificacion de un enunciado no proceden siempre de una demostracion. La
argumentacion encuentra sus raices en la exigencia de justificacion; no es posible convencer
sin dar a comprender; la explicacion es una actividad importante que parece estrechamente
vinculada al razonamiento; la argumentacion, en algunas fases de organizacion, puede no

diferenciarse de la explicacion, sin embargo, ella le es irreducible (Pedemonte, 2002).

Para caracterizar la argumentacion recurrimos al andlisis de las caracteristicas
funcionales y estructurales de la argumentacion en matematicas realizado por Pedemonte

(2002).

Caracteristicas funcionales: Las caracteristicas funcionales establecen la finalidad de

la argumentacion, su utilidad y su papel dentro de un discurso.

% En esta definicion el término demostracién solamente hace referencia al razonamiento demostrativo, que sigue

las reglas l6gicas de las matematicas.
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1) La argumentacion es una justificacion racional (Perelman y Olbrechts-Tyteca, 1958,
Toulmin, 1958, Plantin, 1990, citados en Pedemonte 2002). Esta caracteristica de justificacion

es visible en la forma de argumentacion: el razonamiento’.

2) La argumentacion trata de convencer: Desde un punto de vista epistemologico, la
argumentacioén en matematicas se desarrolla cuando alguien quiere convencer (a uno mismo o
a otros) acerca de la verdad de una afirmacién (Lakatos, 1976/1979; De Villiers, 1990;
Chazan 1993; Hanna, 1989, Ted & Hoyles, 2000, citados en Pedemonte, 2002). Es importante
distinguir entre los términos “persuadir” y “convencer”, que son muy diferentes en
significado. El objetivo de convencer es modificar las opiniones y confidencias apelando a la
racionalidad, mientras que el objetivo de persuadir es obtener consentimiento sin necesidad de
apelar a la racionalidad. Convencer implica persuadir pero persuadir no implica convencer.

En matematicas se utiliza la argumentacion con el fin de convencer.

3) La argumentacion se dirige a una audiencia universal: Si el objetivo de la
argumentacion en matematicas es convencerse a si mismo o a la audiencia sobre la verdad de
una afirmacion, la audiencia debe ser capaz de responder. En la teoria lingiiistica, esta
audiencia se llama audiencia universal (Plantin, 1990, citado en Pedemonte, 2002). Frente a la
audiencia determinada, una audiencia universal es capaz de defender sus propias opiniones
con respecto a argumento del interlocutor. Esta audiencia puede estar compuesta por la
comunidad matematica, el aula, el profesor, el interlocutor. En el caso de una clase de
matematicas, la audiencia universal pueden ser el profesor, uno o mas estudiantes o toda la

clase (profesor y alumnos).

4) La argumentacion en matemdticas pertenece a un ‘“campo’”: La argumentacion
puede variar de acuerdo a la situacion del discurso. Las palabras no pueden garantizar la
comprension exacta (Ducrot y otros, 1979, citado en Pedemonte, 2002). Es necesario mirar la
proposicion, en el contexto de otra informacion que permite reducir los malentendidos. El
campo de una argumentacion en matematicas delimita los criterios de validez. Por ejemplo,
los axiomas de validacion de una argumentacion en geometria son diferentes de los axiomas

que se utilizan en una argumentacion de algebra.

7 El razonamiento es la inferencia explicita que concluye una proposicién de una o mas proposiciones dadas

(Duval 1995)
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Caracteristicas estructurales: Las caracteristicas estructurales conforman un modelo

estructural para la argumentacion en matematicas.

El modelo de Toulmin: Un argumento en el modelo de Toulmin estd compuesto por un

esquema ternario formado por (Pedemonte, 2005, p. 321 - 322):

e Un enunciado E (claim) o conclusion que el interlocutor pretende justificar,
e Unos datos D (data) que sirven al interlocutor para justificar el enunciado E,
e Un permiso de inferir Pi (warrant) que ofrece una regla, un principio general

capaz de servir de fundamento a esta inferencia, de hacer de puente entre D y E.

El primer paso en el argumento es la expresion de un punto de vista, es la conclusion, el
objetivo del argumento. La argumentacion debe apoyar esa afirmacion. Llamamos enunciado

E ala conclusion de cada argumento.

Esta conclusion se basa en un cierto nimero de datos D que se producen para apoyar el
enunciado. Los datos son significativos porque son el punto de partida de cada argumento.
Los datos pueden ser evidencias, hechos, informaciones, ejemplos. La argumentacion que se

hace para justificar el enunciado conclusion se apoya en esos datos.

Para pasar de los datos al enunciado conclusion es necesario un “permiso” que legitime
ese paso. Se trata de una regla o un principio general que autoriza a lanzar un puente entre
datos y enunciado conclusion. Ese permiso de inferir es la parte del argumento que establece
la conexion légica entre los datos y el enunciado conclusion. Es la razon de la aceptacion o de
la refutacion del argumento. Es el punto que puede ser refutado por el auditor. Si el

argumento no es aceptado, lo que se critica es precisamente el permiso de inferir.

Por su naturaleza, los permisos de inferir son mas generales y abstractos que el
enunciado conclusion que estd siendo argumentado. Cuando los permisos de inferir se
vuelven explicitos y el tema de discusion, su estado se altera. Los permisos de inferir se
convierten en la afirmacion a ser justificada, comprometiendo a los estudiantes en un nivel

mas alto de razonamiento matematico (Weber y otros, 2008, p. 258).

En la figura 4 presentamos un esquema ternario que representa los elementos de la

argumentacion y sus relaciones, de acuerdo con el modelo de Toulmin.
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D: Datos E: Enunciado conclusion

Pi: Permiso de inferir

Figura 4: El modelo base de Toulmin

Este esquema elemental no es completo. La articulacion general del discurso puede ser

mas compleja y necesitar tres etapas auxiliares:

e Un indicador de fuerza F (modal qualifier) del argumento,
e Una refutacion potencial Rp (rebuttal) del enunciado conclusion,

e Un soporte S (backing) del permiso de inferir.

En general, las reglas y los datos no permiten inferir con un grado absoluto de certitud.
Por eso se utiliza un indicador de fuerza F que precisa la fuerza con la que la unioén de datos al
permiso de inferir permite alcanzar el enunciado. El indicador de fuerza del argumento puede
no ser explicito, pero el argumento siempre sera -calificado como “verdadero”,

2 ¢C

“probablemente verdadero”, “probable”, etc.

Es posible que ciertas circunstancias particulares impidan la aplicacion del permiso de
inferir al campo de los datos. El esquema argumentativo prevé un lugar para la restriccion de
su enunciado. Si hay excepciones al enunciado dism inuye la fuerza del permiso de inferir.
Las condiciones de las excepciones o refutaciones potenciales Rp se toman entonces en
consideracion. Esas refutaciones potenciales, o restricciones, aportan un comentario sobre la
relacion entre el permiso de inferir y la legitimidad del paso de los datos a la conclusion;

sefialan las circunstancias en las que sera necesario anular la autoridad del permiso de inferir.

Las refutaciones pueden ayudar a los estudiantes a hacer explicitos los permisos de
inferir que estan usando, a transformar la clase en un escenario de debate y a decidir bajo qué
condiciones los permisos de inferir son apropiados. A menudo, cuando un estudiante presenta
un argumento matematico, no tiene claridad acerca de los permisos de inferir que estd usando.
Ese estudiante puede utilizar permisos de inferir implicitamente sin haber considerado si esos
permisos de inferir son validos. Las refutaciones en las discusiones con los compaiieros de
clase o con el profesor invitan al estudiante a hacer explicitos los permisos de inferir

empleados (Weber y otros, 2008).
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El permiso de inferir puede ponerse en duda. Es necesario entonces respaldarlo,
apoyarlo con algunos justificativos, que constituyen el soporte S. La existencia de un permiso
de inferir entre datos y conclusion esta justificada por la legitimidad de la pregunta “;En qué
condiciones hay una relacién entre datos y enunciado conclusion?”. Sin embargo puede
plantearse otra pregunta: “;Por qué existe una relacion entre datos y enunciado conclusion?”
Por eso puede ser necesario un soporte en la esquematizacion del argumento. Si la autoridad
del permiso de inferir no es aceptada, puede solicitarse un soporte al permiso. El soporte
puede ayudar al auditor a comprender el permiso de inferir; sin el soporte puede que el
permiso no sea aceptado (Pedemonte, 2005, p. 322 — 323). El esquema completo se presenta

en la figura 5:

F: Fuerza Rp: Refutacion potencial

E: Enunciado conclusion

A 4

D: Datos

Pi: Permiso de inferir

S: Soporte

Figura 5: Modelo de Toulmin

3.2.2.1 Estructura de la argumentacion

Pedemonte (2002) considera y define la argumentacion deductiva, la argumentacion inductiva
o empirica y la argumentacion abductiva (Pedemonte y Reid, 2010). En nuestra investigacion,
el tipo de problema planteado y la metodologia de ensefianza, no permitieron que las
demostraciones abductivas se dieran, por lo que a continuacidon solamente nos referimos a las

dos primeras.

Argumentacion deductiva: La argumentacion deductiva tiene la misma forma que la
demostracion deductiva pero tienen algunos aspectos diferentes. La demostracion deductiva
utiliza a menudo objetos formalizados y se basa siempre en una teoria matematica; en cambio,
la argumentacion deductiva puede utilizar la lengua natural y puede no estar apoyada por una
teoria matematica. Esta es la razon por la que una deduccién en la argumentacion puede ser

semanticamente falsa.

En la argumentacion deductiva, tenemos en cuenta las deducciones que pueden ser

falsas, pero no las deducciones que carecen de sentido. No consideramos tampoco las
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deducciones retoricas. Estas no forman parte de las argumentaciones logicas, ya que su
validez es dificil de evaluar. Las argumentaciones que consideramos no tienen como meta la
persuasion, si no que proceden de una busqueda sincera de la verdad, s6lo tenemos en cuenta

las deducciones que tienen sentido para el que las construye.

La representacion de un paso deductivo en el modelo de Toulmin se presenta en la

figura 6 (Pedemonte, 2002, p. 87):

Pi: A=B

Figura 6: Esquema de un paso deductivo en el modelo de Toulmin

A=B es la regla (o el teorema);
A es una proposicion de entrada o dato;

B es el enunciado conclusion

El enunciado conclusion se deduce a partir de los datos y el permiso de inferir que son
determinados de antemano. La regla de inferencia “modus ponens” es coherente con el

modelo.

Argumentacion inductiva o empirica: La induccion es una inferencia ampliativa que
conduce a la construccion de nuevos conocimientos a partir de la observacion de casos
particulares que se generalizan en un conjunto mas extensos de casos. La induccién es la
inferencia de una regla a partir de un caso (o de un conjunto de casos). El proceso inductivo
parte de la observacion® o la recolecciéon de algunos hechos o datos para concluir una regla.
Los datos recogidos o los hechos observados se comparan el uno con el otro con el fin de
determinar sus relaciones mutuas y poder finalmente abstraer una regla general. La induccion,
no puede inferir con certeza una conclusion que es construida por una generalizacion de los

elementos de un conjunto de casos particulares.

Las herramientas de la induccion son la generalizacion, la particularizacion y la

analogia: “La generalizacion es el paso de la consideracion de una serie determinada de

8 «Las propiedades de los niimeros conocidos hoy han sido en su mayor parte descubiertas por observacion, y
mucho antes de que su verdad haya sido confirmada por rigurosas demostraciones” (Euler, citado en Polya,

1966, p.25)
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objetos a la de una serie mayor que contiene la primera” (Polya, 1966, p. 37). “La
particularizacion o especializacion es pasar de la consideracion de una serie determinada de
objetos a la de una serie mas pequena contenida en la primera” (Polya, 1966, p. 38), y “la
analogia es una especie de semejanza sobre un nivel definido y conceptual” (Polya, 1966, p.

38), permite recoger las relaciones similares entre los elementos de objetos similares.

Analizando cémo se producen los procesos de analogia, de generalizacion y de
particularizacion, Pedemonte distingue y caracteriza los siguientes tres tipos de
argumentacion inductiva: argumentacion inductiva por generalizacion, argumentacion
inductiva por “paso el limite” y argumentacion inductiva por recurrencia. En nuestra
investigacion no se presentaron casos de los dos ultimos tipos de argumentacion, por lo que a

continuacion solamente nos referimos al primero.

Argumentacion inductiva por generalizacion: La induccion por generalizacion es una
inferencia practica que procede considerando casos particulares hasta determinar una ley
general. El proceso permite abstraer una propiedad del analisis de varios casos diferentes. Este

proceso puede llevar a dos generalizaciones diferentes:

a) Una generalizacion de los enunciados extraidos a partir de casos particulares. Es el
caso cuando el estudiante ve un motivo en los enunciados que se deducen a partir de cada
caso. Los casos pueden disociarse unos de otros, no siguen necesariamente un orden

particular.

La figura 7 representa el esquema de una argumentacion inductiva por generalizacion

sobre los enunciados (Pedemonte, 2002, p. 89):

LPi: Generalizacion sobre los enunciados J'

Figura 7: Esquema de un argumento inductivo de generalizaciéon sobre los enunciados

E;, Ea,... E, son las conclusiones de los pasos anteriores o son los casos observados. Se
convierten en los datos del ultimo paso, el que lleva al caso general. El permiso de inferir es

una generalizacion sobre los enunciados.

b) Una generalizacién del proceso que lleva al enunciado a partir de los procesos

realizados con casos o conclusiones particulares. Es la generalizacion que se hace cuando el
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estudiante ve la regularidad en una sucesion de procesos que conducen a resultados
particulares intermedios y convierte esa regularidad en el proceso que conduce al resultado.
Comienza a ver la cadena que conecta los enunciados. Dos o mas casos especificos y
ordenados se consideran y se conectan el uno con el otro. La generalizacioén se hace sobre la

inferencia que permite pasar de la propiedad sobre un caso a la propiedad sobre el siguiente.

Una argumentacién inductiva por generalizacion sobre el proceso puede ser

esquematizada como se muestra en la figura 8 (Pedemonte, 2002, p. 89):

| . .
I D: Ei, E;=E; E;=E;, ... j—n E: Enunciado conclusion
4 -

I ..,
I P: Generalizacion sobre ¢l proceso JI
-

Figura 8: Esquema de un argumento inductivo de generalizacién sobre el proceso
Los datos E;, E;=E, E,=E;,... representan los argumentos anteriores que conectan los
enunciados. Se convierten en los datos del altimo paso, el que trae al caso general. El permiso

de inferir es una generalizacion sobre el proceso.

La analogia permite la comparacion entre los casos en cuestion. La generalizacion esta
de acuerdo a la abstraccion de una propiedad o de la inferencia entre propiedades, sobre
varios casos. Posteriormente se pueden examinar otros casos particulares para pretender
comprobar la propiedad encontrada o la inferencia entre propiedades, lo que es proceso de

particularizacion.
3.2.2.2 Argumentacion constructiva y estructurante

En el proceso de argumentacion se pueden dar las siguientes posibilidades (Pedemonte,
2002):

1) No hay una argumentacion ligada a la conjetura; se construye directamente su
demostracion. En ese caso la conjetura es lo que llamamos “hecho”. Para el analisis de la
unidad cognitiva se descarta este caso, dado que no hay argumentos del proceso de

argumentacion para ser comparados con los argumentos del proceso de demostracion.
i1) La argumentacion persigue la formulacion de la conjetura.

Para el segundo caso, la argumentacion puede estar relacionada con la conjetura en dos

formas: La argumentacion constructiva contribuye a la construccion de una conjetura, asi es
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que precede al enunciado, mientras la argumentacion estructurante justifica una conjetura,

previamente construida como un hecho, y asi es que ella viene después.

Los dos tipos de argumentacion, constructiva y estructurante difieren por el valor
epistémico vinculado a la conjetura; es este valor el que determina el objetivo de la
argumentacion, si la conjetura se deriva de un hecho observado, el objetivo de la
argumentacion es justificar su enunciado, dado, hasta cierto punto, a priori por verdadera; si al
contrario la conjetura deriva de una argumentacion, el objetivo de la argumentacion es la
construccion de su enunciado. Los dos tipos de argumentacion tienen una particularidad
fundamental en comun: estan ligadas a la conjetura; es la referencia principal. La presencia de
un tipo de argumentacion no excluye la presencia del otro; es posible que una conjetura sea

ligada a los dos tipos de argumentacion (Pedemonte, 2002, p. 84).

3.2.3 Demostracion

Las caracteristicas de la demostracion no son diferentes de las de la argumentacion, por el
contrario, ella es un caso particular de argumentacién con unas caracteristicas especificas.
Para la definicion de la demostracion, recurrimos al analisis de las caracteristicas funcionales
y estructurales de la argumentacion en matemdticas (Pedemonte, 2002) y a las
consideraciones didacticas que surgen cuando el proceso de demostracion es llevado al aula

en un contexto determinado.
Caracteristicas funcionales:

1) La demostracion tiene como objetivo validar un enunciado: Por su naturaleza, la
demostracion tiene un carécter justificante, es una justificacion racional. La demostracion
busca certificar la verdad dentro de una teoria matematica de una determinada manera. La
demostracion, como la argumentacion, tiene como objetivo la busqueda de las razones de la
“verdad”. Una demostracion, por naturaleza, tiene el objetivo de validar una determinada
tesis. La demostracion de una proposicion se obtiene a partir de un sistema axiomatico que la

priva de toda ambigiiedad.

2) La demostracion es convincente y se dirige a un auditorio universal: La
argumentacion quiere convencer; pero validar es mas que convencer. La demostracién quiere
justificar dentro de un éambito tedrico. El cardcter de conviccion es especifico a la
demostracion, es decir se construye con el objetivo de volver irrefutable lo que se afirma. La

demostracion va dirigida a un interlocutor universal, que estd representado por la comunidad
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matematica en su conjunto. Y como tal esta comunidad reconoce el valor de validacion y en

consecuencia de conviccion en derecho de la demostracion.

3) La demostracion es relativa a un campo: Un campo teorico que determina los
criterios de aceptabilidad. Segun Toulmin, un paso de demostracion es un argumento.
Toulmin hace la distincion entre argumentos analiticos y argumentos materiales. Un
argumento es analitico si la conclusion hasta cierto punto ya se incluye implicita o
explicitamente en las premisas. Da como ejemplo el silogismo. Al contrario, un argumento es
material si las razones no incluyen la informacion presentada en la proposicion. La distincion
fundamental entre los argumentos analiticos y los argumentos materiales se encuentra en el
concepto de campo. En realidad, es en una teoria que a partir de los axiomas y principios
determinados de antemano, que las otras conclusiones pueden avanzarse. En este sentido las
conclusiones forman parte de las premisas. Por tanto, las demostraciones matematicas con
argumentos analiticos relativos al campo determinado por el sistema axiomatico con el que se

trabaja.
Caracteristicas estructurales:

La demostracion es una cadena deductiva de pasos constituidos por tres términos: los
datos, un enunciado conclusion y un teorema que permite el paso de los datos a la conclusion.
Por medio de una demostracion, puede construirse un nuevo enunciado a partir de los axiomas
y los primeros principios. Esta es la razéon por la que tanto la demostracion como la

argumentacion son analizables con el modelo de Toulmin.
Consideraciones didacticas:

Teniendo en cuenta que nuestro trabajo de investigacion esta dirigido a estudiantes que
posiblemente nunca se han enfrentado al reto de plantear conjeturas y de construir
demostraciones, que el tema de las razones trigonométricas es nuevo para ellos (por lo que
deben ir construyendo nuevos conocimientos, ademds de tratar de desarrollar habilidades de
demostracion) y que el trabajo de investigacion previo a esta nueva experimentacion (Fiallo,
2006), mostré que los estudiantes construyen diferentes tipos de demostracion (desde otra
concepcion mds amplia de la demostracion), ademds de lo planteado en los péarrafos
anteriores, es necesario tener en cuenta las siguientes consideraciones didéacticas de la

demostracion planteadas por varios investigadores en educacién matematica, para dar nuestra
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propia interpretacion que se adapte al objetivo de poder analizar la unidad cognitiva desde los

puntos de vista estructural y referencial.

En la clase lo que se puede considerar como demostracion depende basicamente de las
concepciones de demostracion del profesor y de los estudiantes; es el profesor quien decide lo
que puede considerarse como una demostracion y como construirla, sin embargo el estudiante
puede atribuir un valor de certeza a argumentos que no estan necesariamente ligados a un

sistema tedrico. Por ejemplo, puede considerar que una prueba empirica es una demostracion.

Los estudiantes buscan en una demostracion una explicacion, se esfuerzan en leer la
demostracion como herramienta para convencerse y convencer a otros; los profesores a
menudo piden este esfuerzo (explicita o implicitamente), sin dar a los estudiantes las
herramientas para ello. Una demostracion no es un requisito previo de la conviccidn, al
contrario es mds bien la conviccion la que puede ayudar a la construcciéon de una

demostracion (De Villiers, 1990).

El papel de una demostracion no es solamente mostrar la validez de un teorema sino
también mostrar las razones de esta validez. Una demostracion deberia permitir comprender el
teorema, no solamente decir qué es verdadero si no también decir por qué es verdadero. A
veces los estudiantes tienen que hacer pruebas, comprobaciones empiricas después de una
demostracion porque la demostraciéon no los convence (Healy & Hoyles, 2000). En el
contexto didactico, el papel explicativo de la demostracion y su comprension parecen mas
importantes que la aceptacion de la validez de un teorema; en consecuencia, una demostracion
debe fomentar la comprension y tener en cuenta el contexto de la clase y lo vivido por los
estudiantes (Pedemonte, 2002, p. 12). Los estudiantes prefieren las argumentaciones donde las
relaciones matemdticas y los razonamientos se describen en el lenguaje comun
(argumentaciones narrativas) que utilizan diagramas y ejemplos, porque son mas proximas a

su manera de expresar una justificacion (Healy y Hoyles, 2000, p. 425).

Segin Balacheff (1988), el estudiante se compromete en la construccion de una
demostracion cuando toma una decision con respecto a la verdad de un enunciado, lo que esta
incluido en el planteamiento argumentativo. La interaccion social permite tomar esta decision,
y en consecuencia pasar a la validacion del enunciado en juego. En sus primeros trabajos,
Balacheff (1988) distingue la argumentacion de la demostracion reviviendo la idea comun de
que el objetivo de la argumentacion es obtener la adhesion del interlocutor sin plantear

necesariamente el problema de la verdad del enunciado. Las demostraciones pueden ser
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pragmaticas o intelectuales. Las demostraciones pragmaticas recurren a la accion efectiva o la
ostension, mientras que las demostraciones intelectuales se trasladan de la accién y se basan

en las propiedades de entidades y sus relaciones (Balacheff, 1988, p. 45).

Balacheff (1988) distingue cuatro tipos de demostracion: empirismo ingenuo,
experimento crucial, ejemplo genérico y experimento mental. Hay una ruptura, entre los dos
primeros tipos de demostracion y los dos tltimos. Para los dos primeros, la verdad est4 basada
en una comprobacion mientras que para los dos ultimos estd basada en la razén. Hay un
cambio en la manera de prever el problema de la validez de una asercion. Para el ejemplo
genérico y el experimento mental, no se trata de mostrar la verdad de la proposicion en
cuestion, “sino de establecer el caracter necesario de su validez logrando razones” (Balacheft,
1988, p. 55). Solos estos dos ultimos tipos de demostracién permiten acercarse a una

problematica de la validacion.

Desde un punto de vista completamente diferente al de Balacheff, Harel y Sowder
(1998) utilizan el término “esquema de demostracion” para indicar las demostraciones
deductivas y formalizadas, y en consecuencia aceptadas en la comunidad matematica y para
las simples argumentaciones. Segiin Harel y Sowder, cualquier proceso de justificacion que
observan es considerado como un proceso de demostracion. Deducciones, evidencias
empiricas, intuiciones, creencias personales, son consideradas admisibles para establecer la

validez de una asercion.

Harel y Sowder (1998) distinguen tres tipos de esquemas de demostracion: por
conviccion externa, empiricos y analiticos. La hipdtesis de Harel y Sowder es que, para
producir una demostracion axiomatica, el estudiante debe pasar poco a poco por los otros
tipos de demostracion; esta hipdtesis tiene en cuenta la necesidad de pasos graduales que
tienen como objetivos la construccion de una demostracion. Basados en los resultados de
nuestra experimentacion previa y el analisis realizado en la nueva experimentacion, apoyamos

¢ésta hipotesis.

Teniendo en cuenta las ideas expuestas, los objetivos de nuestra investigacion, los
resultados de experimentaciones previas y el disefio de nuestra unidad de ensefianza,
consideramos la demostracion desde una perspectiva amplia, como el proceso que incluye
todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o
validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad

de una afirmacion matemdtica.
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Desde este punto de vista, aceptamos como demostracion las ‘“demostraciones
empiricas” y las “demostraciones deductivas” y usamos la palabra “demostracion” para
referirnos a ellas, sin perder de vista el objetivo de comparar las argumentaciones en la fase
del planteamiento de una conjetura y en la fase de construccion de la demostracion para
establecer la posible unidad o distancia cognitiva. En nuestra unidad de ensefianza, estas fases

se encuentran separadas y distinguidas por las palabras “conjeturando” y “demostrando”.

Retomando la definicion de unidad cognitiva de un teorema de Boero y otros (1996), en
donde uno de sus objetivos es el andlisis de las dificultades que podrian encontrar los
estudiantes en el momento de la introduccion del concepto de teorema, concluimos que para
ellos el término demostracion se refiere solamente a las demostraciones deductivas, pero en
nuestro caso nos parece importante ampliar este concepto al caso de las demostraciones

empiricas por varias razones:

- No es nuestro objetivo de investigacion el analisis de las dificultades al introducir el
concepto de teorema, mas bien, uno de los objetivos de la unidad de ensefanza es el
desarrollo de habilidades de demostracion; en el contexto escolar las demostraciones
inductivas o empiricas se dan, como lo muestran estudios de varios investigadores incluyendo
el nuestro, mas aln, cuando los estudiantes se enfrentan a esta tarea por primera vez, van
pasando gradualmente por este tipo de demostraciones, como lo pudimos constatar en nuestra

primera experimentacion (Fiallo, 2006) y como lo reafirman Harel y Sowder (1998).

- Si nos ocuparamos solamente de la demostracion deductiva, deberiamos desechar
todas las primeras demostraciones realizadas por los estudiantes y no tendriamos informacion
de los factores que contribuyeron a que los estudiantes vayan construyendo demostraciones
cada vez mds proximas a las deductivas durante todo el proceso de desarrollo de la

investigacion.

- Es necesario mirar todo el proceso y otros aspectos diferentes a la simple estructura y
al producto final para poder extraer mayor informacion acerca de las dificultades y de los
aciertos que presentan nuestros estudiantes al enfrentarse por primera vez al tema de la
demostracion. Consideramos que desde este punto de vista, este es otro aporte a la

investigacion en el proceso de aprendizaje de la demostracion en el contexto escolar.
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3.2.4 Estructura de la demostracion

Teniendo en cuenta nuestra concepcidon de demostracion expuesta en los parrafos anteriores y
los resultados obtenidos en nuestra investigacion experimental, consideramos la estructura
analitica de los tipos de demostracion planteados por Marrades y Gutiérrez (2000),
ejemplificados y analizados en Fiallo (2006). Dicha estructura basada en las investigaciones
de Bell, Balacheff y Harel y Sowder considera que en el ambito escolar se construyen
demostraciones empiricas y deductivas de diferentes tipos que describiremos y definiremos

brevemente a continuacion.
Demostraciones deductivas.

La deduccion matematica corresponde al modus ponens y puede ser esquematizada de

la siguiente manera:

A =B

A

B

A = B es un teorema aceptado,

A es la proposicion de entrada o dada,

B es la conclusion.

Una demostracion deductiva encadena las deducciones por “reciclaje” como lo formula
Duval (1995). La deduccion se ocupa de los argumentos que apoyan la necesidad de una
conclusion sobre una o varias premisas: siendo verdaderas las premisas, la conclusion debe

serlo también.

Para comprender la naturaleza de un paso de demostracion se estd obligado a interesarse
por el estatus de las proposiciones. Toda proposicidon tiene un estatus particular: dato,
conclusion, teorema, etc. La proposicion, teniendo el mismo contenido, puede tener dos
estatus diferentes en dos pasos diferentes (Duval, 1995). Asi la conexion entre dos pasos de

deduccion es tal que la conclusion del primer paso se convierte en premisa del paso posterior.

La deduccion es una clase de “mecanismo” que el estudiante aprende a fin de construir
las demostraciones. Ella no se desarrolla espontdneamente en su actividad. Por el contrario,

puede parecer artificial y complicada.

Marrades y Gutiérrez (2000) plantean como demostraciones deductivas el experimento

mental y la deduccion formal, dependiendo de si los estudiantes usan o no ejemplos para
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ayudar a organizar sus deducciones. Estas demostraciones estan caracterizadas por la
descontextualizacion de los argumentos usados, se basan en los aspectos genéricos del
problema, operaciones mentales, y deducciones logicas, que apuntan a validar la conjetura de

una manera general.

Experimento mental (EM): Cuando se usa un ejemplo para ayudar a organizar la

demostracion. Se pueden distinguir dos tipos de experimento mental:

Experimento mental transformativo (EMT): Cuando las demostraciones se basan en
operaciones mentales que transforman el problema inicial en otro equivalente. Los ejemplos
ayudan a prever qué transformaciones (imagenes mentales espaciales, manipulaciones

simbolicas o construcciones de objetos) son convenientes para la justificacion.

Proponemos el siguiente esquema del modelo de Toulmin (Fig. 9) para un paso de una

demostracion tipo experimento mental transformativo:

D: Ejemplos, A E:B

Y

P:A=CAC=B

Figura 9: Esquema de un experimento mental transformativo

A =B
Ejemplos para entender las proposiciones: A =>=CAC=B
B

A = B esunteorema,

A es una proposiciéon de entrada o dada, C es una proposicion que resulta de los
ejemplos y tiene que ver con la transformacion realizada teniendo en cuenta la proposicion A,
que lleva a concluir A = C; C = B es un teorema, axioma o definicidbn emergente o

estudiado y recordado.
B es la conclusion.

Experimento mental estructural (EME): Cuando las demostraciones estan basadas en
secuencias logicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o
teoremas aceptados, y, si se usan ejemplos, son para ayudar a organizar o entender los pasos

de las deducciones.
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Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 10) representa las

demostraciones del tipo experimento mental estructural:

D: Ejemplos, A

\ 4

E:B

P:A=B

Figura 10: Esquema de un experimento mental estructural

A =B
Ejemplos para entender A = B
B

A = B esun teorema,

A es una proposicion de entrada o dada, los ejemplos teniendo en cuenta la proposicion

A llevan a concluir B.

B es la conclusion.

Deduccion formal (DF): Cuando la demostracion se basa en operaciones mentales sin

la ayuda de ejemplos especificos. En una deduccion formal solamente se mencionan aspectos

genéricos del problema discutido. Es, por lo tanto, la clase de demostracion formal

matematica encontrada en el mundo de los investigadores de las matematicas. Podemos

también encontrar dos tipos de demostraciones formales:

Deductiva formal transformativa (DFT): Cuando las demostraciones se basan en

operaciones mentales que transforman el problema inicial en otro equivalente.

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 11) representa las

demostraciones formales transformativas:

D: A

\ 4

E:B

P:A=CAC=B

Figura 11: Esquema de una deduccion formal transformativa

A =B
A=CAC=B
B

A = B esunteorema,
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A es una proposicion de entrada o dada, A = C es una proposicion emergente de la
transformacion del problema y C = B es un teorema, axioma o definicion emergente

aceptado.
B es la conclusion.

Deductiva formal estructural (DFE): Cuando las demostraciones estan basadas en
secuencias logicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o

teoremas aceptados.

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 12) representa las

demostraciones formales estructurales:

E:B

A 4

D: A

P:A=B

Figura 12: Esquema de una deduccion formal estructural

A=B es laregla (o el teorema);
A es una proposicion de entrada o dato;

B es la conclusion
Demostraciones empiricas o inductivas.

Estan caracterizadas por el uso de ejemplos como el principal (puede ser el Unico)
elemento de conviccion. Los estudiantes aceptan la veracidad de las conjeturas después de
que han observado regularidades en uno o mas ejemplos; ellos usan los propios ejemplos, o
relaciones observadas en los ejemplos para justificar la verdad de su conjetura (Marrades y

Gutiérrez, 2000).

Empirismo ingenuo inductivo (EII): Cuando en la construccion de la demostracion se
usan solamente ejemplos escogidos sin ningln criterio y las argumentaciones se basan en
elementos visuales o tactiles (perceptivo) o elementos matematicos o relaciones detectados en

el ejemplo (inductivo). Se trata de una generalizacion inductiva sobre los enunciados (datos).

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 13) representa las

demostraciones del tipo empirismo ingenuo:
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Figura 13: Esquema de un empirismo ingenuo

D,, Dy, ... D, son datos escogidos al azar. Por ejemplos a través de una tabla en Cabri o

visualizados a través del arrastre en Cabri.

Experimento crucial (EC): Cuando la conjetura es demostrada usando un ejemplo
cuidadosamente seleccionado y se escoge porque se presume que en cualquier otro caso va a
dar el mismo resultado. De acuerdo a lo dicho para la argumentacion empirica o inductiva, el
caso limite de argumentacion por generalizacion puede funcionar como experimento crucial
(Balacheff 1988). En ese caso, es un proceso de particularizacion que se hace sobre el caso
limite. La propiedad ya generalizada sobre los otros casos se considera a continuacidn en ese
caso particular. Consideramos que el experimento crucial puede ser un caso de generalizacion

de los enunciados, generalizacion del proceso o generalizacion por paso al limite.

La caracterizacion de Marrades y Gutiérrez (2000) plantea los siguientes tipos de
experimento crucial: Experimento crucial basado en ejemplo, experimento crucial
constructivo, experimento crucial analitico y experimento crucial intelectual, pero la propia
caracterizacion de las demostraciones analiticas e intelectuales sugieren una generalizacion de
las propiedades matematicas observadas o recordadas al trabajar en el experimento, por lo que
se estaria utilizando un tipo de razonamiento general que se define mejor en el tipo de
demostracion ejemplo genérico que precisamos en la siguiente categoria, es decir,

descartamos el experimento crucial analitico de esta categoria.
Planteamos dos tipos de experimento crucial.

Experimento crucial basado en ejemplo (ECB): Cuando los estudiantes se basan en
la existencia de un Unico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos para su demostracion.
En este caso se trata de una generalizacion inductiva sobre los enunciados (puede ser por

paso al limite).

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 14) representa las

demostraciones del tipo experimento crucial basado en ejemplos:
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Figura 14: Esquema de un experimento crucial basado en ejemplo

Ec es el ejemplo que se considera “crucial” y que conlleva a la generalizacion de los

enunciados Ei, E,, ..., E; y al enunciado conclusion.

Experimento crucial constructivo (ECC): Cuando los estudiantes sustentan sus
demostraciones en las construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma de conseguir
el ejemplo. Se trata de una generalizacion inductiva sobre el proceso que lleva a la

construccion de E..

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 15) representa las

demostraciones del tipo experimento crucial constructivo:

Figura 15: Esquema de un experimento crucial constructivo

Ei, E; Es, ..., E; son enunciados que van surgiendo del proceso de construccion del o de

los ejemplos que llevan a la generalizacion de E..

Ejemplo genérico (EG): Cuando en la demostracion se usa un ejemplo especifico que
es representante de una clase y la demostracion incluye la produccién de razonamientos
abstractos. Balacheff destaca la importancia del ejemplo genérico como una forma de romper
la discontinuidad epistemoldgica entre los procesos de producciéon de demostraciones por
parte de los estudiantes, sefialando que esta ruptura se supera cuando ellos puedan pasar de un
empirismo ingenuo a mirar las afirmaciones matematicas con un enfoque mas formal a través

del descubrimiento del ejemplo genérico.

El ejemplo genérico consiste en la explicitacion de las razones de la validez de una afirmacion por
la realizacion de operaciones o transformaciones sobre un objeto presente no para si mismo, sino
como representante caracteristico de una clase. La formulacion logra las propiedades
caracteristicas y las estructuras de una clase permaneciendo adjunta al nombre propio y a la
exposicion de uno de sus representantes.

(Balacheff, 1988, p. 57).
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La principal diferencia entre un experimento crucial y un ejemplo genérico es que, en
un experimento crucial, la justificacién consiste solamente en la verificacion experimental de
la conjetura dentro del ejemplo seleccionado mientras que, en un ejemplo genérico, la
justificacion incluye referencias a los elementos abstractos o propiedades de la clase

representada por el ejemplo (Marrades y Gutiérrez, 2000).

La caracterizacion de Marrades y Gutiérrez (2000) plantea los siguientes tipos de
ejemplo genérico: Ejemplo genérico basado en ejemplo, ejemplo genérico constructivo,
ejemplo genérico analitico y ejemplo genérico intelectual, de estos cuatro tipos descartamos
los dos primeros, ya que seglin la definicién del ejemplo genérico al construir la demostracion
se esta produciendo razonamiento abstracto que involucra propiedades matematicas generales

y no propiedades especificas del ejemplo.
Planteamos dos tipos de ejemplo genérico:

Ejemplo genérico analitico (EGA): Cuando en la demostracion se usa un ejemplo
representante de una clase y las justificaciones estan basadas en propiedades y relaciones
generales descubiertas en el ejemplo. Se trata de una generalizacion de las propiedades

observadas en cada uno de los enunciados que conllevan al planteamiento de A.

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 16) representa las

demostraciones del tipo ejemplo genérico analitico:

P: Generalizacion de las propiedades descubiertas en Eg, E;, E;, Es, ..., E,.
Eg = (A =B)

Figura 16: Esquema de un ejemplo genérico analitico

Ejemplo genérico intelectual (EGI): Cuando para la conjetura o demostracion se usa
un ejemplo representante de una clase y los argumentos estan basados en propiedades
matematicas aceptadas, pero no son resultado de observaciones o propiedades encontradas en
el ejemplo, sino que al trabajar sobre ¢l se recuerdan. Se trata de una generalizacion inductiva

con argumentos matematicos sobre el proceso para llegar a A.

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente (Fig. 17) representa las

demostraciones del tipo ejemplo genérico intelectual:
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Figura 17: Esquema de un ejemplo genérico intelectual

3.2.5 Unidad cognitiva

Para superar la dicotomia entre argumentaciéon y demostracién’, se han llevado a cabo
estudios que plantean la nocion de unidad cognitiva de un teorema (Boero y otros, 1996), la

cual se dirige a vincular argumentos espontdneos y argumentos matematicamente aceptables:

- durante la produccion de la conjetura, el estudiante elabora progresivamente su enunciado por
medio de una intensa actividad argumentativa que esta entrelazada funcionalmente con la
justificacion de la plausibilidad de sus elecciones;

- durante la etapa posterior de demostracion del enunciado, el estudiante hace conexion con este
proceso de manera coherente, organizando algunas de las justificaciones (“argumentos”)
producidas durante la construccion del enunciado de acuerdo a una cadena logica.

(Boero y otros, 1996, p.113)

El constructo de unidad cognitiva, inicialmente utilizado para expresar una posible
continuidad, fue redefinido y adoptado como una herramienta de investigacion que analiza la
congruencia entre la fase de argumentacion y la subsiguiente produccion de la demostracion,

asumiendo que la congruencia pueda o no ocurrir (Mariotti, 2006):

La principal fortaleza de este constructo es que proporciona una forma de evitar la rigida
dicotomia que coloca a la argumentacion contra la demostracion: La posible distancia entre
argumentacion y demostracion no es negada pero tampoco es definitivamente asumida como un
obstaculo; desde esta perspectiva, la distincion irreparable entre argumentacion y demostracion es
substituida prestando atencion a las analogias, sin olvidar las diferencias.

(Mariotti, 2006, p. 184)

Garuti y otros (1998) definieron la brecha entre argumentacion y demostracion como la
distancia entre los argumentos producidos para valorar la plausibilidad de la conjetura y los

argumentos utilizados durante la construccion de la demostracion.

Pedemonte (2005, 2007, 2008) plantea las siguientes observaciones al constructo de

unidad cognitiva:

’ Recordemos que para Boero y otros (1996) el término demostracion hace referencia solamente a la
demostracion deductiva que sigue las reglas logicas de un sistema axiomatico. Pedemonte ademas de la
demostracion deductiva plantea la demostracion abductiva. En nuestra investigacion hablamos de

demostraciones inductivas y deductivas.
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1) La definicion de unidad cognitiva fue dada entre argumentacién y demostracion como
procesos, sin embargo, ha sido analizada con frecuencia comparando argumentacion y
demostraciéon como productos. Esto es debido a que la identificacion de las dos fases de
produccioén de la conjetura y de construccion de la demostracion no es tan facil: puede suceder
que estén implicitas o imbricadas. Por ejemplo, puede que la conjetura se produzca sin
ninguna argumentacion (cuando se construye directamente a partir de una intuicion o de una

percepcion). Ademas, la separacion entre las fases no siempre es visible (Pedemonte 2005).

i1) Falta un medio para comparar las dos fases de argumentacion en fase de conjetura y
de construccion de la demostracion. A partir de la definicion de unidad cognitiva es posible
reconocer la unidad cognitiva si se pueden identificar algunos tipos de continuidad entre la
produccion de la conjetura y la construccion de la demostracion. Si se quiere determinar un
medio para analizar la argumentacion relacionada con una conjetura y una demostracion, hay

que saber lo que se quiere comparar y como hacerlo (Pedemonte 2005).

iii) La unidad cognitiva no tiene en cuenta el analisis de la continuidad estructural entre
argumentaciéon y demostracion. Hay continuidad estructural entre argumentacion y
demostracion cuando las inferencias en la argumentacion y la demostracion son conectadas a
través de la misma estructura (la induccion, o la deduccion). La unidad cognitiva no tiene en
cuenta los casos en donde una continuidad estructural conduce a demostraciones incorrectas.
En este caso, hay que cubrir la distancia estructural entre la argumentacion y la demostracion
para construir una demostracion. Algunas veces los estudiantes son incapaces de construir una
demostraciéon porque la continuidad “espontdnea” entre los dos procesos esta también
presente desde un punto de vista estructural (Pedemonte, 2007, 2008). La continuidad
estructural entre los dos procesos al resolver problemas geométricos es una de las posibles
dificultades al construir una demostracion, ya que los estudiantes muchas veces no son
capaces de transformar la estructura de la argumentacién en una estructura deductiva
(Pedemonte, 2007). Pero en el caso de una demostracion algebraica, la continuidad estructural
entre argumentacion y demostracion puede faltar y los estudiantes pueden ser capaces de
construir demostraciones correctas. Puede que los estudiantes empleen pasos abductivos en la
fase de argumentacion que probablemente no usen en la demostracion, porque la estructura
deductiva es muy fuerte en una demostracion algebraica. Asi, a diferencia del caso

geométrico, la continuidad estructural entre la argumentacion y la demostracion no hace parte
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de las posibles dificultades encontradas por los estudiantes paraconstruir una demostracion

(Pedemonte, 2008).

Para el andlisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los procesos de
argumentacion que conducen a la explicacion de una conjetura y su demostracion desde el
punto de vista estructural y del sistema de referencia, Pedemonte (2002, 2005, 2007, 2008)
plantea una herramienta basada en la integracion del modelo cK¢'® (Balacheff, 1995,

Balacheff y Margolinas, 2005) en el modelo de Toulmin (1958).

El modelo cK¢ permite analizar el sistema de referencia - unidad cognitiva referencial -
que toma en cuenta los sistemas de representaciones expresivas como el lenguaje, las
heuristicas sobre el dibujo, etc. y los sistemas de conocimientos como las concepciones
(Balacheft, 1995) y los marcos'' (Douady, 1986) que estan en juego durante la construccion
de una conjetura y el desarrollo de su demostracion. Como la demostracion hace referencia a
una teoria matematica, el sistema de referencia representa una tentativa de organizar ciertos
elementos que intervienen durante la argumentacion para poder relacionarlos y compararlos

con la teoria matematica que interviene durante la demostracion.

El analisis estructural - unidad cognitiva estructural - puede ser realizado con el modelo
de Toulmin. La estructura es la conexion cognitiva logica entre afirmaciones (la induccion, o

la deduccion).

Segiin Pedemonte, se puede decir que hay continuidad referencial entre la
argumentacion y la demostracion si algunas palabras, dibujos, teoremas usados en la
demostracion han sido usadas en la argumentacion dando soporte a la conjetura. Hay una
continuidad estructural entre la argumentacion y la demostracion si algunos pasos deductivos
6 inductivos usados en la argumentacion estan presentes también en la demostracion. De lo
contrario, si la estructura de las argumentacion es inductiva y la demostracion es deductiva,

entonces hay una distancia estructural entre los dos (Pedemonte, 2008).

19 ¢K¢: conception, knowing, concept (Balacheff y Margolinas, 2005, p. 105)

"""Un marco esta constituido por objetos de una rama de las mateméticas, de las relaciones entre los objetos, de
sus distintas formulaciones eventualmente ¢ imagenes mentales asociadas a estos objetos y estas relaciones.
Estas imagenes desempefian un papel esencial en el funcionamiento como herramientas, de los objetos del
marco. Dos marcos pueden implicar los mismos objetos y diferir por las imagenes mentales y la problematica

desarrollada. (Douady, 1986 p.11)
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De acuerdo al planteamiento inicial del constructo de unidad cognitiva (Boero y otros,
1996) y la hipétesis de Pedemonte (2002, 2005), de que la unidad cognitiva favorece la
construccion de una demostracion, se concluye que esta ayuda es positiva si la argumentacion
es deductiva, puesto que la demostracion (segin su caracterizacion) debe ser deductiva. De
acuerdo a nuestra caracterizacion de demostracion, esta unidad cognitiva caracterizada por la
unidad estructural entre una argumentacion inductiva y una demostracion empirica ingenua,
experimento crucial o ejemplo genérico analitico puede ser un obstaculo para favorecer la
construccion de demostraciones mas proximas a las deductivas. En estos casos se deben

enfocar los esfuerzos hacia la ruptura de esa unidad estructural.

En el caso de que la argumentacion sea inductiva y la demostracion sea un ejemplo
genérico intelectual, aunque el ejemplo genérico es una demostracion inductiva, consideramos
que hay mas posibilidades de una ruptura estructural que conlleve a la construccion de una
demostracién deductiva, dado que los argumentos de la demostracion estan basados en

propiedades matematicas generales que se recuerdan al trabajar sobre el ejemplo.

3.2.6 Modelo para el analisis de la relacion entre argumentacion y demostracion

Segtin Pedemonte (2002, 2005) el modelo de Toulmin nos permite transformar el proceso de
resolucion de un problema en una concatenacion de pasos de la argumentacion de la conjetura
y de la demostracion, pero no es suficiente para el objetivo de realizar un analisis cognitivo,
por lo que se necesita de una herramienta que permita considerar el sistema de referencia de la
argumentacion y de la demostracion y que permita considerar los aspectos relacionados con
los conocimientos del estudiante que estan en juego durante la resolucion de un problema.
Esta herramienta la ofrece el modelo cK¢. El modelo de Toulmin permite comprender de
manera objetiva la naturaleza del permiso de inferir (si se trata de un teorema por ejemplo)
pero no permite determinar lo que representa efectivamente para el estudiante que lo usa. Por
ejemplo, algunos enunciados son considerados como teoremas por los estudiantes atin cuando
no lo son. Necesitamos considerar el punto de vista del estudiante si queremos realizar un

analisis cognitivo. Estos puntos de vista se pueden analizar a través del modelo cK¢.

3.2.6.1 El modelo cK¢ para el analisis del sistema de referencia

El modelo cK¢ es una herramienta metodolégica propuesta por Balacheff (1995, 2002, 2005)

para el analisis de los conocimientos que movilizan los estudiantes en la resolucion de un
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problema. En el modelo se caracteriza una concepcién por una cuadrupla compuesta de

(Balacheff y Margolinas, 2005, p. 80):
P: un conjunto de problemas.
R: un conjunto de operadores.
L: un sistema de representacion.
¥: una estructura de control.

El ambito de la validez de la concepcion, o esfera de practica, estd constituido por el

conjunto de los problemas que la concepcidon permite solucionar.

Un operador es lo que permite la transformacion de los problemas. Los operadores son
visibles en las producciones y los comportamientos del los estudiantes (Balacheff y
Margolinas, 2005, p. 80). Los operadores permiten la manipulacién de los elementos del
sistema de representacion, y por lo tanto la transformacion de los problemas. Los operadores,
al igual que los permisos de inferir, legitiman el paso entre datos y conclusion y se explicitan

a menudo en la forma “si...entonces” (Pedemonte, 2005, p. 327).

Un sistema de representacion (lingliistico o no) permite la expresion de los problemas y
de los operadores. Las representaciones permiten la expresion de los controles, de las acciones
y de los problemas, para la anticipacion y la validacion. Las modalidades de representacion
presentan una gran diversidad: representaciones lingiiisticas y no lingiiisticas, eventualmente
constituidas en registros semioticos. Las representaciones, lingiiisticas o no lingiiisticas,
desempefian un papel determinante en la caracterizacion de un marco. En efecto, la
caracterizacion de un marco pasa necesariamente por la de un sistema de representacion, o
incluso de un registro semiodtico. Como es el caso para las concepciones, un sistema de
representacion es lo que permite formular los problemas accesibles en el marco en cuestion,
los medios de sus soluciones asi como los de la validacion de estas soluciones. Este sistema
de representacion puede tener una fuerza particular, sefialando el marco en que se moviliza

(Balacheff y Margolinas, 2005, p. 82 - §83).

Finalmente, una estructura de control da y organiza las funciones de decision, de
eleccion, de juicio de validez y de adecuacion de la accion (Pedemonte, 2005). La estructura
de control asegura la no contradiccién de la concepcion y contiene las herramientas de
decision sobre la legitimidad del empleo de un operador o sobre el estado (solucionado o no)

de un problema. Los controles reunen juicios, decisiones, medios de eleccion, métodos,
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estructuras y organizacion de los operadores. Permiten las anticipaciones y la posible
construccion de planes. Dos dificultades tedricas y metodologicas acompafian a toda
consideracion de controles: 1) Los controles son generalmente implicitos; ii) la distincion
entre controles y operadores no es absoluta sino relativa a una concepcion (Balacheff y

Margolinas, 2005, p.84).

3.2.6.2 Modelo de Pedemonte: el modelo cK¢ en el modelo de Toulmin

Las concepciones de los estudiantes que permiten construir una conjetura constituyen la base
de la argumentacion. Su movilizacién permite construir el proceso argumentativo. De hecho,
es la concepcion movilizada durante la construccion de un argumento la que permite
responder a las preguntas: ;Por qué el permiso de inferir es pertinente para quien argumenta?
(Por qué es correcto? ;Por qué es adecuado? La concepcion movilizada durante la
construccion de un argumento puede entonces remplazar su soporte pues justifica la
existencia misma del argumento. Como el soporte de un argumento corresponde a la
concepcion movilizada, entonces el permiso de inferir es uno de los operadores que
constituyen la concepcion (Pedemonte, 2005, p. 327). La estructura del modelo de Toulmin

queda de la siguiente manera al integrar el modelo cK¢ en ¢l (Fig. 18):

F: Fuerza || Rp: Refutacion potencial

D: Datos / E

R;: Un operador de una concepcion C

[
C =(P,R, L, )

A

: Enunciado conclusion

Figura 18: Integraciéon del modelo cK¢ al modelo de Toulmin

Cuando los estudiantes movilizan una concepcion, con frecuencia algunos de sus
elementos constituyentes estan implicitos. En ese caso el soporte estd constituido por los
elementos explicitados de la concepcidon. Por ejemplo, puede encontrarse como elemento
explicito la estructura de control de la concepcién que asegura la no-contradiccion de la
concepcion; ‘“contiene las herramientas de decision sobre la legitimidad del empleo de un
operador sobre el estado del problema” (Balacheff, 2002). También es posible que la esfera

de practica, es decir el conjunto de situaciones en las que la concepcion ha sido operatoria
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hasta el momento, remplace el soporte. Aun si algunos elementos de una concepcidon estan

implicitos, puede llevarse a cabo un andlisis cognitivo entre argumentacion y demostracion.

La comparacion entre la estructura de la argumentacion y la correspondiente estructura
en la demostracion nos permite analizar las posibles continuidades y rupturas entre ambas
estructuras. Para llevar a cabo este andlisis estructural entre argumentacion y demostracion en
términos de unidad cognitiva se supone una continuidad del sistema de referencia, ya que si
hay una ruptura del sistema de referencia entre argumentacién y demostracion el analisis
estructural pierde su sentido debido a que probablemente ya se estd en el caso de una ruptura
cognitiva (Pedemonte, 2002). En nuestra investigacion, si existe ruptura referencial, de todos
modos analizamos la continuidad o ruptura estructural, dado que esta ruptura referencial
puede haber ayudado a transformar una argumentacién inductiva en una demostracion

genérica intelectual o deductiva.
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En la seccion 4.1 de este capitulo explicamos la forma de recoleccion de la informacion a
partir de diferentes fuentes de datos y el tratamiento que se realizé con cada una de estas

fuentes para la obtencién de los datos.

En la seccion 4.2 describimos la poblacién objeto de estudio, explicamos los criterios
tenidos en cuenta para la seleccion de la institucion en donde se desarroll6 la experimentacion

y sefialamos algunas caracteristicas particulares del profesor y del grupo de estudiantes.

En la seccion 4.3 describimos el experimento de ensefianza. En esta seccidn, mostramos
el tiempo dedicado al desarrollo de cada una de las actividades de la unidad de ensefianza.
Explicamos la metodologia de trabajo en clase, incluyendo tiempos y compromisos de los

estudiantes, y los papeles desempefiados por el profesor y el investigador.

En la seccion 4.4 presentamos e ilustramos con ejemplos las herramientas, criterios y
procedimientos que usamos para el analisis de los datos y obtencion de conclusiones sobre la
existencia 0 no de unidad cognitiva, el aprendizaje de los conceptos y propiedades de las
razones trigonomeétricas, y sobre la ventaja o desventaja de las actividades planteadas en cada

una de las fases de aprendizaje de la unidad de ensefianza.

4.1 Formas de recoleccion de datos

La complejidad de los objetivos de investigacion y el tipo de experimentacion en un contexto

normal de un salén de clases, con un cronograma establecido institucionalmente y un buen
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nimero de estudiantes, hacia necesario tratar de obtener la mayor cantidad posible de
informacion de los estudiantes. Por estas razones se decidi6 grabar en audio y video, todo el
tiempo dos parejas de estudiantes y, el grupo completo durante las partes de las clases
dedicadas a actividades de la fase de explicitacién. También se recogié informacion de todo el
grupo a través de las hojas de trabajo que debian entregar al finalizar cada una de las clases. A
continuacion presentamos y describimos cada uno de los medios usados para la recoleccion de

los datos.

Test diagndstico (Anexo 1) para evaluar los preconceptos de todos los estudiantes, con
el objetivo de indagar sobre los conocimientos basicos que van a ser méas utilizados en el
desarrollo de la unidad de ensefianza, y de acuerdo a los resultados realizar una recuperacion

y profundizacién durante las primeras semanas de la experimentacion.

Grabaciones de audio y video realizados a dos grupos y a la clase completa durante las
fases de explicitacion. Se usaron para la realizacion de las transcripciones de las actividades
consideradas para el andlisis de la unidad cognitiva y para el andlisis de la fase de
explicitacion. Las filmaciones y grabaciones fueron las herramientas claves para la realizacion
del estudio de la argumentacién y la demostracion como procesos, con miras al analisis de la
unidad cognitiva. Permitieron identificar operadores perceptivos, representaciones basadas en
los gestos y movimientos, en la visualizacion sobre el ordenador o en el lenguaje natural, el
control ejercido por el arrastre o por lo visualizado en la pantalla del ordenador y otros
elementos que no se identifican en el papel. Igualmente permitieron la interpretacion de las
formas y estructuras de argumentacién y de demostracion. También se usaron para el andlisis

de la fase de explicitacion.

Hojas de trabajo de los estudiantes en donde desarrollaban las respuestas a las
actividades propuestas en la unidad de ensefianza, las cuales se fotocopiaban o escaneaban
después de cada una de las sesiones. Sirvieron como soporte para las transcripciones de los
videos o0 de las grabaciones de audio, cuando los estudiantes se referian a lo escrito en sus
hojas de trabajo o a lo visualizado en el ordenador. También sirvieron para identificar las
conjeturas propuestas y las demostraciones construidas con el objetivo de interpretar los
procesos de argumentacion y de demostracion. Para identificar los operadores, las

representaciones y la estructura de control para el analisis del sistema de referencia.

Mapas conceptuales que completaban o realizaban los estudiantes dentro de la fase de

integracién. Se usaron en el transcurso de la experimentacién para analizar si los conceptos y
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relaciones entre ellos estaban siendo comprendidos, detectar errores y dificultades respecto a
los contenidos estudiados y corregirlos. En el andlisis de la unidad de ensefianza se tuvieron

en cuenta para el analisis de la fase de integracion.

Cuaderno de notas del investigador. Terminada cada sesion, el investigador bajaba los
videos al ordenador e iba tomando nota en el cuaderno de los episodios relevantes e
irrelevantes. En este proceso se iba haciendo el borrador de las primeras transcripciones de los
episodios que aportaban elementos valiosos para el proceso de andlisis de la investigacion.
Este se convirtio en una herramienta importante para el analisis después de la obtencién de

mucha informacion pasado un buen periodo de tiempo.

4.2 Descripcion de la poblacion

La implementacion de la unidad de ensefianza se llevo a cabo con los 17 estudiantes (14 — 15
afios) de un grupo de 10° grado de una institucion del municipio de Floridablanca (Santander,
Colombia). La experimentacion se realizd durante el horario normal de clases de la
institucion, en el segundo semestre del curso 2007. Seleccionamos este colegio porque en el
curso anterior habiamos realizado en él la parte experimental del trabajo de investigacion del
DEA (Fiallo, 2006), y las directivas y la profesora que participd en la experimentacién habian
expresado su deseo y apoyo para que se desarrollara nuevamente la experiencia en el
siguiente afio. De hecho, dado que en 10° grado generalmente se trabaja la trigonometria en el
primer semestre y la geometria analitica en el segundo, decidieron cambiar el orden para

esperar la realizacién de los ajustes en el redisefio de la unidad de ensefianza.

Debido al trabajo realizado en el afio anterior, al inicio de esta nueva experimentacion la
profesora ya tenia suficiente experiencia con Cabri, conocia la metodologia experimental de
trabajo en el aula, la forma de intervencion del investigador y algunos de los objetivos de la

investigacion.

El grupo de estudiantes de esta experimentacion era diferente a los que participaron en
el trabajo de investigacion del DEA, pero estaban familiarizados con el uso de Cabri en la
realizacion de construcciones geométricas, pero no en su uso como una herramienta de
exploracién, analisis y planteamiento de conjeturas a partir de archivos construidos. Este
conocimiento del software lo adquirieron con la profesora durante el trabajo en una seccion

semanal del curso de geometria de grado 9°.
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4.3 El experimento de ensefianza

La siguiente tabla muestra el tiempo dedicado a cada una de las seis actividades que
conforman la unidad de ensefianza. Semanalmente se trabajaron dos sesiones de 90 minutos
en la sala de computo y una sesion de 45 minutos en el salon normal de clases o en la sala de

cémputo.

Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre

Actividad 1

Actividad 2

Actividad 3

Actividad 4

Actividad 5

Actividad 6

4.3.1 Metodologia de trabajo en clase

La profesora era la encargada de implementar las actividades y orientar la clase segun lo
planeado previamente con el investigador y lo descrito para cada una de las actividades de la

unidad de ensefianza.

Al inicio de la clase se entregaba la hoja o las hojas de trabajo correspondientes a las
actividades en la que se iba a trabajar en primer lugar, hasta que no se concluyera dichas
actividades no se entregaban las hojas de las siguientes actividades. Los estudiantes,
agrupados en parejas, desarrollaban las actividades orientados por la lectura de la guia
suministrada (Anexos 2 a 7), debian registrar todas las respuestas en sus hojas de trabajo (se
les suministraban hojas blancas para efectos de fotocopiado e escaneado), incluyendo las

preguntas que surgieran.

Todo el tiempo se enfatiz6 que los estudiantes debian producir sus propias conjeturas y
construir sus propias demostraciones, ademas del uso de las opciones de medida, de
construccion, de arrastre, de visualizacion, de exploracion y de comprobacion que dispone
Cabri. Se insistio en que dado el caso de que no entendieran una actividad o se les dificultara
resolverla, escribieran las razones por las cuales no la comprendian o escribieran lo que
pensaban que debia ser la respuesta sin temor a equivocarse y menos a ser sancionados con

una nota negativa; de igual manera se insistia en la participacion de todo el grupo en la fase de
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explicitacion. Se les solicitd no borrar los errores o las actividades incompletas. Cuando
detectaran el error o la actividad incompleta con las explicaciones de sus comparfieros o con la
orientacion de la profesora, debian agregar una nota complementaria. Finalizada cada una de
las sesiones los estudiantes entregaban las hojas de trabajo a la profesora para ser

fotocopiadas y devueltas en la siguiente sesion.

La mayoria de actividades se desarrollaron durante las sesiones de clase, salvo algunas
actividades de la fase de orientacion libre, o lecturas o problemas complementarios del texto

guia, que se resolvieron en casa.

Finalizada cada una de las seis actividades, cada grupo debia completar o realizar el
mapa conceptual correspondiente a la fase de integracion, ayudados por lo escrito en las hojas
de trabajo. Terminado el mapa conceptual debian entregarlo a la profesora para ser

fotocopiado y revisado.

4.3.2 El papel de la profesora

Antes de iniciar la experimentacion se realizdé un trabajo de formacion, de reflexion y de
discusion de los objetivos de aprendizaje y de investigacion con la profesora que iba a realizar
la experimentacion. El investigador y la profesora analizaron los cambios realizados a la
unidad de ensefianza y se recordaron aspectos del marco teérico referentes a la demostracion
y a las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele. Discutieron, y llegaron a acuerdos,
sobre la responsabilidad de la profesora en la ensefianza y el aprendizaje, tanto de los
conceptos trigonométricos, como de la demostracién. La finalidad del uso de Cabri no era la
de volver a los estudiantes expertos en el uso de software, sino que Cabri era una herramienta
cognitiva de construccion, visualizacion, exploracion, experimentacion y de generalizacion
que contribuiria a la generacion de ideas para el planteamiento de conjeturas y construccion

de demostraciones.

Dado que uno de los objetivos de la investigacion consistia en el desarrollo de
habilidades de argumentacion y demostracion por parte de los estudiantes, el investigador
acordo con la profesora algunas pautas de su actuacion durante las clases: La profesora
intervendria lo menos posible en los momentos que los estudiantes planteaban sus conjeturas
y construian sus demostraciones. Sugeriria a los estudiantes despejar las dudas en la fase de
explicitacion. En sus intervenciones debia recalcar sobre las diferentes funciones de la

demostracion (De Villiers, 1993). Mostraria la debilidad de las demostraciones inductivas,
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especialmente aquellas basadas s6lo en lo que se ve en el ordenador. Resaltaria la necesidad
de que los estudiantes usaran las definiciones, axiomas y teoremas matematicos como
elementos de justificacion (permisos de inferir) en las argumentaciones. Insistiria en el uso de
dibujos en la hoja de trabajo para representar y conectar lo que ven en el ordenador con las

representaciones algebraicas y analiticas.

4.3.3 El papel del investigador

En la clase el investigador adoptd una posicion de observador activo y colaborador de la
profesora en las tareas de asesoramiento y orientacion a los estudiantes, interactuaba
continuamente con los dos grupos escogidos para el seguimiento, haciéndoles preguntas y
registrando en video y audio sus respuestas y conclusiones en el desarrollo de las tareas
propuestas. Al final de cada sesion se reunian con la profesora para comentar, analizar y

planear la siguiente sesion.

4.4 Criterios y procedimientos de analisis de los datos y obtencion de conclusiones

Presentamos e ilustramos con ejemplos las herramientas, criterios, y procedimientos que
usamos para el analisis de los datos y obtencidn de conclusiones de la unidad cognitiva, del
aprendizaje de los conceptos y propiedades de las razones trigonométricas, y de la unidad de

ensefianza, a la luz del marco tedrico.

4.4.1 Andlisis de la existencia de unidad o ruptura cognitiva

Para el analisis de la unidad cognitiva escogimos desde el principio dos grupos de estudiantes
(dos estudiantes por grupo, G1A y G2A) de nivel académico medio, que se destacaran por
participar, preguntar, estuvieran dispuestos a que los filmaran y grabaran en audio durante
todas las sesiones de clase, a atender y contestar todas las intervenciones y preguntas del

investigador durante el desarrollo de las actividades.

El grupo G1A esta conformado por Diana y Mapa (nombres ficticios). Diana es una
estudiante algo distraida y con poca motivacion para el estudio de las matematicas. Mapa es
una estudiante que se destaca por ser cumplida en sus deberes académicos, pero no

precisamente por tener un pensamiento matematico avanzado.

El grupo G2A esta conformado por Cata y Mabe. Cata es una estudiante bastante
participativa, le gusta exponer y defender sus ideas, tiene rasgos de lider. Mabe es una

estudiante algo timida y le gusta comprender muy bien las cosas.
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Al definir el marco teérico describimos el modelo de Pedemonte (modelo cK¢ integrado
al modelo de Toulmin) como la herramienta que vamos a usar para analizar la unidad
cognitiva. Parte de este andlisis consiste en la identificacion de la estructura de la
argumentacion y de la demostracion. De acuerdo a nuestra caracterizacion de demostracion,
adaptamos y usamos las categorias de Marrades y Gutiérrez (2000) para identificar la
estructura de la demostracion en el modelo de Pedemonte.

El anélisis de la unidad cognitiva lo realizamos en los siguientes pasos:

1) En cada uno de los problemas de conjetura y de demostracion analizados en el
capitulo 6, transcribimos el audio o video y vamos construyendo los sucesivos esquemas de
argumentacion de Toulmin (Fig. 1) que van surgiendo con cada nuevo enunciado conclusion

(E en el modelo de Toulmin).

F: Fuerza || Rp: Refutacion potencial

v

D: Datos E: Enunciado conclusién

Ri: Un operador de una concepcion C

[
C =R, L3

Figura 1: Esquema de argumentacion para cada enunciado conclusion

En cada cuadro del esquema (Fig. 1) ponemos entre corchetes el numeral
correspondiente al episodio del protocolo gque representa el respectivo componente del modelo
(datos, enunciado, operador, fuerza, refutacion potencial, marco o concepcion). La fuerza de
inferencia y las refutaciones potenciales no siempre forman parte de cada nuevo enunciado.
En el caso de que a un enunciado le correspondan varios datos, operadores o refutaciones, los
ponemos en un solo cuadro. Para distinguir un paso de demostracion inductivo de uno
deductivo, los cuadros del esquema de un paso inductivo los presentamos con lineas

punteadas y los cuadros del esquema de un paso deductivo con lineas continuas.

llustramos en la figura 2 un paso de argumentacion deductivo en una de las actividades

analizadas.
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A 4

Di=E=E E,: sen(A) = cos(90 - A) = cos(A- 90) [11]

Rs: sen(A4) = % [13]
|

Trigonometria en el plano cartesiano

Figura 2: Ejemplo de un esquema de argumentacion deductivo

2) Terminado cada proceso de planteamiento de la conjetura o de construccion de la
demostracién, realizamos un andlisis y comentario general del proceso, analizamos los
operadores, el sistema de representacion, los controles, la estructura, la forma de
argumentacion (para la conjetura) y el tipo de demostracion (para la demostracion),
resaltamos los logros y las dificultades detectados.

3) Para cada proceso construimos un esquema global que representa la estructura
argumentativa general del proceso de argumentacion y de demostracion. Intentamos resumir y
conectar (si hay conexidn) los esquemas de cada paso correspondiente a un nuevo enunciado
en cada uno de los dos procesos. En este esquema global intentamos codificar los datos,
enunciados y operadores con una abreviatura y explicamos su significado. Cuando la
abreviatura se repite, no la volvemos a explicar. Estos esquemas globales, que ademas de
representar los pasos de una demostracién con una serie de diagramas, hacen una sintesis final
grafica y codificada es una aportacién nuestra para hacer un analisis mas fino y, al mismo
tiempo, global de un proceso complejo como es una argumentacion y una demostracion larga.
Con estos esquemas globales tenemos una idea general de cada uno de los procesos que nos
ayuda a comprender y comparar las formas de argumentacién de los estudiantes y las
conexiones entre los diferentes enunciados y representaciones, nos ayuda a identificar el

marco de referencia (soporte) y sirve para decidir acerca de la unidad o ruptura cognitiva.

En la tabla 1 ilustramos un ejemplo de los esquemas generales de cada proceso de una

de las actividades analizadas.
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Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracion

A\ 4

E,rtrigf » E,itrig

Dig |

A

R10, Ryitrig, Rartrigf Rgitrig

g: geométrico.
itrig: identidad trigonométrica.
rtrigf: relacion trigonométrica falsa.

E,itrig

A\ 4

D
=l | |

Rsdefsenpc || Redefcospc, R;g || Redefcostr, Ryg,

Ryoitrig, Ry;demg

defcospc: definicién coseno en el plano cartesiano.
defcostr: definicion coseno en el tridngulo rectangulo.
defsenpc: definicion de seno en el plano cartesiano.
demg: demostracién geomeétrica.

Tabla 1. Ejemplo de esquemas globales de la argumentacién y la demostracion

4) Para el analisis del sistema de referencia disefiamos la siguiente tabla (Tabla 2) en

donde sintetizamos y comparamos los componentes del

modelo cK¢ (operadores,

representaciones, estructura de control, concepcion, marco) de cada uno de los procesos. Para

cada componente del modelo sefialamos la caracterizacion y las preguntas que nos debemos

plantear para identificarlo. La comparacién entre dichos componentes nos permite decidir

acerca de la unidad o ruptura referencial.

ARGUMENTACION
Enunciado conclusién

DEMOSTRACION
Enunciado conclusién

CONCEPCION
¢Por qué existe una relacion entre datos y enunciado?
¢Por qué el permiso de inferir es pertinente para quien
argumenta? ¢ Por qué es correcto? ¢Por qué es adecuado?

CONCEPCION
¢Por qué existe una relacion entre datos y enunciado?
¢Por qué el permiso de inferir es pertinente para quien
argumenta? ¢Por qué es correcto? ¢ Por qué es adecuado?

OPERADO- SISTEMA DE ESTRUCTU-
RES REPRESEN- RA DE
TACION CONTROL
Producciones y Expresion lin- Juicios, decisio-

Comportamien-

gliistica o no de

nes, medios de

OPERADO- SISTEMA DE ESTRUCTU-
RES REPRESEN- RA DE
TACION CONTROL
Producciones y Expresion lin- Juicios, decisio-

Comportamien-

glistica o no de

nes, medios de

tos. ¢En qué los problemas, eleccion, méto- tos. ¢En qué los problemas, eleccion, méto-
condmmqgs hay | los operadores, dos, estructuras y condlcmr)gs hay | los operadores, dos, estructuras y
una relacion los controles y organizaciones de | Unarelacion los controlesy | organizaciones de
entre datos y las acciones los operadores entre datos y las acciones los operadores
enunciado? enunciado?
Regla. Expresiones Arrastre en Regla. Expresiones Aurrastre en
Principio verbale§ Cabri. Principio verbaleg Cabri.
general. (lenguaje Teoremas. general. (lenguaje Teoremas.
Definiciones. natural). o Técnicas Definiciones. natural). o Técnicas
Axiomas. Uso de dl,bUJOS- algoritmicas. Axiomas. Uso de d"bUJOS- algoritmicas.
Propiedades. SO Socients las relaciones en Propiedades. SO cocients las relaciones en
. ) el ordenador. i ) el ordenador.
Relaciones Relaciones

matematicas.

Operaciones
matematicas.

Uso de razones
numéricas (razén
como relacion)

Uso de

Implicaciones magnitudes

simples. (raz6n como

Ejemplos. cantidad)
Ecuaciones.

matematicas.

Operaciones
matematicas.

Uso de razones
numéricas (razén
como relacién)

Uso de

Implicaciones magnitudes

simples. (razn como

Ejemplos. cantidad)
Ecuaciones.
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Reconocimiento
de variantes e
invariantes.

Iméagenes
mentales.

Visualizaciones
sobre la pantalla
del ordenador o
de la calculadora.

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

Enunciado conclusién Enunciado conclusién
Uso del plano Uso del plano
cartesiano. cartesiano.
Grafica. Grafica.
Uso de Uso de
expresiones expresiones
algebraicas. algebraicas.
Gestos 0 Gestos 0
movimientos del movimientos del
cuerpo. cuerpo.

Reconocimiento
de variantes e
invariantes.

Iméagenes
mentales.
Visualizaciones
sobre la pantalla
del ordenador o

de la calculadora.

MARCO DE LA ARGUMENTACION MARCO DE LA DEMOSTRACION

Tabla 2. Tabla para el anélisis del sistema de referencia

Esta tabla (tabla 2) es otro de nuestros aportes a estudio de la unidad cognitiva entre los
procesos de argumentacion y demostracion. En ella se puede visualizar, analizar y comparar
cada uno de los componentes de la concepcion®, para decidir acerca del marco? y de la unidad

o ruptura del sistema de referencia.

En la primera fila de la tabla se transcriben los enunciados conclusion de cada uno de
los procesos. Dado que puede haber varios enunciados, se toma como enunciado conclusién,
el que la pareja de estudiantes enuncia como conjetura en la actividad llamada conjeturando
en la unidad de ensefianza, y en la fase de demostracién, el enunciado que demuestra en la

actividad llamada demostrando en la unidad de ensefanza.

En la tercera fila, para cada proceso, se transcriben los operadores (identificados en la

transcripcion y construccion de cada uno de los esquemas de argumentacion en los pasos 1, 2

! Cuédrupla compuesta de un conjunto de problemas (P), un conjunto de operadores (R), un sistema de

representacion (L) y una estructura de control (2). (Balacheff y Margolinas, 2005)

2 Un marco esta constituido por objetos de una rama de las matematicas, de las relaciones entre los objetos, de
sus distintas formulaciones eventualmente e imagenes mentales asociadas a estos objetos y estas relaciones.
Estas imagenes desempefian un papel esencial en el funcionamiento como herramientas, de los objetos del
marco. Dos marcos pueden implicar los mismos objetos y diferir por las imagenes mentales y la problematica
desarrollada. (Douady, 1986)
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y 3), el sistema de representacion y la estructura de control que ayudan a caracterizar la

concepcion y el marco. Para todos los casos, los problemas (P) son problemas de

planteamiento de conjeturas y de construccion de demostraciones de propiedades e

identidades de las razones trigonométricas (esfera de practica), por lo que esta cuarta

componente de la caracterizacion de concepcion no la incluimos en la tabla.

En la cuarta fila se enuncia el marco o marcos caracterizados a través del analisis de los

operadores, sistema de representacion y estructura de control identifica en la segunda fila.

Finalmente, en la cuarta fila se enuncia la continuidad o ruptura del sistema de

referencia, como producto de la comparacién y anélisis de los dos procesos.

En la tabla 3 se ilustra un ejemplo de analisis del sistema de referencia:

ARGUMENTACION
E,: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A —90)

DEMOSTRACION

E,: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A — 90)

CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES | SIST. DE E. DE
R.: REPR. CONTROL y REPR CONTROL
1- Rs:senA = =
L,: Dibujo %,: Dibujo <> " L,: Uso de ,: Teodrico:
Rg: cos = 22 expresiones propiedades

. ibu
eométrico. .

/ . g 0= | 5, Teoérico:

K A L,: Uso de propiedades

expresiones geométricas,
algebraicas. trigonométricas
y de las
R, AyB=90— operaciones.
A
complementarios
=sen (A) = cos
(90-A)
R3: cos (B) =
—cos (-B)=
cos (90 - A) =
—cos (A —90)
R4: cos (B) =
cos (-B)

Jip. )
P algebraicas —
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las razones trigonométricas

ARGUMENTACION
E,: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A — 90)

DEMOSTRACION
E,: sen(A4) = cos(90 — A) = cos (A — 90)

Trigonometria del tridngulo rectangulo.

Trigonometria en el plano cartesiano— Trigonometria
del tridngulo rectangulo

CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Tabla 3. Ejemplo de analisis del sistema de referencia

5) Para el andlisis de la continuidad estructural disefiamos la siguiente tabla (Tabla 4).

Analizamos primero la forma de argumentacion que contribuye al planteamiento de la

conjetura en la fase de argumentacién (no aplica para la demostracion). Posteriormente

identificamos la estructura de la conjetura ayudados por los comentarios correspondientes a

esa fase y el esquema general, luego identificamos el tipo de demostracion y explicamos por

qué corresponde a ese tipo, comparamos y decidimos acerca de la continuidad o ruptura

estructural.

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION

Constructiva: contribuye a la construccion de una conjetura,

precede al enunciado

Estructurante: justifica una conjetura, previamente construida

como un hecho, viene después.

ESTRUTURA DE LA CONJETURA
Deductiva.
Inductiva por generalizacion de los enunciados.
Inductiva por generalizacion del proceso.

ESTRUCTURA DE LA
DEMOSTRACION
Deductiva: EMT, EME, DFT, DFE.

Empirica ingenua: El.
Experimento crucial: ECB, ECC.
Ejemplo genérico: EGA, EGI.

Tabla 4. Tabla para el analisis de la continuidad estructural

En la tabla 5 se ilustra un ejemplo:

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Deductiva.

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EMT: Usan lo visualizado en Cabri para transformar
el problema en uno ya demostrado y justificar con
propiedades matematicas.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Tabla 5: Ejemplo de analisis estructural
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5) Analizando las continuidades o rupturas de las dos Ultimas tablas decidimos la unidad
0 ruptura cognitiva. Existe unidad cognitiva si hay unidad referencial y estructural, en caso de
una ruptura de alguna de las dos o ambas, existe ruptura cognitiva. Concluida la unidad o
ruptura cognitiva, analizamos sus posibles causas, comentamos si la unidad o la ruptura
favorece 0 no la construccion de una demostracion deductiva. Finalizando la actividad,

presentamos algunas conclusiones parciales de todo el proceso.

4.4.1.1 Actividades analizadas

Debido a que, de las actividades 5 y 6 que conforman la unidad de ensefianza, no se pudo
registrar los datos de la misma manera como en las cuatro primeras (ausencia de estudiantes,
culminacion de afio escolar), el analisis se hizo solamente de las actividades 1, 2, 3y 4 de la
unidad de ensefianza. De estas cuatro actividades, escogimos algunos problemas de
planteamiento de conjeturas y construccién de demostraciones de las fases de orientacion
dirigida o de orientacién libre. Vale la pena recordar que para poder diferenciar los momentos
de cada uno de los procesos de planteamiento de la conjetura o de construccion de la
demostracidn, en nuestra unidad de ensefianza planteamos estos dos momentos como dos sub-

actividades a realizar, las cuales hemos Ilamado conjeturando y demostrando.

No se escogieron las mismas actividades para cada grupo de estudiantes por dos

razones:

i) Que no es nuestro objetivo comparar como trabajaron los estudiantes en cada una de
las actividades de la unidad de ensefianza y establecer semejanzas o diferencias, sino analizar
la unidad cognitiva, mirando cada uno de los procesos desde principio a fin, con el fin de

reconocer los aciertos y las dificultades que se presentan en cada uno de los procesos.

i) Que para el anélisis de la unidad cognitiva es necesario examinar, a través de audio o
video, todo el proceso en cada una de las fases (planteamiento de la conjetura y construccién
de la demostracion), para poder diferenciar las variables y constructos a analizar y poder
decidir acerca de la unidad o ruptura cognitiva; en algunos casos, para el mismo problema no
se pudo obtener toda la informacion, o en otros, para el mismo problema, alguno de los
grupos planted la conjetura como un hecho, sin ningln proceso argumentativo, y por lo tanto

no tiene sentido hablar de analisis de la unidad o ruptura cognitiva.
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La tabla 6 muestra las actividades analizadas para cada uno de los dos grupos.

ACTIVIDAD

GRUPO

1.2.2

1.2.3

Conjeturando

¢ Qué sucede con los valores de las razones cuando varia el angulo A entre 0° y 90°?
Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e
hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.2.2.

G2A

1.4.2

143

Conjeturando
¢ Qué relacidn existe entre la medida de los angulos A y B? Expresa B en términos de A.
Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.4.2.

G1A

25.1

2.5.2

Conjeturando

¢ Qué relacion existe entre sen(A) y sen(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de
lo encontrado. Describe todo lo que pensaste € hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.1.

G1A
G2A

253

254

Conjeturando

¢ Qué relacion existe entre cos(A) y cos(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de
lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.3.

G1A
G2A

2.5.5

2.5.6

Conjeturando

¢ Qué relacion existe entre tan(A) y tan(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de
lo encontrado. Describe todo lo que pensaste € hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.5.

G1A
G2A

2.6.1

Explorando, conjeturando y demostrando

Busca relaciones entre los valores de las razones trigonomeétricas para los angulos A, A-90,
90-A. Demuéstralas utilizando propiedades matemaéticas.

G1A(3)
G2A(1)

3.6.7

3.6.8

Conjeturando

¢Qué relacién existe entre cos (180 + @) y cos a? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste € hiciste para el planteamiento de
tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.7.

G2A
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ACTIVIDAD GRUPO

4.2.1  Explorando, analizando y conjeturando. G1A

¢Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones trigonométricas G2A
seno y coseno? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo
lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

4.2.2 Demostrando

Demuestra tu conjetura planteada en 4.2.1.

Tabla 6: Actividades analizadas

Después de analizados estos 15 episodios de manera independiente, construimos una
tabla que nos permiti6 identificar diferencias y similitudes. A través de esta tabla, en donde se
identificaban la unidad o ruptura cognitiva y sus causas, se plantearon cinco situaciones de
unidad o ruptura, lo que nos permitid caracterizar y plantear las cinco categorias de unidad o
ruptura cognitiva que presentamos y explicamos en detalle en el capitulo 6 con sus
respectivos analisis. Al realizar esta caracterizacion, procedimos a descartar 4 de losl5
episodios analizados porque son similares a alguno de los 11 que presentamos. Los 4
descartados se anexan como informacién adicional y ejemplos diferentes de analisis de la

unidad cognitiva (Anexo 8). La siguiente tabla muestra las actividades analizadas en el

capitulo 6.

Categorias Actividades Grupos

Unidad cognitiva inductiva 1.2.2,3.6.7 G2A

Ruptura referencial- continuidad estructural inductiva 251, 2.6.1B G1lA

Ruptura referencial —argumentacion inductiva— 253,255 G2A

demostracion genérica intelectual

Unidad referencial —argumentacion inductiva — 2.5.3 GlA

demostracion deductiva falsa

Unidad cognitiva deductiva 2.6.1,2.6.1A, 2.6.1C, G2A
4.2 G1A

Tabla 7: Categorias de unidad o ruptura cognitiva y actividades presentadas

El hecho de que una categoria tenga mas de un ejemplo obedece a que son tipos de
demostracion diferentes 0 casos que aportan elementos adicionales para la categorizacion y

respectivas conclusiones.
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4.4.2 Evaluacién de la unidad de ensefianza

Para llevar a cabo este estudio realizamos un andlisis de las fases de aprendizaje planteadas en
cada una de las seis actividades, teniendo en cuenta las hojas de trabajo de las 17 estudiantes
del grupo, las filmaciones de algunos episodios (en donde ademas de los dos grupos filmados
la mayor parte del tiempo, intervino otro estudiante con un aporte sobresaliente que reflejaba
algin logro o dificultad), las filmaciones de la fase de explicitacion de cada actividad, el
cuaderno de apuntes del investigador (que de manera resumida y esquematica contiene lo

desarrollado en todo el proceso) y los mapas conceptuales de todo el grupo.

Analizando cada fase vamos realizando los comentarios de los logros y avances del
proceso de aprendizaje de los conceptos y propiedades y de las ventajas o desventajas de

haber incluido ciertas actividades en la unidad de ensefianza.
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5. Unidad de ensenanza de las razones
trigonométricas en un SGD

En este capitulo se hace una descripcion minuciosa de la unidad de ensefianza desde el punto
de vista del marco tedrico, sus caracteristicas metodologias, los objetivos de investigacion y
los objetivos de aprendizaje. En la seccion 4.1 sefialamos los aspectos generales de la unidad

de ensefianza y en 4.2 describimos una a una las actividades.

5.1 Aspectos generales

La unidad de ensefianza esta conformada por seis actividades que comprenden el inicio del
estudio de las partes mas importantes de las razones trigonométricas, de acuerdo a las
propuestas curriculares y a los libros de texto colombianos. La unidad tiene dos objetivos

centrales:

e [acomprension y aprendizaje de los contenidos matematicos.

e Lainiciacidn de los estudiantes a la demostracion matematica.

La principal caracteristica metodologica de nuestra unidad de ensefianza es que propone
una ensefianza por descubrimiento guiado basada en el uso de SGD. Las manipulaciones
hechas con el SGD deben ayudar a los estudiantes a experimentar y a ver regularidades y
diferencias entre multiples ejemplos para, a continuacion, formular conjeturas y demostrar su
validez por los medios empiricos o deductivos adecuados. Ademas, aunque no se mencione

explicitamente en el texto de las actividades, al final de cada bloque de actividades
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relacionadas, el profesor propone una puesta en comun del grupo en la que algunos
estudiantes presentan sus soluciones (a veces correctas, otras incorrectas) para su discusion
por los compafieros. Las conjeturas y demostraciones planteadas, fueron gradualmente
ascendiendo desde la busqueda de relaciones y propiedades sencillas hacia la busqueda de

relaciones mas complejas.

Dado que para cada actividad se suministraba un archivo con una construccion dindmica
en Cabri, su uso fue enfocado mas como una herramienta de visualizacion, exploracion y
analisis de relaciones y propiedades trigonométricas, que como una herramienta de
construccion de figuras geométricas para la soluciéon de problemas. En pocos casos los
estudiantes tuvieron que hacer construcciones para el planteamiento de conjeturas o

produccion de demostraciones.

Los profesores deben animar a sus estudiantes en el uso del arrastre y el uso de todas las
herramientas de medir, calcular o hallar coordenadas en Cabri para la exploracion y el analisis
de relaciones'. Deben empezar a pedir a sus estudiantes que expliquen y justifiquen la
veracidad de las afirmaciones que hagan, como inicio al planteamiento de conjeturas y la
demostracion de las mismas. En las primeras actividades, se deben considerar aceptables las
demostraciones empiricas que no sean puros empirismos ingenuos. A lo largo del curso los
profesores deben aprovechar las ocasiones en las que puedan mostrar a los estudiantes que
uno o varios ejemplos no son suficientes para demostrar una conjetura. Al mismo tiempo, los
profesores irdn haciendo mas énfasis en el uso de propiedades matematicas para demostrar las
conjeturas, en un proceso que debe llevar a los estudiantes a un estilo de demostracion
deductiva. Al respecto, para todas las actividades hemos propuesto los siguientes dos

objetivos generales de aprendizaje:

e Plantear y demostrar conjeturas acerca de algunas propiedades, relaciones y
caracteristicas de las razones trigonométricas a partir de la observacion, exploracion y
analisis de los variantes e invariantes de las relaciones entre los elementos geométricos
y métricos de los archivos propuestos.

e Iniciar a los estudiantes en el uso del razonamiento matematico y ayudarles a

comprender las funciones de la demostracion en matematicas.

' El analisis de la relacion de los estudiantes con el SGD desde el punto de vista de la génesis instrumental

(procesos de instrumentacion e instrumentalizacion) no es un objetivo de nuestra investigacion.
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Para la organizacion de las actividades utilizamos el modelo de las fases de aprendizaje
de Van Hiele, sin hacerlas explicitas con su nombre en la hojas de trabajo del estudiante. Las
actividades fueron disefiadas en el orden de la fase 1 a la fase 5.

La fase de explicitacion se propuso en varios momentos, generalmente al final de cada
bloque de actividades, en forma de discusiones entre los grupos y el profesor, con los

objetivos de:

e Promover la participacion y la discusion como formas de comprension de los
conceptos y propiedades de las razones trigonométricas y de los procesos de
conceptualizacion, demostracion y visualizacion.

e Discutir resultados, aprender nuevos conceptos, nuevo vocabulario, observar y
aprender otras formas de demostracion, realizar conexiones entre los conceptos y

procesos aprendidos y los sistemas de representacion de un mismo concepto.

Como los objetivos propios de esta fase son comunes para todas las actividades de la
unidad de ensefianza, en algunas ocasiones no se mencionan en la descripciéon de las
actividades que hacemos en las paginas siguientes, salvo que sea necesario hacer énfasis o
aclaracion en determinada actividad. Estas omisiones se notaran por los saltos que hay en la
numeracion de las actividades.

Como fase de integracion, al final de cada una de las tres primeras actividades se les
propuso a los estudiantes completar un mapa conceptual y al final de las tres tltimas se les

solicitd realizar su propio mapa conceptual, con el objetivo general de:

e Organizar los conceptos y sus redes de relaciones, sintetizar, corregir y
profundizar en dichos conceptos y relaciones.
e Visualizar y recordar esquematicamente los conceptos, propiedades y

relaciones mas importantes de la actividad.

Los objetivos propios de la fase de integracion son comunes para todas las actividades,
por lo que, igual que en la fase de explicitacion, en la descripcion de algunas actividades no
los mencionamos explicitamente. Las actividades de la fase de integracion son la Gltima de

cada bloque, por lo que en las paginas siguientes no se notara el salto.

5.2 Descripcion de las actividades

A continuacion se describen una a una las seis actividades, cuyos textos completos estan

incluidos en los anexos 2 a 7. Para cada una de ellas presentamos los objetivos de aprendizaje
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y una descripcion de cada sub-actividad. Cuando es necesario, explicamos en qué consiste el
archivo de Cabri utilizado en la actividad y comentamos algunas sugerencias de su utilizacion
con los estudiantes. También presentamos algunas actuaciones que se esperan de los

estudiantes con miras a lograr los objetivos de ensefianza y de aprendizaje propuestos.

Actividad 1. Razones trigonométricas para triangulos rectangulos

Objetivos de aprendizaje:

e Reconocer las razones trigonométricas del tridngulo rectangulo.

e Reconocer que el valor de las razones trigonométricas de un triangulo depende
de la amplitud de los angulos del tridngulo pero no depende de las longitudes de sus
lados.

e Promover la participacion y la discusion como formas de comprension de los
conceptos y propiedades de las razones trigonométricas y de los procesos de
conceptualizacion, demostracion y visualizacion.

¢ Discutir resultados, aprender nuevos conceptos, nuevo vocabulario, observar y
aprender otras formas de demostracion, realizar conexiones entre los conceptos y

procesos aprendidos y los sistemas de representacion de un mismo concepto.

Actividad 1.1: Calculo de elementos de un triangulo rectangulo (Informacion)

Se plantea esta actividad para que los estudiantes reconozcan la necesidad de aprender
nuevos conceptos para la resolucion de problemas de tridngulos rectangulos y de céalculo de

areas. Las partes 1.1.1 a 1.1.4 se resuelven sin Cabri.

La actividad 1.1 presenta a los estudiantes problemas que no tienen solucion si no
conocen las razones trigonométricas, salvo que ésta se busque de manera aproximada usando

instrumentos de medida (reales o del SGD).

El profesor deberd orientar a los estudiantes para que entiendan que los calculos
realizados con regla y estimaciones no son exactos para la solucion total de los problemas. En
la actividad 1.1.5 el profesor debera lograr que los estudiantes entiendan que al hacer uso de
medidas en Cabri, a pesar de la precision del software, estas soluciones requieren de

justificaciones generales basadas en propiedades matematicas.

Otra conclusion importante de la actividad 1.1 es que, cuando entre los datos hay una

longitud especifica de un lado, la solucion (es decir, el triangulo rectangulo que cumple las
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condiciones) es unica, pero, cuando los datos incluyen relaciones entre lados, hay infinidad de
soluciones diferentes. Analogamente, cuando los datos sdlo incluyen medidas de dngulos, hay
infinidad de soluciones diferentes. Esta conclusion puede que pase desapercibida a los
estudiantes al resolver los ejercicios en papel, pero la notardn muy facilmente cuando los

resuelvan con el SGD.

La actividad 1.1.6 debe aprovecharse para realizar las correcciones necesarias y resaltar
las potencialidades de Cabri, asi como la necesidad de conceptos y propiedades matematicas
nuevas. Esta actividad le servira al profesor para tener una vision de los pre-conceptos de sus

estudiantes y corregir errores.

Actividad 1.2: Razones entre las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo,

identidades trigonométricas basicas (Orientacion dirigida)

Se inicia la actividad con el uso del archivo ACT.1.2.1 (Fig. 1).

AB=7,9316 cm
C=3,6292 cm

A AC=7,0527 cmC

Figura 1. Triangulo rectangulo entre dos semirrectas

En este archivo se pueden “visualizar” las variaciones de los angulos A y B, de los
lados del tridngulo y de las razones trigonométricas cuando se arrastra una de las semirrectas;
o las variaciones de los lados cuando se arrastra el vértice C, dejando invariantes las razones
trigonométricas y los angulos, permitiendo visualizar los triangulos semejantes al tridngulo

ABC.

La idea fundamental en esta actividad es la de introducir al estudiante al estudio de las
razones trigonométricas a través de la exploracion de las medidas de los lados y de los
angulos del tridngulo rectangulo. Ademas de identificar las propiedades de las razones y sus
valores de variacion, se espera llegar a concluir que seno y cosecante, coseno y secante, y

tangente y cotangente son reciprocas.
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Actividad 1.3: Definicion de las razones trigonométricas (Explicitacion)

Es importante que el profesor defina las razones trigonométricas por su nombre y hable
de su importancia por sus aplicaciones en la resolucion de problemas de triangulos

rectangulos, de la vida cotidiana, de otras ciencias y de modelacion.

Actividad 1.4: lIdentidades trigonométricas de un &ngulo y su complemento
(Orientacidn dirigida)

Se retoma la construccion del archivo ACT. 1.2.1 para calcular y relacionar las razones
trigonométricas de los dngulos agudos del triangulo rectangulo a través de la exploracion y
analisis del diagrama dindmico. Se pide hallar las seis razones trigonométricas para cada
angulo agudo del tridngulo rectangulo, esperando que encuentren y demuestren las primeras
relaciones y propiedades entre las razones trigonométricas de dos dngulos complementarios.
Esta actividad es importante porque, en la practica, se encuentran situaciones en las que es
conveniente o necesario combinar razones trigonométricas de ambos angulos del tridngulo
para obtener la solucion. En esta actividad cabe esperar que las justificaciones iniciales de los

estudiantes sean empiricas basadas en los datos que se ven en la pantalla del ordenador, p. €j.

que sen(A) = cos (90 - A) porque siempre coinciden sus valores. Esta evidencia es tan
fuerte que, para los estudiantes, es suficiente para darles la certeza absoluta de que las
relaciones son siempre ciertas. Por este motivo, pedirles que, ademas, hagan demostraciones
abstractas les bloqueara con toda seguridad, porque no entenderan la necesidad de hacer esas

demostraciones.

En la experimentacion llevada a cabo se le sugirio a la profesora que discutiera con sus
estudiantes, que la evidencia de la pantalla basta para estar seguros de que las igualdades son
ciertas, pero que ellos deberian dar justificaciones deductivas. Esto se hizo plantedndoles la
cuestion de averiguar por qué son ciertas las igualdades. Esta pregunta no cuestiona la
veracidad de las igualdades, sino que la acepta, por lo que no producird bloqueo y, de esta
manera, se logra que los estudiantes utilicen las definiciones de las razones trigonométricas
para darse cuenta de por qué son ciertas las igualdades, p. ¢j. que sen(A) = cos (B) porque el

cateto opuesto a A es el cateto contiguo a B.
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Actividad 1.5: Discusion y comunicacién (Explicitacion)

Se plantea esta actividad para la discusidn, correccion e institucionalizacion de las
conjeturas y demostraciones de las identidades de un angulo y su complemento planteadas en

la actividad 1.4.

Actividad 1.6: Propiedades y aplicaciones de las razones trigonométricas,

identidades trigonomeétricas basicas (Orientacion libre)

Se plantean algunos problemas de aplicacion de los conocimientos y lenguaje nuevos y
se retoman los problemas planteados en la fase de informacién con algunas modificaciones
para que los estudiantes comprendan la importancia del nuevo conocimiento adquirido en la
solucion de problemas de tridngulos rectangulos, de areas, de la vida cotidiana y de otras
ciencias. Es importante que los estudiantes se den cuenta de que tangente es igual al cociente

entre el seno y el coseno y que la cotangente es el cociente entre el coseno y el seno.

Actividad 1.7 (Integracidn)

Por ser la primera vez que se plantea esta actividad, hay que tener en cuenta que no
todos los estudiantes o tal vez ninguno sepa lo que es un mapa conceptual. Por lo tanto, habra

necesidad de explicar algunos aspectos metodoldgicos del uso de esta herramienta.

Actividad 2. Razones trigonométricas para angulos en posicion normal

Objetivos de aprendizaje:

e Introducir la circunferencia trigonométrica y la representacion de las razones
trigonométricas en ella.

e Reconocer que las razones trigonométricas de un angulo no dependen del radio
de la circunferencia.

e Reconocer y calcular las razones trigonométricas de cualquier angulo positivo

0 negativo.

Actividad 2.1: Identidades trigonométricas de los angulos A 'y A — 90 (Informacion)

Para motivar a la necesidad de extender las definiciones de las razones trigonométricas
del tridngulo rectangulo al plano cartesiano, planteamos dos problemas de conjetura y

demostracion, en donde se hace necesario pensar en dngulos negativos para el caso de que A
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sea un angulo entre 0° y 90° o angulos mayores de 90°. La conjetura del primer problema es
afirmativa, pero dado que los estudiantes no conocen las definiciones de las razones
trigonométricas en el plano cartesiano, se espera que apenas den algunos ejemplos de casos
verdaderos. El segundo problema es falso y en este caso un contraejemplo es suficiente para
demostrar la falsedad de la conjetura, sin embargo esperamos que para los estudiantes sea una
sorpresa que esta conjetura sea falsa y quieran intentar con otros ejemplos o tratar de

preguntarse por lo que ocurre.

El profesor debe hacer caer en la cuenta que en este caso, estamos considerando dngulos
entre 0° y 360°, debe motivar a los estudiantes para que usen mas de un ejemplo para sus
afirmaciones y también a que no queden satisfechos con una prueba, ya sea que la conjetura
sea falsa o verdadera. Inicialmente el profesor podria sugerir la utilizacion de la calculadora
cientifica o la de Cabri para que los estudiantes calculen los valores de los d4ngulos negativos
o mayores de 90°, aunque deben tratar de justificar el por qué de los valores dados por la

calculadora.
Actividad 2.2: Introduccion a las razones trigonométricas en el plano cartesiano
(Orientacion dirigida)

En esta primera sesion se definen las razones trigonométricas y se da informacion de los

conceptos que se van a trabajar.

Se pide a los estudiantes la exploracion y blisqueda de elementos y relaciones en el

archivo ACT.2.2.1 (Fig. 2).

sen (149,589 °) = y / r = 2,531 / 5,0 = 0,506

cos (149,589 °) = x / r = -4,312 / 5,0 = 0,862

tan (149,589 °y=y / x = 2,531/ -4,312 = 0,587
(149,589 °) = X1y = -4,312 / 2,531 =

sec (149,589 °) =r/x 0/-4,312 = 1,160
(149,589 °)=r/y =5, ,531 =
P=(-4,312; 2,53
r=5,0 \
1
A =149,589 °
, AW
\ A

A

Figura 2: Razones trigonométricas en el plano cartesiano
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Al mover el punto P del archivo sobre la circunferencia, se puede visualizar la variacién
de las coordenadas del punto y de las razones trigonométricas, diferenciadas por colores que
ayudan a identificarlas y distinguirlas entre ellas. También se visualiza el triangulo formado
por el eje de las X, el lado final del angulo y la perpendicular al eje X que pasa por P. En la
construccion se destacan las relaciones geométricas, numéricas, algebraicas y analiticas con
colores asociados a las razones trigonométricas. Se espera que estas ayudas visuales les
permitan a los estudiantes identificar y conectar las diferentes representaciones de los

conceptos involucrados y sus relaciones.

El comportamiento de los diferentes programas de geometria dindmica al representar las
medidas de angulos es variado, pero suelen presentar problemas para medir angulos negativos
o angulos de mas de +£180°. En la experimentacion realizada con Cabri, esta dificultad se
resolvid planteando que, si el angulo gira en sentido contrario a las manecillas del reloj, el
signo del angulo es positivo y si gira en sentido de las manecillas del reloj, el angulo es
negativo. Para dngulos mayores de mas de £180° se arrastra el lado final del angulo hacia el

exterior de la pantalla, tratando de seguir el borde de una circunferencia.

Actividad 2.3: Propiedades y valores de las razones trigonométricas en el plano

cartesiano (Orientacién dirigida)

Con esta actividad se extienden las razones trigonométricas a los angulos en posicion
normal sobre la circunferencia y se refuerza la idea de que estas no dependen de las medidas
de las longitudes de los lados del tridngulo. Se enfatiza en ella que las razones trigonométricas
para un angulo en posicion normal se definen en términos de cualquier punto sobre el lado
final del angulo y que no importa en donde esté ubicado ese punto sobre el origen (esto se
evidencia en la actividad 2.3.4). Se analizan los signos de las razones trigonométricas en cada
uno de los cuadrantes del plano cartesiano y las restricciones respectivas para las razones

tangente, cotangente, secante y cosecante.

Respecto a los valores de las razones se debe tener en cuenta que no es facil que el
estudiante, solo analizando algunos casos, se de cuenta y conjeture inmediatamente acerca de
los valores que toma cada una de las razones trigonométricas, por lo que es necesario que el
profesor esté asesorando y ayudando con preguntas, y que insista en que, por mas calculos y
extensiones de las cifras decimales que se hagan, es imposible “ver” en Cabri todos estos

valores. Por las limitaciones del software, los valores observados son finitos y tienden a 0, 1 6
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-1, segln las cifras decimales, por lo que se le debe solicitar a los estudiantes realizar mas
aproximaciones con mas cifras decimales a los angulos cuadrantales (0°, 90°, 180°, 270°, 360°)
para que se den cuenta que entre mas aproximaciones se hacen a estos angulos, los valores
siguen aumentando (cuando tienden a infinito) o se acercan a 0, 1 6 -1, cuando nos acercamos

con varias cifras decimales a los dngulos cuadrantales.

Actividad 2.5: Identidades trigonométricas entre angulos opuestos (Orientacion
dirigida)

En esta actividad se sugiere a los estudiantes utilizar Cabri para que representen en el
mismo plano los angulos A y —A. Una forma facil de representar el angulo —A consiste en
reflejar sobre el eje de las x la semirrecta AP (Fig. 2) que representa el lado final del angulo A.
Se debe tratar de que los estudiantes analicen la relacion entre las coordenadas de un angulo y
su opuesto y usen las nuevas definiciones de las razones trigonométricas en términos de las

variables X,y e I.

Actividad 2.6: ldentidades trigonométricas de los angulos A, 90 - Ay A — 90

(Orientacion libre)

Se parte del diagrama dindmico ACT.2.6.1 (Figura 3) en donde se visualizan los
angulos A, A — 90 y 90 — A y los respectivos triangulos rectangulos que se forman con el eje
de las X para que los estudiantes analicen las relaciones existentes entre las razones

trigonométricas de los tres dngulos recurriendo a los procesos y habilidades de visualizacion.

[
\:b

Figura 3: Identidades trigonométricas de los angulos A, A—90y 90 - A
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Se espera que los estudiantes, al menos planteen y demuestren que sen(4) =
cos(A-90), cos(A) = —sen(A-90) y tan(A) = —cot(A- 90). Las identidades
correspondientes a las razones secante y cosecante, se dejardn como una exploracion en la
fase de orientacion libre como actividad fuera de la clase. No pretendemos ser exhaustivos
enunciando todas las posibles relaciones, ni creemos que sea necesario plantear a los
estudiantes todas las posibles relaciones. En la préctica, la solucion de todos estos problemas
pasa por identificar tridngulos congruentes en la circunferencia y verificar los signos de las
razones segun los cuadrantes. Algunos estudiantes se dardn cuenta en poco tiempo de esta
estrategia general, mientras que otros estudiantes tardardn en relacionar unos casos con otros

y resolveran cada nuevo problema como si fuera el primero.

Actividad 2.8: Propiedades de las razones trigonométricas, identidades

trigonométricas de los &ngulos A, 90— Ay A—-90 (Orientacion libre)

Se retoma el estudio de las propiedades y relaciones planteadas en la actividad 1
(razones trigonométricas en el triangulo rectangulo) para que el estudiante las vuelva a
analizar, encuentre posibles errores cometidos, utilice otras herramientas de Cabri y nuevos
conceptos para deducir y demostrar otras propiedades que relacionan los valores de las
razones trigonométricas con las relaciones entre los dngulos. Se propone la busqueda de otras

relaciones de las razones trigonométricas entre los dngulos A, 90 — Ay A—90.

Actividad 3. Representaciones lineales vy visualizacion de las razones trigopnométricas

Objetivos de aprendizaje:

e Introducir las representaciones graficas de las razones trigonométricas como
vectores sobre la circunferencia. A estos vectores los denominaremos “lados
trigonométricos”.

e Utilizar las representaciones como vectores de las razones trigonométricas para
visualizar y descubrir propiedades o relaciones. Utilizarlas también como guia para el

planteamiento y demostracion de las conjeturas por medios geométricos y analiticos.

Actividad 3.1: Identidades trigonométricas entre los angulos relacionados

(Informacion)

Se plantea esta actividad para motivar a los estudiantes hacia el estudio de las
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identidades trigonométricas de los angulos relacionados. Este tipo relaciones que involucran
los angulos relacionados es nueva para los estudiantes y posiblemente ellos recurran a probar
con algunos ejemplos y tratar de encontrar alguna relacion, o tal ves no encuentren ninguna

relacion por ahora.

Actividad 3.2: Representaciones lineales y visualizacion de las razones
trigonométricas (Orientacion dirigida)

Usando el archivo ACT.3.2 (Fig. 4) se introduce la representacion grafica usual de las
seis razones trigonométricas como segmentos sobre la circunferencia. Aunque en los textos se
representan los segmentos tangente, cotangente, secante y cosecante solo en los cuadrantes
primero y cuarto, didacticamente es mejor representar estos segmentos en cualquiera de los
cuatro cuadrantes, pues los estudiantes siempre ven la misma estructura y, por tanto, les

resulta mas facil entender las relaciones entre un dngulo y sus segmentos trigonométricos.

m

rtano

Figura 4: Representacion lineal de las razones trigonométricas

La utilizaciéon de vectores en vez de meros segmentos para representar las razones es un
recurso didactico que facilita a los estudiantes la identificacion de los signos de las razones
trigonométricas en cada cuadrante y les ayuda a encontrar las relaciones correctas entre
razones: Los vectores con origen en (0,0) representan razones trigonométricas cuyo valor es
positivo, y los vectores con final en (0,0) representan razones cuyo valor es negativo. Los
vectores con un extremo en un eje de coordenadas y que tienen sentido hacia arriba o la
derecha representan razones cuyo valor es positivo y los que tienen sentido hacia abajo o la

izquierda representan razones cuyo valor es negativo.
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Actividad 3.3: Demostracion de las relaciones entre las razones trigonométricas y
los segmentos (Orientacion dirigida)

Se presenta a los estudiantes la demostracion de que la longitud del lado tangente de o
es igual a r.tan(a), como ejemplo de la forma de realizar las demostraciones de estas
igualdades para las seis razones trigonométricas. La manipulacion de la figura en el ordenador
les ayudard a entender la demostracion dada y a encontrar las demostraciones

correspondientes para las otras razones.

Actividad 3.4: Relaciones entre los angulos de referencia (Orientacion dirigida)

El profesor debe ayudar a los estudiantes para que hagan las diferentes conexiones entre
las representaciones numéricas, algebraicas, geométricas y analiticas, también debe insistir en
que los estudiantes justifiquen la congruencia de los angulos con propiedades de las relaciones
entre angulos, los teoremas de tridngulos congruentes y de tridngulos semejantes. Que
representen con dibujos geométricos y las letras correspondientes en sus hojas de trabajo lo

visualizado en Cabri.

Actividad 3.6: Identidades trigonométricas entre los angulos relacionados

(Orientacion libre)

Utilizando el archivo ACT.3.4.1 (Fig. 5), los estudiantes pueden ‘“ver” todas las
relaciones entre las razones de los dngulos relacionados para plantear sus conjeturas, pero el
profesor debe invitarlos a que también “vean” las relaciones entre los objetos geométricos

identificados para que usen esta informacion en la construccion de su demostracion.

Figura 5: Visualizacion de las identidades trigonométricas entre los angulos Ay 180 + A
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El profesor debe inducir a los estudiantes, mediante preguntas o comentarios adecuados,
a que analicen no solamente los vectores sino también las coordenadas y los tridngulos que se
forman para que vayan relacionando las representaciones numéricas, métricas, geométricas y
analiticas. Debe recordar que lo visualizado en la pantalla es verdadero, pero hay que explicar

con argumentos matematicos por qué lo es.

Se espera que los estudiantes demuestren sus conjeturas utilizando la visualizacion de
los vectores y de los tridngulos congruentes para asociarlos con sus coordenadas y las
definiciones de las razones. Se debe insistir en que representen en la hoja de trabajo lo
visualizado en el archivo, asignando nombres y relacionando las variables. Los estudiantes
deben demostrar la congruencia de los triangulos a través de los teoremas correspondientes
para garantizar que los valores absolutos de las coordenadas de los angulos relacionados son

iguales.

Para avanzar en el tiempo y que la actividad no se vuelva monoétona para el estudiante,
se propone que cada grupo conformado por dos o tres estudiantes plantee y demuestre una o
dos conjeturas de las dadas y que todo el salon de clase conozca la forma de demostrarla en la

siguiente actividad de la fase de explicitacion (actividad 3.7).

Actividad 3.8: Identidades trigonométricas entre los &ngulos relacionados
(Orientacion libre)

Se plantean otros problemas de planteamiento de conjeturas y construccion de
demostraciones para que los estudiantes refuercen y mejoren las habilidades de demostracion
y hagan uso de los nuevos conceptos y habilidades de demostraciéon aprendidos en la
actividades anteriores. Esta actividad es libre y fuera de la clase, aunque es conveniente que se
discutan los ultimos cuatro problemas. Se plantean los cuatro ultimos problemas para que los
estudiantes realicen un andlisis y estudio comprensivo de los conceptos y las propiedades
encontradas en la actividad y a su vez las relacionen con los conceptos y propiedades
encontrados en las actividades de las razones trigonométricas en el tridngulo rectangulo y en

el plano cartesiano.
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Actividad 4. Identidades Pitagoricas

Objetivos de aprendizaje:

e Analizar, comprender y demostrar la Identidad Pitagorica Fundamental a través
de la exploracion y visualizacion de la demostracion en un diagrama dindmico.

e Demostrar las otras Identidades Pitagéricas a partir de la visualizacion y
analisis de la Identidad Pitagorica Fundamental.

e Comprender las relaciones geométricas y analiticas de las Identidades
Pitagoricas para que sirvan como ayuda en la visualizacion y demostracion de otras
identidades trigonométricas.

e Comprender las relaciones entre las demostraciones analiticas, geométricas y

algebraicas de las propiedades estudiadas.

Actividad 4.1: Seno en funcion de coseno, coseno en funcién de seno (Informacion)

La idea fundamental de esta fase es plantear la necesidad de poder expresar la razéon
coseno en funcidén de la razon seno para tener otras posibilidades de resolver problemas en

donde se conoce una de las razones y se necesita encontrar otra u otras razones.

Actividad 4.2: La ldentidad Pitagdrica Fundamental (Orientacion dirigida)

Se presenta la demostracion dindmica de la Identidad Pitagorica Fundamental (Fig. 6)
para que los estudiantes a través de la visualizacion y de la exploracion encuentren las

relaciones de las razones seno y coseno y tengan elementos claves para su demostracion.

¥

Figura 6: Identidad Pitagérica Fundamental
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La “ventaja” que ofrece esta demostracion dindmica, es que se puede “ver” que la
identidad se cumple para cualquier angulo @y no solamente para los angulos agudos, como
generalmente aparece en las demostraciones de los textos escolares y en publicaciones de
paginas web estaticas. Los colores sobre los objetos geométricos ayudan a visualizar y a
comprender mejor la demostracion, pero también se requiere que los estudiantes razonen y
apliquen sus habilidades de visualizacion para comprender las relaciones y propiedades
geométricas que intervienen y la puedan demostrar de manera algebraica utilizando las

definiciones de las razones trigonométricas dadas hasta el momento.

Actividad 4.4: Otras identidades Pitagoricas (Orientacion libre)

Como una aplicacion directa de la propiedad estudiada se plantea la demostracion de las
otras Identidades Pitagoricas, tratando que lo hagan de forma visual, geométrica y analitica.

Se espera que los estudiantes construyan demostraciones mas proximas a las deductivas.

Actividad 4.5: Razones trigonométricas en funcion de las otras (Orientacién libre)

La idea de esta actividad es que los estudiantes encuentren otras formas de demostrar y
resolver problemas a través de la aplicacion de los conceptos y propiedades estudiadas en esta

actividad y las tres anteriores. Esta actividad se propone como ejercicio para la casa.
Actividad 4.6: Mapa conceptual de las identidades trigonométricas (Integracion)

A diferencia de las actividades 1, 2 y 3, aqui no se da el mapa incompleto para que los
estudiantes lo terminen, si no que se espera que ellos produzcan sus propios mapas como un
medio de organizacion de las ideas y propiedades estudiadas. La experiencia que han
adquirido los estudiantes con los mapas conceptuales de las actividades 1 a 3 deberia
ayudarles a realizar esta actividad. Esta actividad se propone de la misma forma en las tres

ultimas actividades.
Actividad 4.7 (Explicitacion)
Se plantea de nuevo la actividad de explicitacion para que se discutan los resultados de

las actividades 4.4 a 4.6.

El profesor debe animar a los estudiantes a que muestren varias formas de resolver los
problemas planteados en 4.5 y debe ayudar a que los mapas queden bien configurados. Al
final puede mostrar el mapa realizado por el experto y contrastarlo con los realizados por los

estudiantes. Esta fase de explicitacion siempre se propondra al final de las tres Ultimas
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actividades.

Actividad 5. Seno y coseno de la suma de dos angulos

Objetivos de aprendizaje:

e Comprender y explicar las formulas de descomposicion del seno y coseno de la
suma de dos angulos mediante una “demostracion dinamica”.

e Deducir y demostrar, a partir de la “demostracion dindmica” de las
descomposiciones del seno y coseno de la suma de dos angulos, otras propiedades de

sus razones trigonométricas.

Actividad 5.1: ¢ Seno de la suma igual a la suma de los senos? (Informacion)

La idea de esta actividad es que los mismos estudiantes se den cuenta del error de
considerar el seno de la suma de dos angulos como la suma de los senos de cada angulo e
intenten explicar el por qué. El profesor debe aprovechar las diferentes respuestas que se
generen y dar contragjemplos que los hagan caer en la cuenta del error. Cuando el estudiante
se da cuenta que la relacion no es verdadera se genera un conflicto que puede animarlo a tratar

de encontrar explicaciones matematicas.

Actividad 5.2: Seno de la suma de dos angulos (Orientacion dirigida)

En los libros de texto se presentan demostraciones puramente algebraicas de esta
descomposicidon, no siempre acompanadas de figuras que puedan ayudar a los estudiantes a
entender las demostraciones. En las actividades 5.2 y 5.3 proponemos a los estudiantes
explorar, de manera guiada, el archivo ACT.5.2 (Fig. 7) en el que se representan dos angulos
y su suma, para inducirles a obtener conclusiones acerca de las relaciones entre las funciones
trigonométricas de los tres angulos. Se espera que el estudiante aproveche el dinamismo, el

poder de interaccion y de visualizacién de Cabri para tratar de entender la demostracion.

Inicialmente la formula del seno de la suma se “ve” (Fig. 7) representada por el vector
verde claro, que equivale a la suma del vector azul, que representa el “lado seno” del angulo
a del tridngulo rectangulo ORQ, cuya hipotenusa es el lado coseno del angulo 3 del triangulo
rectangulo OQP de hipotenusa 1 (vector RQ = cosfBsenqg, y el tridngulo rojo que representa el

“lado coseno” del angulo adel tridngulo rectangulo QSP, cuya hipotenusa es el lado seno del
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angulo p del triangulo rectangulo OQP de hipotenusa 1, (vector QS = senfcosa), por lo que

sen(a + f) =sena.cosf + cosa.senp.
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Figura 7: Representacion geométrica del seno de la suma
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Una de las “innovaciones” que se han querido plasmar en casi todas las actividades es la
de tratar de ir mas alla de las demostraciones que se hacen en la mayoria de los textos
escolares, que s6lo se realizan sobre angulos agudos (en el primer cuadrante del plano
cartesiano) y se generalizan sin ni siquiera un comentario de que esto es verdadero para
cualquier angulo. En la demostracién dinamica que se presenta, el estudiante “observard” que
el seno de la suma se cumple para todos los angulos, pero debe estar muy atento a lo que va
ocurriendo a medida que van variando los angulos & y f, especialmente cuando uno de ellos
pasa a ser mayor que 90° pues entran en juego algunas de las propiedades estudiadas en
actividades anteriores y cambian los signos de algunas razones trigonométricas. Es importante
que el estudiante explique la relacion de congruencia entre los angulo oy «, fy £ basandose

en las propiedades de relaciones entre angulos o en los criterios de semejanza de triangulos.

Actividad 5.3: Seno de la suma de dos angulos (Orientacion dirigida)

En esta actividad se orienta inicialmente a los estudiantes para que analicen y descubran
algunas relaciones entre los elementos de la construccion para que las puedan aplicar en la
demostracion de la formula de descomposicion del seno de la suma de dos angulos. No se
pide inmediatamente la demostracion, debido a que las relaciones involucradas no son féciles
de ver y de comprender. Se les pide a los estudiantes, en primer lugar, que analicen la

demostracion dinamica cuando los dngulos « y £ varian en los cuatro cuadrantes, para que
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“vean” las diferentes variaciones visuales (posiciones, tamafos, etc.) y matematicas (signos,
etc.) que se dan en los angulos, los elementos de la construccion, los conceptos involucrados y
las propiedades de las razones trigonométricas estudiadas en las tres primeras actividades,
ademas de ver la conexion entre las representaciones geométrica, numérica, algebraica y

analitica de los angulos y de sus razones trigonométricas.

Actividad 5.5: Seno del &ngulo doble y del angulo mitad, coseno de la suma de dos

angulos y del angulo doble. (Orientacion libre)

Los estudiantes, usando el archivo ACT.5.2 podran utilizar la férmula para deducir y
demostrar que sen(2a) = 2sen(a). cos (@) y podran visualizar que, cuando los dos angulos
son iguales, el vector azul sen(a).cos () es igual en magnitud y sentido al vector rojo

cos (a).sen(f) y por lo tanto la suma es dos veces el mismo vector en donde o= .

El profesor debe orientar para que los estudiantes, usando la formula del problema

anterior, deduzcan una féormula para el dngulo mitad que podria ser: sen (g) = zsen((c% al
CcoSs|\—
2

a . .y . . . . .,
reemplazar o por — . En este caso el diagrama dinamico no sirve para la visualizacion de la
2

relacion. El interés didactico de esta situacion es el de provocar que los estudiantes utilicen

procedimientos deductivos abstractos sin apoyo visual del SGD.

sen(f)gen(o)

cosp

cos(Blicos(a)

ﬁ: 114 \
\___//

Figura 8: Representacion geométrica del coseno de la suma

Usando el mismo archivo ACT.5.2 (Fig. 8) los estudiantes pueden visualizar la formula
del coseno de la suma de dos angulos y utilizar argumentos similares a los empleados para la

formula del coseno de la suma. Es conveniente orientar a los estudiantes para que inicien el
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analisis desde el primer cuadrante, en donde se ve que OT = OR — RT y se den cuenta que esta
relacion se sigue cumpliendo en los otros cuadrantes, a pesar que en ocasiones lo que se

visualiza es una suma de vectores.

Actividad 6. Seno y coseno de la diferencia de dos angulos

Objetivos de aprendizaje:

e Comprender y explicar las formulas de descomposicion del seno y coseno de la

diferencia de dos angulos mediante una “demostracion dindmica”.

Actividad 6.1: ;Seno (o coseno) de la diferencia igual a la diferencia de los senos (o

de los cosenos)? (Informacion)

Debido a la experiencia con la suma, se espera que ahora los estudiantes no planteen la
conjetura de que la razones del angulo diferencia son iguales a la diferencia de las razones.
Algunos estudiantes usaran los resultados de la actividad anterior para proponer una relacion.
El profesor debe animar a los estudiantes para que usen las dos formas (geométrica y
algebraica) de deducir las formulas y explicar las relaciones existentes entre estas dos formas

de representacion.

Actividad 6.3: Seno y coseno de la diferencia de dos angulos. (Orientacién dirigida)

Usando el archivo ACT.6.2 (Fig. 9) los estudiantes pueden visualizar y demostrar las
formulas para el seno y coseno de la diferencia de angulos. También pueden optar por aplicar

la férmula de la suma y construir una demostracion algebraica.

os(msen(Oq Ase
/ Rlsen([i)cosq'ur)\ ’
os(f)cos(o) /'

"

Figura 9: Representacién geométrica del seno y coseno de la diferencia de dos angulos
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6. Sintesis de la experimentacion, analisis
de datos y conclusiones locales

Con el objetivo de analizar la unidad o ruptura cognitiva como una herramienta que permita,
entre otras cosas, identificar las dificultades y los avances que se presentan en los procesos de
argumentacion y de demostracion en el contexto de aprendizaje de las razones
trigonométricas en un SGD, presentamos el analisis de la existencia de unidad o ruptura
cognitiva presente en la resolucion de varios problemas. Analizamos, detallamos y
explicamos cada uno de los elementos del sistema de referencia y de la estructura. En cada
caso analizado, vamos presentando algunos resultados, comentarios, conclusiones y
sugerencias que van surgiendo de la dindmica del analisis. Vamos sefialando los logros y
dificultades alcanzados tanto en los procesos de demostracion, representacion y conexiones,
como en la adquisicion de conceptos. También planteamos algunas hipdtesis que surgen como
nuevos aportes a la investigacion del estudio de la unidad cognitiva y al proceso de

demostracion.

Iniciamos el capitulo contextualizando la unidad de ensefianza en relacion con los
contenidos que han estudiado previamente los estudiantes. Presentamos en la seccion 6.1 los
resultados del test diagndstico que se aplico a los 17 estudiantes que participaron de la

experiencia.

Para una mejor comprension del andlisis realizado, presentamos en la secciéon 6.2 un

resumen sintético de los componentes del modelo de andlisis de la unidad cognitiva.
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Posteriormente vamos presentando las cinco situaciones de unidad o ruptura, que nos
permitid caracterizar y plantear las cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva, que

caracterizamos a continuacion:

La seccion 6.3 corresponde a la categoria que hemos denominado unidad cognitiva
inductiva, caracterizada por la unidad cognitiva del sistema de referencia y de la estructura,
que conduce al planteamiento de una conjetura a través de un proceso de argumentacion

inductivo y la posterior construccion de una demostracion inductiva.

La seccion 6.4 corresponde a la categoria ruptura referencial — continuidad estructural
inductiva, caracterizada por la ruptura del sistema de referencia y una continuidad estructural
inductiva, que conlleva a la construccion de una demostracioén tipo experimento crucial o

ejemplo genérico analitico.

La seccion 6.5 corresponde a la categoria ruptura referencial — argumentacion
inductiva — demostracion generica intelectual, caracterizada por la ruptura del sistema de
referencia, el planteamiento de una conjetura soportada en argumentos inductivos y la

construccion de una demostracion tipo ejemplo genérico intelectual.

La seccion 6.6 corresponde a la categoria unidad referencial — argumentacion inductiva
— demostracion deductiva falsa, caracterizada por la unidad del sistema de referencia, el
planteamiento de una conjetura soportada en argumentos inductivos y la construccion de

cualquier tipo de demostracion deductiva, soportada en argumentos falsos.

La seccion 6.7 corresponde a la categoria unidad cognitiva deductiva, caracterizada por
la unidad cognitiva del sistema de referencia y de la estructura a través del planteamiento de
una conjetura soportada en argumentos deductivos y la construccion de cualquier

demostracion tipo deductivo.

Finalmente en la seccion 6.8 presentamos una sintesis final en la que se informa sobre la
evolucion de los estudiantes a lo largo del curso. Incluimos dos tablas donde se ven los
problemas de demostracion analizados y las caracteristicas (continuidad o ruptura, datos,
operadores, sistema de representacion, control, marco, forma de argumentacion, estructura y
tipo de demostracion) de las respuestas de cada grupo de estudiantes analizado. Estas tablas
van acompafiadas de un comentario escrito acerca de la evolucion de los estudiantes en el

proceso de demostracion y en el aprendizaje de las razones trigonométricas.
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6.1 Aplicacion del test de conocimientos previos y analisis de los resultados

El test de conocimientos previos (Anexo 1) se aplicod a todos los estudiantes del grupo en la
primera sesion de clases (junio 5 de 2007), después de haberles comentado y solicitado su
colaboracion para la participacion en la experimentacion. Teniendo en cuenta las actividades
y sub-actividades propuestas en la unidad de ensefianza, el enfoque de ensefianza y de
aprendizaje planteado, los procesos a investigar y las dificultades analizadas en la
experimentacion del trabajo de investigacion de DEA, se evaluaron los siguientes temas:
Rectas paralelas y perpendiculares, angulos, tridngulos (desigualdad triangular, suma de los
angulos interiores), tridngulo rectdngulo, Teorema de Pitdgoras, tridngulos semejantes,

Teorema de Tales, tridngulos congruentes y plano cartesiano.

El test comprendia de 12 problemas en los que el estudiante, para la solucion de cada
uno de ellos, tenia que recordar y aplicar uno o varios de los conceptos, relaciones o
propiedades geométricas mencionados anteriormente. Cada solucion debia ir acompaniada de
una explicacion o justificacion. Se evitd preguntar directamente acerca de propiedades o

definiciones para impedir que algunos de ellos sean simplemente recordados de memoria.

Para el andlisis cuantitativo y cualitativo que, presentamos a continuacion, se
identificaron unas actuaciones iniciales que incluian las respuestas de uno o varios estudiantes

y se determinaron las siguientes categorias:

En la primera categoria (CORRECTO) se clasificaron los estudiantes que contestaron y
justificaron correctamente el problema, aplicando los conceptos o propiedades adecuados (es

decir no tenian dificultades en recordar y aplicar dichos conceptos).

La segunda categoria (INCOMPLETO) correspondia a los estudiantes que aplicaron
algunos de los conceptos o propiedades, pero no dieron la respuesta correcta o quedo
incompleta por la falta de aplicacion de algun concepto, por calculos errdneos o porque no
justificaron de acuerdo a los conceptos o propiedades que se estaban evaluando en el
problema (se podria decir que son estudiantes que tienen fallas en algunos conceptos o

propiedades, cometen errores de calculo o no justifican adecuadamente).

En la tercera categoria (SIN JUSTIFICAR) se clasificaron los estudiantes que
contestaron correctamente el problema, aplicando los conceptos o propiedades adecuados,

pero no justificaron.
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La cuarta categoria (ERROR) correspondia a los estudiantes que dan respuesta erroneas
basadas en observaciones, predicciones o aplicacion incorrecta de conceptos o propiedades, es
decir los estudiantes que tienen dificultad para aplicar los conceptos o propiedades requeridas

para la solucién del problema.

La quinta categoria (NO CONTESTA) correspondia a los estudiantes que no
respondieron al problema, que escribieron que no sabian qué hacer, que escribieron algiin dato

o respuesta incoherente o sin ninguna explicacion.

En la siguiente tabla (tabla 1) se muestra los conceptos evaluados en cada problema y

los resultados cuantitativos obtenidos, indicando el porcentaje de cada una de las categorias

mencionadas.
CONTENIDOS EVALUADOS RESULTADOS
PROBLEMA 1
e Relaciones de angulos entre RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 1
paralelas y secantes. ‘ 88,23
e Angulos suplementarios.
Angulos alternos interiores,
angulos exteriores, angulos
correspondientes.
11,77
- 0 0 0
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
PROBLEMA 2
e Reconocimiento de d&ngulos RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 2
por sunombre y en la figura. 76,47
Angulos complementarios.
Angulos opuestos por el vér-
tice.
17,65
. 0 5,88 0
T T - T
CORRECTO INCOMPLETO NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
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CONTENIDOS EVALUADOS

RESULTADOS

PROBLEMA 3
e Reconocimiento de d&ngulos
por su nombre y en la figura.

RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 3

e Angulos complementarios. 82,35
e Angulos complementarios.
e Angulos opuestos por el vér-

tice

17,65
0 0 - 0
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
PROBLEMA 4
e Desigualdad triangular. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 4
e Construccion de triangulos. 70,59
17,64
- 0 5,88 5,88
L .
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA

PROBLEMA 5
e Propiedades de los tridangulos RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 5

rectangulos y de los tridngulos

1sosceles. 41,18
e Bisectriz de un angulo. 35,3
e Suma de los angulos interio- 23,52

res de un tridngulo, suma y

resta de angulos.

0 0

CORRECTO

INCOMPLETO ~ NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
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CONTENIDOS EVALUADOS

RESULTADOS

PROBLEMA 6
e Teorema de Tales.
e Propiedades de la

RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 6

. . . 88,23
proporcionalidad geométrica.
e Semejanza de triangulos.
5,88 5,88
0 O ’ 7
— L &
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
PROBLEMA 7
e Teorema de Pitdgoras. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 7
e Propiedades de los triangulos 64,7
semejantes.
e Proporcionalidad geométrica.
35,3
0 0 0
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
PROBLEMA 8
e Teorema de Pitdgoras. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 8
e Propiedades de los triangulos 5204

semejantes.
e Proporcionalidad geométrica.

23,53
17,65
5,88
0 -
CORRECTO  INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
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CONTENIDOS EVALUADOS RESULTADOS
PROBLEMA 9
e Congruencia de tridngulos. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 9
e Teoremas de tridngulos con- >8,82
gruentes.
23,53
11,76
5,88
o |
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
PROBLEMA 10
° Semejanza de triéngu]os. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 10
e Teoremas de tridngulos seme- 52 94
jantes. .
29,41
11,77
5,88
o |
CORRECTO INCOMPLETO  NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA

PROBLEMA 11
e Congruencia de tridngulos. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 11

58,82

e Semejanza de triangulos.

e Teoremas de  triangulos
congruentes y de tridngulos
semejantes.

e Plano cartesiano, coordena-
das, propiedades de la circun-
ferencia.

23,53

11,77

5,88
o |

CORRECTO

INCOMPLETO ~ NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA
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CONTENIDOS EVALUADOS RESULTADOS
PROBLEMA 12

e (Congruencia de tridngulos. RESULTADOS (%) DEL PROBLEMA 12
e Semejanza de triangulos. 64,7

e Teoremas de  tridngulos
congruentes y de tridngulos

semejantes.

e Plano cartesiano, coordena- 23,53
das, propiedades de la circun- 11,77
ferencia. n 0 0

CORRECTO INCOMPLETO ~ NO JUSTIFICA ERROR NO CONTESTA

Tabla 1. Resultados test de conocimientos previos

Los resultados obtenidos nos permiten concluir que la mayoria de estudiantes de esta
experimentacién manejan los conceptos previos necesarios para el inicio del trabajo con la
trigonometria, esto se puede explicar por el hecho de que la experimentacion se realiz6 en una
de las instituciones y con una profesora que ya habia participado en el trabajo de investigacion
de DEA, que en dicha institucion se dedica una sesion de una hora semanal a la ensefianza de
la geometria, y que la experimentacion se inicio en el segundo semestre del afio, cuando ya
los estudiantes habian visto la parte correspondiente a geometria analitica. La mayoria de
justificaciones dada por los estudiantes se referia a teoremas geométricos de los contenidos

evaluados, lo que da cuenta del trabajo que se viene realizando en geometria.

Respecto al problema numero 5, que fue el que presentd resultados correctos por debajo
del 50%, se puede explicar por el hecho de que algunos estudiantes asumieron de entrada que
el triangulo era rectangulo, lo cual era una de las intenciones del problema, esto nos sirvid
para recalcar que las justificaciones o explicaciones en geometria, deben estar basadas en
propiedades o conceptos tedricos y no en lo perceptivo. Otro error que cometieron algunos
estudiantes, consistid0 en asumir que el triangulo ABC estaba inscrito en una
semicircunferencia, por ello el triangulo es rectangulo; esta justificacion, aunque es errénea

nos permite concluir que los estudiantes ya manejan ciertos teoremas basicos de la geometria.

6.2 Resumen del modelo de analisis de la unidad cognitiva

Para facilitar la lectura del capitulo y la comprension del anélisis realizado, empezamos

recordando el modelo de andlisis de Pedemonte (modelo cK¢ integrado al modelo de Toulmin

144



Sintesis de la experimentacion, analisis de datos y conclusiones locales JORGE FIALLO

(Esquema 1)). El modelo cK¢ nos sirve para el analisis referencial y el modelo de Toulmin

nos sirve para el analisis estructural.

F: Fuerza Rp: Refutacion potencial

D: Datos E: Enunciado conclusion

Y

R;: Un operador de una concepcion C

|
C =(P,R,L, %)

Esquema 1: Modelo de Pedemonte para el analisis de la unidad cognitiva

La concepcion movilizada durante la construccion de un argumento actiia como soporte

del argumento. La concepcion (C) se caracteriza por la cuddrupla compuesta de:

P: Conjunto de problemas: corresponden a problemas de planteamiento de conjeturas y
construccion de demostraciones de propiedades de las razones trigonométricas e identidades

trigonométricas.

R: Conjunto de operadores: actian como los permisos de inferir (una regla, un principio

general que sirve de fundamento a la inferencia). Legitiman el paso entre datos y conclusion.

L: Sistema de representacion: permite la expresion de los problemas y de los

operadores.

X: Estructura de control: da y organiza las funciones de decision, de eleccion, de juicio

de validez y de adecuacion de la accion

Para el andlisis del sistema de referencia, propusimos la tabla 2 presentada en el capitulo
5 (pag. 105). En la siguiente tabla (tabla 2) presentamos, de manera resumida y codificada, los
tipos detectados en cada uno de los componentes del sistema de referencia. Para cada
componente (datos, operadores, sistema de representacion controles y marcos) se han
detectado los tipos sefialados y codificados en la columna de la derecha. Estos tipos se iran
caracterizando y comprendiendo en el avance del andlisis realizado, especialmente en los
esquemas globales propuestos para representar la estructura argumentativa general del
proceso de argumentacion y de demostracion y en las diferentes tablas de sintesis y

comparacion de los componentes del modelo cK¢ de cada uno de los procesos.
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Tipos de datos

an: analitico.
de: dibujo de Cabri.

defpc: definicion en el
plano cartesiano.

g: geométrico.

gproc: generalizacion
del proceso.

itrig: identidad
trigonométrica.

leysig: ley de los signos.
n: numérico.

p: perceptivo.

pig: propiedad de la
igualdad.

pm: propiedad
matematica.

proc: proceso.

rang: relacion entre angulos.
relana: relacion analitica.
relgeo: relacion geométrica.
Rp: refutacion potencial.

tp: Teorema de Pitagoras.

Tipos de operadores

dc: dibujo de Cabri.
defpc: definicion en el
plano cartesiano.
deftr: definicion
triangulo rectangulo.
demal: demostracion
algebraica.

demg: demostracion
geométrica.

ejn: ejemplo numérico.

genen: generalizacion
del enunciado.

gproc: generalizacion
del proceso.

itrig: identidad
trigonométrica.

leysig: ley de los signos.
pan: propiedad analitica.
pg: propiedad geométrica.
pia: propiedad de inversos
aditivos.

pig: propiedad de la
igualdad.

pr: propiedad de las
razones.

pn: propiedad numérica.
ptrans: propiedad
transitiva.

ptrig: propiedad
trigonométrica.

rang: relacion entre
angulos.

relmf: relacidon matematica
falsa.

relpc: relacion en el plano
cartesiano.

relt: relacion entre los lados
del triangulo.

reltrig: relacion
trigonométrica.

repgcos: representacion
geométrica de coseno.

rsigpc: relacion de signos en el
plano cartesiano.

rtrigf: propiedad
trigonométrica falsa.

teo: teorema.

tp: Teorema de Pitagoras.

Sistemas de
representacion

al: algebraico.
an: analitico.
dc: dibujo de Cabri.

dg: dibujo geométrico.
fdc: figura dindmica de
Cabri.

gestos.
In: lenguaje natural.

Tipos de control

arr: arrastre en Cabri.
dg: dibujo geométrico.
ej: ejemplo.

n: numérico.
p: perceptivo.

p-n: perceptivo numérico.
t: tedrico.

Tipos de marcos

al: algebraico.
an: analitico.
g: geométrico.

n: numérico.
p: perceptivo.
trig: trigonométrico.

trigpc: trigonometria en el
plano cartesiano.

tritr: trigonometria del
triangulo rectangulo.

Tabla 2: Tipos detectados en cada uno de los componentes del sistema de referencia

De manera similar en la tabla 3 se resumen los diferentes tipos detectados en cada uno

de los componentes del analisis estructural. Para cada componente (formas de argumentacion,

estructura de argumentacion y tipos de demostracion) se han detectado los tipos senalados y

codificados en la columna de la derecha.
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Formas de c(a): constructiva por ¢: constructiva. e: estructurante.
argumentacion analogia.
Estructuras de ded.: deductiva. ind.: inductiva.
argumentacion
Tipos de EIl: Empirismo EGI: Ejemplo Genérico EMT: Experimento Mental
demostracion Ingenuo Inductivo. Intelectual. Transformativo.
EGA: Ejemplo EME: Experimento DFE: Deductiva Formal
Genérico Analitico. Mental Estructurado. Estructurada.

Tabla 3: Tipos detectados en cada uno de los componentes del analisis estructural

La argumentacion constructiva contribuye a la construccion de una conjetura, asi es

que precede al enunciado.

La argumentacion estructurante justifica una conjetura, previamente construida como

un hecho, y asi es que ella viene después.

Empirismo ingenuo inductivo (EII): Cuando en la construccion de la demostracion se
usan solamente ejemplos escogidos sin ningln criterio y las argumentaciones se basan en
elementos visuales o tactiles (perceptivo) o elementos matematicos o relaciones detectados en

el ejemplo (inductivo).

Ejemplo genérico analitico (EGA): Cuando en la demostracion se usa un ejemplo
representante de una clase y las justificaciones estdn basadas en propiedades y relaciones

generales descubiertas en el ejemplo.

Ejemplo genérico intelectual (EGI): Cuando para la conjetura o demostracion se usa
un ejemplo representante de una clase y los argumentos estan basados en propiedades
matematicas aceptadas, pero no son resultado de observaciones o propiedades encontradas en

el ejemplo, sino que al trabajar sobre ¢l se recuerdan.

Experimento mental estructural (EME): Cuando las demostraciones estan basadas en
secuencias logicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o
teoremas aceptados, y, si se usan ejemplos, son para ayudar a organizar o entender los pasos

de las deducciones.

Experimento mental transformativo (EMT): Cuando las demostraciones se basan en
operaciones mentales que transforman el problema inicial en otro equivalente. Los ejemplos
ayudan a prever qué transformaciones (imagenes mentales espaciales, manipulaciones

simbolicas o construcciones de objetos) son convenientes para la justificacion.
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Deductiva formal estructural (DFE): Cuando las demostraciones estan basadas en
secuencias légicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o

teoremas aceptados.

En la tabla 4 se resumen las diferentes posibilidades de unidad/ruptura cognitiva.
Recordemos que para que exista unidad cognitiva, debe haber unidad referencial y unidad
estructural entre el proceso de argumentacion (A) y de demostracion (D). Si existe ruptura
referencial y/o estructural, hay ruptura cognitiva. En caso de que haya ruptura referencial, de
todos modos realizamos el andlisis estructural para determinar el tipo de demostracion
construido y poder detectar las dificultades y posibilidades de construccion de demostraciones

mas cercanas a las deductivas.

UNIDAD/RUPTURA UC: Unidad Cognitiva. UR: Unidad Referencial. UE: Unidad Estructural.

RC: Ruptura Cognitiva. RR: Ruptura Referencial. RE: Ruptura Estructural.

Tabla 4: Tipo de unidad/ruptura detectados en el analisis del constructo unidad cognitiva

Estos tipos y codigos se irdn presentando en el transcurso del analisis (secciones 6.3 a
6.7). En la seccion 6.8 nos servirdn para realizar una mirada global a la evolucion de cada uno
de los grupos analizados y poder informar sobre los resultados de aprendizaje de un

experimento de enseflanza como éste.

A continuacion presentamos el andlisis realizado, enmarcado dentro de las cinco
categorias de unidad/ruptura propuestas como un aporte a la comprension del estudio del

proceso de demostracion.

6.3 Unidad cognitiva inductiva

De acuerdo a la caracterizacion de demostracion dada por nosotros y a los tipos de
demostracion planteados, la unidad cognitiva no siempre favorece la construccion de
demostraciones deductivas, como son los casos de la demostracion empirica ingenua
(actividades 1.2.2, 1.2.3) y la demostracion genérica analitica (actividades 3.6.7, 3.6.8)

realizadas por el grupo G2A.

6.3.1 Caso 1: Actividades 1.2.2, 1.2.3 — Grupo G2A

1.2.2 Conjeturando
.Qué sucede con los valores de las razones cuando varia el angulo A entre 0° y

90°? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo
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que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.2.3 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.2.2.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1]
2]
[3]
[4]
[5]

Prof.: ;Qué pasa cuando varia el angulo A?

Cata: Todos cambian, no..., ese no cambia [se refiere al lado AC (Fig. 1)].
Mabe: ;Cudl era la que estaba moviendo? ;Esta? ;la m?

Inv: La m.

Cata: Entonces digame una cosa, ;Como varian las razones?, a medida que va
agrandadndose el angulo, las razones..., por ejemplo, las razones de..., de CA y BC
[sefiala CA/BC que tienen etiquetada en el archivo ACT.1.2.1 (Fig. 1)] van
disminuyendo, ;Cudl otra va disminuyendo? ;La otra también va disminuyendo?,
sigue subiendo, sigue subiendo.

Cata: Con calma, primero AB y BC, AB y BC.

Mabe: ;En donde estan AB y BC?

Cata: Vaya subiendo.

Mabe: Cuando sube, disminuye.

Cata: O sea, cuando aumenta el angulo se disminuye [lo escribe en la hoja de trabajo].
G2A: Listo, ahora BC, CA [sefalan la razon BC/CA], subela.

Mabe: Esa si aumenta.

Cata: Esa aumenta, listo [lo escribe en la hojal, listo, BC y AB [se refiere a la razén
BC/AB), la primera que estd completa, subela, arriba, subela.

Mabe: Aumenta.

Cata: Aumenta también [lo afirman con una pequefia exploracion y lo escriben en la
hoja], ahora BC y CA [se refieren a la razon BC/CA].

Mabe: Ya, esa ya

Cata: No.

Mabe: Esa también aumenta.

Cata: jAumenta y aumenta?

Mabe: Si, y jAB...7

Cata: 4jd..., disminuyen los dos, son tres que aumentan y tres que disminuyen.
Mabe: La ultima también disminuye [se refiere a CA/AB].

Cata: Aja..., entonces ahora toca sacar..., toca decir por qué, entonces seria...,
SUpoOngamos.

Mabe: Poner, por ejemplo, los angulos...
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[25]

[26]

[27]

[28]
[29]

[30]

[31]

[32]

e e 1
| Dq: Si A varia = AB, BC varian |

y AC constante [27], [30] I | BC AB BC . imentan [32]

|
|
—

Cata: Poner BC... ;Cudl es la hipotenusa?, poner AB y..., AB..., no se por qué.
JPonemos solamente que unas aumentan y otras disminuyen?

G2A: O sea que a medida que el angulo aumenta, las razones... bueno ahi las
nombramos, AB, BC [se refieren a AB/BC]..., CA, AB [CA/AB] y CA, BC [CA/BC]

disminuyen.
___________________ T T T T T T T T e A T T T
. CA AB CA ,. . |
D;: Si A4 varia = 4B, BC | | Eq: Si 4 aumenta = =, —=, —— disminuyen; |
varian y AC constante [1], [2] | | 2¢ 4B BC o umentan [5] a [26] |
___________________ Lcacas ]

A AC=7,05cm |C

|

|

|

|

|

|

|

BC=3,44 cm |
|

|

|

|

|

Figura 1: Archivo ACT.1.2.1 I
|

Cata: O sea varian todos los lados, varian dos lados, o sea, la hipotenusa y un cateto
varian y el otra mantiene su longitud, o sea, movemos...

Mabe: Exacto, al mover la hipotenusa AB y BC varian, el angulo A varia.

Cata: O sea, al variar el dngulo A, la hipotenusa AB y el cateto BC varian en su
longitud, pero CA se mantiene, entonces...

G2A: Listo, ahora digamos, a medida que varia el angulo A, la hipotenusa (AB) y el
cateto (BC) varian de tamario, pero el cateto AC mantiene su longitud.

Cata: ;Toca poner que a pesar de que un lado se mantiene, como la razones estin
compuestas de dos lados siempre van a cambiar? ;si? O sea pongamos de que a
pesar...

G2A4: A pesar de que el lado AC no varia, las razones al estar compuestas de dos lados
. . BC AB BC
siempre van a variar. Las razones que aumentan son: TS Las razones que
o , CA AB CA
disminuyen al aumentar el angulo A son: —,—,—.
BC’ BC’ AB

. CA AB CA ,. .
I E;: Si A aumenta = —,—,— disminuyen,;
| BC’ BC’ AB

| Ry: Si uno de los dos lados de la razén :
Lvaria, entonces la razén varia [31], [32] :

150



Sintesis de la experimentacion, analisis de datos y conclusiones locales JORGE FIALLO

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

A través de la exploracion en el archivo 1.2.1 de Cabri, el grupo “ve” los variantes e
invariantes de la construccion y ve las razones que aumentan o disminuyen cuando el angulo
A aumenta. El enunciado E;, lo van planteando parcialmente, a medida que ven las razones

que van aumentando o disminuyendo y finalmente sintetizan el enunciado [32].

Desde el numeral [24], el grupo intenta argumentar sobre la conjetura planteada; a
través de la exploracion y del arrastre, empiezan a darse cuenta de las propiedades del
cociente entre dos numeros reales y usan esto como operador (R;) para justificar las

relaciones encontradas.

El sistema de representacion cambia del descubrimiento de variantes, invariantes y

relaciones en el diagrama dindmico (L;) al uso del lenguaje natural (L,).
La estructura de control es el arrastre en Cabri (X).

La forma de argumentacion inicialmente es constructiva. Los variantes, invariantes y
relaciones visualizadas en el archivo ayudan previamente al planteamiento de la conjetura,

pero después hay una forma de razonamiento estruturante que intenta justificar la conjetura.

La estructura de la conjetura es inductiva por generalizacion de los enunciados. Los
casos numeéricos visualizados en Cabri, conllevan al planteamiento de relaciones, que
finalmente completan el enunciado E,. El operador R, es una propiedad matematica general,
pero esta soportado por lo visualizado en el archivo 1.2.1, por ello no lo consideramos como

un paso deductivo.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[33] Cata: Ruby [profesora], ven un segundo, bueno, ahora demostrando. Creo que ya
explicamos el por qué, mira, a medida que varia el angulo A, la hipotenusa AB...
[lee lo escrito en la hoja].

[34] Prof.: ;Ese es el por qué? La pregunta es ;Qué sucede con los valores de las razones
cuando varia el angulo A entre 0°y 90°? ;Qué respondieron a eso?

[35] G2A: ;Que varian?

[36] Prof.: Varian, respuesta aqui, escribe en tu hoja de trabajo una conjetura [sefiala la
hoja], entonces, ;Como quedaria la conjetura?, cuando el angulo A...

[37] Cata: Cuando el angulo A varia, las razones que aumentan, al aumentar el angulo..., es
que eso es lo que te digo.

[38] Prof.: Esa es la explicacion, antes de la explicacion la conjetura.
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[39]

[40]
[41]
[42]
[43]

[44]

[45]

[46]

[47]
[48]
[49]
[50]
[51]
[52]
[53]
[54]
[55]
[56]
[57]

[58]

Cata: Una conjetura es que las razones varian dependiendo, unas aumentan y otras
disminuyen.

Prof.: Escribela formalmente, cuando... [mueve la semirrecta AB] ;Qué ven?
Cata: Cuando el angulo A...
Prof.: ;Qué pasa?

G2A: Aumenta o disminuye, las razones aumentan o disminuyen, “cuando el angulo A
aumenta o disminuye, la medida de los lados aumentan o disminuyen, la AC se
mantiene, por lo tanto las razones aumentan o disminuyen” [escriben en la hoja].

Cata: Pero no se como es que se demuestra eso, o sea, ;Como demostramos que
cambian?, porque cambian y ya, ;Si me entiendes?, o sea, eso es lo no entiendo,
;Como?

Prof.: Es normal que todavia no diferenciemos lo que es la conjetura y la demostracion,
eso lo iremos aprendiendo en el camino, o sea ;jPara ti con esto ya estd
demostrado?

Cata: O sea, es que igual no se demostrarla, o sea lo que pasa es que..., listo, varia,
entonces al variar..., ya dijimos que al variar hay un lado que se mantiene y dos
lados que cambian, entonces, al cambiar los otros dos lados, siempre en todas las
razones va a haber un lado, minimo un lado que varia, hay veces que estan los dos
variando, entonces por eso siempre van a variar las medidas de los lados

dependiendo del..., del lado.
Prof.: Por lo tanto varian las razones.
Cata: Exacto.
Prof. Ya, listo.
Cata: ;Ese es el por qué?
Mabe. Terminamos la conjetura [la escribe en su hojal].
G2A: Leen en voz alta la conjetura.
Mabe: Ahora, 1.2.3, entonces seria.
Inv.: ;En donde van?
Mabe: Bien, pero no se la diferencia entre conjetura y explicacion.
Inv.: Poco a poco van aprendiendo.

Cata: Creo que voy a poner lo mismo en..., lo que dije a Ruby, es lo mismo que
habiamos puesto aqui.

G2A: [Escriben en la hoja] A/ variar el angulo A, varian dos de los lados del triangulo,
la hipotenusa y el lado opuesto, al estar las razones compuestas por las longitudes
de los lados, minimo uno de los valores estd variando, por lo tanto las razones
siempre van a variar aumentando o disminuyendo.
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,_______.

CA AB

|

| D;: Si 4 varia = AB, BC varian | I Ei: Si4 aumenta:E ' BC’ Edlsmmuyen, :
| y AC constante [33], [43] I I B 4B BC umentan [33], [37], [39], [43] !
——————————————————— Leacaa ]

: R,: Si uno de los dos lados de la razon :
Lvaria, entonces la razon varia [46], [58] :

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo retoma lo realizado en la fase de conjetura para preguntarle a la profesora si lo que
han planteado es la conjetura o la demostracion. Piensan que ya demostraron lo que
plantearon, pero no estdn convencidas matematicamente de por qué al variar el angulo
cambian los valores de los lados y por lo tanto las razones [43], [44]. Consideran que tienen

que explicar por qué varian los lados, pero no tienen argumentos matematicos para ello.

En el intercambio con la profesora y el investigador, se resignan a pensar que ya
plantearon y demostraron la conjetura, pero no estan muy convencidas, por lo que se deduce

que el indicador de fuerza de la demostracion es débil.

Los operadores, el sistema de representacion y la estructura de control son los mismos
de la fase de conjetura, puesto que el grupo se limit6 a discutir y repetir lo hecho en esa fase,

dejando de lado el diagrama dinamico.

La estructura de la demostracion sigue siendo inductiva y el tipo de demostracion es
empirico ingenuo inductivo (EII): Generalizan las relaciones y propiedades planteadas, a

partir de los datos numéricos visualizados en Cabri.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracion
1 o 1 r————
| Dlpn ?—L—l—ﬂ Erart I | Dlpn ITN Erart _!
- _I r— - r— _|
[_Rlpn | [Ropr | I Ropr |

pr: propiedad de las razones.
pn: perceptivo — numérico.

rart: relacion entre el angulo y las razones trigonométricas.
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Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

E;: Si 4 aumenta = ﬁ,ﬁ,ﬁdisminuyen; ﬁ,ﬁ,ﬁ E;: Si 4 aumenta = E,ﬁ,ﬁ disminuyen; E,ﬂ,ﬁ

BC’BC’ AB CA’CA’ AB BC’BC’ AB cA’ cA’ AB
aumentan aumentan

CONCEPCION CONCEPCION

OPERADORES | SIST. DE E.DE OPERADORES | SIST. DE E.DE
R;: (Figura 1) REPR. CONTROL R,: Si uno de los REPR CONTROL

Ly: Diagrama | 3;: Arrastre en dos lados de la L,: Lenguaje 3,: Arrastre en

dinamico de Cabri. razon varia, natural. Cabri.

Cabri —> entonces la razon

. varia

L,: Lenguaje
R;: Siuno de los | natural.
dos lados de la
razdn varia,
entonces la razon
varia

Marco perceptivo — numérico Marco perceptivo — numérico
CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA
Analisis de la continuidad estructural
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva — Estructurante.
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION

Inductiva por generalizacion de los datos Inductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EIl: Generalizacion a partir de los datos numéricos
visualizados en Cabri

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

La unidad cognitiva se da por el hecho de que el grupo, practicamente en la fase de
conjetura construyo la demostracion. Este ejemplo nos refuerza la idea planteada en cuanto al
constructo de unidad cognitiva, en el sentido de que, en el proceso de construccion de la
demostracion, los estudiantes retoman los argumentos que usaron en el planteamiento de la
conjetura. En este caso, los ejemplos juegan un doble papel, como generadores de la conjetura
y, después, como demostracion de la veracidad de la conjetura (es cierta porque se ve en €sos

ejemplos).

Los estudiantes estan mirando la razén como un cociente (operador numérico); ante la
necesidad de justificar por qué algunas razones aumentan y otras disminuyen, usan

propiedades del cociente entre dos numeros reales, pero apoyados en los datos numéricos
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observados en el diagrama dindmico, es decir, no se logra un control tedrico, que permita el
cambio de una concepcidn perceptiva - numérica del proceso de argumentacion a un marco
algebraico o analitico en el proceso de demostracion. Dada esta continuidad del sistema de
referencia, no es posible la ruptura estructural. En este caso, con algunas refutaciones
potenciales del profesor, tal vez hubiera sido posible que los estudiantes pasaran de usar
argumentos basados en la visualizacion numérica a usar propiedades matematicas, analizando
de manera general que las razones cumplen las propiedades del cociente entre nimeros reales.
Pensamos que en este ejemplo hay mas posibilidades de una ruptura estructural por el hecho
de que, la forma de argumentacion cambia de una argumentacidon constructiva a una
argumentacion estructurante y que las generalizaciones realizadas sobre los datos y relaciones

numéricas pueden ser expresadas en el marco algebraico o analitico.

6.3.2 Caso 2: Actividades 3.6.7, 3.6.8 - Grupo G2A

3.6.7 Conjeturando
. Qué relacion existe entre cos(180 + a) y cos (a)? Escribe en tu hoja de trabajo
una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.

3.6.8 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.7.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] Mabe: Yo creo que uno puede hablar de eso en el tercero y en el primero, o sea, cuando el

angulo 0 estd en el tercer cuadrante, porque ya cuando estd en otro cuadrante 6 no es
180 + ¢

2] Inv.: Necesariamente 6 debe estar en el tercer cuadrante.
3] Inv.: ;Qué relacion encontraron?

4] Mabe: Que cos(180 + a) = —cos (a)

51 Inv.: ;Por qué?

6] Mabe: Porque el angulo o es el angulo de referencia de 6.

7] Mabe: Entonces como el coseno es positivo solo en el primero y en el ultimo, entonces
tienen signo contrario.

[8] Inv.: ;Los angulo o son congruentes?

[9] Mabe: Si, porque son opuestos por el veértice.
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Figura 2: Archivo 3.4.1

| ;

| |

| [ :

[ \ H

I @,12; 2,84\ :

|

| l :

| A G =35 |

: c (o] M/C | r ————————————————————
| l——>| Ei: cos(180 + a) = —cos (a)[4]| |
| obpiatz289 /| | be—————————————————
| F’

i )

|

|

|

|

|

|

|

|

g |

DII :
:

I

D,: Es necesario que 0 esté el cuadrante III [1]

|R1 o es el angulo de referencia de 0 [6] :
|R2 cos(a) y cos(180 — a) tienen signos contrarios [7] :
: Ri3: ZMOP = ZAOB por opuestos por el vértice [9] |

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Podemos considerar que el grupo “ve” la relacion a través de los vectores OM y OA (Fig. 2), e

intenta buscar argumentos en el diagrama dindmico para justificar el enunciado.

Los operadores R; a R3, se refieren a relaciones validas entre los angulos y las razones
trigonométricas percibidas en el diagrama dindmico, que no justifican matematicamente la

relacion planteada.

El sistema de representacion va del uso del diagrama dinamico (L;) para visualizar las
relaciones, al uso del lenguaje natural (L,) para expresar verbalmente lo que observan en el

diagrama.

El control perceptivo (Z;) es ejercido por las continuas visualizaciones de las relaciones

en el diagrama dinamico.
La forma de argumentacion es estructurante y la estructura de la conjetura es inductiva.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[10] Inv.: ;Para que la relacion quede matematicamente demostrada, qué hay que hacer?

abe: ;/Si uno tiene que los angulos son opuestos por el vértice, tiene que demostrar
11] Mabe: ;Si tiene que los angul puestos por el vértice, tiene que d t
que los triangulos son congruentes?

[12] Inv.:Si, ;Qué es coseno?

[13] Mabe: Esto [sefala el vector rojo en el primer cuadrante (Fig. 3)]
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[14]
[15]
[16]

[17]

[18]
[19]
[20]
[21]

[22]
[23]

[24]

Inv.: Ahi la estamos visualizando, pero, ;cudl es la definicion?
Cata: Adyacente sobre hipotenusa.

Inv.: Adyacente sobre hipotenusa o x sobre r, /jcierto?, entonces, si es necesario
demostrar que los x son iguales.

Mabe: Es que los angulos son iguales, por opuestos, y los radios son iguales, ;qué mas
puedo decir sin utilizar medidas? Porque si no cogeria las coordenadas y ya.

Inv.: ;Como es el otro angulo?
Cata: Recto.
Mabe: Uno recto y el otro ya es igual, entonces, ya con eso son iguales.

Inv.: Con eso, los dos triangulos son congruentes. Entonces, /jsi los dos triangulos son
congruentes, qué pasa con la distancia en x, o con el adyacente?

G2A: Es la misma.

Mabe: ;Entonces, en la conjetura solo que son opuestos, y lo otro para la
demostracion?

G2A: [Escriben en la hoja de trabajo: “O estd ubicado en tercer cuadrante, o es un
angulo agudo en el primer cuadrante. Como el coseno es positivo en el [ y IV
cuadrante, el cos (180 + a) tiene el mismo valor absoluto que su angulo de
referencia a, pero con signo contrario (—)”]

: Es necesario que 0 esté el cuadrante 111 [1]
: coseno es el vector rojo (O—M) [13]

:Eiycos(a) = ; [16]

D L pi4.12; 2,84

____________________|

Figura 3: Archivo 3.4.1

COS(O!) _ adyacente

[15]

hlpotenusa

: Ry: LMOP = ZAOB por opuestos por el vértice [17]

' | Rs: OP = OB por ser radios [17]

I R¢: LZOMP = LOAB por ser rectos [20]

|R7 R3; ARg AR7 = AMOP = AAOB = OM = 0A[20] - [22]

:Rs. cos (@) y cos (180 + «) tienen igual valor absoluto, pero signos contrarios [24]

157



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo sigue en el terreno perceptivo, intentando encontrar propiedades en el diagrama
dinamico para justificar la relacion, pero no recurre a la definiciéon de coseno en el plano, a
pesar del dato (Ds) suministrado por el investigador. La atencion la centran en justificar la

congruencia de los triangulos. Al final justifican en el lenguaje natural la relacion E;.

Los operadores siguen siendo relaciones visualizadas en el diagrama dinamico,

apuntado a demostrar la congruencia de los triangulos AOB y MOP.

El sistema de representacion sigue siendo el diagrama de Cabri y el lenguaje natural

para expresar lo que ven.
El control sigue siendo el diagrama dinamico.

El tipo de demostracion es un ejemplo genérico analitico, basado en la generalizacion de
las propiedades que ven en el ejemplo cuando o en el primer cuadrante y © en el tercer

cuadrante.

En este episodio se evidencia la dificultad que se presenta para poder establecer
conexiones entre los marcos geométrico, algebraico y analitico, necesarios para la
construccion de una demostracion deductiva. El grupo se queda en el terreno de lo perceptivo
geométrico y no es capaz de relacionar las propiedades observadas con las definiciones y

propiedades de las razones trigonométricas en el plano cartesiano.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracién

D] g, Dyrang, D;repgcos, | | Dlg, D,rang, Dsrepgcos, | |
|
|D4deftr Dsdefpe | _thilg |D4deftr Dsdefpc | _E]_1t£1§ !
______ Lo _——

—_—_——————eee e —— — —_—_—— e e ————

- T 1 - T 1

deftr: definicion en el triangulo rectangulo.
itrig: identidad trigonométrica.

rang: relacion entre dngulos.

repgceos: representacion geométrica de coseno.
relt: relacion lados del triangulo.

rsigpc: relacion de signos en el plano cartesiano.
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Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: cos(180 + a) = —cos (a) E;: cos(180 + @) = —cos (a)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
REPR. CONTROL REPR CONTROL

R;: o es el angulo
de referencia de
0.

R;: cos(a) y
cos(180 + a)
tienen signos
contrarios.

R;: AMOP =
ZLAOB por
opuestos por el
vértice.

L;: Diagrama
dinamico.

L,: Lenguaje
natural (uso de
expresiones
verbales).

%: Perceptivo
(visualizacion
de los vectores
y relaciones
entre angulos y
triangulos).

Ry: coseno es el

vector 10jo. L;: Diagrama | I;: Perceptivo

ady | dindmico. (visualizacion
Rs cos(a) = | L L . de los vectores
»: Lenguaje .

. - natural (uso de y rela@ones
Ry: ZMOP . entre angulos y
ZAOB por expresiones triangulos).
opuestos por el verbales).
vértice.

Rg: OP = OB por
ser radios.

R,: ZOMP =
ZOAB por ser
rectos.

RsI R3/\R6/\R7
= AMOP =
AAOB =
OM = 0A.

Ry: cos(a) vy
cos (180 + a)
tienen igual valor
absoluto, pero
signos contrarios

Marco perceptivo — geométrico

Marco perceptivo — geométrico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION

Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA

Inductiva perceptiva

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva

TIPO DE DEMOSTRACION
EGA: Los argumentos estan basados en propiedades
matematicas visualizadas en el ejemplo cuando 6 esta
en el tercer cuadrante.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Aunque usan algunos datos y operadores nuevos en el proceso de demostracion, estos

estan relacionados con los usados en el proceso de argumentacion.
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El sistema de representacion sigue siendo el diagrama dinamico de Cabri (L)) y el

lenguaje natural (aunque en el esquema se escriben algebraicamente).

El control sigue siendo perceptivo, caracterizado por la identificacion de los elementos

geométricos y las relaciones entre d&ngulos y triangulos en la construccion de Cabri.

La continuidad estructural se da porque las argumentaciones de los estudiantes siguen

basadas en lo observado en el ejemplo genérico y no en teoremas.

Consideramos que en este ejemplo la continuidad del sistema de referencia es favorable,
puesto que los datos y operadores usados en la conjetura no estan apoyados en datos
numéricos, sino en relaciones matematicas descubiertas en el diagrama dado que pueden
llegar a ser generalizadas, de tal manera que el control sea tedrico. La ruptura estructural
puede lograrse a través de algunas refutaciones potenciales y datos (definiciones y teoremas)

que ayuden a completar de manera general el proceso de demostracion.

6.4 Ruptura referencial — continuidad estructural inductiva

Los casos de ruptura cognitiva causada por la ruptura del sistema de referencia, sin la ruptura
estructural, tampoco garantizan la construccion de demostraciones deductivas, como es el
caso de las demostraciones tipo Ejemplo Genérico Analitico (EGA), en donde se da la ruptura
del sistema de referencia, pero no se da la ruptura estructural, debido a que las propiedades,
representaciones y controles del proceso de demostracion estan soportados en lo descubierto
en el ejemplo genérico, varios de ellos sugeridos por las intervenciones del profesor. En estos
casos, si las generalizaciones hechas sobre lo observado no se convierten en axiomas,
definiciones o teoremas y no se comprende su importancia en el proceso axiomatico de
demostracion, no es posible la ruptura estructural como se puede deducir de los siguientes

Ccasos.

6.4.1 Caso 3: Actividades 2.5.1, 2.5.2 — Grupo G1A

2.5.1 Conjeturando
;Qué relacion existe entre sen(4) y sen(—A)? Escribe una conjetura de lo
encontrado en tu hoja de trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.
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2.5.2 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.1

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] GIA: [El grupo calcula en la calculadora cientifica] sen(30) = 0,50 y sen(-30) =
-0,50. Positivo y negativo, por el cuadrante en que se encuentran. ;Qué ponemos?

[2] Diana: Que es el mismo valor numérico, pero con signos inversos, /si?
[3] Mapa: Pues, llamémoslo el valor absoluto.

[4] Diana: El valor absoluto de seno de A y seno de menos A es el mismo, es el mismo
valor, pero no, es que no se como. [E|]

[5] Mapa: ;Qué va a copiar?
[6] Diana: Que es el mismo valor numérico.

[7] Mapa: [El mismo valor absoluto!...el valor absoluto de cero cincuenta y de menos cero
cincuenta es el mismo.

8] Inv.: ;Qué relacion encontraron entre el seno del angulo A y del angulo —A?
9] GI1A: Que tienen el mismo valor absoluto.
10] Inv.: ;Valor absoluto de qué?

11] GlA: De seno de A y seno de menos A. [Escriben en la hoja de trabajo: Que tienen el
mismo valor absoluto. Es decir |[senA| = [sen(—A)|] [Ei]

[12] Inv.: ;Como se dieron cuenta de eso?

[13] GlA: Pues, con un ejemplo.

'Dl Ejemplo: sen(30°) = 0,50 !

|
. _ |
[sen(=30°) = 0,50 [1],[7] | 'LE_"_'ie_"_’*_'_‘_'i‘i”fif)_'_[‘i]’_[_li]_:

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

El grupo no utiliza Cabri para el planteamiento de la conjetura. Basados en el ejemplo
realizado en la calculadora cientifica [1], [7] plantean que los valores absolutos de la razon
seno de un angulo 4 y su inverso son iguales [4], [11]. Al interactuar con el investigador
saben que no es suficiente dar un ejemplo para justificar su conjetura y dudan de su

enunciado, es decir que el indicador de fuerza es débil.
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La conjetura E; la plantean y la escriben en el lenguaje natural [4] y posteriormente la
escriben en el lenguaje algebraico [11]; es decir el sistema de representacion va del lenguaje

natural al lenguaje algebraico.
El control X; es numérico ejercido por los datos obtenidos de la calculadora.
El tipo de razonamiento es inductivo (generalizacioén de un caso).

La forma de argumentacion es constructiva (contribuye a la construccion de la

conjetura, precede la afirmacion).
La argumentacion es una generalizacion sobre los enunciados (datos).

Se detecta la dificultad que tienen los estudiantes para poder plantear conjeturas de
relaciones entre las razones, debido a la dificultad de poder conectar un resultado numérico
con una concepcion geométrica o analitica de la razén. El resultado arrojado por la
calculadora no permite ver la razon como una relacion entre lados de un triangulo o como la
relacion entre la ordenada y el radio; se pierde el estatuto de la razon (Freudenthal, 2001), por
eso, lo que el grupo plantea es una propiedad numérica que relaciona los datos obtenidos y no

una propiedad de la razon seno de un dngulo y su inverso.

PROCESO DE DEMOSTRACION

[14] Inv.: ;/Es la parte de la conjetura o de la demostracion?

[15] Diana: Pues esa es la conjetura, pero toca ahora la demostracion, ;Se puede con un
ejemplo? [Ante el silencio del investigador, el grupo discute y se escuchan
expresiones como: eso no es como obvio, si es el mismo dngulo como no va a dar lo
mismo, aplicando conceptos, refutando todo lo que dije, bueno, a ver, explica por

qué...]

[16] Mapa: ;Eso no es como obvio, que el seno de dos angulos iguales, va a ser el mismo?
Entonces se agrega un menos.

[17] Inv.: Esa seria la afirmacion, ;jcomo quedaria la afirmacion?

[18] Mapa: El valor absoluto de seno de A es igual al valor absoluto de seno de menos A,
Jpero, para demostrarlo?

[19] Inv.: Ustedes se dieron cuenta que el valor absoluto de seno de A es igual al valor
absoluto del seno de menos A, pero, ;como se dieron cuenta?

[20] G1A: Es que es obvio, jno?
[21] Inv.: ;Por qué es obvio?
[22] GlA: jEs el mismo angulo! ;por qué va a cambiar?

[23] Inv.: Recuerda que estan en el plano cartesiano.
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[24] GI1A: Pues si, pero, el hecho de que sea positivo o negativo el angulo no...el valor del
angulo [se refieren a la amplitud] no cambia.

[25] Inv.: El valor del angulo no es el mismo, el valor absoluto si, digamos que la abertura
es la misma, pero, como el sentido cuenta, y el sentido, por ejemplo, determinaria
en que cuadrante estd, por ejemplo, si tu tienes un dngulo A.

[26] Mapa: Pero, estamos hablando de angulo positivo, o sea, de dngulo positivo como esto
[dibuja un angulo 4 (Fig. 4)] y de dngulo negativo como esto [dibuja el angulo —4
(Fig. 4)], por eso, y tienen la misma abertura.

—Ey: £ A= £ (-4) [26])

/\

______I_______|

Figura 4: Dibujo del angulo A y -A

____________|

[27] Inv.: Pero, acuérdate como estan definidas las razones [Ei] g

[28] Mapa: Por eso, en los dos casos el opuesto va a ser el mismo. [se refiere al lado opuesto
de un tridngulo rectangulo]

,_________________________

| E3: El lado opuesto del angulo 4 es 1gua1|

e S | al lado opuesto del angulo — 4 [28] :

[29] Inv.: No, acuérdate como esta definido el seno ahora.

"E,;: Enunciado uno del investigador.
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[30] Mapa: Ah, por el cuadrante.
[31] Inv.: ;Como esta definido?
[32] Gl1A:ysobrer.

[33] Inv.: Correcto, por ejemplo, si tu tomas que seno es igual a y sobre r para el angulo A,
Jcomo quedara el seno para el angulo —A?

[34] Mapa: Si tu tomas este [senala el angulo 4 (Fig. 4)] como el angulo positivo, es y sobre
r [traza un segmento y escribe y/r (Fig. 5)], y si es asi [senala el angulo —4 (Fig. 5)],
igual a y sobre r [traza un segmento y escribe y/r (Fig. 5)] (no?

[35] Inv.: JEl y en el primer cuadrante y en el cuarto cuadrante, tienen el mismo signo?
2
mﬁ]

~

yir

—_—_—— e ——

yir

=
=
esl
g
5]
()
S
N
N
—
Il
A
W
o
———— ey

—_—_—— e ———

[36] Diana: No, no tienen el mismo signo, seria menos y sobre r.

———— e — e — — —
—_—_——— - ——

| Ds: Rp1; [35] | L » Es: En el IV cuadrante sen(4) = = [36] |
———————— S A
: R4: La ordenada en el IV cuadrante es negativa [36] :
s

[37] Inv.: Quedaria menos y sobre r, pero eso solamente en el primer cuadrante. Ahora,
suponga que estad en el segundo cuadrante ;En donde estaria el angulo menos A?

[38] Mapa: [dibuja en un lado de la hoja de trabajo el d&ngulo A en el segundo cuadrante (Fig.
6)], A es esto [senala el angulo dibujado, no utiliza para nada Cabri]

[39] Inv.:;—A4?
[40] Mapa: ;Este? [Senala el angulo 360 — A (Fig. 6)].

2 Ryi1: Refutacion potencial uno del investigador.
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Inv.: No [Rp2I]

Diana: Este [sefala el lado inicial y gira en las manos en sentido contrario de Al.
Inv.: ;Hasta donde?

Diana: Hasta aca [sefiala 360 — A]

Inv.: No. Lo pueden hacer ahi en Cabri, abran el archivo 2.2.1

Mapa: JEIl angulo menos A esta en el mismo inicial y en el mismo terminal del otro,
pero hacia el otro lado?

[47] Inv.: No, ese es el que completaria los 360° no el inverso.

[48] Mapa: Entonces, ;jcomo es el negativo?

—_—_—— e

Rs: Si A4 es un angulo, —A es el contrario de A4 [38],[40],[42],[44],[46]

AN VA

N

Figura 6: Angulo A en el segundo cuadrante

I Marco geométrico |

[49] Inv.: Si tu tienes, por ejemplo, que A es 143,471 [el valor del angulo que se ve en el
archivo], ;cual seria menos A?

[50] Mapa: — 143,471

[51] Inv.:— 143,471, entonces, piensa en un angulo de mds o menos, de — 143,471.

[52] Mapa: ;4hi? [mueve el angulo A en sentido positivo hasta el tercer cuadrante (Fig. 7)]
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—

/A=220,05 |
\ r\]

u [ Pan
r=5,0 r /‘: \ r=5,0 f < \ r=5,0 N
\ \
\b ) \ , \\ P=(4,4;z¢’ 2
2(-3,828; -3,217) p s
\_I_/ ‘\._‘__/ \L____/

Figura 7: A en el III cuadrante

[53] Inv.: La idea es que ustedes pudieran observar las dos cosas, o sea los dos angulos, por
ejemplo, ese es A [se refiere a un angulo en el primer cuadrante que el grupo
observa (Fig. 8)] ;Qué opcion tenemos de ver en una misma construccion A y

[54] Mapa: Lo que cambia para que de negativo es el eje y, o sea el eje y para que la razon
de negativa, el r siempre es positivo [mientras habla mueve el lado final del angulo
A al cuarto cuadrante (Fig. 9) y va sefialando con el 14piz sobre en computador], e/

[55] Inv.: El r siempre va a ser positivo, por ejemplo, ahi en el primer cuadrante y es
positivo y r seria positivo, entonces la razon da positivo, ;en el cuarto cuadrante y

[56]

[57]
[58]
[59]

[60]
[61]
[62]
[63]

Figura 8: A en el I cuadrante

menos A? ;si tu tienes A y quieres hallar menos A, qué haces?

r siempre va a ser positivo.

es?

Diana: Negativo

—_—— e —— ———

[————

—_——— e e ——— =

LPlano cartesiano

|
_________ a

Inv.: Negativo, entonces, ;como quedaria la razon?

Mapa: Negativa.

Inv.: Negativa, pero no solamente para el primer cuadrante, por ejemplo, /si el angulo

A es un angulo en el segundo cuadrante?

GI1A: [mueven el lado final de A al segundo cuadrante (Fig. 10)].

Inv.: ;Como es y ahi?

G1A: Positiva.

Inv.: Entonces, jel y del inverso como seria?

Figura 9: A en el IV cuadrante
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N ; : |
P=(-3.399; 3,667)——— ] -
(” /f/s‘eﬁj \ // ‘\\ //__' _\‘\
/| X / .
/ _ \ . / ] \
/ (=30 r=50 r=50
S /A =22040° |A 328,19°
(B |/ “\ |l \
\ A .\ I A\ ; s \ \ /c
\ /
\\ ' // \ .
’ _ .
~_| 7 %.Mm - S \\4 Prigls; 25se)

Figura 10: A en el Il cuadrante  Figura 11: A en el III cuadrante ~ Figura 12: Aen el IV cuadrante

[64] GIlA: [mueven el lado final del angulo A el tercer cuadrante (Fig. 11) y observan el

signo del valor de y] Negativo.

[65] Inv.: Ahora, si el angulo esta en el tercer cuadrante, digamos, ese es A (Fig. 11),
entonces, menos A ;jen donde estaria?

[66] G1A:[Mueven hacia el cuarto cuadrante el lado final (Fig. 12) y luego hacia el segundo
cuadrante al darse cuenta del error| ;Siempre es éste con éste [senalan la ordenada]
por lo que es seno?

,_________________ —_—_————ee e — — —

| Dy: E6p: Si A esta en el | | Eo: y > 0 para 4 [66]|
Isegundo cuadrante [59] | . ' < 0 para — A4 [64] :

[67] Inv.: Por lo que es seno solamente estamos mirando y, pues r siempre es positivo.
[68] Diana: Si fuera coseno, seria con x.

[69] Inv.: Eso, por ejemplo, mira ahi, primero ponga A en el tercer cuadrante, ese es A ;si?
cely ahi como es?

[70] GIlA: Negativo.

[71] Inv.: ;Y menos A en donde quedaria?

[72] Diana: Ahi, [mueven el lado final del angulo A al segundo cuadrante] ;con respecto a
y?

[73] Inv.: ;Qué signo tendria?

[74] GI1A: Positivo.

,_________________ ,______________

|D10. E7;: Si A estd en ell 'E19: y < 0 para 4 [70],:

Ltercer cuadrante [65], [69] , I ly> 0 para— A4 [74] JI
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[75] Inv.: Positivo, entonces, ;qué esta pasando con el y de un dngulo y su inverso, como
son?

[76] G1A: Silencio.

[77] Inv.: O sea, en un caso era positivo y para el otro negativo, pero fijese que aqui [para el
caso de un angulo en el tercer cuadrante] e/ y de A era negativo y el y de — A quedo
positivo, entonces jqué es lo que estamos viendo, cudl es la relacion entre esos y?

[78] GI1A: Que son...inversos.
|D11 E8;: (Qué relacion ex1stel
|entre la ordenada de un angulo; J

|E11 Las ordenadas de un angulo 4 |

|
|y su inverso —4 son inversas [78] |

IA y la de su inverso — A? [77] :

———— e — — — —_————— e — — o,

r——— ___

| Arltmetlca |

[79] Inv.: Son inversos, ;jcierto?, no podemos decir que y siempre es positivo y que —y es
negativo, sino que la relacion es de inversos aditivos, o sea, que si yo conozco uno,
Jcomo hallo el otro?

[80] Diana: Con el signo contrario.
[81] Inv.: Con el signo contrario, entonces, ;como expresarian eso?

[82] GI1A: [Escriben en la hoja de apuntes]:

“_ .

Si sen(4) = % = sen(—A) = _Ty y” para el dngulo A y el angulo

—A4 es inverso.

y_ VY
r r

R

y
r send =- (sen-A)

: Xz_;y:X:X[gQ]
L____r___r r r___~___ |
'FA_lgeb;a_l

—_——— e —

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Los operadores tienen un caracter perceptivo, y dependen de la definicion de seno en el
triangulo rectangulo, por eso consideran uUnicamente angulos en el primer cuadrante. El
investigador introduce los enunciados E1;, E2,..., E8; y las refutaciones potenciales Rp; yRpa,

con la intencion de que los estudiantes examinen las relaciones que han enunciado en los otros
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cuadrantes, y tomen conciencia de sus errores. Estos enunciados se basan en la definicion de

seno como la razén entre la ordenada y el radio.

El sistema de representacién estd caracterizado por el uso de dibujos de figuras
geométricas en la hoja de la actividad, el uso de expresiones algebraicas para escribir en la
hoja de trabajo las relaciones encontradas y los diagramas dinamicos de Cabri. Aunque tienen
a disposicion las figuras de Cabri como sistema de representacion, los estudiantes no los

usaron espontaneamente, si no por sugerencia del investigador.

Inicialmente hay un control perceptivo geométrico, basado en los dibujos de los angulos
Ay —A en la hoja de trabajo. Posteriormente ante la sugerencia del investigador, de usar el
archivo de Cabri hay un control ejercido por el arrastre para analizar los signos de las
ordenadas en cada uno de los cuadrantes del plano cartesiano. Al final se identifica un control
teorico basado en el uso de la definicion de seno en el plano cartesiano y el uso de las
propiedades algebraicas para la demostracion del enunciado Ej». En este caso las refutaciones
y las sugerencias del investigador fueron llevando al grupo a la exploraciéon en Cabri y al

analisis de todas las variables y relaciones necesarias para resolver el problema.

Al finalizar plantean el enunciado correcto de la relacion entre el seno de un dngulo y el
de su inverso y realizan una demostraciéon que tiene forma de una demostracion deductiva,
pero que es producto de un razonamiento inductivo orientado por el investigador, por eso
consideramos la demostracion como un ejemplo genérico analitico (EGA), al tratarse de una
generalizacion de las propiedades observadas en cada uno de los enunciados, que conlleva al

planteamiento y demostracion de la relacion: sen(A) = —sen(—A).

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA
Esquema global de la argumentacion

[——— —_

|D]1’l E]l’l :

I
[—-

|R1n|
—

169



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

Esquema global de la demostracion

r
LRp“ D5an

j—b‘ E5an |

—— e T ___.____ —_——

- |
|__g |——>||_Eig : !_D3an T Esg IID4an - E4an | |R4anl ...........

[————

1 Rpyy | :—Dlzgproc I_E12i_trig_!
| T N
= T 7 ST T |
| Dan J_H"Ezg_: D THEn | (Dun rTREan g LOETOE
o 1 [ o I
Ing : |R6n : LR4311 [ |
- - - |
L _ [
© | T T —T 7 T o T
[Dan F>{Bsen | {Doan >l Eyan | {Dyan T Eyan) |
r—-- |
r——n- | Rgpia | |
| | |
I_R7P | :
4
an: analitico.
demalg: demostracion algebraica.
g: geométrico.
gproc: generalizacion del proceso.
itrig: identidad trigonométrica.
n: numéerico.
p: perceptivo.
pia: propiedad de inversos aditivos.
Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: |sen(A)| = |sen(—A)| Ey: sen(A) = —sen(—A)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
REPR. CONTROL REPR CONTROL
R;: Ry 44 = 4 (—A)
Generalizacion L;: Lenguaje >;: Control Re: SiA 4 L;: Lenguaje % Ejemplos
sobre un caso. natural numeérico . 3: 51 ) Y- natural numéricos de la
L.: Uso de ejercido por los 1t<):nen a mlsinAa_ L.: Uso de calculadora
2 datos obtenidos | 20Crtura = N 2 cientifica.
€xpresiones de la L(_ A) €xpresiones
algebraicas algebraicas %,: Arrastre en
calculadora. R,: La ordenada Cabri
en el IV cuadrante | La: Uso de (Ejemplos
dibujos =)emp
visualizados en
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E: [sen(4)| = |sen(—A)| Ey: sen(A) = —sen(—A)
es negativa. geométricos Cabri)
. la hoja d
Rs: Si4 esun f;bz.ooja ¢ 33: Dibujos en
angulo, - 4 es el 90- la hoja de
contrario de A4. L4 Figura trabajo.
dinamica de
R¢: El opuesto Cabri %4 Control
aditivo de a es —a. ' perceptivo (-A
R;: La ordenada =360-4).
de A es positiva y %s: Control
la ordenada de — tedrico
4 es negativa. caracterizado

por el uso de la

Rg: Propiedad de e
definicion de

inversos aditivos.

seno en el
Ry: sen(4) = plano y el
sen(—A) método de. ’
demostracion
y -y algebraico.
ror
y_J
ror

Marco Aritmético

Marco Aritmético — Marco Geométrico —
Marco Analitico

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva: Uso del ejemplo sen(30°) = — sen(-30)
antes de enunciar la conjetura.

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Argumentacion Inductiva (Generalizacion de un caso)

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Demostracion Inductiva (Generalizacion sobre los
enunciados)

TIPO DE DEMOSTRACION
EGA (Generalizacion sobre los enunciados)

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Se observa en la tabla la ruptura referencial entre el proceso de argumentacion para el

planteamiento de la conjetura E;:|sen(A4)| = |sen(—A4)| y la demostracion del enunciado

Ei,: sen(4) = —sen(—A), por el cambio que se da en el marco de la demostracion. De

hecho, existe un cambio de enunciado, introducido mas por las continuas intervenciones del

investigador que por iniciativa de los estudiantes y tal vez estos no lo han percibido. Los

operadores de la demostracion, no son una continuacioén del tnico usado en la conjetura. El

sistema de representacion de la demostracion incluye el uso de figuras geométricas y el uso de
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Cabri, que no se tuvieron en cuenta en la conjetura. La estructura de control de la
demostracion pasa del control numérico en la conjetura, al control tedrico, logrado por el
transito entre el control geométrico sobre el dibujo al control analitico sobre la el diagrama

dinamico en Cabri (archivo 2.2.1).

A pesar de la ruptura del sistema de referencia (suficiente para la distancia cognitiva),
existe una continuidad estructural, caracterizada por el paso de una argumentaciéon inductiva
por generalizacion de un caso, al uso de propiedades matematicas observadas en los ejemplos.
Aunque cada esquema se refiere a un nuevo enunciado, la estructura de cada enunciado sigue
siendo inductiva, hasta llegar al enunciado E;,, que refleja una estructura de demostracion
deductiva. Esta demostracion deductiva (en su forma), implicaria una ruptura estructural, que
es lo deseable, pero en este ejemplo, esta ruptura fue mas producto de la interaccion del
investigador, que del proceso de razonamiento de los estudiantes. Al parecer, al darse cuenta
de la relacion entre las ordenadas de un angulo y su inverso [E;], los estudiantes plantean el
enunciado Ej,. El esquema global de la demostraciéon también nos permite visualizar el
proceso realizado por el grupo, en donde se observa que las continuas intervenciones del
investigador, llevan al grupo al planteamiento de diferentes enunciados, varios de ellos,
desconectados entre si (E;, E¢, E7 y Ej1), otros relacionados por el mismo operador de la
concepcion (E,, Es, E4, relacionados con el operador geométrico Rs; Eg y Ej relacionados con
el operador perceptivo R7, y Es, Eg relacionados con el operador analitico E4) y otros por el
tipo de control (Es, Eg, Eo, Ej9 y E1; relacionados por el control sobre el diagrama dindmico
de Cabri (ACT.2.2.1)). Al parecer la relacion con el control sobre el diagrama, es la que lleva
al planteamiento de la propiedad trigonométrica E,, cuya demostracion se basa en la relacion
de la ordenada de los angulos 4 y —4, la definiciéon de seno en el plano cartesiano y la
manipulacion de propiedades algebraicas, apoyadas en las propiedades del cociente entre dos

reales.

El anélisis de la unidad cognitiva nos muestra la dificultad para la demostracion que
tienen los estudiantes para poder conectar las diferentes representaciones de los conceptos
involucrados en la construccién de la demostracion. Por ejemplo, en el intento de usar una
concepcion geométrica de la razon para justificar una relacion numérica (E,, Es y Ey),
cometen el error de no considerar angulos mayores de 90°, ni negativos y caen nuevamente en

una concepcion numérica del angulo, que no les permite comprender la diferencia entre los
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angulos A y —4 porque siguen pensando solamente en la propiedad numérica que los relaciona

(la amplitud [28]), sin tener en cuenta el sentido.

Los estudiantes deben ubicarse en el marco de la trigonometria del plano cartesiano, y
para ello es importante que utilicen el diagrama dinamico de Cabri, en donde pueden observar
las diferentes conexiones entre las distintas representaciones. Por esto el grupo tiene
dificultades. Si los estudiantes no usan los diagramas dinamicos para explorar las relaciones o
realizar construcciones dindmicas que les permitan visualizar e integrar propiedades
geométricas, métricas, numéricas y algebraicas y ejercer un control teérico sobre ellas, se les

dificulta el planteamiento de la conjetura y la construccion de la demostracion.

Decimos que este cambio de enunciado no fue totalmente percibido por el grupo porque
en su resolucion de la actividad 2.5.3 vuelven a plantear una conjetura similar, como lo

veremos mas adelante.

6.4.2 Caso 4: Actividad 2.6.1B — Grupo G1A

2.6.1 Explorando, conjeturando y demostrando
Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos 4,

A-90, 90-A. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

PROCESO DE CONJETURA

[1] Mapa: Espere, espere, dice, ;Qué relacion existe entre cos(A) y sen(A- 90)? [Se
refiere al siguiente enunciado de la hoja de trabajo]

[2] Diana: Ya tenemos el seno, ahora el coseno de A, Mapa, ;Cudl es la relacion? ;Cudl es
la primera? ;Seno, coseno, coseno, o, coseno, coseno, coseno?

[3] Mapa: Seno, coseno, coseno. Eso, digamos es una igualdad.
[4] Diana: Eso ya esta. entonces toca demostrarla.

[5] Mapa: Ahora miremos si se cumple al contrario, o sea, coseno de A igual a seno de 90
— A, igual a seno de A — 90.

[6] Diana: También se cumple, entonces escribamos eso. cos(4) = sen(90 — A) = sen(A —

90).
IDy: sen(A) = cos(90 - A) = | Ex: cos(4) = sen(90 - 4) =|
cos(4-909 j isen(A-90)[5).[6] }

I R;: Generalizacion del enunciado planteado en la demostracion anterior: |

|S1 sen(A) = cos(90 - A) = cos(A - 90) = cos (4A) = sen(90 - A) = sen (A- 90) :
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ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE CONJETURA

Producto de la generalizacion del enunciado demostrado en la actividad anterior, por analogia
(Polya, 1966, p. 38), el grupo plantea el enunciado E,, que tiene un error en el tercer miembro
de la igualdad. La forma de argumentacion es constructiva, puesto que lo realizado en la

actividad anterior contribuye al planteamiento de la nueva conjetura.

El sistema de representacion se caracteriza por el uso de expresiones algebraicas [L;],

para escribir la relacion en la hoja de trabajo [6].

La estructura de control es tedrica, basada en la relacion demostrada en la actividad

anterior [sen(4) = cos(90 - A) = cos(A - 90) = cos(4) = sen(90 - A) = sen(4 - 90)]
El marco de la concepcion es la trigonometria en el plano cartesiano.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[71 GlA: Ruby, no podemos con la demostracion [a pesar de haber realizado una
demostracion deductiva correcta en la actividad anterior, el grupo no se siente
seguro de lo realizado y del nuevo planteamiento (indicador de fuerza débil). Al
parecer los estudiantes ven o escuchan a otro grupo plantear una demostracion
diferente a la realizada por ellos]

[8] Prof.: [Explica que deben utilizar las definiciones de las razones en el plano cartesiano]
¢ Como esta definido el seno de A?

[9] Mapa: No, si, mira que nos da, lo que pasa es que si nos da el coseno, nos da igual,
pero este no nos da igual.

[10] Prof.: ;Quién igual a quién? Este a este o este a este [se refiere a sen A, cos (90 —A) y
cos (A —90)]

[11] Mapa: Los tres.

[12] Prof.: ;Todos son iguales? Okey, vamos a demostrar, pero usando la definicion de la
razon, vamos a este punto P de coordenadas x, y, ;jcierto? Los x van a variar de
acuerdo al valor del angulo. Por ejemplo ahi, ;seno de A, a qué es igual?

[13] Diana: 4 y sobrer.

[14] Prof.: y sobre r, jcoseno de 90 — A?

[15] GlA: Ay sobrer también, y sobre r.

[16] Prof.: ;Y ahora, y sobre r también? [gira el angulo]
[17] GlA:ysobrer.
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'Dz Eip: Las coordenadas| | L____“Z _r_ 77 |
|deA son P (x, y) [12] T -

[18] Prof.: ;¥ sobre r también? Coseno, adyacente.
[19] GlA: x sobrer.

[20] GlA: Este triangulo [azul (Fig. 13)] es el mismo que este [amarillo], y de él [azul]
también esto es 90 — A [senala el angulo opuesto a A (Fig. 13)].

[21] Prof.: Esto es A y lo que es opuesto para A, es esto [sefiala la ordenada], y los dos
adyacentes, opuesto para 90 — A es lo que era opuesto para este.

[22] Mapa: Pero, para 90 — A, el adyacente, el coseno, o sea el adyacente es este [senala la
ordenada en el tridngulo azul], es y.

90- A “Plly. x)

Py x)

[23] Prof.: Por eso, lo que es opuesto, vamos a mirar este triangulo, lo que es opuesto para
A, este valor [sefala la abscisa], es adyacente para 90 — A. Eso es lo que tenemos,
esto tiene 90 — A, el punto era x, y. Este es x, y [mueve el angulo A] /para donde se
fue ahora?

[24] Mapa: Para el x.

[25] Prof.: Eso, entonces ahora, este era x, y [se refiere a las coordenadas del angulo A],
Jahora este punto, el lado terminal es? [se refiere al angulo 90 — A]

[26] Mapa: y, x.
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[27]

[28]
[29]
[30]
[31]
[32]
[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
[39]

[40]
[41]
[42]

[43]
[44]
[45]

[46]

Prof.: y, x ;A qué es igual el coseno de 90 — A? a lo que haya aqui, al adyacente, ;que
en este caso es? Ahora busquen A — 90, ;seno o coseno?

Diana: Coseno es igual a x sobre r.

Mapa: Coseno.

Prof.: Coseno de A — 90, busquen A — 90.

Mapa: Okey, el punto seria y, —x.

Prof.: y, —x. Encuentren mas.

Mapa: El coseno de A seria x sobre y, ;si? x positivo, o sea el punto.
Diana: Sobre r.

Mapa: El seno de 90 — A, seria el coseno, x sobre r.

Diana: También, x sobre r.

Mapa: Y seno de A — 90, seria

Diana: x sobre r.

Mapa: Menos.
'Eq: Las coordenadas de ]_ﬂ Eo: sen(90 —4) =,
(90 Ason(n0)26] _[Tlisie J
_______________________________ 1T T T T T T T T T T 04
D2 Eqp: Las coordenadaS| IE7: Las coordenadas de ! I Eqp: sen(4 —90) = Tx:
IdeA son (x, y) [23], [25] | : 90 — 4 son (y, -x) [26] | |[37] [39] l
—P:Es' cos(4) =% [33]. [34]]

Diana. ;Por qué menos?
Mapa: Espere, seno de 90 — A es x sobre r, y el seno de A — 90...

Mapa: Hay que poner la coordenada. Mire las coordenadas ;si? entonces, para este
punto, aqui x y y, son positivas /si? aqui la y es el x.

Mapa: Entonces, coseno de 90 — A seria este, o sea y sobre r ;si? y para este seria.
Diana: También y sobre r.

Mapa: Esto esta mal, es seno de 90 — A, y seno de 90 — A si es opuesto, que seria x, que
es este jsi? sobre r.

Mapa: Esta bien, ahora este, seno de A — 90 seria, este que es —x, ;si me entiende?
Sobre r.
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'D,: E;,: Las coordenadas i
|

| —x
| de 4 son (x, ) [23], [25] | | Eo: sen(4 —90) == [37]- 1391

iR3: D, = Eo [41] |
i Ry: D> = E¢ = E;3 [42], [43] :
'Rs: D, = E7 = cos(4 — 90) = > [43], [44] |
|Rg: Dy = Eg = Eo [45] |
| R7: D, = E; = By [46] |

[47] G1A: [Durante el proceso fueron escribiendo lo siguiente (Fig. 14)]:

- - Plx, y) PLy,x) ASEN
bt et R T R R L
G A - S (GO-AY - com (A -89 ; ‘

Rax &C‘ A\- gm\ q \ s A__ l(_ 3 (m qO.A:%: ‘| COr A-qO:')é_

A 2P T
5908 2 Ply; X)
£\A-0) 2 PLy-A)

Figura 14: Texto de la hoja de trabajo del grupo G1A

[48] GI1A: [En el texto de la hoja (Fig. 14), se evidencia que el grupo cambia el enunciado E,
(agrega el signo menos en el tercer miembro de la igualdad) por el enunciado Ej;
que presentamos a continuacion]:

Dy4: Eg: cos(A) = ;,
Eo: sen(90 — A) = ;, » Eq1: cos(A) = sen(90 — A) = —sen(A4A —90) [47]

E: sen(4 —90) = _Tx

A

Algebra

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

En el intento de demostrar el enunciado E;, el grupo, usando las sugerencias e intervenciones
de la profesora, demuestra nuevamente de manera analitica y dentro de un marco de la
trigonometria del plano cartesiano que sen(A) = cos(90 - A) = cos(A - 90). Esta nueva
demostracion surge mas por las continuas intervenciones e interés de la profesora en que usen
las definiciones de las razones en el plano cartesiano, determinadas por las coordenadas de los
lados terminales de cada uno de los dngulos. Algunas intervenciones causan confusion en el

grupo porque la profesora vuelve a las definiciones en el tridngulo rectangulo (Es, E4). El
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grupo se siente seguro en el marco de la trigonometria del tridngulo y usa este hecho para
justificar satisfactoriamente sus argumentos, generando nuevamente algo de confusion con la
profesora. Durante el proceso de demostracion el grupo va produciendo los enunciados E, a
E10, que involucran las definiciones y relaciones entre las razones seno y coseno de los tres
angulos. Al final del proceso se dan cuenta del error en el tercer miembro de la igualdad [39],
plantean la relacion correcta (Ej), la justifican ([40] a [46]) y la corrigen, dando lugar a la

relacion verdadera (Ep).

Finalmente se puede concluir que usan lo aprendido para construir una demostracioén
inductiva, caracterizada por usar como referencia inicamente un angulo A4 en el segundo

cuadrante, y por consiguiente 4 — 90 en el primer cuadrante y 90 — 4 en el cuarto cuadrante.

Un “error” cometido por los estudiantes, tal vez inducido por la misma construccion del
archivo, consiste en considerar los angulos 4, 90 — 4 y 4 — 90, como angulos de cada uno de
los tridngulos (todos agudos) y no como angulos en posiciéon normal (entre —360° y 360°).
Este error, de alguna manera se subsana, por el hecho de que efectivamente a cada uno de
estos angulos le corresponde un dngulo agudo de referencia en el plano cartesiano (tema que
aun no se ha explicado) y al considerar los signos de las abscisas y ordenadas, respecto a un
punto P (x, y), tomado como referencia para el angulo A4 en cualquier cuadrante. De hecho
este “error” sirve para que los estudiantes conecten el marco geométrico con el marco

analitico.

El sistema de representacion se caracteriza por la estrecha relacion entre el uso del
diagrama dinamico (L,) y el uso de expresiones algebraicas para escribir las definiciones y

relaciones planteadas (L).

La estructura de control va del control del arrastre en Cabri para la visualizacion de las
relaciones (X,), hacia el control tedrico (Z3) para explicar, a través de relaciones matematicas

y las definiciones los enunciados y argumentos dados.

El marco utilizado como soporte de la demostracion esta caracterizado por la conexion
entre la trigonometria del plano cartesiano (marco analitico) y el triangulo (marco

geométrico).

El tipo de demostracion es un ejemplo genérico analitico (EGA), puesto que se toma de
manera general un angulo 4 en el segundo cuadrante y se generalizan todas las propiedades

descubiertas en el ejemplo genérico y en todos los enunciados.
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ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la
fase de conjetura

Esquema global de la fase de demostracion

'____'I

1] 1tr1 g

'_____

Elrtrlgf |

| R, gproc

|_____

r————/"

LD3relgeo ——pl E5re1ana J

r————/"
|

—_———— —_————

| D,relana
=2 I

P
| i8pe |

—_————

LRig_l

—_———— —_————

—_————

|R3defpc Rydefpc, Rsdefpe, |
IRédefpc R,defpc |

defpc: definicion en el plano cartesiano.

gproc: generalizacion del proceso.

itrig: identidad trigonométrica.

relana: relacion analitica.

relgeo: relacion geométrica.

rtrif: relacion trigonométrica falsa.

trigpe: trigonometria en el plano cartesiano.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

FASE DE CONJETURA
Ei: cos(A) = sen(90 — A) =sen(4 — 90)

FASE DE DEMOSTRACION
E;i: cos(4) = sen(90 — A) = —sen(4 — 90)

CONCEPCION COMO SOPORTE DE LA

MARCO UTILIZADO COMO SOPORTE DE LA

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
OPERADORES SIST. DE E. DE | PROP. MATEM. SIST. DE E. DE
R;: Generaliza- REPR. CONTROL ., REPR CONTROL
cion del proceso . . R,: Definicion de o
realizado en la L;: USO de | Z;: Teodrico: si | las razones en el | Ly: Dibujo. <> | Z,: Arrastre en

. expresiones sen(A) = cos(90 | plano cartesiano. Cabri <>
demqstracwn algebraicas. —A) = cos(A — . L;: Uso de
anterior. 90) R3: Archivo 2.6.1 | expresiones Y5: Visualiza-
algebraicas. cion de las
e : relaciones en el
' ordenador
Ay Dibujo <
24 Tedrico.
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R;: D, = Eg

Ry D, = Eg =
E;

Rs: E;, = E; =
cos(A —90) = %

RG: D2 = E(, =

Marco perceptivo - algebraico Trigonometria en el plano cartesiano <> Trigonometria
en el triangulo rectangulo.

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

FASE DE CONJETURA FASE DE DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Por analogia.

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion sobre el enunciado | Inductiva.
anterior.
FASE DE CONJETURA FASE DE DEMOSTRACION
TIPO DE DEMOSTRACION

EGA: La demostracion de los enunciados Eg, Eq y Ejq
que representan la relacion, estd basada en la
generalizacion de las propiedades descubiertas en el
ejemplo genérico (E,,) y los enunciados E; a Ey,.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Hay ruptura cognitiva, caracterizada por la ruptura referencial, a pesar de la continuidad
estructural. La ruptura referencial se da por las continuas intervenciones de la profesora o del
investigador, buscando que los estudiantes salgan de un empirismo puro a una demostracion
deductiva usando las propiedades matematicas, definiciones, axiomas y teoremas aprendidos
en anteriores actividades o en el transcurso del desarrollo de la misma. La ruptura del sistema
de referencia se observa directamente en la tabla comparando los operadores, también se
refleja en los tipos de controles detectados en la demostracion que no fueron explicitos en la
conjetura. La unidad estructural se observa por el hecho de que, la conjetura corresponde a la
generalizacion de un enunciado, producto de un proceso de demostracion realizado en la
actividad anterior y la demostracion corresponde a la generalizacion de los enunciados que

surgen del enunciado E;, (ejemplo genérico) planteado por la profesora.
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El esquema global de la demostracion, nos muestra las conexiones entre los diferentes
pasos de argumentacion, que conllevan al planteamiento y demostracion de la identidad
trigonométrica (E;;); también muestra las conexiones que logran establecerse entre el marco

geométrico y analitico.

Consideramos que la ruptura referencial entre los dos procesos es necesaria, para que
los estudiantes puedan plantear y demostrar relaciones que usen de manera mas conectada e
interrelacionada los marcos de la trigonometria en el tridngulo y la trigonometria en el plano

cartesiano.

Una conclusion particular de este proceso tiene que ver con el hecho de que, en
ocasiones las intervenciones del profesor pueden causar confusion en los estudiantes, pero a
su vez se resalta el hecho de que si el estudiante estd convencido y sabe argumentar
adecuadamente (como el caso de Mapa) se puede lograr que los estudiantes y el profesor se

comprendan y se pongan de acuerdo en sus concepciones y marcos utilizados.

6.5 Ruptura referencial — argumentacion inductiva — demostracion genérica intelectual

Si la ruptura cognitiva es causada por la ruptura del sistema de referencia y se construye una
demostracion tipo ejemplo genérico intelectual (EGI), consideramos que aunque hay
continuidad estructural, hay mas posibilidades de una ruptura estructural que conlleve a la
construccion de una demostracion deductiva, puesto que las generalizaciones que hacen los
estudiantes corresponden a una generalizacion del proceso, en donde se logra transformar los
operadores y controles perceptivos en propiedades matematicas y controles teodricos; los
argumentos son propiedades matemadticas generales que se recuerdan al trabajar en el ejemplo
y no son propiedades matematicas particulares del ejemplo. En estos casos de demostraciones
tipo EGI se empieza a tener un control tedrico sobre el proceso de demostracion, y esto
favorece el uso de un razonamiento deductivo y la construccion de demostraciones
deductivas, como se puede deducir de los casos que presentamos a continuacion. Los casos
son similares, pero el caso 6 tiene como hecho adicional la complejidad para comprender la

demostracion algebraica de una razén cuando los dos valores varian.
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6.5.1 Caso 5: Actividades 2.5.3, 2.5.4 — Grupo G2A

2.5.3 Conjeturando
.Qué relacion existe entre cos(A) y cos(—A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

2.5.4 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.3.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]

[7]
[8]
[9]
[10]
[11]

G2A: Ahora sigue coseno.

Mabe: No se, coseno no cambia ni en el primero ni en el cuarto.
Cata: Es lo mismo.

Mabe: No se, igual, si tu tienes, o sea.

Cata: Ahi va a pasar lo mismo.

Mabe: Mira, dale coseno de treinta y luego coseno de menos treinta, y vera que le va a
dar, por que mira, si tienes treinta acd y tienes treinta acd [senhala los angulos de
30° y —30°], el coseno es positivo aqui y aqui, por lo que es x sobre r y aqui es
x, digamos ciento cincuenta y menos ciento cincuenta ...

Cata: ;Qué vas a hacer?

Mabe: ;Cudal es la conjetura?

Cata: Que seno de A es igual a menos seno de ...
Mabe: Coseno.

Cata: Perdon, coseno de A es igual a coseno de menos A, veamos otro ejemplo, o sea
esto es lo mismo, pero con coseno y sin el menos. Coseno de A es igual a coseno de

menos A.
|D1 coseno igual en cuadrante ['y IV [2] | i T 1
|D2 cos(30) = COS( 30)[6] | | E;: cos(4) = cos(—A4) [11] 1
|D3 cos(4) == [6] | L |
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ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

El grupo recuerda algunas propiedades visualizadas en la actividad 2.5.1, prueba un caso
particular y recuerda la definicion de coseno para plantear la identidad trigonométrica que

relaciona un angulo 4 y su opuesto —A4.
El operador de la concepcion R es la generalizacion de los datos obtenidos.

El sistema de representacion L, es el lenguaje algebraico, expresado de manera verbal

con el uso de variables y escrito en la hoja de trabajo.

El control X; es numérico, basado en el ejemplo realizado en la calculadora. Se puede
intuir un control X, tedrico, basado en la relacion anterior sen(A) = —sen(—A), en el dato D,
y la definicion de coseno en el plano cartesiano (Ds). Por analogia con el problema resuelto en

la anterior actividad los estudiantes usan este control en la nueva conjetura [1] a [11].

La forma de argumentacion es constructiva, ayudada de la analogia con la actividad

anterior.

La estructura de la conjetura es de una argumentacion inductiva por generalizacion de

los enunciados.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[12] Mabe: ;Como la demostramos? |...] Cata eso es asi porque...

[13] Cata: O sea, no se, no se porque, o sea, ;como es la cosa de...? ;de esto que? de..., es x
cos(A) = cos (—A)
]

sobre r jverdad? [Escribe en la hoja de trabajo: X _ X
r r
F: débil —‘
D1, Dy, D3 —1» Eq: cos(A) = cos(—A) [11]
cos(A) = cos (—A)
2. X _x [13]
r - r

|
Marco algebraico

[14] Mabe: Esa no puede ser la demostracion, la demostracion, yo creo que
es... porque... eh...

[15] Cata: Esa se puede demostrar igual que la de arriba, Jorge ven un segundo.
[16] Inv.: Cuénteme.

[17] Cata: ;Como se demuestra la de coseno? O sea, ;simplemente porque si?
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[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]
[24]

[25]

[26]
[27]
[28]
[29]

[30]

[31]

[32]
[33]

[34]

Inv.: ;Como asi? ;Cudl es la relacion entre el coseno?
Cata: Es igual.

Inv.: ;Cudal es la conjetura?

Cata: Que el signo es el mismo.

Inv.: No, ;Cudal es la conjetura?

Mabe: Que coseno de A es igual al coseno de menos A.

Inv.: Exacto, la conjetura es que coseno de A es igual a coseno de menos A, ;como se
dieron cuenta de eso?

Mabe: Es que como los angulos salen del eje x positivo en el sentido de las manecillas
del reloj o en contra, entonces, el coseno es positivo en el primero y en el cuarto
cuadrante, entonces digamos, si tienes un dngulo agudo que mida setenta, entonces
va a ser positivo, y si tiene uno que mida menos setenta en este cuadrante también
va a ser positivo el coseno.

Inv.: Bueno, y qué pasa si...
Mabe: Porque es que estd en el mismo lado la x.
Inv.: ;Si el angulo es mayor de noventa?

Mabe: Es igual, van a ser negativos ambos porque aqui estd en estos dos cosenos
negativos.

r | }
LDl, D,, D3 immg Eq: cos(4) = cos(—A) [11] |

l R3: Dy: coseno igual en cuadrante [ y IV [25] |
:R4: cos(70) > 0, cos(—70) > 0 porque x esta en el mismo lado [25], [27] l
Rs: SiA>90° = cos(A) < 0[28], [29] :

I
- - _ -

| ) .
| Marco perceptivo numérico JI
e e e
Inv.: Eso es correcto, entonces, eso les sirvio para darse cuenta que coseno de A es
igual a coseno de menos A, bueno, esa es la conjetura, jahora como demuestran la
conjetura?

Cata: ;Es asi? [sefiala lo escrito en la hoja de trabajo en [13]], es que Ruby me dijo que
asi no podia comprobar, la otra es que es muy obvio.

Inv.: ;Qué es lo obvio?

Mabe: Cata no sabe por qué es que en cada cuadrante, o sea, en el primero y en el
cuarto, coseno es positivo, y en los otros dos es negativo, por lo...

Cata: Es por la coordenada x, es que en estos dos cuadrantes la coordenada x es
positiva [senala los cuadrantes [ y IV], y en estos dos la coordenada x es negativa
[senala los cuadrantes II y III].
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A

F: débil —‘
Dy, Dy, Ds » E;: cos(4) = cos(—A4) [11]

Ry: [31]

Rg: cos(A) > 0 en cuadrante I y IV porque x > 0 [34]

R7: cos(A) < 0 en cuadrante II y IIT porque x < 0 [34]
[

Plano cartesiano

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

La fuerza de argumentacion es débil porque no creen en su demostracion, les parece obvio lo
que hicieron, ademas que la profesora las confunde diciéndoles que asi no pueden demostrarlo
[tal vez porque no han demostrado que los valores de las abscisas son iguales]. Se observa
como se pasa de una demostracion con estructura deductiva, cuya fuerza de inferencia es
deébil, al uso de pasos inductivos y deductivos para justificar la demostracion algebraica
realizada. Esto indica que la demostracion, aunque usa elementos y procedimientos tedricos,
no se puede catalogar de demostracion deductiva. Ademas, también se evidencia que las

estudiantes solamente estan considerando el angulo A entre 0° y 180° y el angulo —4 entre

180°y 360°.

El operador R; es tedrico, basado en la definicion de coseno en el plano cartesiano y el
uso de las propiedades de las operaciones de numeros reales, pero los operadores R3 a Ry son
operadores perceptivos, basados en los datos observados en el archivo, de hecho el operador

Rs es errdneo al generalizar la relacion para cualquier valor de 4 > 90°.

El sistema de representacion va del algebra (L) al lenguaje natural (L,) para expresar
verbalmente las relaciones y propiedades (operadores R, a R7) que usan para tratar de

convencerse a si mismos y al investigador de la demostracion construida.

El control, inicialmente es tedrico (X;), caracterizado por la analogia con el anterior
problema y por el uso de la definicion de coseno en el plano y del algebra para verificar la
igualdad, luego un control perceptivo numérico (X3) basado en el uso de ejemplos y la

visualizacion de relaciones en el diagrama dindmico.
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La estructura de la demostraciéon va de lo deductivo a lo inductivo. Analizando el

proceso en general proponemos que la estructura es inductiva y el tipo de demostracion es

EGI al tratarse de una generalizacion inductiva con argumentos matematicos sobre el proceso.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracion

:Dlptrig, Dyn, Didefpe }—ITP: E,itrig JI
r _— i |

I R,;genun !
[ 18 |

— T 1

Dptrig, Dyn, Dsydefpc | >

E,itrig

: Rsptrig, Ryptrig, Rsrtrigf :

Rydefpc, Ryptrig, Roptrig

genun: generalizacion de los enunciados.

rtrigf: relacion trigonométrica falsa.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: cos(A) = cos(—A) E;: cos(A) = cos(—A)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
. REPR. CONTROL REPR CONTROL
R;: Generaliza- R,:
¢ion sobre los L;: Lenguaje ¥ numérico en | cos(A) = cos (—A) L;: Lenguaje %,: Tebrico (uso
enunciados algebraico. la calculadora. x_x algebraico. de la analogia
T T

definicién de
coseno en el
plano.

%,: Teodrico (uso
de la analogia

con la actividad
anterior). y de la

R;: Dy: coseno
igual en cuadrante
IylVv

Ry: cos(70) >
0 cos—70>0
porque x esta en
el mismo lado

Rs: Si4>90°=>
cos(4) <0
Rs:  cos(4) >0

en cuadrante 1 y
IV porque x>0

R;: cos(4) <0
en cuadrante I y
III porque x <0

L,: Lenguaje
natural.

con la actividad
anterior) y de la
definicion de
coseno en el
plano.

%3 perceptivo.

Marco perceptivo — numérico

Marco algebraico — perceptivo

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA
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Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion de los enunciados Inductiva (Ded — Ind — Ded).
TIPO DE DEMOSTRACION

EGI: Generalizacion inductiva con argumentos
matematicos sobre el proceso

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Hay ruptura cognitiva por la ruptura del sistema de referencia. En el proceso de
demostracién el grupo realiza algunos procedimientos que corresponden a pasos de estructura
deductiva, pero luego usa argumentos inductivos y deductivos para dar soporte a estos
argumentos deductivos. Esto se evidencia més en el esquema global propuesto para el proceso
de demostracion, en donde consideramos que las acciones y discusiones realizadas por el
grupo, después de realizada la demostracion algebraica, se deben a que los mismos
estudiantes no estdn convencidos de su demostracion; por ello recurren inicialmente a la
convalidacion del proceso por parte de la profesora (demostracion por conviccion externa
(Harel y Sowder, 1998)). Al no obtener esta validacion, intentan dar nuevos argumentos
basados en ejemplos y propiedades trigonométricas perceptivas (R; a Ry) para validar el

operador R;.

El grupo ha aprendido algunos procedimientos necesarios para una demostracion
deductiva, pero hace falta comprension y credibilidad en ellos. También concluimos que la

intervencion del profesor no fue la adecuada para el logro de la confianza y comprension.

6.5.2 Caso 6: Actividades 2.5.5, 2.5.6 — Grupo G2A

2.5.5 Conjeturando
. Qué relacion existe entre tan(A) y tan(—A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.

2.5.6 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.5.
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PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] Cata: ;Tangente es qué? x sobre y. entonces, aqui es positivo, aqui es negativo, aqui es
negativo y aqui es positivo [se refiere a los cuadrantes]. Entonces es lo mismo.

[2] Mabe: No, que el seno de A.

[3] Cata: O sea, por ejemplo, si este queda por acd, el otro va a quedar aca y el otro va a
ser negativo. En estos cuadrantes los dos son negativos.

[4] Mabe: No.

[5] Cata: Claro, porque aqui hay una negativa y aqui también, ah mentiras, estas dos son
negativas.

[6] Mabe: Tangente es positivo en este y en este, entonces si tienes un dangulo obtuso,
digamos de 150, el angulo negativo va a ser acd, entonces, este va a ser positivo y
este va a ser negativo, es como la de..., como la de seno.

[7]1 Inv.: ;Como quedaria la relacion?

[8] Cata: Como la de seno.

[91 Inv.:. ;Como?

[10] G2A: Que tangente de A es igual a menos tangente de menos A [escriben en la hoja de
trabajo: tan(A) = —tan (—A)].

[11] Inv.: ;Como se dieron cuenta de eso?

[12] Cata: Pues viendo en que cuadrantes era positiva la tangente, y en cuales era negativa.

________________________________ :
| Dy tan(4) =2 [1] |
|

I D,: tangente positiva en el cuadrante I y III, tangente | E 1 tan(4) = —tan(—A4) [10] ! |

: negativa en el cuadrante [1 y IV [1], [3], [5] l | =--—-——————=——=
| D3: tan(150) < 0, tan(—150) > 0 [6] l

' R;: Generalizacion de los datos y analogia con los
Lenunc1ados de las actividades anteriores [1], [2], [6], [8]

—_—_—— e —_———a

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

El grupo recuerda erroneamente la definicion de tangente (D;) y analiza el signo en los
cuadrantes, dandose cuenta por analogia que la relacion es de inversos aditivos como el caso

de la razon seno, proponen un ejemplo y plantean la identidad trigonométrica (E,).

El operador R es una generalizacion de los datos observados y uso de la analogia con lo

realizado en los problemas 2.5.1 a 2.5.4.
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El sistema de representacion estd caracterizado por el uso del diagrama dinamico (L)
para ver los signos de la tangente y el uso del lenguaje algebraico (L) para referirse a las

variables y escribir en la hoja de trabajo la identidad planteada.

El control es perceptivo (X;), basado en lo que ven en el diagrama dindmico. Se puede
inferir un control tedrico (Z;), basado en la definicion de tangente, que aunque esta planteada
de manera errénea, al depender de las variables x e y, permite observar correctamente los
signos en el plano cartesiano y permite plantear la identidad correcta. También se supone que

al usar la analogia con el proceso anterior hay un control tedrico implicito (Xs).

La forma de argumentacion es constructiva y la estructura de la conjetura es inductiva.

PROCESO DE DEMOSTRACION

[13] L. ;Como demuestran eso?

[14] Mabe: Esto es..., tangente es...

[15] Cata: y sobre x, es igual a menos..., menos y... [escriben en la hoja de trabajo: §=

= , , ,
——=], yo tengo, ah, espera, digame una cosa, aqui como se hace, tendria, o sea,

aqui hay que hacer dos relaciones diferentes ;verdad? Una para x y otra para y.
[16] Mabe: ;Por qué?

[17] Cata: Porque es que las dos son cambiantes, no es como en el seno, que el radio es
constante, y siempre va a ser positivo, aqui también puede ser que x sea negativa,
por ejemplo, entonces la razon da negativa, pero y puede ser positiva. Toca hacer
dos diferentes.

Ey:p>0[17]

A 4

Dy x <0, tan(4) < 0 [17] |

R;: Ley de los signos [17]

[18] Mabe: ;Entonces como se escribe?

[19] Cata: Por ejemplo, menos, menos y sobre x [completa la igualdad que dejoé pendiente en
[153: 5=~

F: débil
D], Dz, D3 > E]Z tan(A) = —tan(—A) [10]
tan(4) = —tan (—A4)
R; y_ -y [19]
x  x

Marco algebraico

189



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

[20]
[21]
[22]
[23]
[24]

[25]
[26]
[27]
[28]
[29]

[30]
[31]
[32]

[33]
[34]
[35]

[36]

Inv.: Espera, si tu escribes y sobre x...

Cata: La otra es al revés.

Inv.: No, espérate, con eso es suficiente, ;sabes por qué?
Cata: ;Por qué?

Mabe: Porque si y es menos cinco, y igual va a ser menos cinco, porque menos y, seria
mds cinco, porque este menos de afuera, mads cinco, digamos, ah, no, pero.

i e
Ri  =s__s o [4])

——— e e — —

Cata: No.

Inv.: ;Qué es lo que dices?

Mabe: No se.

Cata: ;Como hago para tener en cuenta que puede ser x la que cambie?

Inv.: Porque cuando tu escribes y sobre x, ;jqué relacion? Muevan el angulo, ;qué
relacion hay entre las x y las y en cualquier cuadrante?

Cata: No se.
Inv.: ;Si tu comparas la x del angulo A con la x del angulo —A?
Cata: Igual.

|
'D5 Eqr: (Qué relacion hay entre :_ _ 1 Ej3: La abscisa de 4 igual :
Ilas abscisas de 4 y —A4? [31] | 17 Tlalaabscisade -4 [32] |
|

—_—_——— e e — —_—

Mabe: Pero solo cuando estdn en...
Cata: Cuando estan en el cuadrante de abajo, cuando estdn, o sea.

Mabe: Solo cuando x y y son positivas, o x y y son negativas es que la tangente es
positiva.

E4: tan (A) > 0[35]

\ 4

De:(x>0Ay>0)v(x<0Ay<0)[35]

R¢: R,: Ley de los signos [35]

Inv.: ;Por qué se limitan ahi? [el grupo mueve el angulo A solamente en el cuadrante
I y IV] gpor qué no la pasan al primer cuadrante? Pasa el azul al primer
cuadrante, pasa ahora al segundo cuadrante, ;qué relacion hay entre las x y las y?

190



Sintesis de la experimentacion, analisis de datos y conclusiones locales JORGE FIALLO

[37] Cata: El mismo valor, es lo unico que hay, porque igual aqui, o sea aqui, es lo que le
estaba diciendo, en el eje positivo de las x, las dos x son positivas, y en el eje
negativo de las x, las dos x son negativas.

38] Inv.: ;Entonces, las x del angulo A y del angulo —A, como son?
39] Cata: Ah, ya entendl, iguales, siempre.
40] Mabe: ;Por qué?

41] Cata: Porque x se estda moviendo sobre el eje x y no sobre el eje y, si ve, mira aqui,
mira, aqui es menos y menos, y acd es mds y mds.

[42] Mabe: Ah.

[43] Cata: En cambio las y no se puede hacer porque las y se hace con este y con este, y
como no se toma el eje y, sino el eje x.

[44] Mabe: Ah si por lo que la posicion normal es con el eje x.

[45] Cata: Exacto.

IDs: | [T T !
 Ds: En | I E3: La abscisa de 4 igual |

lD7: En el eje x positivo, x es positivo, y en el ;—|jhl a la abscisa de —A [39] :
|

| €je x negativo, x es negativo para 4 y —4 [38]

[
R7: x varia sobre el eje x, y no varia sobre el eje x [41] - [44] JI

|
I
- - - - - ——— e ——— e —— =

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo no ha comprendido la relacion entre las coordenadas de un angulo 4 y su inverso —4,
por lo que construye demostraciones de apariencia deductiva, pero sin ninguna fuerza de
inferencia, ni grado de conviccion, por lo que tienen que recurrir a la conviccidon con ejemplos

y nuevas relaciones que expliquen el proceso algebraico realizado.

A pesar de tener un diagrama dinamico en Cabri, en donde se pueden explorar las
razones trigonométricas y sus propiedades en los cuatro cuadrantes, los estudiantes solamente
exploran en el cuadrante III o IV a lo maximo. Esto de alguna manera indica que las
demostraciones son de tipo ejemplo genérico, ya que la exploracion se estd haciendo
solamente para angulos entre 0° y 180°, sin tener en cuenta lo que sucede con los angulos

negativos, ni los comprendidos entre 180° y 270°.

En esta fase el grupo empieza utilizando el operador tedrico R,, basado en la definicion
de tangente y el analisis de la ley de los signos, pero debido a la debilidad de la fuerza de
inferencia y al poco grado de credibilidad en su demostracion, recurren al uso de operadores
perceptivos (R3 a Rg), basados en la exploracion de otras propiedades de las variables x e y,

para el andlisis de la razon tangente, con miras a convencerse de la demostracion realizada.
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El sistema de representacion va del uso del diagrama dindmico de Cabri (L), al
lenguaje natural (L3) para expresar verbalmente las propiedades visualizadas y plasmar en la

hoja de trabajo la demostracién en un lenguaje algebraico (L,),

El control inicial es teérico (X,), pero se pasa a un control numérico (Z4) y de arrastre en

Cabri (X) para visualizar las propiedades que ayuden a justificar lo realizado.

La estructura de la demostracion, a pesar de tener algunos pasos deductivos es

inductiva.

El tipo de demostracion es un ejemplo genérico intelectual, al justificar la demostracion

en las propiedades recordadas cuando A4 esté en el cuadrante Il y IV.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

I | -
D,defpc | . .1

| 1 ) I
| D,ptrig, Dsn ! _Elltilg a
[ I

F—

|

(Rigenun |

genun: generalizacion de los enunciados.

Esquema global de la demostracion

Dyrsig l » E)rsig
R,leysig
|
D;defpcf, N
D,ptrig, Dsn > Eiitrig
Rsdemal
I |
R . 1
- I_________ —>||_E3rtrig J| Dgrsig ¥ Eursig
| Darsig | T
JE i Releysig
LRSrpca R7rpc ]l

defpef: definicion plano cartesiano falsa.
demal: demostracion algebraica.

leysig: ley de los signos.
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ptrig: propiedad trigonométrica.
rpc: relacion en el plano cartesiano.
rsig: relacion de signos.
rtrig: relacion trigonométrica.
Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: tan(4) = —tan(—A4) E;: tan(4) = —tan(—A)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES | SIST. DE E. DE
REPR. CONTROL REPR CONTROL
R;: R,: Ley de los
Generalizacion de | Ly: Diagrama | ;: Arrastre en signos L;: Diagrama | Z,: tedrico:
los datos y uso de | dinamico. Cabri para Ra: dinamico. (definicion de
r . . 3.
la analogia. Ly: Lenguaje v1sua}12ar tan(4) = —tan (—4)| Ly: Lenguaje tangente en el
. relaciones y v -y ; plano y del
algebraico. i I=_22 algebraico.
propiedades x x algebra)
L. Rq: L;: Lenguaje )
%,: Teobrico tan(4) = —tan (—A4) natural 24: perceptivo
(definicion de -5__5 ' numérico.
tangente). * *

¥5: Teodrico (uso
de la analogia
con la actividad
anterior).

Rs: Relacion en el 2;: Arrastre en

i ri par
plano cartesiano. Cab para
visualizar
R¢: Ry. relaciones y
propiedades.

R5: x varia sobre
el eje x, y no varia
sobre el eje x.

Marco perceptivo — numérico — analitico

Marco algebraico — numérico — perceptivo

RUPTURA DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Inductiva por generalizacion de los enunciados

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EGI: Generalizacion inductiva de las propiedades
visualizadas en las coordenadas de los angulos 4 y —4
cuando 4 estd en el cuadrante Il y I'V.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Aunque el sistema de representacion y el control en ambas fases es muy similar, se da

una ruptura del sistema de referencia debido a que los operadores usados en la demostracion

no estan relacionados con el unico operador de la conjetura. Consideramos que esta ruptura es
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necesaria para poder construir una demostraciéon deductiva, pero al analizar todo el proceso,
observamos que existe una continuidad estructural que no posibilita dicha construccion. En el
esquema global de la demostracion se puede ver el proceso realizado para la construccion de
la demostracion, en donde se aprecia el uso de pasos inductivos para dar soporte al operador
deductivo R; correspondiente a la demostracion algebraica de la identidad. Esto ocurre debido
a la fuerza de inferencia débil y a la falta de conviccion en su demostracion de parte de los

mismos estudiantes.

Tampoco se logrdé establecer una conexidon entre los elementos geométricos del
diagrama dindmico de Cabri, las relaciones entre las coordenadas del plano cartesiano y las

definiciones de las razones trigonométricas en el plano cartesiano y en el tridngulo rectangulo.

Se destaca como algo positivo el hecho de que los mismos estudiantes son quienes no
logran convencerse a si mismos y por ello recurren a la busqueda de otras relaciones y

propiedades que soporten sus argumentos.

6.6 Unidad referencial — argumentacion inductiva — demostracion deductiva falsa

Si la conjetura se plantea por analogia (Polya, 1966, p. 38) con relaciones, procesos y
procedimientos realizados en actividades anteriores, sin ningiin proceso de exploracion, puede
que exista unidad del sistema de referencia y se logre la ruptura cognitiva, caracterizada por el
cambio de una forma de razonamiento inductivo a una forma de razonamiento deductivo, pero
esta ruptura no garantiza la construccion de una demostracion correcta (usan operadores
falsos) o pertinente al problema planteado como se puede evidenciar con el problema 2.5.3

realizado por el grupo G1A, que presentamos a continuacion.

6.6.1 Caso 7: Actividades 2.5.3, 2.5.4 — Grupo G1A

2.5.3 Conjeturando
.Qué relacion existe entre cos(A) y cos(—A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.

2.5.4 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.3.

194




Sintesis de la experimentacion, analisis de datos y conclusiones locales JORGE FIALLO

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] Mapa: ;Qué relacion existe entre coseno de A y coseno de menos A? ;No es lo mismo?
[2] Diana: Es lo mismo, pero con x, lo mismo ponemos en valor absoluto.

[3] GI1A: [Escriben en la hoja de trabajo la siguiente conjetura y van repitiendo verbalmente
lo que escriben] Tienen el mismo valor absoluto. Es decir |cos A| = |cos (—A)|

__________________ |
:DI: Proceso realizado en las\  ____ _ _ _ _ _ _ _ ________ :
lactividades 2.5.1 y2.5.2. | | Ey: |cos (A)| = |cos(—=A)| [3] !
D,: [sen(A)| = |sen(—A4)| : __________________

|
|
[ R S

:RI: Generalizacion de los procesos de las actividades 2.5.1 y 2.5.2: !
| Si [sen(A)| = |sen(—=A)| = |cos (A)| = |cos(=A)| [1], [2] |

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Los estudiantes leen el enunciado 2.5.3 que invita al planteamiento de una conjetura que

relacione el cos (A) y cos(-A) e inmediatamente plantean que es la misma relacion que
plantearon en 2.5.1, pero con coseno, es decir, no identificamos un proceso de exploracion, ni
de justificacion, por ello, consideramos que los datos corresponden a los conceptos y
relaciones trabajadas en la actividad anterior y que la conjetura es un hecho verdadero,
producto de lo realizado y aprendido en la actividad anterior. Suponemos que el razonamiento

es inductivo por analogia (Polya, 1966, p. 38).

Consideramos el operador R; como una generalizacion del proceso anterior, lo que nos
lleva al planteamiento de una estructura de argumentacion inductiva por generalizacion del

Proceso.

La estructura de control, parece ser teorica (si |sen(A4)| = [sen(—A)| = |cos (4)| =

|cos(—A))|).

El sistema de representacion es el lenguaje algebraico (L).

PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo va verbalizando y escribiendo en la hoja de trabajo lo siguiente:
[4] GIlA: El coseno de A ;x sobre r?... x sobre r, entonces, el coseno de — A es —x sobre r.

[5] GIlA: Y sicoseno de A igual a — x sobre r, entonces coseno de — A igual a x sobre r. ;La
misma explicacion? x para el angulo A y el angulo — A son inversas.

[6] GI1A: [Escribe en la hoja de trabajo lo siguiente]: Si cos(4) = % =cos(—A) = =

r
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Si cos(A) = _Tx =cos(—A) = ;

x para el angulo A y el angulo — A son inversas.

Dq: Actividades 2.5.1 y 2.5.2
D;: [sen(A)| = |sen(—A)|

A 4

E;: |cos (A)| = |cos(—A)| [2]

R,: Si cos(4) = §:> cos(—A) = ‘7" [4], [6]
Rs: Si cos(4) = ‘7" = cos(—A4) = § [5], [6]

R4: xpara el angulo Ay el angulo -4 son inversas [5]
|
Algebra

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Los estudiantes, apoyados en la actividad anterior, especialmente en lo realizado en la parte
final, empiezan a justificar matematicamente la relacion planteada, que es valida, pero no se

refiere a los valores de la razon coseno para un angulo y su inverso.

Los operadores (R, a R4) y la estructura de control utilizados en la construccion de la
demostracion son teoricos, pero falsos, debido a que estan generalizando las propiedades
exploradas y “vistas” para la razon seno en el problema anterior, pero que no funcionan para
la razén coseno, puesto que la relacion entre las abscisas de un angulo 4 y su inverso —4, es

de igualdad y no de inversos aditivos.

El sistema de representacion es una combinacion entre el uso de expresiones algebraicas

(Rz, R3) y el lenguaje natural (Ry).

El tipo de demostracion es un Experimento Mental Transformativo (EMT). La relacion
encontrada en el proceso anterior les sirve como ejemplo para transformar el problema en otro

equivalente y realizar las manipulaciones simbolicas para la justificacion.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracién
I _________ —— /1
| Diproc, Dyitrig W E,itrig J| D,proc, Ditrig » E,itrig
P -1
:_Rl gproc. J| R rmf, Ryrmf, Ryrmf

gproc: generalizacion del proceso.
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proc: proceso.

rmf: relacion matematica falsa.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E;: [cos (A)| = |cos(—A)| E;: [cos (A)| = |cos(—A)|
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
. REPR. CONTROL . x | REPR CONTROL

R;: Hecho R,: Si cos(A) = =

(generalizacion L;: Lenguajes | Z;: Tedrico: —x | Ly Lenguajes | =,: Control

del proceso de la | algebraico. si |sen(4)] = = cos(—A) = T | algebraico. tedrico

act1V1.dad' |sen(—A)| = R;: Si cos(A) = L;: Lenguaje caracterizado

anterior): |cos (4)| = _ por el uso de la

. Xr = natural. . .

Si |sen(A)| = lcos(—A)| _x definicion de
cos(—A) ==

|sen(—A)| = r coseno en el

|cos(A)| = . plano y el

|cos(—A)| R4 x para el método de
angulo 4 y el .
. demostracion
angulo —4 son .
. algebraico.
inversas.

Marco Perceptivo — Algebraico Marco Algebraico
CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA
Analisis de la continuidad estructural
ARGUMENTACION DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Es un hecho (Analogia).

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva.

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Argumentacion Inductiva (generalizacion del proceso
realizado en la actividad anterior).

TIPO DE DEMOSTRACION

Experimento Mental Transformativo (EMT)

RUPTURA ESTRUCTURAL

Hay distancia cognitiva caracterizada por la ruptura estructural. Se destaca el hecho de
que los estudiantes no recurren al uso de ejemplos particulares en ninguno de los dos procesos
y que utilizan los conceptos y propiedades aprendidas en anteriores actividades para plantear
conjeturas y construir demostraciones, sin embargo, si estos conceptos y propiedades se
generalizan, sin ninglin proceso de exploracion y de reflexion, se puede llegar a conclusiones
y demostraciones falsas. A pesar de que la demostracion no es correcta, se identifica
claramente un proceso de razonamiento abstracto que les permite construir una demostracion

deductiva. Se destaca el uso de la definicion de razon en el plano cartesiano, necesaria para la
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construccion de demostraciones de relaciones entre las razones de angulos diferentes a los

angulos agudos.

En este caso la ruptura estructural, realizada por los mismos estudiantes, sin
intervencion del profesor, es necesaria y favorece la construccion de una demostracion
deductiva. Seguramente con algunas refutaciones potenciales del profesor se llegue a la

demostracion deductiva correcta.

6.7 Unidad cognitiva deductiva

Si existe unidad cognitiva, caracterizada porque, ademas de la continuidad del sistema de
referencia se logra la unidad de la estructura deductiva, podemos corroborar lo planteado por
Pedemonte (2002, 2005, 2008), quien afirma que la unidad cognitiva favorece la construccion
de demostraciones. En nuestro caso, no solamente la construccion de demostraciones
deductivas formales, sino también las demostraciones deductivas tipo experimento mental.
Los casos 2.6.1 realizado por el grupo G2A y 2.61A, 2.6.1C y 4.2 realizados por el grupo
G1A muestran dicha continuidad, en donde se destaca: el uso de propiedades matematica
(algunas de ellas exploradas o recordadas al trabajar sobre el experimento) como operadores.
Si hay generalizacion de algun proceso anterior, esta generalizacion se realiza sobre
propiedades y procedimientos verdaderos, se destaca el uso del arrastre en Cabri para la
exploracion y la verificacion; como consecuencia de lo anterior, el control se vuelve tedrico,
prima los sistemas de representacion algebraico y se usan los dibujos geométricos para
representar las variables usadas y las relaciones planteadas (hay conexion entre los diferentes
sistemas de representacion); hay continuidad de marcos, hay conexién entre marcos
algebraicos, geométricos y trigonométricos (especialmente la trigonometria del plano
cartesiano). Cada caso que presentamos a continuacion corresponde a un tipo diferente de

demostracion deductiva.

6.7.1 Caso 8: Actividades 2.6.1, 2.6.2 — Grupo G2A

2.6.1 Explorando, conjeturando y demostrando
Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos 4,

A —90, 90 — A. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] Inv.: ;Qué relaciones encontraron?
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2]
[3]
[4]

[5]
[6]

[7]
[8]

[9]
[10]

[11]
[12]

[13]
[14]
[15]
[16]

[17]

Cata: sen(A) = —cos(A —90)
Inv.: ;Estdn seguras?

Cata: Seria por ejemplo seno de 60, digamos, y seria coseno de 30, y se le pone un
menos, o sea coseno de 30, seno de 60 igual a coseno de 30 [multiplica el signo
menos de la razon con el signo menos del angulo].

Inv.: ;Qué paso con el signo menos?

Cata: Es que ya se utilizo, es que esto, supongamos que A es igual a 60, entonces seria
[sin hacer ningln célculo en la calculadora cientifica o en la de Cabri, escribe en la
hoja de trabajo: sen(60) = — cos(60 — 90), sen(60) = — cos(—30), sen(60) =
cos(30)].

Inv.: No, jesta segura? jpor qué?

Cata: ;Pero este signo no lo cambia el de adentro y se vuelve mas? [se refiere a los
signos menos de la razon y del angulo]

Inv.: Ese signo no afecta al angulo.

Mabe: No afecta porque, queda aqui en este cuadrante [sefiala el IV cuadrante] y en ese
cuadrante el signo es negativo.

Inv.: Entonces, /;cudl es la relacion?

Cata: ;Cuanto es coseno de —30?

LY

S~

D1:
D

|R1 sen(60) = —cos(60 — 90) = sen(60) = — cos(—30) '
| = sen(60) = cos(30) [4] - [6] |

Inv.: ;Cuanto es coseno de —30?
Mabe: Lo mismo que coseno de 30.
Inv.: ;Por qué Mabe?

Mabe: Porque coseno se relaciona con x. entonces en el primero y el cuarto son
iguales.

Cata: ;Entonces, cuanto da coseno de —30?
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[18]
[19]
[20]

[21]

[22]

[23]

[24]
[25]

[26]
[27]

Inv.: Eso da \/2_§ , ¥ seno de 60 es \/2_§

Cata: ;Si?

Cata: Que la razon de seno de A es igual a la razon de coseno de 90 — A y de A — 90.
[Escriben en la hoja de trabajo: sen(A) = cos(A — 90)]

Cata: Yo habia dicho que seno de 60 y coseno de —30 eran iguales y tu dijiste que no, y

si son iguales.

Inv.: S7, son iguales, lo que te hice caer en cuenta fue lo del signo, son iguales, pero tu
colocaste un menos aqui [se refiere al signo menos de la razon]. Entonces, ;jcual es

la relacion?

Cata: La relacién es que sen(A) = cos (A —90).

Cata: Es que mira, yo habia dicho que cos(90 — A) = cos(A — 90).

Cata: Entonces yo estaba diciendo que son iguales las dos, que la relacion del seno de
A es igual a la del coseno de 90 — A y de A — 90.

Inv.: jIgual a qué?, ahi estas usando una propiedad.

Cata: Mejor dicho que esta es seno de A es igual a coseno de A — 90, esta bien.

D3Z Rpl
Dy: cos(30) = cos(—30) porque

dependen de x [12] — [16]
Ds: cos(—30) = 2 = sen(60)[17], [18]

| Ea: sen(4) = cos(A —90) =
“| cos (A — 90) [20], [24], [26]

R;: sen(60) = cos(—30) [21]
Rj: sen(A) = cos (A —90) [23]
Ry4: cos(A —90) = cos(90 — A)

[24]

Rs. R3; y Ry = sen(A) = cos(A — 90) = cos (A —90) [25]—[27]

Marco numérico — trigonométrico

ANALISIS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Apoyados en la intuicién (piensan que el signo de la razéon se elimina con el signo del

argumento), plantean el enunciado E; que corresponden a una relacion falsa. Con la

intervencion del investigador y la refutacion planteada, analizan con datos numéricos la

relacion planteada, la corrigen y plantean la identidad trigonométrica [E,] que demuestran con

argumentos teoricos.

En la justificacion del enunciado usan el operador intuitivo R; que los lleva al error. La

argumentacion del enunciado E; la inician con un argumento numérico R, que le sirve para el

planteamiento de una parte del enunciado y para plantear los operadores tedricos Rs y Ry.
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Usan lo aprendido en las actividades anteriores para plantear de manera implicita el operador

teorico Rs, que practicamente es la demostracion del enunciado E,.

El sistema de representacion se mueve del uso del diagrama dindmico (L;), al uso de

expresiones algebraicas en al hoja de trabajo (L;) en el planteamiento de la conjetura.

El control inicialmente es perceptivo numérico (X;) y termina siendo tedrico (Z,).

Se puede observar en los esquemas planteados, que la forma de argumentacion es

estructurante, dado que los argumentos intentan justificar los enunciados planteados con

anterioridad.

La estructura de la argumentacion empieza siendo inductiva y termina siendo deductiva.

PROCESO DE DEMOSTRACION

[28]
[29]
[30]

Cata: ;Como demostramos esto?
Inv.: ;Como la demuestran?

Cata: ;Esta la podemos dejar asi? Esta ya estd demostrada [se refiera a la identidad
[sen(A) = cos(90 — A)]

Inv.: ;Como? ;por qué ya esta demostrada?
Cata: jEsa es la de siempre!, la del complemento.
Inv.: Ah, Si.

Cata: ;Entonces podemos decir simplemente que es por que en el caso del coseno, el
angulo con signo positivo o negativo da el mismo valor de la razon coseno? [se
refiere a cos(90 — A) = cos(A —90)].

Inv.: Si, eso es cierto, como escribes eso.

Mabe: Hay no estds demostrando eso, hay estds diciendo que cos(90 — A) = cos(A —
90).

Inv.: Escriban eso.

Cata: /Eso es transitiva?

Inv.: Exactamente.

Cata: Si a es igual a b, b es igual a c, a es igual a c.
Inv.: Eso es, escribanlo.

G2A: [Escriben en la hoja de trabajo]: cos(90 — A) = cos(A —90) = sen(A) =
cos(A — 90) (Propiedad transitiva)

Inv.: Esa seria la demostracion, esa seria una forma de demostrar, como ya aceptamos

que hay relaciones verdaderas, entonces por la propiedad transitiva, si a es igual a
b...
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[44] Cata: Como ésta [seniala sen(A)] es igual a ésta [senala cos(90 - A)] y ésta [senala
cos(90 - A)] es igual a ésta [senala cos(A - 90)]. Entonces, ésta [sefiala sen(A)]
es igual a ésta [seniala cos(A - 90)].

Ej: sen(4) = cos(4 —90) =

D; - Ds " cos (A —90) [20], [24], [26]

Rg¢: sen(A) = cos(90 — A) [29]

R4: cos(90 — A) = cos(A — 90) [34]

R7: Propiedad transitiva de la igualdad [38] — [40], [44]

Rs: sen (A) = cos(90 — A) = cos(4 — 90) = sen(A) = cos(4 — 90) [42]
|

Marco trigonométrico

ANALISIS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo retoma los argumentos planteados para el enunciado E,, complementa con la

propiedad transitiva y realiza una demostracién deductiva formal estructurada.

Los operadores son tedricos. El operador Rs es de una implicacién que involucra la

propiedad transitiva de la igualdad.

El sistema de representacion se caracteriza por el uso del lenguaje algebraico para

escribir en la hoja de trabajo las conclusiones (L,).

El control es tedrico (Z;) basada en el uso de las identidades trigonométricas y la

propiedad transitiva de la igualdad.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracion
————— 1 re———n
: D]g, Dzl’lJ I_E]I'trlf ]I D3Rp, D4n, D51’1 | > Ezltrlg Dl — D5 > Ezltrlg
r— =
[Rin_ : Ron, Rsitrig, Ryitrig, Rsptrans
Ryitrig, Rsitrig Ryitrig, Roptrans

ptrans: propiedad transitiva.
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Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,: sen(4) = cos(4 — 90) = cos (A — 90) E,: sen(A) = cos(4 — 90) = cos (4 — 90)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E.DE OPERADORES SIST. DE E.DE
R;: sen(60) = REPR. CONTROL ) REPR CONTROL
—cos(60 — 90) . Ry: cos(4 — .
(60) = L;: Diagrama | X;: Perceptivo 90=cos 90—A4 L,: Lenguaje %,: Tebrico
C:; :(engo) :)_ dindmico. numérico. [24] algebraico. (Identidades
- . tri Stri
en(e0) = | LoLengwie | iTebrico | ReRyvR, rgonomérias
cos(30) algebraico. (Identidades = sen(4) = o
trigonométricas | cos(4 —90) = ransitiva de la
. — - - igualdad
Ry: sen(60) demostradas). cos (A —90) igualdad)
cos(—30)
Rg: A) =
R;: sen(4) = C()ﬁs(s(;(?(— 1)4)
cos (A —90)
[23] R;: Propiedad
_ transitiva de la
Ry: cos(4 — igualdad.
90=cos 90—A
[24]
Rs:R;y Ry
= sen(4) =
cos(A —90) =
cos (A —90)

Marco perceptivo —numérico — trigonométrico

Marco trigonométrico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION

Estructurante

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Inductiva — deductiva

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva

TIPO DE DEMOSTRACION
DFE: cadena deductiva basada en argumentos tedricos

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Aunque el proceso de argumentacion empez6 siendo inductivo, termind siendo

deductivo. En las tablas y en los esquemas globales se identifica la unida cognitiva

caracterizada por el la continuidad referencial y estructural.
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6.7.2 Caso 9: Actividades 2.6.1A, 2.6.2A — Grupo G1A

2.6.1

Explorando, conjeturando y demostrando
Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos 4,

A-90, 90-A. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1]
[2]
[3]

[4]

[5]
[6]
[7]
[8]
[9]

[10]

[11]
[12]
[13]

Mapa: Mira, sen(A) = cos(90 — A) = —cos (A — 90).
Inv.: Si, es correcto, ;como se dieron cuenta de eso?

Mapa: Por el dibujito [sefala la pantalla del ordenador], porque, digamos que el
triangulo estaba asi [dibuja en la hoja de trabajo lo que estaba viendo en el archivo:
un plano cartesiano con un tridngulo rectangulo en el primer cuadrante (Fig. 15)]

Mapa: Entonces el triangulo de A, digamos este [sefala el angulo formado por el eje
positivo x y el lado final del angulo A], digamos que este es A, entonces 90 — A
vendria siendo este [se refiere al angulo complementario de A en el tridngulo
rectangulo (Fig. 15)]

Diana: Igual a B.

Mapa: Entonces, 90 — A seria igual a B, entonces, por eso, sen(A) = cos (B).
Mapa: Entonces, sen(A) = cos (90 — A) [va sefialando los angulos A y 90 — A].
Inv.: Correcto.

Mapa: Y si coseno de 90 — A, pongamos que este fuera coseno de B [se refiere a 90 — A].
Entonces coseno de A, o coseno de B es igual a menos coseno de menos B, seria
igual a menos coseno de menos 90 — A [va escribiendo en la hoja de trabajo

sen(A) = cos(90 - A) =-cos(- (90 - A))], va, esa fue la relacion.

Mapa: espera, sen(A) = cos(90 - A) = cos(-(90- A)) ;Como es la pregunta?
¢ Coseno de A — 90 es?

Diana: Espere, sen(A) = cos(90 - A) ;lgual a menos coseno o coseno?
Mapa: No se.

Diana: Igual a cos(90 — A) que es igual a cos (A — 90) [escriben en la hoja de trabajo:
sen(A) = cos(90 - A) = cos(-(90 - A)) = cos(A- 90), hay un cambio de
enunciado]
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N

E;: sen(A) = E;: sen(4) =
cos(90 - A) cos(90- A) =
=-cos(- (90 - A))[1] cos(A - 90) [13]

AL

y

\ 4

Ry: cos(90 - A) = cos(A - 90) [13]

D]Z
0-A
A
R;: [3]
Figura 15: Dibujode Ay 90 - A
R;: A y B=90— A4 complementarios = sen (A) = cos (90 - A) [5]
R3: cos(B) = -cos(-B) = cos(90 - A) =-cos(A - 90) [7]

Marco geométrico

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Inicialmente el grupo plantea el enunciado E; que tiene un error en el tercer miembro de la
igualdad, que no es percibido inicialmente por el grupo ni por el investigador. Plantean una
conjetura en forma de argumentacion estructurante fundamentada en el uso de propiedades
geomeétricas y de las razones trigonométricas estudiadas en las actividades. En la clase
siguiente el grupo se da cuenta del error y plantea el enunciado correcto E,, cuyo operador es

la relacion de igualdad entre coseno de un dngulo y su inverso (Ry).

El sistema de representacion se caracteriza por el uso del dibujo geométrico [L;] y el

lenguaje algebraico plasmado en la hoja de trabajo [L,].

La estructura de control se caracteriza por el movimiento entre el control geométrico
[2.1] ejercido por el uso de propiedades geométricas del dibujo, el control tedrico [2,] ejercido
por el uso de las propiedades de las razones trigonométricas estudiadas en el tridngulo

rectangulo y el uso de propiedades las operaciones entre niimeros reales.

El tipo de razonamiento es deductivo.
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PROCESO DE DEMOSTRACION

[14]
[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]
[23]
[24]
[25]

[26]
[27]

[28]

Mapa: ;Por qué?

Diana: Porque sen(A) = % [lo enuncia y lo escribe en la hoja de trabajo]

A 4

Di=E =E; E;: sen(A4) = cos(90 - A) = cos(A - 90) [13]

Rs: sen(4) = % [15]
|

Trigonometria en el plano cartesiano

Mapa: Coseno de A — 90 es..., esto... jcudl es A — 90? ;Este? [se refiere a los nombres
de los angulos en Cabri]. Enfonces coseno es adyacente, x, sobre...

Diana: Hipotenusa.

Mapa: ;Por qué da asi? ;jahi toca demostrar que si?
Diana: Ya lo hicimos.

Mapa: Pero falta demostrar por qué esto es igual a esto.

Diana: Entonces, adyacente sobre hipotenusa, como son isosceles [se refiere a que los
tres tridngulos son congruentes), tienen la misma hipotenusa...

A 4

Di=>E = E; E;: sen(A) = cos(90 - A) = cos(A - 90) [13]

Rg: cos (A — 90) = ZXICnte ey 117]

hipotenusa
R7: Los triangulos son iguales, entonces sus hipotenusas son iguales [21]

|
Trigonometria en el triangulo rectdngulo

Mapa: Espere, A es el azul, jcierto? Seno de A es y sobre r, coseno de 90 — A es...
Diana: es AC sobre A.
Mapa: Por eso, es x sobre r, pero..., aunque este es el mismo que este ;no?

Mapa: Y cos A —90, tengo A, le resto 90, queda este triangulo, aca, A — 90, pero A — 90,
quedan como triangulos iguales, o sea, A — 90 y A son iguales, [se refiere a que los
triangulos rojo y azul son iguales (Fig. 16)]

Mapa: Entonces, como son iguales, lo coloco acad, cambian los signos...

Diana: Espere, mueva el de 90 hacia el otro lado..., coseno..., es que..., es muy dificil
de poner ..., digamos, estos comparten el mismo lado.

Diana: Entonces son iguales [se refiere a los tridngulos rojo y amarillo respectivamente
(Fig. 16)].
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[29] Diana: Entonces el coseno de A — 90, igual a este, pues, el cateto adyacente de A — 90
igual al de 90 — A (Fig. 16).

[30] [...] Mapa: ;Sabe como es mas facil? Imaginarse este triangulo, aqui, y este triangulo,
el mismo, pero éste, ;si? [realiza en la hoja de trabajo el dibujo de la Figura 17]

/_A.\ P
(2:41:4,38)
4,38:24
! A
- N E;: sen(A) = cos(90- A) =
cos(A - 90) [13]
(4.38;-2.41
//
Figura 16: Archivo 2.6.1

Rs: cos (4) == [24] B C
Ry: Tridangulo azul igual tridngulo
rojo [25]

Rjo: Tridngulo rojo igual triangulo
amarillo = cateto adyacente de
A — 90 igual a cateto adyacente de
90- A = cos(A-90) =
cos(90 - A) [23]

Figura 17: Demostracion AABC = ACDA

Trigonometria en el tridangulo rectangulo

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Se evidencia una interrelacion entre la trigonometria del triangulo rectangulo (marco
geométrico) y la trigonometria en el plano cartesiano (marco trigonométrico). Finalmente se
quedan en el marco geométrico. El grupo reconoce y demuestra graficamente (Fig. 15) que
los tridngulos rectangulos son congruentes y usa esta propiedad para referirse a las razones de

los angulos 4,90 — 4 y 4 —90.

Usan operadores y controles teoricos basados en las definiciones de las razones
trigonométricas en el plano y en el tridngulo rectdngulo y las propiedades geométricas

visualizadas en el archivo de Cabri y en los dibujos realizados en la hoja de trabajo.

El sistema de representacion se caracteriza por el uso de expresiones algebraicas [L;], el

lenguaje natural [L;] y el uso del dibujo geométrico [L,].
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El tipo de razonamiento es deductivo y el tipo de demostracién es un experimento
mental transformativo (EME), al usar los ejemplos visualizados en Cabri y las propiedades

trabajadas en las actividades anteriores para justificar la relacion con argumentos matematicos

transformando el problema en un problema ya demostrado (sen(4) =cos(90- A) y

cos(B) = cos(-B)).

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracion

D,g » Ertrigf |ﬁ‘ E,itrig Dig »| Eaitrig
R,g, Riitrig, Ryrtrigf Ruitrig Rsdefsenpe || Redefcospe, Rsg Rgd.ef.costr, Rog,
Rypitrig, Rjdemg

defcospc: definicidon coseno en el plano cartesiano.

defcostr: definicidon coseno en el tridngulo rectangulo.

defsenpc: definicion seno en el plano cartesiano.

demg: demostracion geométrica.

rtrigf: relacion trigonomeétrica falsa.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A —90) E;: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A — 90)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
. REPR. CONTROL y REPR CONTROL
R]I F1gura 15 RS: send = =
L;: Dibujo %;: Dibujo < T L,: Uso de %,: Tedrico:
geométrico. —> S - Tedrico: Rg: cos = % expresiones propiedades
[ * L. Uso d 2 e(;)r(lico. P algebraicas — | geométricas,

2: USO de propiedades R;: Triangulos ) trigonométricas
expresiones geométricas, iguales = L;: Lenguaje y de las
algebraicas. trigonométricas hipotenusas natural — operaciones <

y de la.s iguales L;: Dibujo
. =90 — operaciones. L Y3: Arrastre en
R;: Ay B =90 x geométrico. .
A Rg: cos A = - Cabri <
complementarios Ry: Tridngulo %,: Dibujo.

= sen (4) = cos

azul = Tridngulo

(90— A) .
rojo.

R;: cos (B) =— .y

o Rl e

(90— A) = —cos . .J’ gl -

(4 - 90) riangulo amarillo
= cateto de 4 —

Ry: cos (B) = cos 90 igual a cateto

-B) de 90— 4 = cos
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A — 90) E;: sen(4) = cos(90 — A) = cos (A —90)
(A4 -90) = cos (90
_A)

Ry Figura 17
Y -

ﬁ
2

A

Trigonometria en el plano cartesiano — Trigonometria

Trigonometria del tridngulo rectangulo. - .
& gu gu del triangulo rectangulo

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Estructurante
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva. Deductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EMT: Usan lo visualizado en Cabri para transformar
el problema en uno ya demostrado y justificar con
propiedades matematicas.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Se observa la unidad cognitiva, caracterizada por la continuidad referencial y
estructural, que conlleva a la construccion de una demostracion deductiva. A pesar que los
operadores son diferentes en ambas fases, se evidencia la continuidad del tipo de
razonamiento y el tipo de concepcion que se caracteriza por la relacion estrecha entre la
trigonometria del tridngulo rectdngulo y la trigonometria del plano cartesiano. Esta relacion se
refleja por el hecho de que el grupo utiliza argumentos geométricos y analiticos para realizar
una demostracion, usando de manera implicita implicaciones logicas basadas en propiedades

estudiadas en las actividades anteriores.
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6.7.3 Caso 10: Actividades 2.6.1C, 2.6.2C — Grupo G1A

2.6.1 Explorando, conjeturando y demostrando
Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos 4,

A-90, 90-A. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

PROCESO DE ARGUMENTACION

Terminada la demostracion anterior, el grupo G1A plantea otro enunciado.

[1] Mapa: Tangente de A seria, el opuesto, o sea y, y sobre x ;si? Espere..., tangente de A
es y sobre x jsi?

[2] Diana: y sobre x.

[3] Mapa: Ahora, otra que se de, entonces seria x sobre y.

[4] Diana: Esa es la tangente, seria y, de 90 — A, el opuesto, seria x sobre y.

[5] Mapa: Cotangente.

[6] Diana: Entonces, tangente de A es igual a cotangente de 90 — A, igual a cotangente de
A —90.

Dli
XA =P
5(90-A) = Ply;x)
4 \A-90) 2 PLy-2)

Y

E;: tan(4) = Z [1], [2]
X E;: tan(A) = cot(90 - A)
| = cot(A -90) [6]

A 4

E,: tan(90 — A) = g [4]

R;: tan(4) = 222 = 2]

adyacente X

I
Trigonometria del tridangulo rectangulo
<> Trigonometria del plano cartesiano

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

El grupo utiliza como dato inicial la informacion obtenida en el problema anterior, acerca de
las coordenadas de los angulos 4, 90 — A y 4 — 90, para reemplazar en la razén tangente y
cotangente y concluye con el enunciado Ej, el cual tiene un error en el tercer miembro de la

igualdad.

El operador teorico R; muestra la conexion entre las definiciones de las razones en el

triangulo rectangulo y el plano cartesiano.
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El sistema de representacion es el lenguaje algebraico y la estructura de control es

teorica en el marco geométrico.

La forma de argumentacion es constructiva, porque los datos y resultados obtenidos

conllevan a la construccion de la conjetura.

La estructura de la conjetura es deductiva, al usar los enunciados y datos obtenidos para

plantear la relacion, sin necesidad de usar ejemplos.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[7] Diana: Esto sobre esto, cotangente [se refiere a la cotangente de 90 — A, segun lo escrito
en la hoja de trabajo], este sobre este, y este es y, y sobre x. Entonces, este es igual
a este, mire..., Es lo mismo, tangente de A es igual a y sobre x ;si?..., tangente de A
es igual a y sobre x ;si? La cotangente es...

[8] Mapa: Eso estda mal, en la cotangente se toma este.

[9] Diana: Entonces seria y sobre menos Xx.

D]Z
¥A ::)\7\7‘,‘5\ | E3: tan(A) = cot(90 - A) | E4: tan(A) = cot(90 - A)
3 (90-A) = Ply,;x) | = cot(A - 90) [6] | = —cot(A-90) [8], [9]
£ \A-90) 2 PLy %)
R,: cot(90 — 4) = % = tan (4) [7] | |Rs: cot(4 — 90) = _lx [9]

Trigonometria del plano cartesiano

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Aunque no se justifica por qué los x e y son iguales en cada caso (habria que demostrar que
los tres tridngulo son congruentes, necesidad que mas adelante planteo la profesora), el grupo
construye una demostracion deductiva, basada en las definiciones de las razones
trigonométricas en el plano cartesiano (operadores y controles tedricos). Dentro del proceso
de construccion, se dan cuenta del error en E;3 y lo corrigen, logrando realizar la demostracion

de la relacion correcta. El sistema de representacion es el lenguaje algebraico.

El tipo de demostracion es deductiva formal estructural, basada en una secuencia logica
derivada de los datos del problema, que se convierten en teoremas, a través del uso de las

definiciones de las razones trigonométricas.
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ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracion

|—> E defpc D,relana » Ereltrigf » E,itrig
Direlana |_> :|—> Ejreltrigf
Exdefpe R,defpc Ridefpe
R,deftr
Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E4: tan (A) = cot (90 - A) = cot (A-90) Es: tan (A) = cot (90 - A) = -cot (A-90)
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES SIST. DE E. DE | OPERADORES SIST. DE E. DE
) REPR. CONTROL REPR CONTROL
R]. Rz: Cot(90 -
tan(A) Li: Uso de | Z;: Tedrico. A=yr=tan(4) | Li: Uso de | Z;: Tedrico.
a opuesto expresignes expresipnes
=———— | algebraicas. R;: cot(4 — algebraicas.
adyacente 90=y—x

Trigonometria del tridngulo rectangulo <>
Trigonometria del plano cartesiano

Trigonometria del plano cartesiano

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION

DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA
Deductiva

ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva

TIPO DE DEMOSTRACION
DFE: Se trata de una demostracion, basada en una
secuencia logica derivada de los datos del problema,
que se convierten en teoremas, a través del uso de las
definiciones de las razones trigonométricas.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Se evidencia la unidad cognitiva, caracterizada por la continuidad referencial y

estructural, que conlleva a la construccion de una demostracion deductiva. En los esquemas se

evidencia la continuidad en la argumentacion, que conlleva a la conexion del marco

geométrico con el analitico y a la correccién y demostracion de una identidad trigonométrica.

Si en la fase de conjetura, el tipo de control es tedrico, la forma de argumentacion es
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constructiva y la estructura de la conjetura es deductiva, la probabilidad de construccion de

una demostracion deductiva es mas factible.

6.7.4 Caso 11: Actividad 4.2.1 — Grupo G1A

4.2.1 Explorando, analizando y conjeturando.
.Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones
trigonométricas seno y coseno? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo
encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu

conjetura.

4.2.2 Demostrando

Demuestra tu conjetura planteada en 4.2.1.

PROCESO DE ARGUMENTACION

Los estudiantes abren el archivo (Fig. 18) y leen la pregunta de la actividad, basados en lo que

ven en el ordenador plantean lo siguiente:

[1] Mapa: Ya se, vea, seno de 0 es igual a BA sobre r, entonces, seno de Or es BA, entonces, r

BA
senf = —
es igual a BA sobre seno de 0 [Escriben en la hoja de trabajo: senf.r = BA |
BA
senf
[2] Diana: ;Con el coseno?
cosO = O—FA
[3] Mapa: O sea con OA. Aca es coseno [Escriben en la hoja de trabajo: cos6.r = OA ]
0OA
~ cos@

[4] Mapa: Jorge ven, jesto sirve? Seno y coseno pueden ser asi [sefialan lo escrito en [1] y
[2]. El investigador lee y les dice que lo planteado estd bien, pero la relacion que
deben buscar, debe relacionar a la vez el radio, seno y coseno]

[5] Mapa: ;Entonces no podemos escribir que esto es igual a esto [sehala nuevamente lo
escrito en [1] y [2]] y ya?
[6] Inv.: Eso es correcto, pero no esta relacionando las tres cosas a la vez.
0A
]

. ~ BA | . ~ 0
[7] Mapa: ;jPuede ser, r es igual a esto [sefalar = m], igual a esto [sefialar = P
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[8]

[9]
[10]

[11]

[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]
[24]

[25]

DII E

Figura 18: Archivo 4.2 en la posicion inicial

BA
sen 6

[1]

0A — 04
Ry: cos@ = — = cosO. 1 = 0A=>1r =— 2]
T cos6
I
Marco geométrico — algebraico

R1:sen9=i—A:»sen9.r=m:>r=

Inv.: Podria ser, pero /el grdfico no te sugiere nada? ;lo que tienes ahi en el archivo
no te sugiere nada?

G2A: [Se quedan durante casi dos minutos observando el archivo sin arrastrar nada]
Inv.: ;No ven nada? Diana, ;no ven nada en la grafica?

Diana: ;Lo de Pitagoras? Que esto es... [sehala los catetos e hipotenusa del triangulo
rectangulo OAB en el primer cuadrante]

Inv.: ;Qué esto qué?

Diana: Que el cateto debe caber ...

Inv.: ;Qué es el cateto ahi?

Diana: Pues, esto rojo son los catetos [sefiala los vectores OA y AB]
Inv.: ;jEse vector OA, qué es?

Mapa: r por... seno.

Inv.: El rojo.

Mapa: Ah, r por coseno.

Inv.: ;Y el vector AB qué es?

Diana: r por seno.

Mapa: Ah, r por seno, mas, no, r por seno a la dos, ;puedo poner eso?
Inv.: Si, escribelo.

G2A: [Escriben en la hoja de trabajo: (r.sen8)? + (r.cos8)? = r2. Posteriormente lo
leen]

Inv.: ;Como te diste cuenta de eso?
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[26] Mapa: Por las areas, por Pitagoras.

D;: Archivo 4.2 (Fig. 16) | > E,: (1.senf)? + (r.cos0)? = r? [24]

R3: Teorema de Pitdgoras [11], [26]
[
Marco perceptivo geométrico

ANALISIS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

El grupo plantea inicialmente el enunciado E;, que es correcto, pero que no relaciona las tres
variables pedidas en el problema. Ante la intervencion del investigador, observan el archivo

(sin arrastrar el punto B) y plantean la identidad pitagorica E,.

Los operadores tedricos R; y R, se caracterizan por el uso de la definicion de seno y
coseno en el tridngulo rectangulo, a pesar de que la construccion esta realizada en el plano
cartesiano y se representan las razones seno y coseno con sus respectivo vectores. También se
destaca en estos dos operadores, el uso correcto de las propiedades de la igualdad para la
manipulacion algebraica que lleva al despeje del radio. El operador R; hace referencia al
teorema de Pitadgoras y justifica visualmente y geométricamente la relacion planteada, pero no

analiticamente (usando las definiciones de las razones en el plano cartesiano).

El sistema de representacion se caracteriza por el uso del diagrama de Cabri como
“dibujo” (L) del archivo en el primer cuadrante, para nombrar los lados y el radio en la

definicidn de seno y coseno y el uso de expresiones algebraicas (L,).

La estructura de control se caracteriza por el uso estatico del archivo (control perceptivo
(Z1)), para identificar los nombres de las variables y usarlas en los operadores, en donde se
identifica un control tedrico (Z,) basado en el uso de las propiedades de la igualdad y la

manipulacion algebraica para despejar 7.

La forma de argumentacion es constructiva, dado que, en ambos enunciados, la

conclusion va después de las argumentaciones.

La estructura de la conjetura es deductiva. No usaron ejemplos para el planteamiento de
los enunciados, aunque de manera implicita estan generalizando las propiedades planteadas a

cualquier angulo, pero basdndose solamente en lo observado en el primer cuadrante.

215



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

PROCESO DE DEMOSTRACION

[27]
[28]
[29]
[30]
[31]
[32]

[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
[39]
[40]

[41]
[42]
[43]
[44]
[45]
[46]

[47]

[48]
[49]
[50]

[51]
[52]
[53]

Inv.: ;Por qué?

Diana: Porque los cuadros estan en...[sin arrastrar, senala los cuadrados del archivo]
Inv.: ;Como Diana?

G2A: Es obvio [se rien]

Inv.: Es obvio, ;jqué es lo que ven? jeso serd cierto?

Mapa: [Abre la calculadora de Cabri, senala el valor numérico del radio (5) que estd en
la parte superior derecha del archivo de Cabri, escribe el signo * y cae en la cuenta
que necesita el valor del angulo 0]. No tenemos el valor de 6 [mide el angulo

sefialando la marca, vuelve a la opciéon calculadora y calcula (5.sen0)? +
(5.c0s0)? = 52]

Mapa: Da 25,0

Diana: ;25,07

Mapa: Huy, si da, si da. ;Toca hacer el dibujo?

Diana: Creo que si, hagamoslo [realizan el dibujo del archivo (Fig. 19), y escriben:
(r.senB)? + (r.cosB)? = r? Por ser triangulo rectangulo (Pitagoras)]

Mapa: Ya, y aqui [senala el ordenador/ miramos con valores y si nos daba 25 y 25.
Inv.: ;Siempre? ;para cualquier angulo?

Mapa: No se [A pesar que el radio r y el angulo 6 son variables, no arrastran nada en
Cabri]

Inv.: Recuerde que un ejemplo no es suficiente, ;como verificaron?
Mapa: Con r cinco

Inv.: ;Qué hicieron?

Mapa: En la calculadora [abre en el archivo la opcidn calculadora]
Inv.: ;Qué hicieron en la calculadora?

Mapa: [Empieza a realizar el calculo en la calculadora de Cabri, comete un error y
explica] Eso me dio 25 [se refiere a (5.sen0)? + (5.co0s0)?],y 5 a la dos es 25.

Inv.: Es que ahi estarian comprobando solamente un caso [no arrastran el punto B de la
construccion], y si un caso se cumple, no podemos decir que todos se cumplen.

Diana: ;/En cual no se cumple? ;en los negativos? ;jen cudl no se cumple?
Inv.: La relacion es correcta, pero, mostrar un ejemplo no es una demostracion.

Mapa: O sea, toca demostrar lo tipico, r a la dos, por seno de 0 a la dos, mds r a la dos,
por coseno de Oa la dos, igual a r a la dos.

Inv.: Exactamente.
Mapa: De una yo lo saco.

Diana: Hagamoslo asi, r a la dos igual a r al cuadrado, mas dos veces radio por el seno
de 0...
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____________________________,

—_————— e ——— — — — —_—_——— e e — — —

N\M

N <l

Rs: [36]
Figura 19: Dibujo de la Identidad Pitagoérica

R3: Teorema de Pitagoras [36]

[54] Mapa: Se puede usar lo tipico, r a la cuatro, r a la cuatro.
[55] Diana: ;Por qué r a la cuatro?

[56] Mapa: Por que r a la dos por r a la dos, r a la cuatro, ;no es dos r a la dos? ;si?...No
eso no debe ser asi [borra lo escrito].

57] Diana: ;Por qué?

8] Mapa: Jorge, yo no se como demostrar esto.

59] Inv.: ;Seno de 60 a qué es igual? ;como esta definido seno de 0 en el plano cartesiano?
60] Mapa: Okey, ya se, ya, r a la dos, por, seno es opuesto, o sea BA sobre r, a la dos, mds r

2
a la dos, OA sobre r, a la dos [escribe en la hoja de trabajo: r? = r2. (?) +
2
2 (04
r ( r ) ]
[61] Diana: ;Y qué pasa ahi?

, . 2

[62] Mapa: Ya, entonces, vea, aqui se quita esto 0 sea r con esto [se refiere a cancelar los r
2 BA® | , OA”
= +triz

I.2

en la ecuacion. Escribe:

r

2 _BA2+OA2 ], dya?
r2 = x2 + y?

[63] Diana: Si, Pitagoras y ya.
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Dq: Archivo 4.2 (Fig. 17)
D,: Ejs; Definiciéon de
seno en el plano [58]

D3I Rl, R2 [59]

A 4

E;: (r.senf)? + (r.cos0)? = r? [24], [36]

2
+¥2

2

=\ 2 =\ 2
BA 0OA
Re: 1% =12 (—) + 2. (—r) = r? =42 =

T
12 =BA?2+ 0A?’ = 1% =x% 4+ y?[59] - [6
R3: Teorema de Pitdgoras [62]
|

Marco algebraico

13N

BA
=
1]

ANALISIS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Nuevamente el grupo no hace uso del arrastre para explorar propiedades o generalizar lo visto
a todos los cuadrantes, se limitan a ver la construccion en el primer cuadrante. Curiosamente,
si hacen uso de la calculadora de Cabri para verificar la identidad, usando valores variables de
r y 0 (cuando hacen el calculo, sefialan los valores y no escriben los que ven en ese
momento), pero al no arrastrar, o no modificar el valor de r, no ven que la propiedad es
validad para todo r y 0. El primer esquema representa una argumentacion inductiva o
empirica, basada en el uso de valores numéricos y el uso del dibujo que representa la
identidad pitagodrica en el primer cuadrante. Ante la refutacion Rpi; del investigador, usan la
definicion de seno y coseno planteada en la fase de conjetura y realizan una demostracion
algebraica de la identidad. Finalizando, cambian los simbolos geométricos AB y OA por las
variables x e y usadas en la definicion de las razones en el plano. Esto podria indicar una

conexion entre lo geométrico y lo analitico.

Los operadores R4 y Rs son ejemplos que ayudan a justificar de manera empirica la
identidad. El operador tedrico R¢ estd basado en la definicion de las razones seno y coseno en
el tridngulo y la realizacion de operaciones algebraicas que garantizan la validez de la
identidad. El Teorema de Pitagoras (R3, también usado en la fase de conjetura) soporta la

igualdad 2 = x? + y? planteada al final.

El sistema de representacion se caracteriza por el uso del dibujo realizado en la hoja de

trabajo (L3) y el uso de expresiones algebraicas (L,).

La estructura de control va del control empirico basado en los calculos numéricos en la

calculadora de Cabri y el uso del dibujo para determinar los nombres, al control tedrico,
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caracterizado por el uso de métodos algebraicos para la construcciéon de una demostracion

algebraica y el uso del Teorema de Pitagoras.

La estructura de la demostracion cambia de lo empirico a lo deductivo.

El tipo de demostracion es un experimento mental estructurado al usar ejemplos para

verificar la verdad y posteriormente dejarlo de lado.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracién

\ 4

Dig

E relmat

Eyidpit

A 4

Dlg

Ripig, Rypig

R3 tp

Rstp, Ryprn, Rsprg I

|
—

I====
| Dyg E,idpit |
— 1 —— 41

—_—_—

Dlgn D2defpca
D:R,R,

E,idpit

A 4

Rstp, Rgdemalg

demalg: demostracion algebraica.

idpit: Identidad Pitagorica.

pig: propiedades de la igualdad.

prg: prueba geométrica.

prn: prueba numeérica.

tp: Teorema de Pitagoras.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,: (r.senf)? + (r.cos6)? = r? E,: (r.senf)? + (r.cos6)? = r?
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES | SIST. DE E. DE OPERADORES SIST. DE E. DE
B4 REPR. CONTROL . REPR CONTROL
Ry senf = 22 = Rj: Teorema de
_ _AZ L,: Diagrama | X;: Teérico Pitagoras. L,: Uso de %,: Ejemplo
S enH.BLA— BA= | dinamico de (definicion de Ry (5. 5en0)? + expresiones numérico y
= sen® Cabri como seno y coseno, 5 .cos. 8)? = 25 algebraicas. geométrico.
oq dibujo - propiedades de : N L. Dibuio S - Tebri
Ry cosf = —= la igualdad, Rs: Figura 19 N y 1. Leorico
_r L,: Uso de geometrico. (demostracion
cosh.r = 04 = . teorema de ] .
T expresiones - A algebraica
04 . Pitagoras). A \\\
=— algebraicas. U\ ‘xm"‘S 3% basada en la
% | N definicion de

Rj: Teorema de
Pitagoras.

Rg1r? =
2
BA
rz.(— +
T
—\ 2
04
rz.(— =72 =
" —2
—2
2 BA 2 OA
Pk

Seno y coseno,
propiedades de
la igualdad,
teorema de
Pitagoras).
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E,: (r.senf)? + (r.cos6)? = r? E,: (r.senf)? + (r.cos6)? = r?

r? =
BA? + 0A* =
r2 =x%+y?

Marco geométrico — algebraico Marco geométrico — algebraico

CONTINUIDAD DEL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva. Deductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EME: Secuencia logica derivada de los datos del
problema, las definiciones y teoremas aceptados. Las
comprobaciones se usaron para corroborar la verdad de
la Identidad Pitagorica.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Tanto en los esquemas generales como en las tablas, se evidencia la unidad cognitiva
que conlleva a la construccion de una demostracion tipo experimento mental estructurado. En
la fase de demostracion, hay pasos empiricos que ayudan a comprobar la verdad de la
identidad planteada, pero la demostracion final se basa en propiedades generales. En este caso
la unidad cognitiva ayuda a la construccion de la demostracion, debido a que, desde la fase de

conjetura el control estuvo basado en propiedades matematicas.

A pesar que los estudiantes no hicieron uso del arrastre para explorar o verificar las
relaciones planteadas en los diferentes cuadrantes del plano cartesiano, construyen una
demostracion deductiva; esto se puede explicar por la construccion del archivo, en donde, sin
mucho esfuerzo o necesidad de exploracion se “ve” la Identidad Pitagorica. Por otro lado, el
hecho de no explorar la relacion en otros cuadrantes no invalida la identidad y por lo tanto es
suficiente verla en el primer cuadrante, aunque lo deseable es que los estudiantes “vean” que

la relacion se cumple para cualquier angulo 0 entre —360° y 360°.

6.8 Sintesis final

Las siguientes tablas muestran, de manera esquematica y resumida, la evolucion de cada uno

de los grupos G1A y G2A en el desarrollo de cada uno de los problemas de demostracion.
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Analizando la tabla 5 podemos observar que el grupo GlA presenta un avance tanto en el
desarrollo de habilidades de demostracion, como en el aprendizaje de los conceptos y

propiedades de las razones trigonométricas.

El grupo inicia construyendo demostraciones inductivas y termina construyendo
demostraciones deductivas, salvo en el problema 2.6.1B, en donde consideramos que los dos
procesos fueron inductivos debido a que la conjetura la plantearon con una forma de
argumentacion por analogia con el problema 2.6.1A. En este caso las estudiantes plantearon
un proceso de demostracion de apariencia deductiva, pero debido a que no habian realizado
ningun proceso de razonamiento, ni de argumentaciéon no concluyen con una demostracion
deductiva. Sin embargo, como se evidencid en el andlisis realizado en parrafos anteriores, las
estudiantes no estdn convencidas de su demostracion y buscan argumentos que les ayuden a
convencerse a ellas mimas. Por otro lado, la ruptura estructural en el problema 2.5.3 se dio
para pasar del planteamiento de una conjetura con argumentos inductivos a la construccion de
una demostracion deductiva, basada en el uso del ejemplo para recordar propiedades

matematicas generales.

A partir del segundo problema analizado, vemos que las estudiantes pasan de usar
operadores perceptivos y numéricos a usar operadores basados en las definiciones,
propiedades y teoremas aprendidos. Usan el sistema de representacion algebraico, lo que
significa que usan y comprenden las propiedades, definiciones y teoremas de manera general.
Como consecuencia de lo anterior el control se vuelve tedrico y el marco empieza a moverse
entre la trigonometria del tridngulo y del plano cartesiano. Esto nos indica que las estudiantes
han avanzado en el aprendizaje de los conceptos y propiedades de las razones

trigonométricas.

Respecto al grupo G2A, la tabla 6 nos permite detectar un proceso razonamiento
inductivo, muy préximo del razonamiento deductivo, dado que, en casi todos los problemas se
logré una ruptura del sistema de referencia que condujo a la construccion de una
demostracién genérica analitica o genérica intelectual. Al respecto Balacheff destaca la
importancia del ejemplo genérico como una forma de romper la discontinuidad
epistemologica entre los procesos de produccion de demostraciones por parte de los
estudiantes, sefialando que esta ruptura se supera cuando ellos puedan pasar de un empirismo
ingenuo a mirar las afirmaciones matematicas con un enfoque mas formal a través del

descubrimiento del ejemplo genérico.
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Como se puede observar en la tabla 6, la ruptura del sistema de referencia se caracteriza
por el cambio de operadores perceptivos o basados en generalizaciones de procesos
empleados en la resolucion de problemas anteriores, al uso de operadores basados en las
definiciones y propiedades recordadas con la exploracion y analisis de los archivos
suministrados y con las intervenciones del investigador o de la profesora, el cambio de una
estructura de control perceptiva o basada en el arrastre en Cabri a un control tedrico y el uso

del algebra como sistema de representacion.

Sin embargo, los marcos perceptivos y numéricos reflejados en la solucion de casi todos
los problemas sugieren que el grupo no ha adquirido un dominio total de los conceptos y
propiedades de las razones trigonométricas. Una de las razones que pueden justificar esta
situacion, es el hecho de que el grupo se sigue apoyando continuamente en la exploracion y
analisis de propiedades observadas en los multiples ejemplos que suministra Cabri, para
recordar o descubrir propiedades geométricas, métricas o analiticas, pero no pueden realizar la
total conexion con las definiciones y propiedades trigonométricas estudiadas, de ahi que no se
de el salto necesario para la construccion de demostraciones deductivas de propiedades de las

razones trigonométricas.
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7. Evaluacion de la unidad de ensenanza

Para llevar a cabo la evaluacion de la unidad de ensefianza, realizamos un analisis de las
actividades planteadas en cada una de las fases de aprendizaje de cada una de las seis
actividades que conforman la unidad de ensefianza. Analizamos las ventajas o desventajas de
haber incluido ciertas actividades en cada fase y realizamos comentarios sobre los logros y
dificultades detectados, tanto en el proceso de aprendizaje de los conceptos y propiedades de
las razones trigonométricas, como del desarrollo de habilidades de demostracion. En este

analisis tenemos en cuenta lo realizado por los 17 estudiantes que conforman el grupo.

En la seccidn 7.1 presentamos el andlisis de las actividades de la fase de informacion, en
la seccidn 7.2 el anélisis de las actividades de la fase de orientacién dirigida, en la seccién 7.3
las actividades de la fase de explicitacion, en la seccion 7.4 las actividades de las fase de
orientacion libre y en la seccion 7.5 las actividades de la fase de integracion. En cada una de
las secciones presentamos ejemplos transcritos o escaneados de actuaciones de los estudiantes
que corroboran el anélisis realizado y sirven para determinar los logros o las dificultades mas
notorios en el desarrollo de la experimentacién. En 7.6 realizamos una sintesis final de la

evaluacion de la unidad de ensefianza a través de las fases.

7.1 Fase de informacion

El planteamiento de problemas que requerian el uso de nuevos conceptos y propiedades en la
fase de informacion fue de gran ayuda para los estudiantes, dado que alli podian experimentar
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y explorar a través de un razonamiento inductivo, usando valores huméricos o la visualizacion
de relaciones en el diagrama dindmico de Cabri (cuando se permitia) para comprobar los
problemas o las conjeturas planteadas. Esta experimentacion les permitia comprender hacia
donde se orientaba la actividad, atreverse a plantear nuevas conjeturas, comprender que lo
aprendido en una actividad anterior podria extenderse a casos mas generales con nuevas

definiciones y a conectar los conceptos y propiedades aprendidos.

Esta fase también nos ofrecid informacion de los estudiantes acerca de los preconceptos,
de la comprensidén de conceptos, procedimientos y propiedades trabajados en actividades
anteriores y del avance en sus habilidades de demostracion. Los siguientes ejemplos ilustran
algunos de estos aspectos.

En la actividad 1 suponiamos que los estudiantes no sabian nada acerca de las razones
trigonométricas, por ello esperabamos que en la actividad 1.1.1 no encontraran los valores de
la amplitud de los &ngulos del triangulo rectangulo, puesto que solo se conocian los valores de
los catetos. En el mejor de los casos, esperdbamos que recurrieran al uso de medidas para
dibujar el triangulo y calcular las amplitudes con el transportador, pero los estudiantes ya
habian trabajado las razones trigonométricas en Fisica y emplearon las definiciones de las
razones y el teorema de los senos, sin embargo, se evidencié que usaban las definiciones o
teoremas como formulas mecénicas y no tenian una verdadera comprension de dichos

conceptos, como se evidencia en la siguiente transcripcion del grupo G1A.

[1] Inv.: ¢(Qué estan haciendo?

[2] Mapa: Estamos tratando de despejar la de seno de 6, es igual a opuesto sobre
hipotenusa. ¢ Qué va a hacer? [le pregunta a Diana]

[3] Diana: Seno.
[4] Mapa. ¢Pero de qué?
[5] Diana: De eso [sefiala el lado opuesto del triangulo rectangulo]

[6] Mapa: Seno de esto [sefala el lado opuesto del tridngulo rectangulo], seno de 12,81, y
después 8 dividido en eso, eso da & ¢no? [escriben el la calculadora de Cabri:
8/sen(12.81)]

[7] Inv.: ¢Estas hallando el seno de quée?

[8] Diana: Eso seria el angulo.

[9] Inv.: ;Seria el seno de qué?

[10] Mapa: El seno de la hipotenusa.

[11] Inv.: (TG le puedes hallar el seno a la hipotenusa?
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[12]
[13]

[14]

[15]
[16]
[17]

[18]

[19]
[20]

[21]
[22]
[23]
[24]
[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
[31]
[32]
[33]
[34]

Seno.

sirve

Diana: No le estamos hallando el seno a la hipotenusa, el seno al angulo.
Mapa: Es que estamos despejando [sefiala lo escrito en la hoja de trabajo:

c. opuesto
senf = —PZET0
hipotenusa
s |
send = —
12,81

Diana: Es que estamos despejando [halla el cociente ﬁ = 0,62 y halla sen(0,62)]

Inv.: ¢ Qué significa sen(0,62)? ¢ le estarias hallando el seno a qué?
Mapa: No espera, pensemos, si el seno de & es opuesto sobre hipotenusa, entonces...

Inv.: Tienen los valores del cateto opuesto y la hipotenusa, entonces, ¢cémo hallan el
seno del angulo?

Diana: Este pasa a dividir [sefiala % [13] vy el texto sen, borra el texto del lado
' 8

izquierdo de la igualdad y escribe 6 = p————

multiplicando.

], Ah, eso fue lo que no hicimos, esta

Mapa: ¢Qué va a multiplicar seno? ¢seno de qué? ¢si entiende?

Inv.: ¢Si t tienes el valor del seno de un angulo y quieres hallar el valor del angulo
qué haces?

Diana: Se despeja.

Inv.: ¢ Como despejas?

Diana: El seno pasa a dividir...

Mapa: ¢Eso no es lo de shift seno?

Inv.: ¢ Eso para qué sirve?

Mapa: Eso no es lo que se voltea, espera..., 1 sobre 0,62.

Inv.: ¢ Por qué estan pensando que se puede hallar el angulo con el seno?

Mapa: Porque tenemos el opuesto, el adyacente y la hipotenusa.

Inv.: ¢ Qué es el seno?

G1: No sé.

Inv.: ¢ Qué significa el seno de un angulo? ¢qué es eso?

Mapa: El resultado de multiplicar el lado opuesto sobre la hipotenusa.

Inv.: ¢ ESO es seno?

Mapa: El seno del angulo..., no sé.

Vemos en la transcripcion que los estudiantes no comprenden lo que significa la razén
Estan tomando la definicion del seno en el triangulo rectangulo como una féormula que

para despejar 0 dividiendo por la expresion sen. Esto implica que estan viendo la

expresion sen como una constante 0 como un valor numérico. Ante la respuesta dada en [32]
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del significado de la razdn seno, se constata que la razon es un valor numérico, resultado del

cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa, pero que no tiene nada que ver con 6.

A otro grupo que usé coseno se le preguntd ¢Qué significa que coseno del angulo sea
1/2? Las respuestas dadas fueron: “la medida del angulo”, “la medida de los catetos”, “coseno

es la variacion”.

En el siguiente ejemplo, Juanita explica como resolvieron el mismo problema aplicando
la ley de los senos, pero no tiene idea de lo que significa. Ante la pregunta del investigador, la

respuesta consiste en repetir la formula.

[1] Juanita: Por la ley del seno.

[2] Inv.: (Esa ley del seno la habian visto en qué materia?
[3] Juanita: En Fisica la vimos el afio pasado.

[4] Inv.: {Por qué se utiliza ahi?

[5] Juanita: Porque tenemos un lado y un angulo. La usamos para encontrar el otro lado o
el otro angulo.

[6] Inv.: ¢{Qué es la ley del seno?

sen(4) _ sen(B) _ sen(C)
- b - c

[7] Juanita: [repite la formula]

En general, los estudiantes fueron capaces de encontrar los valores de los angulos con la
informacidn suministrada, pero de manera mecanica, utilizando conceptos y teoremas que no
comprendian. Ninguno us6 medidas. Solamente un estudiante manifest6 que la informacion

no era suficiente.

Respecto a los otros problemas de la actividad 1.1, se evidencié que los estudiantes
recuerdan y aplican muy bien el teorema de Pitadgoras y saben plantear y resolver ecuaciones
lineales y cuadréaticas, usan argumentos matematicos expresados en el lenguaje natural. Por
ejemplo, ante la pregunta ¢Existen otros triangulos rectangulos con medidas de sus
catetos 8 cm. y 10 cm. y medida de angulos diferentes? La respuesta general fue negativa,
con argumentos validos como los siguientes: “La hipotenusa no cambia, siempre va a ser la
misma”’; “si la hipotenusa no cambia, la ley del seno no varia”; “si los catetos no cambian, la
hipotenusa no cambia, entonces los angulos no varian”. Otros argumentos usados fueron
incorrectos “Todos los triangulos rectangulos tendran la suma de sus angulos internos igual

a 180°”, “si tenemos las mismas medidas, la abertura sera la misma”.

Ante la pregunta ¢ Existen otros triangulos rectangulos con medida del angulo igual

a 32° y medidas de sus catetos e hipotenusa diferentes? La respuesta en general fue que si,

228



Evaluacién de la unidad de ensefianza JORGE FIALLO

apoyandose bastante en las propiedades de los triangulos semejantes, solamente un grupo dijo

que no porque “las medidas de los d&ngulos depende de las medidas de los lados™.

En las actividades 2.1.1 y 2.1.2, los estudiantes debian demostrar la verdad de las
siguientes conjeturas sen(A) =cos (A—90) y cos(A) =sen(A—90), o dar un
contraejemplo en caso de falsedad, plantear la relacion correcta y demostrarla. La mayoria de
los estudiantes recurrieron al uso de varios ejemplos numéricos para justificar la verdad del
primer enunciado y la falsedad del segundo. Con lo observado en los ejemplos, plantearon
que la segunda relacion es de inversos aditivos y se basaron en los ejemplos para justificarla.
Ningun estudiante realiz6 una demostracion deductiva para la primera relacion, lo mas
general fue el planteamiento de un grupo, quienes apoyados en lo visualizado en Cabiri,
plantean un dibujo y dan varios ejemplos sobre él, plantean que las razones en el plano
cartesiano tenian diferentes signos en cada cuadrante y que seno toma valores entre —1 y 1.
Algunos errores comunes fueron los siguientes: “El angulo no puede ser negativo”, “el
angulo es negativo y coseno no puede ser negativo”. El primer error evidencia la permanencia
de la concepcion de los angulos y de las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo. El
segundo, se basa en la consideracion de que los valores de las razones de dngulos negativos
deben ser negativos. Otros plantearon que era lo mismo que 90 — A (generalizacién de lo

realizado en la actividad uno, sin ningin proceso de exploracion).

En la actividad 3 se destacan el uso de Cabri para representar angulos y calcular las
razones de ellos a través del uso de las respectivas coordenadas. Se empiezan a ver avances en
el desarrollo de habilidades de demostracion en algunos estudiantes, lo cual demuestra un
dominio de los conceptos y propiedades aprendidos en las dos primeras actividades y el uso
de un razonamiento deductivo en los dos procesos de argumentacion y demostracion.

Al inicio de la actividad 4, se sigue viendo el progreso en el uso de los conceptos,
propiedades y procedimientos usados en las actividades anteriores para resolver problemas de
la fase de informacidén. Por ejemplo, ante el problema planteado de expresar la razon coseno
en funcidn de la razon seno, un estudiante plantea que “seno seria igual a coseno si el
triangulo fuera isosceles”. Otro grupo usé el teorema de Pitagoras para hallar coseno, dados
los valores y e r de la razén seno (problema 4.1.1), luego usdé de forma general las
definiciones de seno y coseno en el plano cartesiano y plantearon la siguiente conjetura que

relaciona seno y coseno a traves de la variable y y el radio r:
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sen(0) = %'COS(H) - % ri=xt+y? > x=r?—y? = cos(0) = _\/rer =

La mayoria de estudiantes no fue capaz de resolver el problema de expresar seno de un
angulo 6 en funcion de coseno del angulo 6. Algunos plantearon identidades vistas, pero que
relacionan el seno de 6 con el coseno del complemento de 6 (sen(8) = cos (90 — 8)), varios

propusieron que no era posible resolver el problema.

En la fase de informacién de la actividad 5 se confirman los errores esperados en la
mayoria de estudiantes. En 5.1.1 hallan sen(a + 8) y cos (¢ + ) sumando los valores dados
para sen(a), sen(B), cos (@) y cos(B). En 5.1.3 usan la “propiedad distributiva” para
justificar que sen(a + B) = sen(a) + sen(B) y que cos(a + B) = cos(a) + cos(B), al
comprobar en la calculadora la falsedad de la igualdad se sorprenden y plantean que “deberia
cumplirse porque se debe cumplir la propiedad distributiva”. Veamos la transcripcion del
grupo conformado por Mela y Diana.

[1] Mela: Es que ahora sabemos que no se puede decir que sen(a + ) = sen(a) + sen(B)

[después de haber verificado con @« = 30 y 8 = 80], pero igual si uno lo hace es por
propiedad distributiva, se puede hacer.

[2] Inv.: TG crees que si ¢ Cuél es la duda?

[3] Mela: Pues que al hacerlo, si uno suma, digamos 30 mas 80 y luego le halla el seno a
eso queda diferente de hallar seno de 30 més seno de 80.

[4] Inv.: ¢(Entonces, qué crees?

[5] Diana: Que por la propiedad, eso deberia ser cierto, pero nos da diferente.
[6] Inv.: ¢Por cuél propiedad?

[7] Diana: Distributiva.

[8] Inv.: ¢Sera que ahi se cumple la propiedad distributiva?

[9] Mela: Ahora creo que no.

[10] Inv.: ¢Por qué no?

[11] Diana: Porque ¢esta sumando?

[12] Inv.: ¢Siempre se tiene que cumplir la propiedad distributiva?
[13] Mela: Pues hasta ahora yo pensaba que si.

[14] Inv.: Por ejemplo, ;Va + b = va + Vb?

[15] Mela: No sé.

[16] Inv.: ¢La duda la tienes porque haciendo un ejemplo no te da?
[17] Mela: Si, como un ejemplo no me da, entonces, ya no me da.
[18] Inv.: {Qué pasa cuando un ejemplo no se cumple?
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[19] Grupo: Es un contraejemplo y entonces la proposicion es falsa.
[20] Mela: ¢Pero por qué es falsa? Es lo que no entiendo.

De lo anterior se concluye que algunos estudiantes estdn considerando las razones
trigonométricas como factores y no como operadores o funciones que actian sobre los
angulos (otro de los problemas del aprendizaje de la trigonometria), por eso el investigador les
plantea otra operacion mas conocida para ellos en donde no se cumple la “propiedad
distributiva”, pero tampoco les aclara la duda. Es importante lo expresado por el grupo, en el
sentido de querer saber por qué es falsa la proposicion, no solamente por la verificacion de un
contraegjemplo, esto muestra la necesidad que empiezan a sentir los estudiantes de usar
argumentos tedricos para la construccion de una demostracion. Los estudiantes han entrado en
la dindmica de que deben explicar sus respuestas, y por esto, ellos mismos se pueden dar
cuenta con un contraejemplo de la falsedad de ciertas conjeturas, o al menos verificar que se
cumple para algunos casos las verdaderas, y que en general, se debe recurrir al uso de

argumentos matematicos para demostrar.

La dindmica expresada en el parrafo anterior, se evidencia aun méas en la fase de
informacion de la actividad 6.
Los estudiantes debian resolver los siguientes problemas:

(A qué esigual sen(a — B)? ¢A quéesigual cos(a — B)?

Ningun estudiante plante6 que la razon de la diferencia era igual a la diferencia de las
razones, todos usaron el archivo dado para la actividad 6.2. A través de la exploracion
plantearon la identidad correcta y la gran mayoria realiz6 una demostracion deductiva formal

estructurada.

Como vimos en el transcurso de los parrafos anteriores, la mayoria de actividades
planteadas en la fase de informacion cumplieron con la finalidad de obtencién de informacion
reciproca profesor estudiante. Sirvio para generar inquietud sobre la necesidad de nuevos
conceptos y detectar avances o dificultades en el aprendizaje de las razones trigonomeétricas y
el proceso de demostracion. En la actividad 1 (razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo) se plantearon demasiadas actividades, lo que sugiere que para una préxima

experimentacion se deben suprimir algunas de ellas.
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7.2 Fase de orientacion dirigida

Esta fase se caracterizd por el uso de diagramas dinamicos para explorar, conjeturar y
demostrar propiedades de las razones trigonométricas. Los conceptos, relaciones, propiedades
y procedimientos para el aprendizaje de la trigonometria y el desarrollo de habilidades de
demostracion, se fueron presentando de manera progresiva, teniendo en cuenta su relevancia
en el avance de la unidad de ensefianza. Consideramos que el uso de Cabri fue una
herramienta valiosa para lograr que los estudiantes fueran adquiriendo los conocimientos y las
habilidades necesarias a través de la interaccion y retroalimentacion ofrecida por el programa,
sin la intervencion continua del profesor. ElI uso de Cabri permitid que los estudiantes
pudieran ver los conceptos, relaciones y propiedades para el planteamiento y comprobacion
de sus conjeturas, ayudo a la conexion de los diferentes sistemas de representacion y a la
exploracién de conceptos mas avanzados como infinito.

El planteamiento de la fase de orientacion dirigida a través de problemas abiertos de
conjetura y demostracién, distinguiendo cada proceso con las palabras conjeturando y
demostrando, ayudd a superar una de las dificultades que se presenta en al andlisis de la
unidad cognitiva, la cual consiste en distinguir cada uno de estos procesos (Pedemonte, 2005).

Por otro lado, el haber disefiado una guia para el profesor fue un acierto, que contribuy6
al logro de estos objetivos y ofrecié un gran aporte para el aprendizaje de la trigonometria y el
desarrollo del proceso de demostracion. La guia del profesor fue un acierto porque alli se
explico con claridad el objetivo de plantear determinada actividad, lo que se esperaba del
estudiante, tanto a nivel de aprendizaje de conceptos, como a nivel de desarrollo de
habilidades de demostracion, las posibles respuestas de los estudiantes y la manera de
orientarlos hacia los objetivos propuestos. Igualmente se sefial6 cuales podian ser las posibles
dificultades que se podian presentar, tanto en el aprendizaje de conceptos y desarrollo de
habilidades, como en el manejo de Cabri y se sugirié algunas alternativas de solucion.
También se recalcO sobre la importancia de que la intervencion del profesor deberia ser
minima para que los estudiantes pudieran plantear sus propias conjeturas y construir sus
propias demostraciones. El papel del profesor debia ser de orientador y animador para la
exploracion de diferentes alternativas de solucion al problema planteado, especialmente que
los estudiantes hicieran uso de la exploracion y el analisis de las propiedades matematicas
presentes en los archivos suministrados.

Una dificultad que se presentd en el desarrollo de esta fase tiene que ver con la

extension de las actividades propuestas y el manejo del tiempo. Pensamos que planteamos
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muchas actividades que involucraron muchos conceptos, con diferentes sistemas de
representacion que el estudiante tenia que comprender y conectar en un periodo de tiempo

limitado. En una préxima experimentacion habra que recortar algunas actividades.

7.3 Fase de explicitacion

Al plantear esta fase en varios momentos, casi siempre después de terminadas las actividades
de las fases 1, 2 y 4, ayudoé a aclarar y conectar conceptos, a observar diferentes estrategias y
procedimientos de solucion de los problemas, y especialmente a observar diferentes tipos de
demostracion por parte de los estudiantes, los cuales sirvieron de referente y fueron
incorporados por la mayoria de los estudiantes en su dinamica de trabajo.

Esta fase fue fundamental para hacer énfasis en la necesidad de usar argumentos
tedricos y de representar y conectar lo observado en Cabri con lo escrito en la hoja de trabajo.
También sirvio para recalcar que la demostracion, ademés de conviccion, explicacion y
verificacion, también es descubrimiento, comunicacion y axiomatizacion (De Villiers, 1993).

Se destaca el efecto positivo que tuvo en los estudiantes la observacion y discusion de
sus propias ideas y las de sus compafieros, incluyendo el profesor como otro colega que
participaba y contribuia a la discusion. En esta fase, cada uno de los estudiantes que paso
voluntariamente a explicar sus soluciones a los problemas se sentia con el compromiso de
convencer a sus compafieros y al profesor.

El siguiente episodio da cuenta de ello, ademas de mostrar el avance que han tenido los
estudiantes en el aprendizaje de conceptos y desarrollo de habilidades de demostracion.

En la actividad 3.4.1.c, los estudiantes tenian que resolver el siguiente problema: ¢;Qué
relacion existe entre un angulo @ que esté en el segundo cuadrante y el angulo a?
Explica tu respuesta. En la actividad 3.5 de explicitacion, Ale realiza la siguiente
intervencion.

[1] Ale: Sabemos que 0+ « = 180, pero entonces no podemos escribir que 180 + o = @

¢Por qué? porque si ponemos esto y digamos 6 valga 20°, entonces « valdria 160°
y ya dijimos que « debe ser menor de 90°.

[2] Ale: Entonces quedaria que 180 + « = 6. [Dibuja en el tablero un plano cartesiano, una
circunferencia con centro en el origen del plano, dos semirrectas que representan
los lados finales de los angulos a y 0, los vectores rseno y rsenf. Nombra el origen
del plano O, los angulos a y 6 y los vértices de los triangulos OAB y ODE (Fig. 1)]

[3] Ale: Entonces, para hacer la comprobacion, la..., la explicacion, los triangulos en la
gréafica, aqui hay un angulo ¢cierto? [marca el angulo AOB, Fig. 1], @+ «, 0 €s
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suplemento de . ¢Entonces que tenemos que hacer?, comprobar que este angulo
de aca [sefiala DOE] es...

Figura 1: Representacion geométrica de la relacion 6 = 180 — o

[4] Est1.: ¢Eso tenemos que hacerlo para los cuatro cuadrantes?

[5] Ale: No, porque mira, & tiene este valor [sefiala 6 en el dibujo del tablero], 8 + « te da
180°.

[6] Ale: (Qué tenemos qué hacer? Tenemos que demostrar que este angulo es igual a este
angulo [marca los angulos o y AOB respectivamente, (Fig. 1)] ¢si? ¢entonces,
cémo lo demuestro?

[7] Ale: Entonces, yo puse que el triangulo ABO es congruente al tridngulo ODE [Fig. 2],
porque fijate que el angulo A de éste tridngulo [sefiala OAB] y el angulo D del otro
triangulo [angulo ODE] son rectos.

_ I
e al AODE |

FAYXD etk
roge = %
So-i6e  (URRILIL
o0 = (o0
1B

A

Figura 2: Demostracion en la fase de explicitacion

[8] Ale: También tenemos que éste es el vector rcosé [vector OA] y éste también es el
vector rcosé [vector OD]. Este es rsené'y éste también es rsen@ [vectores DE y AB
respectivamente].
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[9] Ale: Entonces, tenemos que el radio coseno de &es igual a radio coseno de 6, entonces
tenemos que estos dos vectores son iguales, entonces que AO, el vector AO es igual
a OD [escribe en el tablero las igualdades (Fig. 2)]

[10] Est2. ¢No podemos poner que eso es congruente por el teorema lado, lado, lado?
[11] Prof. Eso es lo que estd demostrando.
[12] Est 2. ¢Pero hay que escribirlo todo?

[13] Prof. ¢Si tu dices que es congruente por teorema lado, lado, lado, cuales son los lados
correspondientes que son congruentes? Eso es lo que estd haciendo Ale, esta
aplicando uno de los criterios para justificar por qué los triangulos son
congruentes.

[14] Mabe: ¢Pero, el coseno en el segundo cuadrante no es negativo?

[15] Prof.: Si, pero ella lo esta dando como medida, sin mirar el sentido, pero tienes razén
que tienen diferente sentido, pero tienen igual valor absoluto.

[16] Ale: Entonces, se podria hacer por lado, angulo, lado, éste lado es igual a éste lado
[sefiala AB y DE], éste angulo es igual a éste angulo [sefiala los angulos OAB y
ODE] y éste lado es igual a este lado [sefiala OA y OD].

[17] Ale: O también se podria hacer por lado, lado, lado, porgue éste el radio [sefiala OB y
OE] y los radios son iguales. Entonces se comprueba que...

[18] Prof. Ahi ya es suficiente, ¢con esos criterios entonces que puedes decir?

[19] Ale: A4h, si dos lados son..., son..., semejantes, /si? jno! los lados son
equivalentes...eso quiere decir que los angulos son congruentes a los angulos del
otro lado. Entonces, éste angulo [se refiere al &ngulo AOB que nombra como o] es
igual a este [se refiere a a y escribe en el tablero o, = o]. Entonces implica que
podemos tomar esto como « [sefiala o], entonces acé se podria colocar esto como
180 — « [se refiere a 0]

Ale construye una demostracion deductiva formal estructurada que parte de una
representacion geométrica para representar la propiedad enunciada y usar las relaciones del
dibujo como operadores y controles tedricos que conllevan a la demostracion de la relacion.
Es evidente el manejo teorico de la situacion y la conviccién de la estudiante de la necesidad
de demostrar todos los pasos planteados a través de propiedades matematicas. Las dudas de
algunos estudiantes son resueltas por Ale o por la profesora y la participacion de otro

estudiante es tenida en cuenta para decir que también se puede demostrar por ese teorema.

La actividad 3.7 (fase de explicitacion) fue fundamental para el avance en el desarrollo
de habilidades de demostracion. Consideramos que este momento fue esencial para que los
estudiantes, comprendieran la importancia de establecer conexiones entre los diferentes
sistemas de representacion, comprendieran la necesidad de demostrar la congruencia de

triangulos para poder usar las mismas variables x e y al usar las definiciones de las razones en
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el plano cartesiano. Varios estudiantes pasaron a demostrar sus conjeturas planteadas. La
mayoria explicé demostraciones de estructura deductiva apoyadas en la conexién entre el
dibujo geométrico y las propiedades matematicas. A continuacion mostramos un ejemplo que

ilustra lo mencionado.
Cami pasa al tablero a demostrar que sen(180 + a) = —sen(a).

[1] Cami: Escribe la identidad en el tablero (Fig. 3)

[2] Inv.: (Como se dieron cuenta de eso?

[3] Cami: Por el dibujo [realiza el dibujo en el tablero (Fig. 3)]
[4] Est.: ¢No se puede decir que miramos en Cabri?

[5] Prof.: Pero eso no es suficiente, deben explicar lo que vieron.

[6] Cami: Entonces 180 + « seria 6, entonces & queda en el tercer cuadrante, entonces este
punto es X, y [se refiere a la coordenada P(x, y) del dibujo (Fig. 3)].

[7] Cami: Entonces, al quedar acé [sefiala el angulo o] quedaria —x, —y [se refiere a las
coordenadas de o. Entonces, acé seria y sobre r [escribe % en el tercer cuadrante

(Fig. 3)] y acé seria, menos y sobre r [escribe _TY en el primer cuadrante (Fig. 3)]

sen(180 + a) = —sen(a)

. , ., . Yy _ -y
[8] Cami: Ahora si, la demostracion [escribe en el tablero: o (— T) ]
y_v
T T
o) & r ' :
Con HEE 4 0N= — DAY
- : N - N
B ISR Y A ——
T 0% 7
/ l /'*'\‘,_—')g;n
|\| \’:./,.;(x.{,,\- _,\- o) :\
(L
X

Figura 3: Fase de explicitacion (demostracion sen(180 + a) = - sen (a) )
[9] Prof. ;Como justificas el hecho de que uses para a'y para 180 + «, en el seno el mismo
valor y?
[10] Cami: Porque estos triangulos son congruentes [sefiala los dos triangulos de la figura]
[11] Prof. Eso es parte de la demostracion.
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[12]

[13]
[14]
[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]
[22]
[23]
[24]

[25]

[26]

Cami: [Marca los puntos de los triangulos y escribe A ABO = A A'B'0 (Fig. 3)].
Entonces seria porque, estos son opuestos por el vértice [sefiala o’ y a y escribe
a’ = a por o. vértices (Fig. 3)]

Cami: Eh, esto con esto por radios [sefiala OB y OB’ y escribe OB = OB’ por radios].

Cami: Y 4’0 con OA porque son la misma coordenada x.

Prof. Si, pero recuerda que lo que vamos a justificar es que podemos usar las mimas
coordenadas a partir de que los angulos son congruentes. Entonces, que tienes, por
opuestos por el vértice, los angulos son congruentes, esta bien. Por ser radios OB y
OB’ son congruentes, ;que mas puedes decir de los angulos?

Cami: Que estos son de 90 [sefiala y representa los &ngulos OA’B’y OAB, luego escribe
A A
A = A’ rectos]

Prof. Para demostrar que es el mismo x, lo que tengo que demostrar es que los
triangulos son congruentes. Entonces, td tienes dos angulos y un lado.

Cami: Entonces, A, L, A [escribe en el tablero ALA (Fig. 4)]

~3 =) e

Figura 4: Demostracion terminada

Prof. ;Con eso ya puedes decir A, L, A? ¢ya tienes dos angulos y el lado que esta entre
esos dos angulos?

Cami: Ah, no, esta el angulo [sefiala o], esta el lado [sefiala OB], pero falta este lado
[sefiala OA]

Prof. ¢ Qué puedes decir del otro angulo?

Cami: Ah, que son alternos, este lado es paralelo a este lado [sefiala AB y A’B’]

Prof.: Bueno si, pero, si ya dijiste algo de los otros dos, se puede decir que...

Cami: Si estos dos son iguales, estos son iguales [sefiala los respectivos angulos iguales,
borraﬁ = ﬁ’ y escribe: é = 13’ por suma de £ (Fig. 4)]

Cami: ¢Ya? Entonces, serian congruentes por este teorema [sefiala la palabra ALA en
el tablero]

Prof. ¢ Qué implica que los tridngulos sean congruentes?

237



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonomeétricas

[27] Cami: Que todos sus lados son iguales. Entonces, este y igual a este y (Fig. 4).

Cami realiza una demostracion deductiva formal estructurada, sabe responder a las
preguntas de la profesora y demuestra manejo de los conceptos y propiedades involucrados en
la demostracion. La profesora recalca la necesidad de demostrar la igualdad de las
coordenadas de las razones a través de la congruencia de triangulos y de explicar lo que se

hizo para el planteamiento de la conjetura, ademas de mirar en Cabri.

En la fase de explicitacion también se evidenci6 que algunos estudiantes se aprenden de
memoria las demostraciones, pero no comprenden realmente lo que hicieron y por qué lo

hicieron. Por ejemplo, Dani pasa a demostrar que cos(180 + a) = —cos ().

[1] Dani: [Copia el dibujo, escribe las razones y plantea que 180° < 6 < 270 y la identidad
(Fig. 5)]

Figura 5: Planteamiento de la demostracion de la identidad cos(180 + o) = -cos(c)

[2] Inv.: {Como se dieron cuenta de la relacion?
[3] Dani: Hay que demostrar que estos dos triangulos son...
[4] Prof. Nuevamente la pregunta ¢,cémo se dieron cuenta de la relacion?

[5] Dani: Porque coseno de 180 — « es este [sefiala el lado final de 180 — a y luego el

vector 0A'], y la razén coseno siempre es negativa en el tercer cuadrante, y como

estd en este es negativa y coseno de « es positivo [sefiala el vector O—A)]. Los
vectores tienen igual magnitud.

[6] Prof. ¢El sentido?

[7] Dani: Contrario.

[8] Prof. Ahora si demuestra la relacion.

[9] Dani: ¢Escribo lo que tengo aca?

[10] Prof. Haz de cuenta que tienes que demostrar eso, contarle a sus comparfieras.
[11] Dani: [Copia de la hoja de trabajo: OB = OB’ por ser radios de la circunferencia]
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[12] Est. ¢Siempre tenemos que copiar o mismo?

[13] Prof: No es copiar lo mismo, es hacer la demostracion de la relacion, si eso implica
algo que ya esté hecho, vuelve a explicar.

[14] Est. ¢Si ya demostramos que los dos triangulos eran iguales en el problema anterior?
[15] Prof. Hay que volverlo a demostrar.

[16] Dani: [Copia de la hoja de trabajo: OA = 0A’, por vector coseno, BA = BA', por vector
seno]

[17] Prof.: Eso implica que los tridngulos son congruentes, ¢y eso qué implica?
[18] Dani: Que los angulos «’y « son congruentes.
[19] Prof.: (Qué significa para la relacion?

[20] Dani: [Después de varios minutos de explicacién de la profesora], que esto es x, y
[escribe (X, y) al lado del punto B], y esto es (—x, —Y) [lo escribe al lado de B’]

cos(180 + a) = —cos(a)
—-X X
[21] Dani: [Copia de la hoja de trabajo en el tablero: ~ = (;) ]
—x _ —x
T - T

Vemos en la transcripcion, que la estudiante sabe los pasos que hay que seguir para
demostrar, pero no sabe conectar los diferentes pasos entre si. Tampoco sabe conectar los
diferentes sistemas de representacion, ni entiende la necesidad de demostrar que los triangulos
son congruentes para garantizar que las coordenadas son iguales y por ello podemos usar la
misma letra; esto se evidencia cuando justica que los lados OA'y OA4’, BA'y BA’ son iguales

por ser vectores iguales (esta asumiendo como verdadero lo que tiene que demostrar).

En los episodios mostrados también se destaca el papel de la profesora. Continuamente
estd sefialando la necesidad de explicar, comunicar y justificar todo lo que escriben las
estudiantes. De esta manera promueve las funciones de explicacion, justificacion y

comunicacion de la demostracion.

Consideramos que en la fase de explicitacion, estas dificultades se hacen evidentes y

deben ayudar al profesor a identificar los conocimientos y las carencias de los estudiantes.

7.4 Fase de Orientacion libre

Esta fase se caracterizd por el planteamiento de nuevos problemas, que requerian el uso de lo
aprendido en las fases de orientacion dirigida y de explicitacion. Los problemas planteaban la
busqueda de nuevas relaciones para las razones cotangente, secante y cosecante, las cuales no
se habian trabajado en la fase 2, se debian encontrar nuevas relaciones no explicitadas o se

pedian nuevas formas de demostrar. El anélisis de las hojas de trabajo de los estudiantes nos
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permitié identificar aspectos importantes de esta fase que contribuyeron al aprendizaje de la
trigonometria y el desarrollo de habilidades de demostracion.

En la actividad 1, la fase de orientacion libre sirvid para reforzar algunos conceptos e
ideas que habian sido resueltos de manera memoristica en la fase de informacién, se
plantearon preguntas que requerian de la comprension de los conceptos y propiedades de las
razones trigonomeétricas. Los problemas buscaban reforzar la idea de que, cuando dos lados
del triangulo rectangulo son constantes, no pueden existir triangulos con angulos diferentes,
pero, si los angulos son constantes, entonces, existen varios triangulos con medidas de sus
lados diferentes, es decir que las razones no dependen de las medidas de los lados del

triangulo, si no de sus angulos.

En el problema 1.6.4, se planteaba que un triangulo rectangulo tenia un angulo de 45° y
se pedia hallar las longitudes de lados y la amplitud de los angulos, todos los estudiantes

usaron el teorema de Pitagoras para indicar que las medidas de los catetos era a y la

hipotenusa v/2a.

Algunas de las respuestas a la pregunta ¢Existen otros triangulos rectangulos con
medida del angulo igual a 45° y medidas de sus catetos e hipotenusa diferentes? fueron las
siguientes: “si, siempre que la medida de su hipotenusa sea el resultado de multiplicar el

cateto por v/2”, “si, siempre y cuando las medidas de los catetos sea la misma”, “si, pues al

variar el valor de a (los catetos), también cambia el de la hipotenusa (a+v/2). Dando asi

triangulos semejantes, cuyos angulos son iguales y los lados varian proporcionalmente”.

. . 1 . e - . s
La mayoria de estudiantes expresaron que sen30 = > significa que, si en un tridngulo

existe un angulo de 30°, la hipotenusa del triangulo es el doble del cateto opuesto al angulo.
Algunos usaron esta relacion en el problema 1.6.7, para plantear que no existen triangulos
rectangulos con un angulo de 40° e hipotenusa el doble de uno de sus catetos. Algunas

justificaciones dadas fueron las siguientes: “para que la hipotenusa sea el doble de uno de los

catetos, los angulos del triangulo deben ser 30° 60° 90°”, “sen40 Za 0,342 ;i,

2a’

0,342 +# 0,5”.

. , 3
Todos plantearon que no es posible que el coseno de un angulo sea - porque “no es

posible que la hipotenusa sea menor que un cateto”, “coseno varia entre 0y 1”
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En la actividad 2 se plantearon varios momentos de la fase de orientacion libre dentro
de la clase (actividades 2.5 y 2.6). Analizando las hojas de trabajo de los estudiantes
(conjetura y demostracion como productos), se observa que al principio la mayoria de
conjeturas y demostraciones estaban soportadas en ejemplos numeéricos, a medida que se
avanzaba fueron surgiendo demostraciones que podriamos considerar deductivas, las cuales
usan las definiciones de las razones y las relaciones entre las coordenadas de los angulos A,

-A, 90 — A, y A — 90 para realizar planteamientos como el siguiente:

Conjetura: La relacién entre sen(A) y sen(—A) es el mismo resultado y lo que cambia es
el signo.

Demostracion: sen(4) =2 y sen(—4) = =

No usan ningan dibujo, ni presentan la relacion entre las coordenadas de los angulos.
Debido a esto, la profesora plantea y recalca sobre la necesidad de representar en la hoja de
trabajo lo que estan observando en Cabri. Esta sugerencia fue tenida en cuenta en la actividad
2.6.1, en donde se hizo mas frecuente el uso de dibujos o la explicitacion de la relacion entre

las coordenadas de los angulos para respaldar las demostraciones (Fig. 6).

264 ¢ sma- G (90-RY = Cox (-00-8)

= (ox {n-0) 50 - P(xY)
<en by 'I(m (an-AY oo (-9 -4 4(‘1}-1’!‘]—5 ?_(. ‘5rx)
v LE,"» ¥ % (p-ax)> Py, 0
* Corh - cen(90-2) . _ (‘59"("-@0-&)]).
= - {.:h_n _(n,-qon)

WshaX @0 (qo.n) "L © gm (A-00) = -X

Figura 6: Uso de las relaciones entre las coordenadas en el proceso de demostracion

Un grupo de estudiantes realizo la siguiente tabla (Fig. 7) para plantear y demostrar de

manera algebraica las relaciones sefialadas con las lineas.
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Figura 7: Tabla para relacionar las razones de los &ngulos A, A—-90y 90 - A

En la actividad 2.7 de explicitacion, el grupo explico sus conjeturas y demostraciones
usando la tabla (Fig. 7) y un buen nimero de estudiantes la empezaron a usar en las siguientes
actividades. Pensamos que esta forma de organizacion de la informacion ideada por los
mismos estudiantes (que no esperabamos), contribuyd de manera significativa para que los
estudiantes tuvieran una forma de analizar las relaciones sin la necesidad de Cabri, empezaran
a utilizar con mas frecuencia las definiciones de las razones en el plano cartesiano, usaran mas
el sistema de representacion algebraico y tuvieran una forma nemotécnica de recordar la

identidades trigonométricas. En la actividad 2.8 de orientacion libre, trabajada fuera del salén
de clase, algunos estudiantes ampliaron la tabla anterior y en base a ella plantearon y

demostraron las conjeturas pedidas en las sub-actividades 2.8.2 a 2.8.6 (Fig. 8).
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Figura 8: Demostracidon de la identidad cos(90 - A) = cos(A - 90)

En la actividad 3 se plantearon dos actividades de orientacion libre, la actividad 3.6 en
salon de clase y la 3.8 fuera del salon. En 3.6 se propuso que cada grupo conformado por dos

242


angelgutierrez
Stamp


Evaluacién de la unidad de ensefianza JORGE FIALLO

o tres estudiantes planteara y demostrara una o dos conjeturas de las dadas y que todo el salén
de clase conociera la forma de demostrarla en la siguiente actividad de la fase de explicitacion
(actividad 3.7). Esta actividad nos permitio detectar algunas dificultades que describimos a

continuacion.

Algunos estudiantes no son capaces de plantear una conjetura de la relacion solicitada
debido a que no reconocen los elementos o las propiedades geométricas implicitas en la
construccidn Si el estudiante no tiene claridad sobre los conceptos y los objetos representados
en el archivo, por méas que Cabri permita visualizar relaciones, el estudiante no las encontrara.
Por ejemplo, en 3.6.3 y 3.6.4 debian resolver el siguiente problema ¢Qué relacion existe
entre tan(180 —a)y tan(a)? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado.
Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura. Explica por qué

es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.3.

A continuaciéon presentamos la transcripcion de lo realizado por Mapa, quien no
reconoce los vectores que representan las razones tan(180 —a) y tan(a), por lo tanto no

“ve” ninguna relacién como se tenia previsto.

[1] Inv.: ¢ Qué es lo que pasa?

[2] Mapa: Me preguntan por la relacion de la tangente de /80 —  y tangente de «, yo se
que cuando esta asi, en ésta posicion [sefiala el lado final de angulo 6 en el segundo

cuadrante (Fig. 9)] /80— aes 6,y aes «a, pero digamos si la tengo, digamos en el
primer cuadrante.

E

B (4,219; 2,683) (4,219; 2,883)
5,000 cm 5,000 cm

=324°
1

Figura 9: Archivo 3.6.1

[3] Inv.: No sirve porque...[Mapa no deja terminar la frase]

[4] Mapa: Por eso, porque @seria ay 180 — « seria esto [sefiala el angulo o] ¢entonces lo
que me da lo cojo positivo?
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[5]

[6]
[7]
[8]

[9]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]
[16]

[17]

Inv.: No. Tienes que colocar & en el segundo cuadrante, seria para € en el segundo
cuadrante.

Mapa: ¢O sea la pregunta vale sélo para den el segundo cuadrante?
Inv.: Si, por ahora estamos mirando sélo cuando #esta en el segundo cuadrante.

Mapa: Entonces la relacion de tangente solamente es asi [mueve el angulo 6 hacia el
segundo cuadrante]

Inv.: ¢ Cudl seria la relacion?
Mapa: Para « tangente seria y sobre...

Inv.: ¢Cual y? [el investigador pregunta cuando ve que el estudiante sefiala el vector
que representa seno y su ordenada]

Mapa: Esta [sefiala la ordenada del punto final del vector que representa seno]

Inv.: No, ese no es el y de la tangente [el investigador le dice esto, debido a que Mapa
sefiala el vector seno y no el vector tangente. Aunque la ordenada de seno se puede
tomar para hallar tangente por formar triangulos semejantes con el vector tangente
(Fig. 9), Mapa no esta identificando la representacion vectorial de tangente]

Inv.: ¢ Cual es la tangente?
Mapa: No se cual es la tangente.

Inv.: Recuerde que ahi estamos representado las razones como vectores ¢cual es el
vector tangente? tu ya deberias saber, inclusive construirlos.

Mapa: No me acuerdo.
En otras ocasiones los estudiantes plantean la relacion correcta basada en lo observado

en el archivo de Cabri, pero no tienen los elementos teéricos para transformar lo que ven en

propiedades matematicas que conlleve a la construccion de la demostracién. Por ejemplo, en

3.6.9 y 3.6.10 debian resolver el siguiente problema ¢Qué relacion existe entre

tan(360 —a) y tan(a)? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado.

Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura. Explica por qué

es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.9. A continuacion transcribimos lo realizado por

Andrea y Lady, en donde se ilustra la debilidad del razonamiento inductivo apoyado en la

percepcion.

[1] Andrea: Que tangente de 360 —  da negativo en todos los cuadrantes.

[2] Inv.: ¢En todos los cuadrantes da negativo?

[3] Andrea: No, eso si no me di cuenta, lo que si me di cuenta, es que es la misma relacion,
que uno es positivo y el otro es negativo, de diferente signo, tienen el mismo valor
absoluto y tienen signos contrarios.

[4] Inv.: ¢La relacion cual es?

[5] Lady: Que tan(360 — a ) = —tan(a)
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[6] Inv.: ¢(COomo demostramos eso?

¥

\ F /
{a.11; 2,855

a=35°

BB
/ D\E

Figura 10: Archivo 3.6.1 para 6 =360 - o

[7] Lady: Primero, demostramos por lo que dijo Ale, por opuestos por el vértice que este
angulito [se refiere al angulo COD (Fig. 10)] también es « ¢si? Bueno, primero que
los triangulos son congruentes [se refiere a los triangulos COH y COG], y después,
esto....

[8] Inv.: Hay que demostrar que los triangulos son congruentes.

[9] Andrea: ¢ Tenemos que demostrar que los triangulos son congruentes?

[10] Lady: Cuando esté en el segundo cuadrante para que diera @tendria que ser /80 — c.
[11] Inv.: Yaes claro que en esta relacion @esté en el cuarto cuadrante.

[12] Lady: La demostracion la hacemos, bueno decimos que los triangulos son congruentes
y mostramos que tangente..., menos tangente de 360 — « €s igual a tangente de o,
en todos los cuadrantes y después demostramos que trescientos..., que solo en el
cuarto cuadrante se cumple que 360 — aes 6, ¢ya?

A pesar de que Andrea y Lady intentan usar lo explicado por su compafiera en la fase de
explicitacion, lo que dicen da cuenta de que no han comprendido los conceptos, ni las formas

de demostrar.

En la actividad 3.8 la mayoria de estudiantes presenté demostraciones deductivas de
identidades trigonometricas, acompafadas de representaciones geomeétricas y algebraicas.
Pensamos que esto se debe a que en la actividad 3.7 de explicitacion, los estudiantes tuvieron
la oportunidad de ver y discutir las demostraciones realizadas por sus comparieros y al hecho
de que la actividad permita la interaccion y ayuda entre compafieros fuera de clase. En estos
casos no podemos decir que todos los estudiantes razonan de manera deductiva porgue nos
presentan una demostracién deductiva (producto), pero este ejercicio les ayuda a ir
comprendiendo las formas de argumentacion que contribuyen al desarrollo de sus propias

habilidades de demostracion. Por ejemplo, en 3.8.2 debian resolver el siguiente problema ¢Es
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verdad que cos(180 —a) = cos (a)? Si la igualdad es cierta demuéstrala, si es falsa

refltala y encuentra una verdadera y demuéstrala.

Mechis realiza la siguiente demostraciéon (Fig. 11), la cual se podria considerar como

deductiva formal estructurada.

cos (1g0-o) £ oSt Falke ot que

mismo yalor absolodo  diferonic agpo.

(uEx = ¥ (ol = X
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YN GEN 2 hoph i
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4 0nE=90= % Mo

% OER =Y ad ok nesondiene -

Tl OF = 6% =( ]

LAL — \og-’f(m?]mcs son emejunte S,
(05 (Ao )= - ol

% -9

Figura 11: Demostracion de cos(180 - @) = —cos(a)

En la demostracion escrita se destaca la relacion entre el diagrama dindmico de Cabri y
el dibujo en la hoja de trabajo (uso de los vectores que representa cada lado trigonométrico
con sus respectivos colores), el uso de la definicién de coseno en el plano cartesiano, la
relacion entre las coordenadas de los angulos 180 — o y a y la demostracion de la congruencia
de triangulos (aunque usa la palabra semejante) como operadores tedricos. Hay un control
teorico caracterizado por la conexion entre las relaciones representadas en el dibujo, la
definicion de coseno, la demostracion geométrica de la congruencia y la demostracion
algebraica de la identidad trigonométrica.

En 3.8.7 debian encontrar otras relaciones de las razones trigonometricas de los angulos
o, 180 — a, 180 + a y 360 — a que no hubieran encontrado y demostrado en las actividades
anteriores y demostrarlas. Vicky plantea una nueva tabla (Fig. 12) para los angulos a,
180 — a, 180 + a y 360 — o, acompafiada de la representacion de los &ngulos y sus respectivas

coordenadas.
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Figura 12: Tabla de identidades trigonométricas de los &ngulos a, 180 - a, 180 + ay 360 - a0

Apoyada en la tabla (Fig. 12) plantea y demuestra de forma algebraica 36 identidades

trigonométricas de manera similar a las que se presentan en la figura 13, en donde hemos

tomado solamente algunas de ellas.
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Figura 13: Demostraciones de algunas identidades trigonométricas
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En la actividad 4.4 todos los estudiantes plantearon las identidades correctas y
realizaron una demostracion algebraica, apoyandose en el teorema de Pitdgoras, un buen

grupo de estudiantes represent6 con un dibujo la relacion en el primer cuadrante (Fig. 14).
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Figura 14: Demostracion de la identidad (rcsc)® = (rcotf)? + r?

En la actividad 5.4 la mayoria de estudiantes usé lo aprendido para la demostracion del
seno de la suma de dos angulos, en el planteamiento y demostracion del coseno de la suma de

dos &ngulos (Fig. 15).
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Figura 15: Demostracion de cos(a+B) = cos(a).cos(B) — sen(a).sen(B)
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En la sexta actividad usaron, desde la fase de informacion, lo aprendido en la quinta
actividad. La mayoria de estudiantes uso dibujos geométricos para representar las relaciones
visualizadas en el archivo dinamico de Cabri y conectar lo dibujado con las propiedades

matematicas representadas de manera algebraica.

De la fase de orientacion libre podemos concluir que con las actividades planteadas se
cumplié con el objetivo de la fase planteado en el modelo, el cual consiste en la aplicacion de
los conocimientos y lenguaje que los estudiantes acaban de adquirir a otras actividades y
problemas diferentes a las anteriores. La invitacion al planteamiento de nuevas relaciones
entre las razones trigonomeétricas, permitié a los estudiantes explorar diversas posibilidades,
utilizando lo aprendido para plantear nuevos conocimientos y formas de organizacion de la

informacidn, aplicando lo visualizado y explorado en Cabri.

En cuanto a las demostraciones construidas por los estudiantes en esta fase,
consideramos que se debe tener cuidado en suponer que los estudiantes razonan y demuestran
deductivamente, dado que la mayoria de conjeturas y demostraciones que presentan tienen
esta apariencia. Pensamos que esto ocurre porque los estudiantes se retnen fuera de la clase
para trabajar en grupos y dentro de estos existe alguno que ya razonan deductivamente y

ayudan a los que adn no lo hacen.

7.5 Fase de Integracion

Como fase de integracion, en las tres primeras actividades se plante6 completar un mapa
conceptual. Para las tres Gltimas actividades los estudiantes tenian que construir sus propios

mapas.

De los tres primeros mapas, no es mucho lo que se puede decir respecto a la forma de
organizacion de los conceptos y propiedades, dado que de alguna manera esta forma fue
impuesta por el mapa entregado. De los estudiantes que completaron el mapa de manera
similar a la planteada en el mapa de experto, debemos decir que supieron usar la informacion
recopilada en sus hojas de trabajo para rellenar correctamente las celdas o huecos faltantes.
Los mapas de los estudiantes que cometieron algunos errores o dejaron de llenar alguna celda
nos sirvieron para detectar las siguientes dificultades, deficiencias y avances que se

presentaron en cada una de las actividades.

En la actividad 1 mas o menos el 25% de los estudiantes cometieron el error de plantear

que las razones trigonométricas dependen del valor de los lados. El 25% cree que con el valor
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de un solo angulo se pueden hallar los otros lados y angulos del triangulo. ElI 40% no
identifico las seis identidades trigonomeétricas que se podian establecer entre las razones de un
angulo y las razones de su angulo complementario, posiblemente algunos lo hicieron por la

estrechez de la celda correspondiente.

En la actividad 2 todos los estudiantes plantearon que la razones trigonométricas no
dependen de los lados (o del radio), al parecer el error cometido en la primera actividad fue
superado. En las definiciones de cotangente y secante el 50% no aclard que el denominador
debia ser diferente de cero. Todos los estudiantes plantearon correctamente los valores y los
signos en cada cuadrante de las razones trigonométricas. La mayoria plante6 correctamente

las 18 identidades trigonométricas esperadas.

En la actividad 3 la mayoria de estudiantes completd correctamente el mapa entregado.
Algunos no plantearon todas las identidades esperadas o cometieron errores en su
planteamiento (Fig. 17). Al 30% de los estudiantes se les dificultd la representacion como

vectores de las identidades trigonométricas planteadas (Figuras 16 y 17).
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Figura 16: Algunas relaciones falsas; error de Figura 17: Error de representacion
representacion

En la actividad 4 se evidencid que los estudiantes usan de manera adecuada los mapas
conceptuales, todas las relaciones establecidas fueron correctas. El 40% uso representaciones
geomeétricas en el mapa, ya fuera la representacion de las razones como vectores en el primer
plano, la representacion de la identidad pitagorica fundamental o la representacion de las tres

identidades.
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En la informacion organizada en el mapa algunos incluyeron las relaciones bésicas de

las tres identidades pitagoricas (Fig. 18).
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Figura 18: Mapa conceptual Identidades Pitagdricas

Otros involucraron todo lo trabajado en el taller, incluyendo las formulas que relacionan

una razon en funcién de otra y la representacion de las razones (Fig. 19).
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Figura 19: Mapa conceptual Identidades Pitagoricas

Un estudiante incluyd las representaciones de las tres identidades y sus respectivas

demostraciones (Fig. 20).
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Figura 20: Mapa conceptual Identidades Pitagoricas

En la actividad 6 todos los estudiantes hicieron en el mapa el dibujo del archivo de
Cabri para representar geométricamente las razones (Fig. 21).
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Figura 21: Mapa del seno y coseno de la suma de dos angulos
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En la actividad 6 todos los estudiantes tomaron como referencia el mapa del experto
entregado al final de la actividad 5 y realizaron mapas muy similares (Fig. 22).
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Figura 22: Mapa del coseno de la diferencia de dos angulos

Hemos visto que los mapas ayudaron a detectar errores y dificultades que se fueron
tratando de corregir en las siguientes actividades. Lo analizado también concuerda y refuerza
lo dicho en la demas fases analizadas en cuanto al desarrollo de los conceptos y las
habilidades de demostracion, especialmente refuerzan el uso y la conexidn entre los sistemas

de representacidén geométrico y algebraico a partir de la tercera actividad.

Somos conscientes de que el andlisis realizado a los mapas conceptuales es bastante
superficial y no profundiza en el uso adecuado o no de dicha herramienta, pero lo presentado
da cuenta de que es una herramienta valiosa para la obtencion y organizacion de informacion,
tanto para el estudiante, el profesor y el investigador. Consideramos que fue un acierto el
haberlo incluido en la fase de integracién de Van Hiele. Proponemos que para una préxima
experimentacion con la unidad de ensefianza, los mapas deben empezar a ser construidos por
los estudiantes a partir de la tercera actividad y en los mapas de las dos primeras, tenemos que
incluir dentro del mapa las representaciones geométricas, para que el estudiante empieza a
considerarlas y a realizar conexiones con los otros sistemas de representacion desde el

principio.
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7.6 Sintesis final

Consideramos que las actividades planteadas en cada una de las fases fueron apropiadas para
lograr los objetivos perseguidos por el modelo de Van Hiele en cada una de ellas. También se
cumplieron con varios de los objetivos de aprendizaje y se logré avanzar en el aprendizaje de
ciertos conceptos y relaciones de las razones trigonométricas y el aprendizaje de procesos
matematicos como la representacion, las conexiones y el razonamiento y la demostracion
(NCTM, 2003).

El haber planteado la unidad de ensefianza partiendo del estudio de las definiciones,
propiedades e identidades de las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, y
posteriormente en el plano cartesiano, con sus representaciones en forma de vectores con la
ayuda visual y dindmica de Cabri ayudé a superar la dificultad de poder establecer conexiones
entre lo geométrico y lo analitico. En este sentido, las actividades planteadas en la fase de
explicitacion y la intervencion de la profesora, insistiendo en la necesidad de representar y
justificar lo visualizado en Cabri, ayudaron a superar esta dificultad sefialada por varios de los
investigadores en el tema. ElI enfoque geomeétrico, reflejado en las construcciones de los
archivos suministrados y las herramientas de exploracion y medicion ofrecidas por Cabri,

también ayudo a superar esta dificultad.

La inclusion de los mapas conceptuales en la fase de integracion fue otro gran acierto,
dado que en ellos se puede seguir insistiendo en la necesidad de conectar los diferentes
conceptos y propiedades de las razones trigonométricas y sus diferentes representaciones.
Como se menciono en la seccion anterior, los mapas conceptuales construidos por los mismos
estudiantes deben ser incluidos, desde la actividad 3 y deben incluir las representaciones

geomeétricas y vectoriales de las razones trigonométricas desde la actividad 1.

Con lo dicho en las secciones anteriores y lo resumido en ésta, consideramos que la
unidad de ensefianza es de gran ayuda y aporta, tanto al aprendizaje del tema de las razones
trigonométricas como a la investigacion en didactica de las matematicas. En prdximas
experimentaciones se deben reducir algunas de las actividades propuestas, ya que algunas de
ellas son repetitivas y quitan tiempo para el avance en otros temas de las razones

trigonométricas que aun no hemos podido explorar.
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8. Sintesis y conclusiones finales

El trabajo desarrollado en esta memoria nos ha permitido realizar varias contribuciones
originales a la investigacion en la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria y a la
investigacion en la ensefianza y el aprendizaje del proceso de demostracion matematica en la
secundaria y el bachillerato. Estas contribuciones y conclusiones se han venido presentando
en el transcurso de cada uno de los capitulos de esta memoria, especialmente los capitulos 3,

4,5y6.

Respecto a la investigacion en la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, los

aportes son los siguientes:

v Diseflo, experimentacion y evaluacion de una unidad de ensefianza en un
entorno de geometria dindmica, enfocandola ademas hacia el desarrollo de las habilidades de
demostracion. En el transcurso de la memoria se han descrito los aspectos conceptuales y
metodologicos de la unidad de ensefianza, en el quinto capitulo se describieron en detalle las
actividades, incluyendo algunas imagenes de los archivos usados. Estos archivos fueron
construidos de tal manera que los estudiantes pudieran explorar y comprender que los
conceptos y propiedades de las razones trigonométricas se cumplen para cualesquier angulo
entre 0° y £360°. Los archivos, junto con las preguntas propuestas en las guias de los
estudiantes se constituyeron es una gran ayuda para el aprendizaje de los conceptos y el
mejoramiento de las habilidades de demostraciéon como se pudo constatar en al andlisis de la

unidad cognitiva y de las fases de aprendizaje. Un aspecto importante de esta propuesta es que
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los propios estudiantes, sin demasiada intervencion del profesor son los que “descubren”
dichos conceptos y propiedades. Esto los motiva a querer saber por qué son verdaderos y el
SGD les proporciona los elementos necesarios para que encuentren dichas respuestas. E1 SGD
proporciond herramientas a los estudiantes para explorar y experimentar con objetos y
relaciones geométricas y numéricas. También favorecidé la interaccion entre explorar y
demostrar, entre hacer sobre el ordenador y justificar por medio de argumentos tedricos
(Laborde, 2000). Los estudiantes plantearon conjeturas que se pudieron probar con las
herramientas disponibles (Healey y Hoyles, 2001). De esta manera promovimos el
planteamiento de conjeturas y la construccion de demostraciones, aunque inicialmente no
todas las conjeturas planteadas fueron las esperadas, ni todas las demostraciones fueron
deductivas. Al inicio de la experimentaciéon y de cada una de las actividades (fase de
informacion) de las tres primeras actividades, las demostraciones fueron inductivas,
posteriormente, tanto en el avance de la misma actividad como en el avance de la tematica,
fueron apareciendo las demostraciones deductivas. A partir de la cuarta actividad la mayoria
de demostraciones (como producto) fueron de tipo ejemplo genérico o deductivo en todas las
fases. Esto corrobora la hipodtesis de Harel y Sowder (1998) quienes plantean que los
estudiantes realizan gradualmente el transito de las demostraciones inductivas a las
deductivas.

v Uso de las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele en la organizacion de
las actividades de la unidad de ensefianza.

En cuanto a las fases de aprendizaje, destacamos lo siguiente:

> Segin nuestra propuesta, temadtica, secuencia, objetivos de aprendizaje de
conceptos y propiedades matemadticas conectados entre si y nuestro objetivo de mejorar las
habilidades de demostracion, consideramos que, a diferencia de otras propuestas (Jaime y
Gutiérrez, 1990; Jaime, 1993; Corberan y otros, 1994; Guillén, 1997), la fase de informacion
no se puede obviar dado que en ella los estudiantes pueden experimentar y explorar a través
de un razonamiento inductivo, usar valores numéricos o la visualizacion de relaciones en el
diagrama dindmico para comprobar los problemas o las conjeturas planteadas. Esto ademas de
darle confianza al estudiante, le permite comprender hacia donde se orienta la actividad,
atreverse a plantear nuevas conjeturas, comprender que lo aprendido en una actividad anterior
puede extenderse a casos mas generales con nuevas definiciones y a conectar los conceptos y
propiedades aprendidos. Al profesor la da la oportunidad de discutir acerca de los posibles

errores o limitaciones de los argumentos inductivos, especialmente los soportados en valores
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numéricos o lo visualizado en el diagrama, sugerir al estudiante que traten de explicar por
qué lo que ven o comprobaron es cierto. También ofrece informacion de los preconceptos, de
la comprension de conceptos, procedimientos y propiedades trabajados en actividades
anteriores, de la unidad cognitiva y del avance en sus habilidades de demostracion. Sirve para
detectar errores conceptuales y procedimentales del tema cuando estos ya han sido abordados
en el area de Fisica. Permite identificar los estudiantes que estdn empezando a dejar de lado
los ejemplos y a razonar de manera mas cercana al razonamiento deductivo, o lo contrario,
aquellos que se rehuisan a dejar de lado las demostraciones inductivas y requieren de una

mayor intervencion.

> La fase de orientacion dirigida, enfocada hacia la promocién del planteamiento
de conjeturas y construccion de demostraciones con la ayuda de un SGD, siguiendo una
secuencia de contenidos que tiene en cuenta las sugerencias de los documentos orientadores
de curriculo y los resultados de investigaciones e innovaciones, y el desarrollo normal de un
curso de trigonometria en el tiempo real de una institucion, fue muy importante ya que nos
permite asegurar que en el contexto real, si es posible el planteamiento de propuestas que
contribuyan al mejoramiento del proceso de ensefianza y de aprendizaje de la trigonometria y
la demostracion. El planteamiento de las actividades conjeturando y demostrando permite
distinguir los dos procesos de argumentacién y demostracion para el andlisis de la unidad
cognitiva. Este andlisis cognitivo permite identificar avances y dificultades, tanto en el
aprendizaje de conceptos como de la demostracion. Del desarrollo de esta fase podemos decir
que, aunque en las primeras actividades se presentaron las dificultades previstas por los
investigadores en el proceso de aprendizaje de los conceptos trigonométricos y en el proceso
de estudio de la demostracion, estas dificultades se fueron superando. Podemos decir que en
las tltimas actividades, la mayoria de los estudiantes supo integrar, relacionar y conectar los
diferentes conceptos, propiedades y representaciones de las razones, que los llevo a
comprender las tres formar de ver las razones: como razones entre los lados del triangulo
rectdngulo, como la relacion entre las coordenadas de un punto sobre el circulo y su radio, y
como distancias horizontales y verticales asociadas a un circulo a través del sentido del
vector. En este sentido vale la pena sefialar que ademas del uso de SGD, las intervenciones de
los estudiantes y del profesor en la fase de explicitacion y la construccion del mapa
conceptual en la fase de integracion contribuyeron de manera significativa al logro de este

objetivo.
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> Como lo hemos dicho en varios parrafos y como se evidencia en los ejemplos
mostrados en el capitulo anterior, la fase de explicitacion es fundamental para hacer énfasis en
la necesidad de usar argumentos teodricos y de representar y conectar lo observado en Cabri
con lo escrito en la hoja de trabajo, promover la funciéon de comunicacion y de
axiomatizacion. Se destaca el efecto positivo que tuvo en los estudiantes la observacion y
discusion de sus propias ideas y las de sus compatfieros, incluyendo las del profesor, gracias al
compromiso asumido por cada estudiante de convencer a sus compaferos y al profesor. En
esta fase se socializo la primera propuesta de organizacion en una tabla de las definiciones de
las razones para cada uno de los angulos y sus angulos relacionados que planted un grupo y
que la mayoria adoptd para el trabajo en las siguientes sesiones. La fase de explicitacion es
clave para que los estudiantes vayan modificando sus esquemas de razonamiento, vayan
aprendiendo el nuevo lenguaje, vean diferentes tipos y formas de demostracion, afiancen sus
capacidades argumentativas y relacionen los diferentes sistemas de representacion. Estas
modificaciones producen mayor efecto cuando las explicaciones e intervenciones vienen de
sus compaiieros que de su profesor.

> La fase de orientacion libre cumplié con los objetivos propuestos de que los
estudiantes apliquen y profundicen en los conceptos, procedimientos y habilidades por medio
de la solucion de problemas diferentes a los de la fase de orientacion dirigida. De estas
actividades fue donde surgieron las tablas de organizacidn mostradas en el capitulo anterior y
mencionada en el parrafo anterior. La cual se constituyd en una ayuda para el planteamiento y
demostracion de las propiedades y herramienta de ayuda mnemotécnica y de conexion entre
las representaciones geométricas, algebraicas y analiticas para algunos estudiantes.

> La fase de integracion, caracterizada por la actividad de completar o construir
un mapa conceptual, permitié detectar errores en los conceptos y en sus relaciones y
conexiones mencionadas para cada actividad en el capitulo anterior. Igualmente permitié
detectar el uso de diferentes formas de representacion de los conceptos y propiedades en las
tres Ultimas actividades.

> Estos logros y avances mencionados en cada una de las secciones del capitulo
anterior nos permiten plantear que la unidad de ensefanza, su enfoque y su propuesta
metodologica es una buena propuesta que merece tenerse en cuenta para la ensefianza y el
aprendizaje de las razones trigonométricas en el contexto del desarrollo normal del curriculo
de una instituciéon. En el andlisis de la unidad cognitiva de cada uno de los problemas

examinados y en el andlisis de cada una de las fases en el capitulo anterior, también
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resaltamos las dificultades que fueron surgiendo en el aprendizaje de los conceptos y la
demostracion. A su vez, se observa como estas dificultades se fueron superando a medida que
se fue avanzado en las actividades. El problema mas sobresaliente en el desarrollo de las tres
primeras actividades fue la dificultad de conectar los operadores y las representaciones
geométricas, numéricas, algebraicas y analiticas. Lograr un control tedrico. Conectar el marco
de la trigonometria del tridngulo rectangulo con el marco de la trigonometria del plano
cartesiano, sin embargo, a partir de la actividad 3.8 se not6 el avance en esta dificultad. Una
dificultad que atn permanece en las actividades propuestas tiene que ver con la cantidad
excesiva de problemas y el manejo del tiempo, deben realizarse ajustes al ntimero de
actividades planteadas en la fase de orientacion dirigida y de orientacion libre, de tal manera
que podamos avanzar hacia el estudio de los otros conceptos, propiedades y aplicaciones que

quedaron pendientes.

Respecto a la investigacion del proceso de ensefianza y aprendizaje de la demostracion

matematica en la secundaria y el bachillerato, los aportes son los siguientes:

v En la unidad de ensefianza disefiamos una secuencia de ensefianza que
promueve las funciones de la demostracion propuestas por De Villiers (1993): En la actividad
llamada conjeturando, la funcion de descubrimiento cuando invitamos al estudiante a plantear
conjeturas. En la actividad demostrando las funciones de explicacion y verificacion. En la
fase de explicitacion la funcion de comunicacion. Al solicitarles describir lo realizado,
representar lo visualizado en Cabri, asignar letras, relacionar las representaciones, usar
propiedades matematicas validas para todos los casos, en lugar de numeros y de
justificaciones basadas en lo visualizado en Cabri o en el dibujo, promovimos la funcion de
axiomatizacion.

v En el marco tedrico proponemos una reinterpretacion de las demostraciones
tipo experimento crucial y ejemplo genérico planteadas por Marrades y Gutiérrez (2000) y
adaptamos el modelo de Toulmin para esquematizar los tipos de demostracion de la nueva
estructura propuesta.

v Adaptamos el constructo de unidad cognitiva para las demostraciones
inductivas o empiricas. Este aporte, reconocido por Pedemonte (2009), nos facilité el analisis
de la unidad cognitiva desde un comienzo de la experimentacion, en una trayectoria amplia de
aprendizaje y en un contexto real de una institucion con varios estudiantes que, en su mayoria,

no han tenido experiencias previas con la actividad demostrativa.
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v Planteamos una forma de organizacion de los esquemas de argumentacion de
Toulmin de cada uno de los enunciados que van surgiendo del proceso de transcripcion y
analisis del proceso de planteamiento de una conjetura y del proceso de construccion de una
demostracion en un esquema global que integra todos los esquemas de argumentacion
detectados. Este esquema global permite dar una mirada general al esquema del enunciado
conclusion, identificar la conexién o desconexién entre cada paso de argumentacion,
identificar los pasos inductivos y/o deductivos planteados en cada uno de los procesos,
contribuyendo de esta manera a identificar y comparar la estructura de cada uno de los
procesos de argumentacion y demostracion. En este esquema también se pueden codificar y
examinar los tipos de datos, operadores y enunciados usados en cada uno de los procesos para
el andlisis del sistema de referencia.

v Proponemos una forma de andlisis del sistema de referencia y de la estructura
de la argumentacion y la demostracion, dandole importancia y trascendencia a cada uno de los
elementos que componen el sistema de referencia y la estructura. El estudio de todo el
proceso de argumentacion y de demostracion a través de los medios de obtencion de datos y
de las herramientas aplicadas permite encontrar dificultades, errores o supuestos que no se
detectan con la sola hoja de trabajo. Por ejemplo, en varios casos la demostracion final escrita
en la hoja muestra una estructura deductiva, pero esconde los posibles pasos inductivos que
llevaron a su construccion, o puede ser que lo escrito con apariencia deductiva esté soportado
en una forma de argumentacion inductiva, soportada en un marco perceptivo; que no exista
conexion entre las representaciones planteadas, o que los estudiantes no crean en lo escrito,
sino que han aprendido a manejar los procedimientos y formas de demostracion que realizan
sus compaieros o que le gusta al profesor. Algunas conclusiones de la propuesta de analisis

del sistema de referencia y de la estructura son las siguientes:

> Pensamos que en los andlisis realizados por Pedemonte (2002, 2007, 2008), el
sistema de representacion es facil de identificar porque los problemas son geométricos o
algebraicos, mientras que en los problemas de trigonometria, el estudiante en ocasiones usa
elementos que corresponden a diferentes representaciones (geométricas, numéricas,
algebraicas, analiticas, segmentos de recta dirigidos) y marcos diferentes (perceptivo,
geométrico, numérico, métrico, algebraico, analitico, trigonometria del tridngulo rectangulo,
trigonometria del plano cartesiano). En la tabla propuesta se pueden identificar, visualizar y

comparar dichas representaciones y marcos.
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> Al respecto, dado que las demostraciones trigonométricas se construyen en una
combinacion de los marcos geométricos, algebraicos, analiticos o trigonométricos, los
estudiantes tienen que apoyar sus demostraciones en dichas combinaciones de marcos. Los
archivos entregados a los estudiantes son construcciones geométricas que representan los
teoremas (Mariotti, 2000), por lo tanto representan la demostracion geométrica. Los
estudiantes tienen que reconocer las relaciones geométricas en el diagrama (Laborde y otros,
2006) y deben construir su demostracion en una combinacién de marcos geométricos,
algebraicos, analiticos o trigonométricos. De acuerdo a nuestro analisis planteamos las
siguientes conclusiones:

> Si el estudiante plantea la conjetura soportada en un marco perceptivo
numérico y no logra la ruptura referencial hacia una combinacién de marcos geométricos,
algebraicos, analiticos o trigonométricos, no es capaz de construir una demostracion
deductiva.

> Si la conjetura se plantea en un marco perceptivo geométrico, se puede pasar a
una demostracion deductiva si el marco necesario para la construccion de la demostracion
sigue siendo geométrico, pero, si el marco es algebraico, analitico o trigonométrico la
posibilidad de una demostracion deductiva es mas lejana.

> Pedemonte deja en un segundo plano la estructura de control, mientras que en
nuestro analisis los identificamos y usamos para la caracterizacion de las dificultades y
avances en la demostracion. Al respecto planteamos que al principio de cada actividad, el tipo
de control es empirico caracterizado por el arrastre o por el uso de ejemplos numéricos o
geométricos visualizados en el archivo, si el estudiante logra darse cuenta del concepto
matematico lo puede reemplazar por un control tedrico y tiene mas posibilidades de construir
una demostracion deductiva, si el control sigue siendo el arrastre o los ejemplos no se logra
construir una demostracion deductiva.

> Respecto a la forma de argumentacion constructiva o estructurante,
consideramos que si la forma de argumentacion es estructurante, existen mayores
posibilidades de construccion de una demostracion tipo genérica o deductiva. Cuando la
forma de argumentacion es constructiva, basada en operadores y controles perceptivos,
producto de la exploracion en Cabri, existen mayores posibilidades de construccion de una
demostracion inductiva empirica o experimento crucial, pero si los operadores y controles son
teoricos, existe la posibilidad de una demostracion tipo genérica o deductiva. Esto Gltimo se

manifiesta cuando los estudiantes, después de haber realizado varias demostraciones
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similares, empiezan a utilizar lo aprendido para plantear nuevas relaciones, y construir
demostraciones de manera similar a las anteriores, o cuando en la fase de explicitacion ven las
formas de argumentaciéon de sus compafieros, en el planteamiento de conjeturas y en la

construccion de demostraciones.

v Planteamos cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva, las cuales agrupan
los diferentes logros o dificultades detectados. Con esta categorizacion planteamos aportes al
estudio de la unidad cognitiva y detectamos dificultades para el aprendizaje de Ia

demostracion que describimos en el capitulo 6 y resumimos a continuacion.

> En la categoria unidad cognitiva empirica, planteamos que la unidad cognitiva
no favorece la construccion de demostraciones deductivas. Las dificultades que se presentan
para la demostracion son las siguientes: el uso de ejemplos o propiedades observadas en el
diagrama dindmico, no permiten un control tedrico, que permita el cambio de una concepcion
perceptiva - numérica del proceso de argumentacion a un marco algebraico o analitico en el
proceso de demostracion. Dada esta continuidad del sistema de referencia, no es posible la
ruptura estructural. Dificultad para poder establecer conexiones entre los marcos geométrico,
algebraico y analitico.

> En la categoria ruptura referencial — continuidad estructural inductiva
planteamos que si se logra la ruptura del sistema de referencia, sin la ruptura estructural,
tampoco se llega a la construccion de demostraciones deductivas. Si las generalizaciones
hechas sobre lo observado no se convierten en axiomas, definiciones o teoremas, y no se
comprende su importancia en el proceso axiomatico de demostracion, no es posible la ruptura.
Entre las dificultades detectadas para la demostracion esta el planteamiento de conjeturas por
analogia y por generalizacion de enunciados y procedimientos realizados en problemas
anteriores, sin ningin proceso de exploracion o de verificacion. Si el estudiante no usa los
diagramas dindmicos para explorar las relaciones o realizar construcciones dinamicas que le
permitan visualizar e integrar propiedades geométricas, métricas, numéricas y algebraicas y
ejercer un control tedrico sobre ellas, se les dificulta los procesos de planteamiento de la
conjetura y de construccion de la demostracion. Si la ruptura del sistema de referencia se da
por las continuas intervenciones del profesor dentro de un proceso “guiado” y no por
refutaciones potenciales que invaliden los operadores, de tal manera que el estudiante
reflexione sobre las propiedad matematicas y las considere como teoremas que tienen que ser

incorporado a un proceso axiomadtico de demostracion, la ruptura estructural no se logra.

262



Conclusiones finales JORGE FIALLO

Podemos suponer erroneamente que nuestros estudiantes razonan deductivamente porque
usan operadores y controles tedricos, sistemas de representacion algebraicos o analiticos, pero
si este proceso ha sido producto de una orientacion dirigida por el profesor, debemos
reevaluar este concepcion.

> En la categoria ruptura referencial — argumentacion inductiva — demostracion
genérica intelectual consideramos que si la ruptura cognitiva es causada por la ruptura del
sistema de referencia y se construye una demostracion tipo ejemplo genérico intelectual
(EGI), hay mas posibilidades de una ruptura estructural que conlleve a la construccion de una
demostraciéon deductiva, puesto que las generalizaciones que hacen los estudiantes
corresponden a una generalizacion del proceso, en donde se logra transformar los operadores
y controles perceptivos en propiedades matemadticas y controles teoricos; los argumentos son
propiedades matematicas generales que se recuerdan al trabajar en el ejemplo y no son
propiedades matematicas particulares del ejemplo. En estos casos de demostraciones tipo EGI
se empieza a tener un control teérico sobre el proceso de demostracion, y esto favorece el uso
de un razonamiento deductivo y la construccion de demostraciones deductivas.

> En la categoria unidad referencial — argumentacion inductiva — demostracion
deductiva falsa concluimos que si la conjetura se plantea por analogia (Polya, 1966) con
relaciones, procesos y procedimientos realizados en actividades anteriores, sin ningiin proceso
de exploracion, puede que exista unidad del sistema de referencia y se logre la ruptura
cognitiva, caracterizada por el cambio de una forma de razonamiento inductivo a una forma
de razonamiento deductivo, pero esta ruptura no garantiza la construccion de una
demostracién correcta o pertinente al problema, dado que los operadores corresponden a
relaciones falsas. El uso de la analogia, sin ningin proceso de exploracion en el planteamiento
de conjeturas, se vuelve una dificultad para el logro de un razonamiento deductivo, necesario
para la construccidon de una demostracion deductiva. Los estudiantes se vuelven habiles en la
repeticion de procedimientos que llevan a la construccion de demostraciones de apariencia
deductiva, pero que no corresponden a un proceso de razonamiento deductivo o a una

demostracion valida.

En la categoria unidad cognitiva deductiva se corrobora la hipotesis de Pedemonte
(2005) en el sentido de que la unidad cognitiva favorece la construccion de demostraciones
deductivas. En estos tipos de demostracion se evidencian la relacién estrecha entre la
trigonometria del tridngulo rectangulo, la trigonometria del plano cartesiano y las

representaciones vectoriales de las razones trigonométricas. Los pasos inductivos que realizan
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los estudiantes, los utilizan para comprobar la veracidad de la identidad planteada, pero la
demostracion final se basa en propiedades generales. Si los estudiantes no hacen uso del
arrastre es debido a que estas demostraciones estan caracterizadas por la descontextualizacion
de los argumentos usados, se basan en los aspectos genéricos del problema, operaciones
mentales, y deducciones logicas, que apuntan a validar la conjetura de una manera general.
Cuando la conjetura es producto de un proceso de exploracién que conlleva al planteamiento
de argumentos deductivos es mas facil que la demostracion sea deductiva. Si la estructura de
control en la fase de conjetura tiene elementos tedricos, éstos son usados o transformados con

mayor facilidad en la fase de demostracion.

Otras conclusiones complementarias a las expuestas en los parrafos anteriores son las

siguientes:

> Algunos estudiantes no aprovechan al maximo el diagrama dindmico como una
herramienta de exploracion y de comprobacion de ideas, se limitan a explorar maximo en el
primer cuadrante y conjeturar relaciones basados en lo observado en dicho cuadrante o en el
analisis estatico del diagrama dindmico.

> El papel del profesor es fundamental en el logro de los objetivos de aprendizaje
de los conceptos trigonométricos y de la demostracion. Debe comprender muy bien el
enfoque metodologico planteado y debe tener idea del tema de la demostracioén y del modelo
de Van Hiele, especialmente en lo que respecta a las fases de aprendizaje.

> No se presenté ningln caso de una ruptura de un proceso de argumentacion
inductivo y de una demostracion deductiva correcta. Al parecer es dificil de lograr la ruptura
estructural en estos casos.

> No tuvimos ningun caso de demostraciones cruciales, al parecer el trabajo con
los diagramas dindmicos, la estructura de la construccion y el tema de las razones

trigonométricas no favorecio este tipo de demostraciones.
Limitaciones y futuras investigaciones

Un tema que qued6 medio estudiado fue el de los mapas conceptuales. En proximas
experimentaciones o investigaciones que usen la unidad de ensefianza propuesta se debe

investigar mas el tema.

La idea de considerar las demostraciones inductivas en el constructo de unidad

cognitiva tiene que seguir siendo estudiada y complementada en futuras investigaciones.
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Pensamos que existe un gran camino por recorrer. Lo presentado en esta memoria es apenas

un granito de arena que pone el tema en la agenda de investigaciones.

Pensamos que el analisis de la unidad de ensefanza usando las fases de Van Hiele es
una idea poco usada, que tiene que seguir siendo estudiada y analizada. Varios investigadores
consideran que ya estd estudiado y escrito todo lo que respecta al modelo de Van Hiele y que
por lo tanto su investigacion no es pertinente. Consideramos que dichos investigadores estan
equivocados y estamos desaprovechando un modelo que puede y sigue siendo ttil, tanto en la
investigacion como en la clase de matematicas. Debemos procurar que lo profesores conozcan

y usen el modelo, al menos en las clases geometria.

Una limitacién de esta investigacion tiene que ver con el hecho de que se trata de un

estudio de casos, por lo que no seria pertinente generalizar los resultados de la investigacion.
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ANEXO 1.

Evaluacion Diagnostica de Preconceptos



EVALUACION DIAGNOSTICA PRECONCEPTOS

INSTITUCION:
NOMBRE:
EDAD: FECHA

1. En la figura de la derecha, las rectas p y ¢ son paralelas. La medida del angulo 1 es igual a
125° (m£1=125°), la medida del 4ngulo 4 es igual a 143° (m£4=143°). Halla la
medida de los otros angulos y explica por qué ese valor.

a) m£2=__ , porque
b) m£3=__ | porque
c) m£5=__  porque
d) m£e=__ | porque
e) m£7=__ |, porque

2. Las rectas | y r son perpendiculares y las rectas m y n son perpendiculares. ;Cual es el
valor de los angulos COD, y DOE? Explica tu respuesta.

3. Las rectas | y r son perpendiculares y las rectas m y n son perpendiculares. ;Cual es el
valor de angulo CED? Explica tu respuesta.

m

E




4. (Es posible que los lados de un tridangulo midan 4 cm., 5 cm., y 12 cm.?. Explica tu
respuesta.

5. En la siguiente figura, b es la bisectriz del angulo ACB'y m<ABC =30°. ;Es el tridngulo
ABC rectangulo? Justifica tu respuesta.

6. En la siguiente figura, las rectas p y ¢ son paralelas. Calcula la longitud del segmento PB.
Explica tu respuesta.




7. Los triangulos ABC y 4’B’C’ de la siguiente figura son semejantes.
a. (Cudl es el valor de los lados BCy B’C’? Explica tu respuesta.
b. (Cual es el valor del angulo C’4’B’? Explica tu respuesta.

o
C
3,0cm
369"
A 5,0 cm B A 10,0 cm E’

8. Si los tridangulos representados en la figura son semejantes, halla las longitudes de los
lados a y b. Explica tu respuesta.

6,0cm

9. La siguiente figura del paralelogramo ABCD contiene uno o mas pares de tridngulos
iguales. Encuentra una pareja de triangulos iguales. Explica tu respuesta.

D

Cc




10. La siguiente figura contiene uno o mas pares de tridangulos semejantes. Encuentra una
pareja de tridangulos semejantes. Explica tu respuesta.

C

11. ;Cuanto es la medida del 4ngulo FOE y del 4ngulo DCO? Explica tu respuesta.

¥

(-4,8;3,6)C

12. ;Qué relacion hay entre los triangulos AOAB, AODC y AOFE? Explica tu respuesta.

(-4,8;3,6)C,




DESCRIPCION Y JUSTIFICACION DE LOS PROBLEMAS

PROB. CONTENIDOS COMENTARIOS Y RESULTADOS ESPERADOS
EVALUADOS
1 Relaciones de angulos | Los angulos y sus propiedades son tema central del
entre  paralelas  y | estudio de la trigonometria.
secantes. De acuerdo a la experiencia se sugiere que se empiece
Angulos hablando de grados y no de radianes.
suplementarios. Este problema se utilizo en el trabajo de investigacion y
Angulos alternos | Sirvid  para detectar dificultades en cuanto al
interiores, angulos. | reconocimiento de angulos y sus relaciones entre rectas.
exteriores, angulos | El problema lo pueden resolver por diferentes vias, por
correspondientes. ejemplo reconociendo los é&ngulos suplementarios, se
hallan los valores de los angulos 2 y 3, se puede hallar el
angulo 6, utilizando la suma de los angulos interiores del
tridangulo, 5 y 7 se pueden hallar como la diferencia entre
180° y el angulo 1 y 4 respectivamente o como angulos
internos opuestos entre paralelas. Si hallan primero 5y 7,
pueden hallar 6 como la diferencia entre 180° y la suma
deSy7.
2 Reconocimiento de | En la unidad de ensefianza se necesita realizar
angulos por su nombre | construcciones de rectas perpendiculares sugeridas en la
y en la figura. actividad, o como estrategia de solucion de problemas y
Angulos busqueda de relaciones entre los elementos geométricos
complementarios involucrados.
Angulos opuestos por | Es importante que el estudiante sepa identificar angulos
el vértice. en un grafico cuando se nombra con letras y hallar su
valor.
El problema lo pueden resolver hallando el valor del
angulo DOC por opuesto por el vértice con el angulo
AOB, luego hallar COD por ser angulo complementario
entre las rectas m y n. También pueden hallar AOF
complemento de AOB, COD por opuesto por el vértice a
AOF y DOE complemento de COD.
3 Reconocimiento de | En la unidad de ensefianza se necesita realizar
angulos por su nombre | construcciones de rectas perpendiculares sugeridas en la
y en la figura. actividad, o como estrategia de solucion de problemas y
Angulos busqueda de relaciones entre los elementos geométricos
complementarios. involucrados.
Angulos Es importante que el estudiante sepa identificar angulos
complementarios. en un grafico cuando se nombra con letras y hallar su

Angulos opuestos por
el vértice

valor.

Una forma de resolver el problema es identificado el
triangulo rectangulo ABC como rectdngulo y por suma
de los angulos interiores determinar que el d&ngulo ACB
es 60° luego identificar el tridngulo rectangulo CDE y
determinar que el angulo CED es 30° por la suma de los
angulos interiores del triangulo. Otra forma seria
identificar el tridngulo rectdngulo que forman las rectas
m, | y n, hallar el angulo de la interseccion de | y n de 60°




PROB. CONTENIDOS COMENTARIOS Y RESULTADOS ESPERADOS
EVALUADOS
y su opuesto de 60°, identificar el triangulo rectdngulo
formado por las rectas |, r y n y por suma de angulos
determinar que el angulo CED es 30°. También se podria
reconocer que por propiedades de las perpendiculares los
angulos CED y ABC son iguales.
4 | o Desigualdad triangular. | En algunos problemas de los planteados en Cabri en la
e (Construccién de | unidad de ensefianza, en algunos casos se “desparecen”
triangulos. los tridangulos (cuando se construye un triangulo en Cabri
con medidas fijas, al mover algunos de sus vértice el
triangulo “desaparece” de la pantalla, esto es debido a
que no existe triangulo porque uno de sus lados es mayor
que la suma de los otros dos lados, es decir, no se cumple
la desigualdad triangular).
Para resolver el problema puede enunciar la propiedad o
intentar construir el tridngulo para darse cuenta que no es
posible.
5 | e Propiedades de los|En este problema se estd evaluando la capacidad de
tridngulos rectangulos | aplicar propiedades de los tridngulos y de la bisectriz
y de los tridngulos | para la resolucion de problemas y la capacidad de
isosceles. reconocer propiedades de la circunferencia a través del
e Bisectriz de un 4ngulo | diagrama, también se evalQa si los estudiantes utilizan las
e Suma de los éangulos | apariencias de los dibujos como soporte para sus
interiores de un | justificaciones.
tridngulo, suma y resta | El problema lo pueden resolver reconociendo que al
de angulos. tridngulo BOC es isdsceles, por lo tanto el angulo OCB
es 30° y el angulo COB es 120° si b es bisectriz del
angulo ACB, entonces el angulo OCA es 30° el angulo
AOQOC es 60° por ser suplementario de 120° y por lo tanto
el angulo CAB es 90° por lo que el tridangulo es
rectangulo.
Otra forma (no muy comun) de resolver el problema
seria reconociendo el angulo COA como angulo central
de la circunferencia y por lo tanto su valor es 60°, ACO
es 30° y por lo tanto CAB 90°
6 | e Teorema de Tales. La mayoria de estudiantes que empiezan 10° de
e Propiedades de la | bachillerato desconocen el teorema de Thales y las
proporcionalidad propiedades de la proporcionalidad geométrica, por lo
geométrica. que se hace necesario indagar mas acerca de sus
e Semejanza de | preconceptos, ademas que el tema de la proporcionalidad
triangulos. es uno de los temas centrales de las justificaciones
planteadas en casi todas las actividades.
Para resolver el problema se debe reconocer que los
segmentos correspondientes entre  paralelas  son
proporcionales para hallar el valor de DB y luego
sumarlo a PD.
7 | e Teorema de Pitagoras. | El teorema de Pitagoras es fundamental cuando se

Propiedades de los
triangulos semejantes.

trabaja con tridngulos rectangulos y su reconocimiento y
aplicacion son necesarios para el abordaje de la

7




PROB. CONTENIDOS COMENTARIOS Y RESULTADOS ESPERADOS
EVALUADOS
e Proporcionalidad trigonometria.
geométrica. Por otro lado el reconocimiento de las propiedades de los

triangulos semejantes es una de los temas que
fundamentan muchos de los conceptos y propiedades de
las razones trigonométricas planteadas en la unidad de
ensefanza.

Para resolver el problema se puede usar el teorema de
Pitdgoras para hallar el cateto CB o se puede reconocer
la terna Pitagorica 3, 4, 5, conocido CB se halla C’B’ al
reconocer que los lados del tridngulo A’B’C’ son el
doble del triangulo ABC. Si los tridngulos son
semejantes sus angulos son iguales, por lo tanto C’A’B’
es 50,1° por ser complemento del angulo ABC.

8 | e Teorema de Pitdgoras. | Profundizando en lo dicho para el anterior problema, se
e Propiedades de los | presenta otro problema de triangulos rectangulos
triangulos semejantes. semejantes para el reconocimiento de sus propiedades.

e Proporcionalidad Para resolver el problema se debe aplicar el Teorema de
geométrica. Pitagoras para hallar el valor del cateto AD o reconocer
la terna Pitagorica 6, 8 10. Conocido AD se halla b = AC
= 8 — 3. Por semejanza entre los tridangulos ADC y ACB,

. 6 a 15

se tiene que — = —, por lo tanto a = —

8 5§ 4
9 | e Congruencia de | Otro de los temas mas usados en la unidad de ensefianza
triangulos. son los criterios de congruencia de de tridngulos para
e Teoremas de tridngulos justificar propiedades de las razones e identidades
congruentes. trigonométricas, por lo que se plantean varios problemas

para la evaluacion del uso de los teoremas de
congruencia en la solucion de problemas.

No se usa la palabra congruencia en el planteamiento
para evitar incomprensiones del enunciado.

El problema es bastante abierto y a diferencia de los
anteriores, no se pide un célculo, sino el reconocimiento
de la congruencia basado en propiedades de los angulos,
de los lados del paralelogramo y de los teoremas de
congruencia. Esto puede ser un problema o un acierto
para su evaluacion, en dado caso se puede replantear
utilizando datos.

Al ser abierto el problema pueden haber varias
soluciones, por ejemplo reconocer que AABC es
congruente a AADC por teorema LAL o ALA al
reconocer los lados AD = BC, DC = AB y los angulos
ADC y ABC opuestos del paralelogramos iguales, o los
angulos BAC y DCA, CAB y ACD iguales por alternos
internos entre paralelas o por estar cortados por la
diagonal, sefialar dos angulos y el lado correspondiente
para usar el teorema ALA. AABF igual a ACDE ya que
los 4ngulos BAF y ECD son iguales (alternos internos),
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angulos AFB y CED iguales por ser complementarios de
triangulos rectangulos AB = CD y por ALA congruentes.
De manera similar se puede justificar que AAED vy
AFCB son iguales.

10 Semejanza de | Otro tema importante de la unidad de ensefianza, es el
triangulos. reconocimiento y aplicacion de los criterios de
Teoremas de tridngulos | semejanza de tridangulos.
semejantes. Pueden reconocer los tridngulos ABC y ACD son

semejantes, puesto que los angulos ACB y ADC son
congruentes por ser rectos, angulo DAC es comun a los
dos triangulos y por lo tanto el otro dngulo de los dos
triangulos son congruentes. Por AAA los dos triangulos
son congruentes (podrian argumentar que con dos
angulos congruentes es suficiente).

Triangulos ABC y DBE son semejantes, porque los
angulos ACB y DEB son rectos, angulos BAC y BDE
son congruentes por que los lados AC y DE son
paralelos, o &ngulo ABC es comun a los dos triangulos.
Triangulos ADC y CDB son semejantes, porque los
angulos ADC y CDB son rectos, angulo BAC igual a 90°
- B y BCD igual a 90° - B, por lo tanto los triangulos son
congruentes.

De manera similar a las anteriores, pueden encontrar
otras parejas de triangulos semejantes.

11 Congruencia de | Este tipo de situaciones se da especialmente cuando se
tridngulos. quiere encontrar relaciones entre las  razones
Semejanza de | trigonométricas de los angulos.
triangulos. En este problema se necesitan los teoremas de
Teoremas de triangulos | congruencia y semejanza, del reconocimiento del plano
congruentes y  de | cartesiano y de sus coordenadas asociadas a los lados de
triangulos semejantes. | un triangulo rectangulo.

Plano cartesiano, | S¢ puede determinar la medida del angulo FOE viendo
coordenadas, que los dos triangulos OAB y FEO son congruentes por
propiedades de la |LLL y que son angulos agudos de un triangulo
circunferencia. rectangulo.
La medida del 4ngulo DCO se puede hallar encontrando
la medida de DOC igual a FEO por opuesto por el vértice
y por suma de la medida de los dngulos de un tridngulo o
angulo complementario se sabe la medida de DCO.

12 Congruencia de | Este tipo de situaciones se da especialmente cuando se
triangulos. quiere encontrar relaciones entre las  razones
Semejanza de | trigonométricas de los dngulos.
triangulos. En este problema se necesitan los teoremas de

Teoremas de tridngulos
congruentes 'y de
triangulos semejantes.

Plano cartesiano,

congruencia y semejanza, del reconocimiento del plano
cartesiano y de sus coordenadas asociadas a los lados de
un triangulo rectangulo.

Se espera que los estudiantes encuentren que los
triangulos OBA y OEF son congruentes porque sus lados

9
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coordenadas, son congruentes o porque los lados AB y OF son iguales
propiedades de la | segun las coordenadas, el angulo OAB y OFE son
circunferencia congruentes por ser rectos (segun las coordenadas) y el

lado OA y FE son iguales, segin las coordenadas. El
triangulo OCD es semejante al triangulo OFE por que los
angulos DOC y FOC son congruentes por ser opuestos
por el vértice, los angulos ODC y OFE son congruentes
por ser rectos (segun las coordenadas). El tridngulo ODC
es semejante a BAO por que éste es congruente al
triangulo FOE.

También podrian decir que DOC es semejante a los
triangulos ABO y FOE por que sus lados son
proporcionales.

10
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UNIDAD DE ENSENANZA DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

1. RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA TRIANGULOS RECTANGULOS

Actividad 1.1: Resuelve los siguientes problemas en tu hoja de trabajo

1.1.1

1.1.3

1.1.4

1.1.5

1.1.6

En un tridngulo rectangulo las medidas de sus catetos son iguales a 8 cm. y 10 cm.

a) (Cuadl es la medida de la hipotenusa? JUSTIFICA TU RESPUESTA.
b) (Cuadles son las medidas de sus angulos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

c) (Existen otros tridngulos rectangulos con medidas de sus catetos 8 cm. y 10 cm. y
medida de angulos diferentes? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

En un tridangulo rectangulo un cateto mide 6 cm. y el angulo adyacente a este cateto
mide 32°.

a) (Cudl es la medida del otro cateto y de la hipotenusa? JUSTIFICA TU
RESPUESTA.

b) ¢Cuales son las medidas de sus angulos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

c) ¢Existen otros tridngulos rectangulos con medida del angulo igual a 32° y medidas
de sus catetos e hipotenusa diferentes? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

En un tridngulo rectangulo la medida de la hipotenusa es el doble de la medida de uno
de sus catetos.

a) (Cudles son las medidas de los catetos e hipotenusa? JUSTIFICA TU
RESPUESTA.

b) (Cuales son las medidas de sus angulos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

c) (Existen otros triangulos rectdngulos con diferentes medidas de su hipotenusa y
sus catetos y medidas de angulos iguales que cumplan la condiciéon? JUSTIFICA
TU RESPUESTA.

d) (Existen otros tridngulos rectangulos con diferentes medidas de su hipotenusa y
sus catetos y medidas de angulos diferentes que cumplan la condicion?
JUSTIFICA TU RESPUESTA.

e) (Qué tienen en comun todos los tridngulos que cumplen la condicion?
JUSTIFICA TU RESPUESTA.

Halla el area del siguiente triangulo. JUSTIFICA TU RESPUESTA.

A 8cm c

Explora en Cabri las soluciones a los cuatro problemas anteriores y escribe tus
conclusiones de comparar las soluciones de los problemas obtenidas inicialmente y las
obtenidas con la ayuda de Cabri.

Discute con tus compafieros y el profesor las soluciones de los anteriores problemas y
escribe una conclusion al respecto.
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Actividad 1.2

1.2.1 Explorando

Abre el archivo ACT.1.2.1 y halla las razones entre los lados del tridngulo ABC.
Nombra cada razon con su respectivo cociente entre los lados del tridngulo, por ejemplo
BC/AB.

1.2.2 Conjeturando

.Qué sucede con los valores de las razones cuando varia el angulo A entre 0°y 90°?
Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que
pensaste ¢ hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.2.3  Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.2.2.
1.2.4 Conjeturando

. Qué valores toma cada una de las razones a medida que varia el angulo A entre 0°
y 90°? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo
que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.2.5 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.2.4.
1.2.6 Conjeturando

. Qué relaciones existen entre las razones cuando el angulo A varia entre 0°y 90°?
Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que
pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.2.7 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.2.6.
Actividad 1.3
1.3.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compaieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones
de la actividad 1.2.

Actividad 1.4
1.4.1 Midiendo y calculando
e Abre el archivo ACT.1.2.1 y mide el angulo B.
e Calcula las razones trigonométricas del angulo B.

e Nombra cada razoén con su respectivo nombre (sen B, cos B, tan B, cot B, sec B,
csc B).

1.4.2 Conjeturando

(Qué relacion existe entre la medida de los angulos A y B? Expresa B en términos de A.
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1.4.3 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.5.2.
1.4.4 Conjeturando

.Qué relaciones existen entre las razones trigonométricas halladas para el angulo
A'y el angulo B? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe
todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.4.5 Demostrando
Explica por qué son verdaderas tu conjetura planteada en 1.5.4.
1.4.6 Conjeturando y demostrando

JEs verdad que sen(A)=cos (90-A)?; si tu afirmacion es verdadera demuéstrala, en
caso contrario da un contraejemplo (un ejemplo donde se vea que la afirmacién sea
falsa).

1.4.7 Conjeturando y demostrando

JEs verdad que cos(A)=sen (90-A)?; si tu afirmacion es verdadera demuéstrala, en
caso contrario da un contraejemplo (un ejemplo donde se vea que la afirmacién sea
falsa).

Actividad 1.5
1.5.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compaiieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones
de la actividad 1.4.

Actividad 1.6
1.6.1 Conjeturando

,Qué relacion existe entre las razones trigonométricas tan(A), sen(A) y cos(A)?
Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que
pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

1.6.2 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.6.1.
1.6.3 En un triangulo rectangulo un cateto mide 5 cm. y la hipotenusa mide 13 cm.

a) (Cual es la medida del otro cateto? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

b) (Cuadles son las medidas de sus angulos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

c) (Existen otros tridngulos rectdngulos con medidas de su cateto 5 cm., hipotenusa
13 cm. y medida de angulos diferentes? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

1.6.4 En un tridngulo rectangulo un angulo mide 45°.

a) (Cuadl es la medida de los catetos e hipotenusa? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

b) (Cuales son las medidas de sus angulos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

c) (Existen otros tridngulos rectangulos con medida del angulo igual a 45° y medidas
de sus catetos e hipotenusa diferentes? JUSTIFICA TU RESPUESTA.
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1.6.5 ;Qué significa que sen 30°= %? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

1.6.6  (Es posible que el coseno de un angulo sea % ? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

1.6.7 (Se puede construir un triangulo rectangulo con un angulo de 40° y que su hipotenusa
sea el doble de uno de sus catetos? JUSTIFICA TU RESPUESTA.

1.6.8 Halla el area del siguiente triangulo. JUSTIFICA TU RESPUESTA.

B

A 8cm c
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ANEXO 3.

Actividad 2. Razones trigonométricas para angulos en posicion

normal






UNIDAD DE ENSENANZA DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

2. RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS EN POSICION NORMAL

Actividad 2.1

2.1.1 Conjeturando y demostrando
(Es verdad que sen (A) = cos (A-90) para todo angulo A entre 0° y 360°? si tu
afirmacion es verdadera demuéstrala, en caso contrario da un contracjemplo (un
ejemplo donde la afirmacion sea falsa).
2.1.2 Conjeturando y demostrando
(Es verdad que cos (A) = sen (A-90) para todo angulo A entre 0° y 360°? si tu
afirmacion es verdadera demuéstrala, en caso contrario da un contraejemplo (un
ejemplo donde la afirmacion sea falsa).
Actividad 2.2
2.2.1 Aprendiendo
Abre el archivo 2.2.1, mueve el punto P alrededor de la circunferencia y ten en cuenta
la siguiente informacion.
Observa que el dngulo A esta determinado por el eje positivo de las X, que llamaremos
lado inicial del angulo, y la semirrecta AP, que llamaremos lado final del 4ngulo. A
estos angulos los llamaremos angulos en posicion normal. Por convenio, si la
semirrecta que determina el lado final del angulo A gira desde el lado inicial en sentido
contrario a las manecillas del reloj, decimos que el d&ngulo es positivo y si gira desde el
lado inicial en sentido de las manecillas del reloj, decimos que es negativo.
Si A es un angulo en posicion normal, P(X , y) es cualquier punto sobre su lado final,
diferente de (0, 0), yr = AP = Jx* +y?, entonces las razones trigonométricas para el
angulo A se definen de la siguiente manera:
sen A=l; cos A=£; tan A:X,XiO
r r X
r r X
csc A=—,y#0; secc A=—,X#0; cot A=—,y#0
y X y
2.2.2 Explorando
(Qué elementos geométricos identificas en la construccién? Describelos.
(Qué relaciones encuentras entre estos elementos geométricos? Justifica tus
respuestas.
Actividad 2.3
2.3.1 Conjeturando

.Qué sucede con los valores de las seis razones trigonométricas a medida que
varia el angulo A? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado.
Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.
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2.3.2 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.3.1.
2.3.3 Conjeturando y demostrando

Analiza los signos de las seis razones trigonométricas en cada uno de los cuatro
cuadrantes del plano cartesiano. Plantea una conjetura al respecto y explica por qué
es verdadera.

2.3.4 Conjeturando

.Qué sucede con los valores de las seis razones trigonométricas a medida que
varia el radio r? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado.
Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

2.3.5 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.3.4.
2.3.6 Conjeturando

.Qué relacion existe entre las razones trigonométricas sen A y cos A con las
coordenadas del punto P cuando el radio de la circunferencia es 1? Escribe en tu
hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste
para el planteamiento de tu conjetura.

2.3.7 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.3.6.
2.3.8 Conjeturando

.Qué valores toma cada una de las razones trigonométricas a medida que varia el
angulo A? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo
lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

2.3.9 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.3.8.
2.3.10 Conjeturando y demostrando

(Qué ocurre cuando el angulo A es igual a 0°, 90°, 180°, 270° y 360°?, Explica lo que
ocurre justificando con argumentos matematicos.

Actividad 2.4
2.4.1 Discutiendo y comunicando
Discute lo encontrado en la actividad 2.3 con tus compaifieros de clase y el profesor.
Actividad 2.5
2.5.1 Conjeturando

,Qué relacion existe entre sen(A) y sen(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.
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252

253

254

255

2.5.6

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.1.
Conjeturando

(Qué relacion existe entre cos(A) y cos(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.3.
Conjeturando

., Qué relacion existe entre tan(A) y tan(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.5.

Actividad 2.6

2.6.1

2.6.2

2.6.3

2.6.4

2.6.5

2.6.6

2.6.7

Abre el archivo 2.6.1.
Explorando, conjeturando y demostrando

Busca relaciones entre los valores de las razones trigonométricas para los angulos
A, A-90, 90-A. Demuéstralas utilizando propiedades matematicas.

Conjeturando

. Qué relacion existe entre cos(A) y sen(A - 90)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.6.2.
Conjeturando y demostrando

(Es verdad que tan(A) = cot(A - 90)? si tu afirmacion es verdadera demuéstrala, en
caso contrario da un contragjemplo (un ejemplo donde la afirmacion sea falsa).

Conjeturando

(Qué relacion existe entre sen(A) y cos(90 - A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.6.5.
Conjeturando

. Qué relacion existe entre sen(90 - A) y sen(A — 90)? Escribe en tu hoja de trabajo
una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

3
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2.6.8

planteamiento de tu conjetura.
Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.6.7.

Actividad 2.7

2.7.1 Discute lo encontrado en las actividades 2.5 y 2.6 con tus companeros de clase y el
profesor.

Actividad 2.8

2.8.1 ;Las propiedades encontradas en la actividad 1 para las razones trigonométricas en el
tridngulo rectangulo se cumplen para los dngulos en posicion normal? ;Por qué?

2.8.2 Conjeturando
.Qué relacion existe entre cos(90 - A) y cos(A — 90)? Escribe en tu hoja de trabajo
una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

2.8.3 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.8.2.

2.8.4 Conjeturando
. Qué relaciones existen entre sec(A), sec(-A), sec(A —90) y sec(90 — A)? Escribe en
tu hoja de trabajo una conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e
hiciste para el planteamiento de tus conjeturas.

2.8.5 Demostrando
Explica por qué son verdaderas tus conjeturas planteadas en 2.8.4.

2.8.6 Encuentra otras relaciones entre las razones trigonométricas de los angulos A, -A,
90 — A y A - 90 diferentes a las encontradas en los puntos anteriores y demuéstralas.

. o . -4

2.8.7 Encuentra los valores de las otras razones trigonométricas si se sabe que cos(A) = e
y tan(A) es positiva. ;Cual es el valor del &ngulo A? Justifica tus respuestas.

2.8.8 Encuentra los valores de las otras razones trigonométricas si se sabe que

3 1 , .
sen (A) = —7 y cos( A) = 7 (Cual es el valor del angulo A? Justifica tus
respuestas.
s V2
2.8.9 ;Qué significa que cos( 1354 = —7 ?

Si P(X, y¥) es un punto del plano cartesiano en donde x > 0, y <0. ;Cudles son los
posibles valores que toman A y tan(A)? Justifica tus respuestas.
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Actividad 3. Representacion lineal y visualizacion de las

razones trigonomeétricas
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3. REPRESENTACIONES LINEALES Y VISUALIZACION
DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Actividad 3.1

3.1.1 Sin usar la calculadora, halla las razones trigonométricas seno, coseno y tangente de
un angulo de 150°, 225° y 300°. Justifica tus respuestas.

3.1.2 Conjeturando

(Qué relacion existe entre coS (A) y cos (180 — A)? Escribe una conjetura de lo
encontrado en tu hoja de trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

3.1.3 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.1.2.
3.1.4 Conjeturando

(Qué relacion existe entre sen (A) y sen (180 + A)? Escribe una conjetura de lo
encontrado en tu hoja de trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

3.1.5 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.1.4.
Actividad 3.2
3.2.1 Explorando y Aprendiendo

Abre el archivo ACT.3.2 y mueve suavemente el punto B sobre la circunferencia hasta
completar una vuelta, observa con atencion los vectores que estdn representando las
razones trigonométricas y ten en cuenta lo siguiente:

Cada razon esta representada por un vector en donde: la longitud del vector
representa el valor absoluto del producto del radio de la circunferencia por la razén
representada; el sentido del vector determina el valor positivo o negativo de la
razon. Consideramos que la razon es: positiva cuando el vector representante
apunta hacia la derecha, hacia arriba o hacia fuera del punto O (origen del
sistema coordenado) y negativa cuando apunta hacia la izquierda, hacia abajo o
hacia el punto O.

Por convenio, llamamos “lados trigonométricos” del dngulo fa los siguientes
vectores:

Lado seno: El vector AB (azul), lado seno=rsen6.
Lado coseno: El vector OA, (rojo), lado coseno=rcos6.
Lado tangente: El vector CD, o D"C’, (verde oscuro), lado tangente=rtan6.

Lado cotangente: El vector EF o E'F’, (verde claro), lado cotangente=rcot0.

Lado secante: El vector OD o D"O, (rosado), lado secante=rsech.

Lado cosecante: El vector OF o F"O (celeste), lado cosecante=rcsct.
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Nota: los “lados trigonométricos” no solo estan definidos para angulos en
posicion normal, sino para cualquier angulo que no esté necesariamente en
posicién normal, pero teniendo en cuenta la definicion que involucra la relacion
con la circunferencia de radio r (figura 1).

Fig. 1: “Lados trigonométricos” para un angulo en cualquier posicion.

3.2.2 Explorando, Analizando y Aprendiendo

Mueve suavemente el punto B sobre la circunferencia hasta completar una vuelta,
observa, analiza y memoriza lo escrito en el recuadro anterior.

3.2.3 Explorando, Analizando y Relacionando

Busca objetos geométricos en el diagrama dindmico, describelos y analiza las
relaciones entre ellos.

Actividad 3.3
3.3.1 Demostrando

Para “visualizar” la demostracion y los vectores mencionados a continuacion ten en
cuenta el archivo ACT.3.2 de Cabri.

Vamos a demostrar con propiedades matematicas que el lado tangente de O
(segmento CD o C'D") esta relacionado con la razon tangente de O:

CD=r.tand, si 0° <0 <90° o, 270°< 6 <360° y C'D =r.tand, si 90° <0 <270°.
Veamos el caso del segmento CD (0°< 0 <90°, 0, 270° < 0 < 360°):

lado opuesto CD
Sabemos que tan 0 = = .
lado adyacente oC
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CD
El segmento OC=r, por lo tanto, tan § = — = —, entonces, tan § = —, por lo
r

tanto, CD = r.tan@.

De manera analoga, para el segmento C'D" (90°< 6 <270°):

tan 6 = ? El segmento OC '=r, por lo tanto,tan § = —— = , entonces,

C
tan § = ——, por lo tanto, C’D’ = r.tan®.
r

CD CD
oC r

C’Dl CIDV CVD’

ocC' r

332

333

3.4.1

Demostrando

Demuestra que el segmento AB (si 0° <6 < 360°) esta relacionado con el seno de 0.

Demostrando

Demuestra que el segmento OA (si 0° <0 < 360°) esta relacionado con el coseno de 6.

Actividad 3.4

Explorando, Analizando y Conjeturando

Abre el archivo ACT.3.4.1 y analiza las relaciones entre los angulos #y a en cada
cuadrante (toma como referencia los d&ngulos 0°, 90°, 180° y 360°).

a)
b)

c)

d)

e)

f)

(Cual es el maximo valor de &? ;de o? Explica tu respuesta.

(Qué relacion existe entre un angulo € que esté en el primer cuadrante y el angulo
o? Explica tu respuesta.

(Qué relacion existe entre un angulo € que esté en el segundo cuadrante y el
angulo a? Explica tu respuesta.

(Qué relacion existe entre un angulo @ que esté en el tercer cuadrante y el angulo
o? Explica tu respuesta.

(Qué relacion existe entre un angulo @ que esté en el cuarto cuadrante y el dngulo
a? Explica tu respuesta.

(Qué ocurre cuando € es mayor de 360°? Explica tu respuesta.

3.4.2 Analizando y aprendiendo

Si has analizado, cada angulo en posicion normal (&), tiene como referencia un
angulo agudo (« ), que se forma con respeto al eje X, y que nos sirve para hallar el
valor de las razones del 4ngulo fen funcion de ese angulo ¢, difiriendo, en
algunos casos, solamente en su signo, estos angulos se llaman, angulos de
referencia.

3.4.3 Aprendiendo y explicando

Observa que el angulo de referencia de 120° es 60° sen (120°) = sen (60°) y  cos
(120°) = —cos (60°), tan (120°) = —tan (60°) ;Por qué?
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Aprendiendo y explicando

Observa que el angulo de referencia de 210° es 30°, sen (210°) = —sen (30°) y  cos
(210°) = —cos (30°), tan (210°) = tan (30°) ¢;Por qué?

Actividad 3.5

3.5.1

Discutiendo y comunicando

Discute con tus compafieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y
demostraciones de las actividades 3.1 a 3.4.

Actividad 3.6

3.6.1

3.6.2

3.6.3

3.6.4

3.6.5

3.6.6

3.6.7

3.6.8

3.6.9

Conjeturando

(Qué relacion existe entre sen (180 — «) y sen a ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.1.
Conjeturando

(Qué relacion existe entre tan (180 - &) y tan « ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.3.
Conjeturando

(Qué relacion existe entre sen (180 + @) y sen « ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.5.
Conjeturando

(Qué relacion existe entre cos (180 + @) y cos a ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.7.
Conjeturando

(Qué relacion existe entre tan (360 — ) y tan « ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.




UNIDAD DE ENSENANZA DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

3.6.10 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.6.9.

Actividad 3.7

3.7.1

Discutiendo y comunicando

Discute con tus compafieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y
demostraciones de la actividad 3.6.

Actividad 3.8

3.8.1

3.8.2

3.8.3

3.8.4

3.8.5

3.8.6

3.8.7

3.8.8

3.89
3.8.10

3.8.11

Demostrando

Demuestra que: el segmento OD (si 0° <0 <90°y 270° < 0 <360°) u OD’ (s190°
<0 < 270°) esté relacionado con la secante de 6.

Demostrando

(Es verdad que cos (180 — «) = cos a? Si la igualdad es cierta demuéstrala, si es
falsa reftitala y encuentra una verdadera y demuéstrala.

Demostrando

(Es verdad que sen (180 + a) = sen a? Si la igualdad es cierta demuéstrala, si es falsa
refutala y encuentra una verdadera y demuéstrala.

Conjeturando

(Qué relacion existe entre cot (180 — ) y cot a ? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el
planteamiento de tu conjetura.

Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 3.8.4.
Demostrando

Intenta demostrar de forma diferente las conjeturas 3.8.2 y 3.8.4.
Conjeturando y demostrando

Encuentra otras relaciones de las razones trigonométricas de los angulos , 180° — ¢,

180° + a y 360 — a que no hayas encontrado y demostrado en las actividades
anteriores y demuéstralas.

(Puede ocurrir que existan dos o mas angulos cuyo coseno sea igual? Explica tu
respuesta.

(Puede ocurrir que el seno y el coseno de un dngulo coincidan? Explica tu respuesta.

[ S1 conocemos el coseno de un angulo queda determinado dicho angulo? Explica tu
respuesta.

(Para qué angulos coinciden la tangente y la cotangente? Explica tu respuesta.
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ANEXO S.

Actividad 4. Identidades Pitagoricas
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4. IDENTIDADES PITAGORICAS

Actividad 4.1

8.996
10.727

4.1.1 Halla coseno del angulo & si se sabe que: sen @ =

4.1.2 Expresa la razén trigonométrica coseno en funcion de la razén trigonométrica seno.
Actividad 4.2
4.2.1 Explorando, analizando y conjeturando.

e Abre el archivo de Cabri ACT.4.2, explora la construccion y analiza las relaciones
de los elementos del diagrama dindmico.

(Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones
trigonométricas seno y coseno? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo
encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu
conjetura.

4.2.2 Demostrando

Demuestra tu conjetura planteada en 4.2.1.
Actividad 4.3
4.3.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compaiieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y
demostraciones de la actividad 4.2.

Actividad 4.4
4.4.1 Conjeturando

(Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones
trigonométricas tangente y secante? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de
lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu
conjetura.

4.42 Demostrando
Demuestra tu conjetura planteada en 4.4.1.
4.4.3 Conjeturando

(Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones
trigonométricas cotangente y cosecante? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura
de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu
conjetura.

4.4.4 Demostrando
Demuestra tu conjetura planteada en 4.4.3.
4.4.5 (Existen otras formas de demostrar las conjeturas planteadas en 4.4.1 y 4.4.3? Explica

tu respuesta.
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Actividad 4.5

4.5.1 Sin hallar el valor del angulo & halla sen@ si se sabe que: cos 6 = 0.6427 .

4.5.2 Expresa la razon trigonométrica seno en funcioén de la razén trigonométrica coseno.
Explica tu respuesta.

4.5.3 Expresa la razon trigonométrica tangente en funcion de la razon trigonométrica
secante. Explica tu respuesta.

4.54 Expresa la razén trigonométrica coseno en funcion de la razon trigonométrica
tangente. Explica tu respuesta.

Actividad 4.6
4.6.1 Realiza un mapa conceptual, en donde relaciones todas las definiciones, caracteristicas

y propiedades encontradas en la actividad 4 de tal manera que tus compafieros
entiendan a través de €l todo lo que has aprendido.

Actividad 4.7

4.7.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compaieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones y
mapas conceptuales de las actividades 4.4 a 4.6.




ANEXO 6.

Actividad 5. Seno y coseno de la suma de dos angulos
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5. SENO Y COSENO DE LA SUMA DE DOS ANGULOS

Actividad 5.1

5.1.1 Halla sen(a + f) si se sabe que sen(a)= g y sen(B)=— g EXPLICA TU
RESPUESTA.

5.1.2 Halla cos(a + p) si se sabe que cos( @) = — g y cos( B) = —% . EXPLICA TU
RESPUESTA.

5.1.3 (Es verdad que sen(a + f) =sen(a) + sen(f)? EXPLICA TU RESPUESTA

5.1.4 (Es verdad que cos(a + f) = cos(a) + cos(f)? EXPLICA TU RESPUESTA.

5.1.5 Discute con tus compaferos y el profesor las soluciones de los anteriores problemas.

Actividad 5.2

5.2.1 Explorando y analizando

Abre el archivo de Cabri ACT.5.2, mueve lentamente el lado final del angulo S (se
encuentra en el lado inferior izquierdo de la pantalla) hasta completar mas de una

vuelta; has lo mismo con el angulo & manteniendo fijo el angulo . Observa, analiza y

relaciona todos los elementos de la construccion (angulos, lados de los éangulos,
triangulos, vectores representantes de los lados seno y coseno, rectas auxiliares,
segmentos etc.). Ten en cuenta las siguientes indicaciones y la figura 1:

a es un angulo que esta en posicion normal con respecto al eje X e y del plano.

f es un angulo que no estd en posicion normal con respecto al eje X e y del plano,
aunque se puede considerar en posiciéon normal con respecto al lado final del angulo
a.

Para efectos de la “demostracion dindmica” vamos a suponer que el radio de la
circunferencia es uno (1) y lo indicamos con el segmento verde claro.

El lado sen(«a + p) esta representado por el vector verde claro TP.
El lado cos(«a + ) esta representado por el vector verde claro OT.

El lado seno (producto del radio por la razén trigonométrica seno) correspondiente a
un angulo de cualquiera de los triangulos rectangulos formados, esta representado
por un vector azul y el lado coseno (producto del radio por la razén trigonométrica
coseno) correspondiente a un angulo de cualquiera de los tridngulos rectangulos
formados, esta representado por un vector rojo.

Los angulos o y @, By [ se relacionan por el d&ngulo de referencia en cada cuadrante,
en algunos casos a = a y = [ (esto debes tenerlos muy en cuenta para determinar
el signo de las razones seno y coseno en cada cuadrante y para entender la direccion
del vector representante de los lados trigonométricos seno y coseno).

Aunque en algunos casos se “ve” un solo vector azul grueso (vector RQ o RT) o
rojo grueso (vector QS u OR), esto no quiere decir que no exista el otro, lo que
ocurre es que estan superpuesto y el que se “ve” es el ultimo vector construido.
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o
(a:35,5°
o

Fig. 1: Representacion inicial de la formula del seno y del coseno de la suma de dos angulos

Actividad 5.3
5.3.1 Explorando y analizando

(Qué relacion existe entre el vector TP (vertical verde claro), y los vectores RQ (vertical
azul) y QS (vertical rojo), representantes de los lados trigonométricos seno y coseno de
los triangulos ORQ y QSP? Explica tu respuesta.

5.3.2 Explorando y analizando
(Qué relacion existe entre los triangulos ORQ y QSP? Explica tu respuesta.
5.3.3 Conjeturando

(A qué es igual sen(a + f)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja de
trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

5.3.4 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 5.3.4.
5.3.5 Explorando y analizando

(La formula encontrada en 5.3.3 se cumple para cualesquier angulo a y £? ;{Qué ocurre
cuando uno de los dngulos ¢ o f es mayor de 90°? Explica tu respuesta.

Actividad 5.4
5.4.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compafieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones
de las actividades 5.1 a 5.3.
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Actividad 5.5
5.5.1 Conjeturando y demostrando
(A qué es igual sen(2a) ? Escribe una conjetura y demuéstrala.

5.5.2 Conjeturando y demostrando

(A qué es igual sen [ﬁJ ? Escribe una conjetura y demuéstrala.
2

5.5.3 (Conocer sen(a) y sen(p) es suficiente para hallar sen(a + 3)? Explica tu respuesta.
5.5.4 Conjeturando

LA qué es igual cos(a + f)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja de
trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

5.5.5 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 5.5.4.
5.5.6 Conjeturando y demostrando
(A qué es igual cos(2a) ? Escribe una conjetura y demuéstrala.
Actividad 5.6
5.6.1 Integrando

Realiza un mapa conceptual, en donde relaciones todas las definiciones, caracteristicas
y propiedades encontradas en la actividad 5 de tal manera que tus compafieros entiendan
a través de ¢l todo lo que has aprendido.

Actividad 5.7
5.7.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compafieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones
de las actividades 5.5 a 5.6.







ANEXO 7.

Actividad 6. Seno y coseno de la diferencia de dos angulos
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6. SENO Y COSENO DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Actividad 6.1

6.1.1 (A qué esigual sen(a— £)? EXPLICA TU RESPUESTA.
6.1.2 (A qué es igual cos(a— )? EXPLICA TU RESPUESTA.
Actividad 6.2

6.2.1 Explorando y analizando

Abre el archivo de Cabri ACT.6.2. Observa, analiza y relaciona todos los elementos de
la construccion (dngulos, lados de los angulos, triangulos, vectores representantes de los
lados seno y coseno, rectas auxiliares, segmentos etc.). Ten en cuenta las siguientes
indicaciones y la figura 1:

e oesun angulo que estd en posicion normal con respecto al eje X e y del plano.

e [es un angulo que no estd en posicion normal con respecto al eje X e y del plano,
aunque se puede considerar en posicion normal con respecto al lado final del d&ngulo
a.

e Para efectos de la “demostracion dindmica” vamos a suponer que el radio de la
circunferencia es uno (1) y lo indicamos con el segmento verde claro.

e Los angulos a y o, Sy S se relacionan por el angulo de referencia en cada
cuadrante, en algunos casos a = o y = £ (esto debes tenerlos muy en cuenta para
determinar el signo de las razones seno y coseno en cada cuadrante y para entender
la direccion del vector representante de los lados trigonométricos seno y coseno).

e FEllado sen(a — f) esté representado por el vector verde claro TP.

e Ellado cos(a — p) esta representado por el vector verde claro OT.

Fig. 1: Representacion inicial de la formula del seno y coseno de la diferencia de dos dngulos
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Actividad 6.3
6.3.1 Conjeturando

(A qué es igual sen(a — f)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja de
trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

6.3.2 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 6.3.1.
6.3.3 Conjeturando

(A qué es igual cos(a — f)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja de
trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura.

6.3.4 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 6.3.3.
6.3.5 Explorandoy analizando

(Las formulas encontradas en 6.3.1 y 6.3.3 se cumplen para cualesquier angulo o y £?
(Qué ocurre cuando uno de los angulos & o £ es mayor de 90°? Explica tu respuesta.

Actividad 6.4
6.4.1 Integrando

Realiza un mapa conceptual, en donde relaciones todas las definiciones, caracteristicas
y propiedades encontradas en la actividad 6 de tal manera que tus compafieros entiendan
a través de ¢él todo lo que has aprendido.

Actividad 6.5
6.5.1 Discutiendo y comunicando

Discute con tus compaiieros y el profesor los conceptos, las conjeturas y demostraciones
de las actividades 6.1 a 6.4.
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Otros ejemplos de analisis de la unidad cognitiva



Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonométricas

Actividad 1.4.2,1.4.3 - G1A

1.4.2 Conjeturando
(Qué relacion existe entre la medida de los angulos A y B? Expresa B en términos de

A

1.4.3 Demostrando

Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 1.4.2

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] G1: Cuando el &ngulo A va disminuyendo el &ngulo B va aumentando, y lo mismo va a
pasar con todas.

[2] Diana: Entonces, que A y B tienen relaciones inversamente proporcionales, que cuando
uno aumenta, el otro disminuye, hay, pongamos esto.

D;: Valores numéricos de A
visualizados en Cabri

r-r---"--"-=-"-"""""""—F""""""" hl
lEl: Cuando un angulo aumenta, el otro!

I disminuye y viceversa (Los angulos A
'y B tienen relaciones inversamente:
| proporcionales) [2]. '

BC=3,44 cm
A=26,02 ©

|
|
|
|
|
|
|
: AB=7,85 cm
|
|
|
|
|
|

—_—_—— e ——

—_—_—— e e ——

[3] G1.0 sea ¢Por qué? Tenemos que demostrar, el por qué.
ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Aunque el grupo no plante6 que los angulos A y B son complementarios, proponen una
conjetura verdadera, pero la enuncian de manera errénea, diciendo que la relacion es de

proporcionalidad inversa.

Los datos numéricos visualizados en Cabri, llevan al grupo a encontrar la relacion

planteada por ellos.

El indicador de fuerza es débil, debido a que el Unico argumento estd dado por los

valores numéricos visualizados en Cabri.
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El operador R; es una consecuencia de los valores visualizados en Cabri durante el

arrastre.

El sistema de representacion es el archivo de Cabri (figura dindmica con valores
numéricos), caracterizado por las sucesivas visualizaciones de la figura en la pantalla del

ordenador.

El control lo ejerce el arrastre en Cabri para visualizar los datos numéricos que

garanticen la conjetura planteada.

La forma de argumentacion es constructiva porque los datos visualizados en Cabri,

contribuyen a la construccion de la conjetura.

La estructura de la conjetura es la de una argumentacion inductiva por generalizacion de

los enunciados (datos numéricos de Cabri).

El marco de la concepcidn es perceptivo numérico.

PROCESO DE DEMOSTRACION

[4] Diana: O sea, que cuando BC estd en cero, el angulo..., estd en 89..., o sea, mire B esta

en 89,8...

[5] Mapa: No..., el angulo A va aumentando, tiene que ver con el dangulo B que va a
disminuir.

[6] Diana: El &ngulo A si esta en cero.

[7] Mapa: No, con relacion a éste [senala el angulo A], éste estd aumentando y este esta
disminuyendo [sefala los angulos A y B], eso es todo.

[8] Diana: Pero, eso no es lo que yo veo..., a medida que el lado BC aumenta, oiga, /eso,
no nos deberia dar noventa?
[9] Mapa: ;Qué?

[10] Diana: O sea, cuando BC esta en cero, B deberia ser noventa, bueno igual, hay como un
error ahi de calculo, entonces, cuando BC aumenta, el angulo A aumenta y el
angulo B disminuye.

[11] Diana: Cuando AC es constante, entonces el angulo A tiene que estar ligado a esta lado
y cuando A supere el valor, o sea BC, hace que el valor de A aumente, entonces A
va a superar a B, ¢si me entiende?

[12] Diana: Aca como tienen la misma longitud, entonces son iguales, AC, por eso, son
iguales.

[13] Diana: Entonces ya, luego, este lado es mayor, y ya, el angulo A va aumentando y
cuando...

[14] Mapa: Este también [refiriéndose al angulo B]
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[15] Diana: No, mire, 0 sea cuando BC era menor que AC, el... angulo B es mayor que A.

[16] Mapa: El angulo B es igual al angulo A [se refiere al caso donde AC = BC]... Oiga,
;esa no era la conjetura?

[17] Diana: Yo no se si sera conjetura, o demostracion, no, pero es como una demostracion.
jJorge!

[18] GI1: Mira, la relacion que existe, es como...que cuando BC es menor, como AC es
constante, entonces, cuando BC es menor que AC, entonces, el angulo B va a ser
mayor que A.

[19] GI1:Y cuando estin iguales son..., he, esto..., mira, entonces..., los angulos son iguales.

[20] G1:Y cuando BC supera el valor de AC, porque es constante, entonces, el &ngulo A se
vuelve mayor que el angulo B, y empieza a disminuir.

[21] [EIl grupo escribe en la hoja de trabajo]: “La relacion entre los lados AC y BC y los
angulos <Ay /B esta en que cuando el lado BC es menor que la constante AC el

B es mayor que el ~A. sin embargo cuando el valor de BC es mayor que el de la
constante, el &ngulo <A supera el valor del ~B”.

e e 1 r—————— - = ——— —— 5
: D, : }Elz Cuando un angulo aumenta, el otro!
| D:SiBC=0=ZA=0°y ZB= | I disminuye y viceversa (Los angulos Al
I 89.8... [4] | 1y B tienen relaciones inversamente:
| D3: AC constante, BC variable [11] | | proporcionales) [2] |

—_—_———e e e —— = —_—_— - - —

IRi: [7], [8] |
IR2: Si BC aumenta = ZA aumenta y /B disminuye. [10] :
|R3: Si BC > AC = ZA> /B [11], [20] |
|R4: SiBC=AC = ZA=/B[12], [19] |
Rs: Si BC <AC = /B> /A [15],[18] :

I
- - __

—_—_——— e —_

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo utiliza argumentos matematicos observados en los datos numéricos de los lados AC
y BC del tridngulo rectangulo ABC del archivo de Cabri. Expresan lo que ven, utilizando
algunos términos geométricos, pero no sienten que hayan demostrado la conjetura; se
preguntan si lo que estan diciendo es la relacion entre los angulos A y B o la demostracion del

enunciado E4, es decir el indicador de fuerza es débil.

Los operadores R, a Rs que escribimos en forma de implicacion, siguen siendo

resultado de los datos numéricos observados en Cabri. Por otro lado, los estudiantes no
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justifican por qué estos operadores son verdaderos, ni por qué justifican la conjetura

planteada.

Hay un cambio del sistema de representacion de la figura dinamica de Cabri al lenguaje

natural para enunciar y escribir datos y propiedades observadas, producto del arrastre en

Cabri. Al escribir la demostracion en la hoja de trabajo utilizan simbolos geométricos.

La estructura de control es el arrastre en Cabri (Z,) para comprobar numéricamente (X,)

las relaciones entre los angulos A y B y las propiedades descubiertas por el propio arrastre.

El marco sigue siendo perceptivo numérico.

La estructura de la demostracion es inductiva, y el tipo de demostracion Empirico

Ingenuo, al basar sus argumentos en la generalizacion de los datos observados en Cabri.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracién

n: numérico; p: perceptivo

n: numérico; p: perceptivo

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION

E,: Cuando un angulo aumenta, el otro disminuye y viceversa (Los
angulos A y B tienen relaciones inversamente proporcionales)

DEMOSTRACION

E;: Cuando un angulo aumenta, el otro disminuye y viceversa (Los
angulos A y B tienen relaciones inversamente proporcionales)

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES

R;: Generalizacion de
los datos observados
en Cabri.

SIST. DE REPR.
L;: Figura
dinamica de
Cabri. <>

L,: Lenguaje
natural <

Lj: Uso de datos
numéricos.

E. DE CONTROL

Y: Arrastre en
Cabri.

OPERADORES

R;: Generalizacion de
los datos observados
en Cabri.

R,: Si BC aumenta =
ZA aumenta y ZB
disminuye.

R;: SiBC>AC =
ZA > /B.

Ry SiBC=AC=
ZA = /B.

Rs: SiBC<AC =
ZB > ZA.

SIST. DE REPR
L;: Figura
dinamica de
Cabri. <

L,: Lenguaje
natural <

Ls: Uso de datos
numéricos.

E. DE CONTROL

Y,: Arrastre en
Cabri.

X,: Control
numérico.

Marco Perceptivo - Numérico

Marco Perceptivo - Numérico

CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA
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Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION

FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva: Los datos ayudan a construir la conjetura

ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Argumentaciéon Inductiva (Generalizacion de los | Demostracion Inductiva (Generalizacién sobre los
datos) datos)

TIPO DE DEMOSTRACION

EII (Generalizacion de los datos observados en Cabri)

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

La transcripcion, los comentarios y la tabla muestran la unidad cognitiva, caracterizada por la
continuidad referencial y estructural. Esta continuidad no permite la construcciéon de una

demostracion deductiva.

Durante el proceso de construccion de la demostracion, el grupo va encontrando de
manera perceptiva-numérica propiedades que supuestamente les ayudan a justificar la
relacion: relacionan los valores de los angulos con los valores de los lados, plantean
propiedades que no justifican matematicamente, se dedican a ver y expresar propiedades

validas, pero no justifican por qué mientras que un angulo aumenta el otro disminuye.

Un aspecto importante que se deriva de la trascripcion es la toma de conciencia, por
parte de los estudiantes, de la necesidad de justificar todas las propiedades encontradas y
planteadas, desde el mismo proceso de argumentacion [3], y también la confusion que los
estudiantes tienen respecto al proceso de argumentacion y de demostrar, en donde no

distinguen un proceso del otro [16], [17].

Este ejemplo plantea un aporte importante en lo siguiente: Cuando el estudiante no tiene
plena claridad sobre lo que tiene que demostrar, lo que realiza en los dos procesos es una
busqueda y planteamiento de propiedades, producto de la exploracion, que utiliza como un
listado de verdades matematicas validas percibidas en el diagrama, pero que no conducen al
planteamiento de una conjetura, ni de una demostracion relevantes para el problema

planteado.
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Actividad 2.5.5, 2.5.6 - G1A

2.6.1 Conjeturando
., Qué relacion existe entre tan(A) y tan(-A)? Escribe en tu hoja de trabajo una
conjetura de lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.

2.6.2 Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.5.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] G1: ¢Qué relacidn existe entre tangente de A y tangente de menos A? ¢No es lo mismo?
tangente es..., tangente de..., mire, da como 122..., también es lo mismo..., tangente es
opuesto sobre hipotenusa.

[2] Mapa: Sobre adyacente.
[3] Diana: Pero es lo mismo.

IDz Valores numéricos observados en Cabri. [1] | _____________________
|D1 |senA| = |sen(—A)|, |cosA| = |cos(— A)II E1 |tan (A)| = |tan(—A)]| [1], [3]|
| Act. 2.5.1 22.54. N

|
I R;: Generalizacion de los procesos de las actividades 2.5.1 a 2.5.4 |

|S1 |send| = |sen(—A)| y |cosA| = |cos(—A)| = |tanA| = |tan(—A)| :

[4] Mapa: Mire, espere..., vea, aqui, x es negativo y y es positivo, o sea seria, opuesto
positivo [se refiere al segundo cuadrante del plano cartesiano].

5] Diana: Menos x sobre y, menos X.

6] Mapa:y sobre menos X [se refiere al segundo cuadrante].

7] Diana: Eso, y sobre menos x.

8] Mapa: Aqui seria [se refiere al tercer cuadrante].

9] Diana: Al revés, menos y sobre menos x, menos y sobre menos x.

10] Mapa: (COmo seria aca? [se refiere el cuarto cuadrante]..., aqui seria menos y sobre X,
y aqui seria...

[11] Diana: menos y sobre X.

[12] Mapa: Hagamos cuadrantes [dibuja un plano cartesiano al lado derecho de la hoja de
trabajo (Fig. 1)], miremos de a un solo cuadrante.

[13] Mapa: Para este cuadrante seria y sobre X, y sobre X [escriben % en el primer cuadrante
del plano cartesiano de la hoja (Fig. 1)], para este cuadrante...

[14] Diana: Ponga el opuesto, no, o sea, ponga como seria el opuesto de...
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[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]
[23]

[24]

Mapa: No, pero espere, primero, espere. En este, seria, menos y sobre x [escribe _Tyen
el cuarto cuadrante (Fig. 1)] ¢Si? Acd, seria...

Diana: Seria y sobre..., menos y sobre x también [tal vez se refieren nuevamente al
cuarto cuadrante]

Mapa: ¢AC4?

Diana: y sobre menos x [Mapa escribe _LX en el segundo cuadrante (Fig. 1)]

Mapa: ¢Seguro gue eso es asi?

Diana: No, aca ya el otro es negativo.

Mapa: Tenemos que, ¢cual es el opuesto? O sea, este resultado va a dar opuesto a este

[se refieren a los valores de tangente en un cuadrante y su respectivo simétrico con
respecto al eje x], y este resultado va a dar opuesto a este.

Diana: Yo no entiendo...

Mapa: Vea..., €ste va a dar positivo, el resultado [se refiere al signo de la razon], este va
a dar negativo, éste va a dar positivo y éste va a dar negativo [se refiere a la razén
tangente de un angulo y de su opuesto]. Entonces, este va a ser opuesto a este, este
va a ser opuesto a este [se refiere a la razon tangente de un angulo y de su
opuesto]...

[...] Diana: Es la misma relacién, es o mismo, el valor absoluto de... ;jtangente?, de
tangente de A, es igual al valor absoluto de menos A [mientras van verbalizando,
van escribiendo en la hoja de trabajo: tiene el mismo valor absoluto. Es decir
[tan (A)| = [tan (—A)]].

:tan(A4) = _Lx en el segundo cuadrante [7], [18]

Dy4: tan(4) = :—i’ en el tercer cuadrante, [8], [9]
Ds: tan(4) = =

A

E;: |tan (A)| = |tan(—A)| [24]

—en el cuarto cuadrante, [10], [15]

D¢: tan(4) = 3;’en el primer cuadrante, [13]

R,: [12], [13], [15], [18]

3 1
= X
5 >
p
=3 13
~X b ¢

Figura 1: Plano cartesiano en la hoja de trabajo

R3: Los valores de la tangente de un angulo
y de su inverso son opuestos. [21], [23]

|
Trigonometria en el plano cartesiano
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ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Los estudiantes sospechan desde un principio que la relacion es |tan (A)| = |tan (—A4)].
Inician un proceso de exploracion en el archivo de Cabri que los conduce al descubrimiento
de propiedades matematicas que usan como argumentos en el planteamiento del enunciado.
Es decir, la forma de argumentacion es constructiva, dado que los datos y argumentos ayudan

al planteamiento de la conjetura, como se puede deducir de la transcripcion y el esquema.

Aunque el grupo no plantea la relacion existente entre la razon tangente de un angulo y
su inverso, sino la relacion entre sus valores absolutos, el proceso de exploracion y de
analisis, les sirve para encontrar operadores tedricos basados en la definicion de tangente en el
plano cartesiano y escritos en una combinacion del dibujo y el uso de expresiones algebraicas
(Fig. 1). En lo escrito en la hoja de trabajo usan una combinacion del lenguaje natural y
algebraico para enunciar la conjetura (Tiene igual valor absoluto, es decir [tan (4)| =

|tan (—A)]).

En este proceso, también se evidencia una relacion bidireccional entre el control de
arrastre en Cabri, el dibujo en la hoja de trabajo, y el control teoérico. Podemos decir que los
estudiantes ya estdn usando como marco de sus concepciones la trigonometria en el plano

cartesiano de manera abstracta.

El primer esquema planteado corresponde a una argumentacion inductiva por analogia y
la estructura de la argumentacion a una generalizacion del proceso, pero en el segundo
esquema vemos una argumentacion deductiva, basada en la definicion de tangente en el plano
cartesiano y el andlisis de los signos en los cuatro cuadrantes, acompafiado de una
representacion geométrica — algebraica. Es de destacar estas conexiones que logran establecer
entre los diferentes controles y sistemas de representacion (diagramas de Cabri, geométrico,

algebraico y analitico)

PROCESO DE DEMOSTRACION

[25] GI1: [El grupo va verbalizando y escribiendo en la hoja de trabajo lo siguiente]:

Si tan(4) = % = tan(—A4) = _Ty’

Si tan(4) = — = tan(—4) =2
Si tan(4) = _lx = tan(—4) = :_Z
Si tan(4) = :—z = tan(—4) = _Lx
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Dy, D2, D3, Dy, D5, Dg — E;: [tan (4)| = |[tan(—A)| [24]

Rq: Sitan(4) = 2 = tan(-4) = =X [25]

Rs: Si tan(4) = =X = tan(—4) =  [25]

Rq: Si tan(4) = £ = tan(-4) = = [25]

Ry Si tan(4) = = = tan(—4) = = [25]
|

Trigonometria en el plano cartesiano

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Los estudiantes, basados en lo realizado en la fase de planteamiento de la conjetura, realizan
una demostracion deductiva formal correcta, que se caracteriza por el uso de los operadores
teoricos Ry a Ry, que corresponden a propiedades matematicas validas para justificar la
relacion planteada por ellos, es decir, estos se pueden interpretar como teoremas que validan

los permisos de inferir.

La estructura de control es teorica, respaldada por lo visualizado en el dibujo realizado

en la hoja de trabajo.
El marco de la concepcion es el de la trigonometria del plano cartesiano.

El sistema de representacion es el lenguaje algebraico.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracion

_______ 1 —_———

| |
| Diproc, Don | | Fipm | D proc, Dn, Dspm, >
N » E;pm
I | Dgpm, Dspm, Dgpm
| Rigproc |
Ruteo, Rsteo, Rgteo, Riteo
D3pm7 D4pm> D5pm7 D6pm7 > Elpm
R,an, Rsteo
teo: teorema teo: teorema

10
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Analisis de la continuidad del sistema de referencia
ARGUMENTACION DEMOSTRACION
Ey: [tan (A)| = [tan(—A4)]| E;: [tan (4)| = |tan(—A)|
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES SIST. DE REPR. | E. DE CONTROL OPERADORES SIST. DE REPR E. DE CONTROL
R;: Si|sen(4)| = Li: Lenguaje Ti: Arrastre en Cabri | Ry: Sitan(4) = 2= | La: Dibujo. <> %,: Dibujo <
A tural *
|sen( )|:y natural <> TN tan (—4) Lt Uso de 5. Tetrico,
|cos (D] . . .
lcos(—A)| = L;: Dibujo. <> 3,: Dibujo <> Rs: Si tan(4) = ZTP;E:;?CH;S
|tan (4)] = Ls: Uso de 23: Teorico. Ty = tan(—-4) = % g '
|tan(—4)| expresiones Re: Si tan(4)
. o1 tan B
R,: Figura | algebraicas. L6 > tan(od) = -y
R7: Si tan(4) =
ik _
== tan(—A4) = =
Rs: Los valores de la
tangente de un angulo
y de su inverso son
opuestos.

Marco: Trigonometria en el plano cartesiano Marco: Trigonometria en el plano cartesiano

CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva. Deductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
DFE: La demostracion estd basada en una secuencia
l6gica derivada de los datos del problema.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Se observa facilmente la unidad cognitiva, caracterizada por la continuidad referencial y
estructural, que conlleva a la construccién de una demostracion deductiva. Se destaca el uso
de la exploracion en Cabri para la deduccion y verificacion de propiedades matematicas; las
conexiones que logran establecer entre los sistemas de representacion, controles y operadores
geométricos y algebraicos; y el uso de la definicion de razon trigonométrica en el plano
cartesiano. Los operadores usados en la construccion de la demostracion, son complemento de
los usados en el proceso de planteamiento de la conjetura, es decir, los argumentos usados en

el proceso de argumentacion, son tomados y complementados en el proceso de demostracion.

11
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Los estudiantes a través de la exploracion y la discusion, se dan cuenta de sus errores
([1], [2]; 5], [6]) y de sus dudas, los corrigen y pueden construir una demostracién deductiva.
También es de resaltar la capacidad de establecer relaciones entre el marco geométrico y

analitico.

El primer esquema de la conjetura muestra una argumentacion inductiva, pero al tratarse
de una generalizacion de un proceso, es facil el cambio a una argumentacion deductiva como
se deduce del segundo esquema. Este episodio muestra que cuando la conjetura es producto
de un proceso de exploracién que conlleva al planteamiento de argumentos deductivos es mas
facil que la demostracion sea deductiva. Si la estructura de control en la fase de conjetura
tiene elementos tedricos, €stos son usados o transformados con mayor facilidad en la fase de

demostracion.

12
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Actividades 2.5.1, 2.5.2 — G2A

25.1

252

Conjeturando

(Qué relacion existe entre sen(A) y sen(-A)? Escribe una conjetura de lo
encontrado en tu hoja de trabajo. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el

planteamiento de tu conjetura.

Demostrando
Explica por qué es verdadera tu conjetura planteada en 2.5.1

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1] G2: [Antes de empezar el didlogo con el investigador, el grupo habia explorado y
encontrado las siguientes relaciones que escribieron en la hoja de trabajo]:

a. “La abertura de los 2 angulos es la misma, pero el lado final esta en diferentes
cuadrantes.

b. El lado inicial de los dos angulos esté sobre el eje positivo de la x, pero como uno
va en contra de las manecillas del reloj (es positivo) y el otro va con las
manecillas del reloj (es negativo).

El seno en cada angulo tiene diferente signo.

d. Si el zA esta ubicado en el primer cuadrante, el A estara ubicado en el cuarto
cuadrante.

e. Siel zA esta ubicado en el segundo cuadrante, el z—A estara ubicado en el tercer
cuadrante ”.

Mabe: ¢ Por qué estamos hablando de los dos &ngulos?

Cata: Por lo que yo te decia, que sea menos A, significa que sea negativo.
Mabe: No, no, si, pero, si tu dices que..., bueno, si

Cata: O sea, que el seno de cualquiera de los dos angulos...

Mabe: Digamos si pones un angulo, que sea..., como

Cata: Es decir, si tu pones un angulo aqui [sefiala con el lapiz en el computador sobre el
archivo un angulo aproximado de —30], menos treinta, te va a dar positivo el seno.

Mabe: No, no, no, lo que te estoy diciendo es que si pones un angulo, que sea como,
menos...como menos doscientos, ¢ cuanto te da?

Inv.: A es menos doscientos, entonces ¢ Cuanto seria A?
Cata: Positivo, no mentiras

Mabe: Por lo que esta en este cuadrante, en el segundo [sefiala con el lapiz en el
computador girandolo en sentido de las manecillas del reloj (Fig. 2)], esta aqui
[sefiala con el lapiz en el computador]

Inv.: O sea, ahi en ese caso A es negativo ¢y el seno de A?

Cata: [Calcula sen(—200) en la calculadora de Cabri] ES positivo.
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[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]

[23]
[24]

[25]
[26]

Mabe: ¢ Positivo?

Cata: Si, claro, da menos doscientos en el angulo y el seno es positivo.

Mabe: ¢ Positivo? ;,Cémo asi, menos doscientos es A 0 menos doscientos es menos A?
Cata: Menos A.

Inv.: ¢ Menos A o A?

Cata: (Menos A?

Inv.: ¢ No puede ser A?

Cata: Si puede ser A, da lo mismo ;jno? O sea da...

Mabe: Igual, pero siempre va a ser lo mismo, pero con diferentes signos porque queda
en diferentes cuadrantes, ¢da menos A positivo en el primero y en el segundo
cuadrante?

Inv.: ¢ Qué relacion encontraron?

Cata: Espérate, escribamos lo ultimo: “El lado final del #A determina la posicion del
lado final de z—A, en el cuadrante de arriba o abajo dependiendo donde se
encuentre. El seno de los z#A y z—A depende del cuadrante donde se ubique el lado
final”.

Inv.: {COmo?

Mabe: Que el seno de Ay el seno de menos A es positivo cuando el lado final esté en el
primero o en el segundo cuadrante.

:Dl: La abertura de los 2:
| angulos es la misma, pero el |

llado final estd en diferentes

| cuadrantes. [1a] I
I D,: El lado inicial de los dos !
: dngulos estd sobre el eje

| positivo de la X, pero cambial  _—________ _
lel signo de acuerdo a las! :E,: El lado ﬁnall

_________ f————————
|

: E,: El seno de Al E;: Si el lado final

|
| .

| manccillas del reloj. [1b] : | de A determina la | :y —A  depende | jde A o—A esta en el :
ID;: El seno en cada angulo ™ posicion del lado — 1% del cuadr:ante I ! cuadrante I o IT = :
tiene diferente signo [1c] : | final de —A [24] : : dlo ?(iie Slf u}j lgze: I sen(A).y. sen(2—6A) |
| D4 Si A esta en el cuadrante 11 - If_i 3_‘“_3‘_[_]_| !_S(ln _p ESI_UXO_SL_]__'
: = —A estd el cuadrante IV. : T
| [1d] | rm—= ===

IDs: Si A esta en el cuadrante! ! Ri: Archivo 2.2.1

|
|
| Il = —A esta el cuadrante IIL.| | | P I
I[le] R g : | sen(—200) > 0 [28] :
|
| |
|

:DG: sen(—200) > 0. [13], [14] |

_______ S
IRy: A =-200° <0 queda|
len el cuadrante II vyl

| T P(4.164: 2.768)

I I'R3: seno en el cuadrante I

/ r=5,00 \ 1

______________ | / N A | y I es positivo [30] |

| _‘(.\AI 146,381 N I
A Ic

\ /

\ /

-

. - |
: Marco perceptivo — numérico |
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[27]
[28]

[29]
[30]
[31]

[32]

[52]

Inv.: ¢El seno de Ay el seno de menos A son positivos?

Mabe: Pues, quiero decir, o sea que en el momento en que el angulo menos A, por
ejemplo, menos A, supongamos gque sea menos doscientos [sefiala con el lapiz en el
computador un angulo aproximado de —200°], entonces seria, o sea el lado final
esta en el segundo cuadrante, 0 sea que va a ser positivo, ¢si?, 0 sea que el
momento en que el lado final del &ngulo A 0 menos A quede en el segundo o en el
primer cuadrante es positivo y...

Inv.: Ah, si, si, cualquiera de los dos.
Cata: Cualquiera de los dos, desde que sea el segundo o el primer cuadrante.

G2: [Con la ayuda del investigador construyen un archivo en donde se pueden ver los
angulos y las coordenadas de A y —A (Fig. 3)].

Inv.: Muevan A y analicen qué relacion hay entre los dos, no que uno es positivo y el
otro es negativo, sino en cualquier cuadrante qué relacion hay entre los dos.

G2: [Mueven el angulo A en ambos sentidos, pero solamente en los cuadrantes Il y IV]
Mabe: Que es el mismo punto.

Inv.: ¢ Es el mismo punto?

Mabe: Entre el valor absoluto.

Inv.: Es el mismo valor absoluto, ¢pero en qué se diferencian?

Cata: No sé [sigue moviendo el angulo A solamente en el III y IV cuadrante], en los
signos.

Inv.: ¢En los signos de qué?

Cata: No entiendo.

Inv.: ¢En qué se diferencian el seno de Ay el seno de menos A?
Cata: Que uno es positivo y el otro es negativo siempre.

Inv.: ¢Que uno es positivo y el otro es negativo? ¢siempre uno es negativo y el otro
positivo?

G2: Siempre.

Inv.: ¢ Siempre seno de A es positivo y seno de menos A es negativo?

G2: Si..., no, también puede ser al revés.

Cata: No es que uno sea positivo y el otro negativo, no importa si es A 0 menos A.
Inv.: O sea hay una relacion, ¢como se llama esa relacion?

Mabe: Inversos.

Inv.: Inversos aditivos, ¢coOmo podemos expresar seno de A relacionado con seno de
menos A?, ¢si ta tienes el valor del seno de A, como hallas el valor de seno de
menos A?

Cata: Se le cambia el signo.

Inv.: Se le cambia el signo, o sea se multiplica por menos uno, ¢la relacion como
guedaria?
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[53] Mabe: ¢Uno puede escribir que seno de A es igual a menos seno de menos A?

[T ———— [
| D7: |
| . |
| \\ /,»”/—‘\ - |
: (3,179 3j859) N I
\ |
I / \ |
| / Al=230,523° \ [ ]
' ™ Ll I
N A e — > E4: sen(4) = —sen(—A4) [53] !
| \ / J | e —_— Y -
: \ VA r=500 ) l
| N p=3a791 3859) |
| ! \-“““»__14// |
| // |
: Figura 3: Visualizacién Ay —A :
e ]

|

IR4: El valor absoluto de las abscisas y de las:
I ordenadas de A y —A son iguales [34] - [36] :
| Rs: sen(A4) y sen(—A) son inversos aditivos [49] !

| . ,
| Marco perceptivo numerico :
L

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

A través de la exploracion, el grupo encuentra una serie de datos y relaciones en la
construccion geométrica que les sirve para darse cuenta que el angulo —A depende del angulo
A (E)), posteriormente se dan cuenta que el seno de A o —A, depende del cuadrante en donde
se ubiquen los lados finales, y de alli concluyen que el seno de A o —A es positivo en el
cuadrante I y II (E3). Estos enunciados no plantean ninguna relacion entre la razon seno de un
angulo y su opuesto. De hecho, inicialmente el grupo supone que —A siempre es un angulo
negativo, y si el angulo es negativo, el seno de ése angulo también es negativo. En la
discusion entre las estudiantes y con la intervencion del investigador, se dan cuenta que —A

también puede ser positivo y el seno de un angulo negativo puede ser positivo.

Los operadores son perceptivos, basados en los datos numéricos y signos observados en
las coordenadas de los angulos A y —A en el diagrama dindmico y los datos obtenidos de la
calculadora. Debido a la ayuda del investigador para construir una imagen dindmica de un
angulo y su opuesto, y a las continuas intervenciones, el grupo plantea la relacion de inversos
aditivos entre el seno de un angulo y de su opuesto (E4), pero la fuerza de inferencia es débil
porque surge mas por las preguntas e intervenciones del investigador, que del proceso que

llevaban hasta el momento.
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El sistema de representacion se caracteriza por el reconocimiento de variantes e
invariantes en el diagrama dindmico (L;), el movimiento de la mano para representar con el
lapiz, algunos angulos (L), la combinacién del lenguaje natural (L3;) con algunos simbolos

geométricos (L4) y el lenguaje algebraico (Ls).

El control lo ejerce el arrastre en Cabri (X;) para la visualizacion y comprobacion de

relaciones numéricas y geométricas (X,).

La forma de argumentacion es constructiva y la estructura de la conjetura es inductiva

por generalizacion de los enunciados.

PROCESO DE DEMOSTRACION

[54] Inv.: {Como demuestran eso?

[55] Cata: jTodo lo que hicimos es la demostracion!

[56] Inv.: Esa no seria la demostracion, esa seria las cosas que...
[57

] Cata: Pero como tenemos que demostrar eso, simplemente que tienen la misma
abertura, o sea, es el mismo valor.

[58] Inv.: Pero recuerda que la idea de demostrar, es que uno lo pueda sintetizar con lo que
ya se conoce, por ejemplo, con la definicion de seno, usando la definicién de seno,
¢ gué es seno?

[59] G2:ysobrer.

[60] Inv.:y sobre r, cierto, entonces, td tienes que demostrar que seno de A es igual a menos
seno de menos A, entonces, ¢ qué es seno de A?

[61] G2:ysobrerylaotravaaser-ysobrer.

[62] Inv.: Ah.

[63] Cata: ¢Y ya estd demostrado?

[64] Inv.: Esa seria la demostracion.

[65] G2: [Escriben en la hoja de trabajo, debajo de sen(A) = —sen(—A)

[66] [...] Mabe: Cata, pero aca en esta no seria, 0 sea, aqui, ¢,menos, menos y sobre r?
porgue esto es igual.

[67] Cata: No es igual, menos y sobre r, lo que quiere decir eso es que... que, o sea, menos,
no significa que sea negativa la y, sino que es el angulo negativo, o sea, esta puede
ser, por ejemplo, menos cinco y esta puede ser cinco, ¢,si? ¢como te explico?

[68] Mabe: No, pero espera, lo que voy a decir es que seno de A es y sobre r, seno de menos
A también y sobre r, pero tiene un signo negativo aca.

[69] Cata: Exacto.
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[70]

[71]
[72]
[73]

[74]

[75]

[76]

Mabe: Para que sea positivo acé, 0 sea, es que se supone que seno de A y seno de
menos A son inversos, entonces por eso le pusimos este menos aca.

Cata: ¢ Que pasa?
Mabe: ¢Y no deberia ponerse eso aca para que quedara y sobre r igual a 'y sobre r?

Cata: No, porque es que es igual a jmenos!, o sea es que... esta y puede ser menos, o
sea, esa y puede reemplazarse por menos, la coordenada, o por mas, la
coordenada, igual que ésta, o sea, lo que esta diciendo es que es igual al...
negativo.

Mabe: Pero si reemplazas aqui una coordenada negativa y aqui una positiva, igual esta
va a ser negativa, ¢esa es la idea?, si reemplazas menos cinco en y, y menos cinco
en...

Cata: Ah, ya entendi, o sea, si por ejemplo, pones aqui menos cinco y acé cinco, las dos
van a dar menos cinco, yo creo que tiene que pasar el uno con el otro, si tu pones
aqui cinco...ah no mentiras..., no mentiras si, si tu pones aqui cinco y aqui menos,
menos cinco, la razén va a dar positiva, ¢si?, este es menos por menos, entonces
este se convierte en cinco ¢si entiendes?, o sea, tu tienes que la coordenada y es
menos cinco, o sea aqui queda menos cinco sobre r es igual a menos, menos cinco,
no, perdon, a cinco sobre r ¢si?

Mabe: O sea, si aqui reemplazo 5, ¢aqui -5?

:DI_D6:>E13E2:>E3: ____________________

| D= E, ’—‘\—ﬁ_Em sen(A) = —sen(—A) [53] i

sen(A) = —sen(—A)
R63 y - _ (—_y) [65]

R:==-(3)y 2==(Z) 751 176]

|
|
|
|
|
|
" |
r-———"™>—"""™>"™>"™7"™—7"— 1
| Marco algebraico !

ANALISIS Y COMENTARIOS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

El grupo supone que ya tiene la demostracion con lo realizado en la fase de conjetura, lo que

evidencia que los estudiantes no diferencian las dos fases y ain no son conscientes de los

pasos y requisitos requeridos para la construccion de una demostracion. Inicialmente recurren

a los argumentos planteados en la fase de conjetura, pero con la intervencion del investigador

construyen una demostracion algebraica, cuyo producto podria interpretarse como una

demostracion deductiva, pero que resulta mas de la intervencion del investigador que del

proceso de razonamiento de los estudiantes, por lo que la consideramos una demostracion de
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estructura inductiva. Otra prueba de que la fuerza de inferencia es débil y que la demostracion

es producto de un razonamiento inductivo, se basa en la discusion de las estudiantes después

de haber concluido lo que consideran la demostracion, en donde se evidencia la confusion con

los signos y la necesidad de recurrir a ejemplos (R~) para validar la demostracion realizada.

El operador Rg es tedrico, basado en la definicion de seno en el plano cartesiano y las

propiedades de las operaciones entre numeros reales.

El sistema de representacion y el marco es algebraico (Ls).

El control (X3) empieza siendo tedrico, basado en la definicion de seno, pero después se

vuelve un control numérico — algebraico (X4), basado en el uso de nimeros y variables para

verificar la igualdad planteada.

El tipo de demostracion es un ejemplo genérico analitico, puesto que se trata de una

generalizacion de las relaciones observadas en los datos numéricos de las coordenadas en

Cabri, cuando el angulo —A esta en el cuadrante Il y IV.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion

Esquema global de la demostracién

—————————— A
|

| _ - e
I Drg, Dorg, Diptrig, I ] 1 1

—_—_——

————1

| Eaitrig J|

|D1 - D6 = El :

::>E2:>E3

|D72 E4 |
|—————1
| Redefpc |
Roeinum |

| . | .
LD4rg, Dsrg, Deptrig | Elr g _E ipir ) _Eipir l_gJI
- T
[ Rode | Roptrig :
A T | Rsptrig |
| itrig |
(Drde > Fatrig
=
IRsgpn
| io |
[Raelrig

rg: relacion geométrica, ptrig: propiedad trigonométrica,

dfpc: definicion plano cartesiano, ejnum: ejemplo

numérico.

dc: diagrama Cabri, pn: propiedad numérica.

Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION
E,: sen(4) = —sen(—A)

DEMOSTRACION
E4: sen(A) = —sen(—A4)

CONCEPCION

CONCEPCION

OPERADORES
R;: Figura 2

SIST. DE REPR.

L;: Diagrama
dinamico de Cabri

L,: Gestos y
movimientos con
las manos

Lj: Lenguaje

E. DE CONTROL

Y: Arrastre en
Cabri.

2,: Teorico
(relaciones
geométricas y
numéricas).

OPERADORES

RGZ
sen(A) = —sen(—4)

)

R =—(9)y

T T

SIST. DE REPR

Ls: Lenguaje
algebraico

E. DE CONTROL

Yy: Teorico
(definicion de
seno).
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ARGUMENTACION DEMOSTRACION
E4: sen(4) = —sen(—A) E4: sen(4) = —sen(—A)
natural S__ (=
e =-)
Sy ,_';‘ . L4: Simbolos
N vaean - | geométricos
3 3

Ls: Lenguaje
algebraico.

R;: A=-200°<0

queda en el cuadrante

II y sen(—200) > 0.

R3: seno en el

cuadrante I y IT es

positivo.

Ry: El valor absoluto

de las abscisas y de

las ordenadas de Ay —

A son iguales.

Rs: sen(A) y

sen(—A) son inversos

aditivos .

Marco perceptivo — numérico — geométrico Marco algebraico

RUPTURA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de 1a continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Inductiva por generalizacion de los enunciados Inductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
EGA: Generalizacion de las relaciones observadas en
los datos numéricos de las coordenadas en Cabri,
cuando el angulo —A esta en el cuadrante I1l y IV

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

La ruptura del sistema de referencia conlleva a una ruptura cognitiva, a pesar de la
continuidad estructural. Esta ruptura cognitiva es necesaria y debe contribuir a la comprension
y a la construccion de una demostracion deductiva. Como mencionamos en el andlisis de la
demostracion, al final parece que se logra una ruptura estructural cuando se les indica a los
estudiantes que usen la definicion de seno, con la cual construyen una demostracion
algebraica que puede ser considerada deductiva en su forma, pero que procede de un proceso
netamente inductivo, como se constata cuando el grupo vuelve a discutir lo realizado y recurre

al uso de ejemplos para comprender lo realizado.

20




Desarrollo de la experimentacion y analisis de datos JORGE FIALLO

El esquema global de la conjetura nos ilustra la desconexion entre los datos, enunciados
y operadores perceptivos del primer esquema con el segundo. En el primer esquema los datos
conllevan al planteamiento de enunciados no relevantes para el problema planteado, cuyos
operadores son de tipo perceptivo, mientras que en el segundo, debido a la intervencion del
investigador, se plantea la identidad trigonométrica, justificada por operadores basados en las
relaciones y propiedades de las razones trigonométricas en el plano cartesiano, pero son de
tipo perceptivo, lo que no permite tener un control tedrico sobre el problema, necesario para la

construccion de una demostracion deductiva en la siguiente fase de demostracion.
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Actividad 4.2 — G2A

4.2.1

422

Explorando, analizando y conjeturando.

e Abre el archivo de Cabri ACT.4.2, explora la construccion y analiza las
relaciones de los elementos del diagrama dinédmico.

.Qué relacion existe entre el radio de la circunferencia y las razones
trigonométricas seno y coseno? Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de lo
encontrado. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu

conjetura.

Demostrando

Demuestra tu conjetura planteada en 4.2.1.

PROCESO DE ARGUMENTACION

[1]
[2]

[3]
[4]

[3]
[6]

Inv.: (Como relacionas a la vez el radio, coseno y seno?

Cata: Ah, ya, la roja es el coseno y la azul es el seno [senala en el archivo los lados
coseno y seno respectivamente (Fig. 4)]

Inv.: Ese es el lado seno, ¢entonces?

Cata: Lo de Pitagoras, seria r a la dos, igual a r por seno de & a la dos, méas r por
coseno de fa la dos, ¢si?

Inv.: Si

G2: [Escriben en la hoja de trabajo: 72 = (r.c0s08)? + (r.sen6)?]

D
A 4

c 2 = 2 2
c 5 .G Ei: 7% = (r.cos0)“ + (r.senf)* [4]
/
D]I E
Figura 4: Archivo 4.2 en la posicion inicial

R;: Teorema de Pitdgoras [4]
[

Marco geométrico — algebraico
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ANALISIS DEL PROCESO DE ARGUMENTACION

Inicialmente, el grupo no entendia a qué relacion se referia la pregunta, pero al observar el
archivo recuerdan las representaciones de los lados seno y coseno y plantean la Identidad

Pitagorica.
El operador R, es el teorema de Pitagoras, tal vez recordado al observar la construccion.

El sistema de representacion se caracteriza por el uso del diagrama dindmico en Cabri
(L) como dibujo (no utilizan el arrastre) para ver la relacion, el uso del lenguaje natural (L,),

usado para plantear verbalmente la relacion, al lenguaje algebraico (Lj3), usado para escribir la

identidad.
El control es tedrico (£;), basado en el teorema de Pitagoras.

La forma de argumentacién es constructiva, ya que primero mencionan el Teorema de
Pitdgoras y luego plantean la identidad trigonométrica, usando los nombres de los lados del

tridngulo rectangulo OAB, asociado a los vectores azul y rojo.
La estructura de la argumentacion es deductiva.
PROCESO DE DEMOSTRACION

[7] Cata: Ahora toca demostrarlo.
[8] Inv.: {Cdmo demuestras eso? ¢qué estas haciendo ahi?

2
[9] Cata: Reemplazando lo que es seno [Escribe en la hoja de trabajo:r? = (rf) +

(r3)

[1] Inv.: La definicion.

X
[10] Cata: [Realiza el siguiente procedimiento en la hoja de trabaJO N ( ;) ( )

¢ Si esta bien?
[11] Inv.: TG qué dices.

[12] Cata: No se, pues, no sé si esté comprobado.

[13] Inv.: ¢{Por que?

[14] Cata: Porque...

[15] Inv.: ¢Cual es la duda? ¢es cierto a lo que llegaste?
[16] Cata: Si es cierto.

[17] Inv.: ¢Por qué es cierto?
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[18] Cata: Porque asi son los lados, asi es como se define los lados del triangulo... ¢Si esta
bien la comprobacién?

D;: Archivo 4.2 (Fig. 28) 5 2 2
D,: cosf = é, senf) = % 9] —» E: 7% = (r.c050)° + (r.senf)* [4]

’ (r.y)2[9]

r

2
%) 1[11]

Marco algebraico

ANALISIS DEL PROCESO DE DEMOSTRACION

Inmediatamente después de que escriben al Identidad Pitagdrica, empiezan a reemplazar por
la definicion de seno y coseno en el plano cartesiano (R;) y a usar propiedades de las

operaciones y de la igualdad (R3) para demostrar de forma algebraica la identidad.
El sistema de representacion es el lenguaje algebraico (L,).

El control es teorico (X;), basado en el uso de las definiciones de las razones y el

método de demostracion algebraica.

La estructura de la demostracion es deductiva y el tipo de demostracion deductivo
formal estructurado, aunque existe la duda de que lo realizado sea suficiente para la

demostracion.

ANALISIS DE LA UNIDAD COGNITIVA

Esquema global de la argumentacion Esquema global de la demostracién
Dig »| E idpit D, g, D,defpc | » E idpit
R;teopit R,pig, Rydemalg

idpit: Identidad Pitagérica, teopit: teorema de | pig: propiedades de la igualdad, demalg: demostracion
Pitagoras. algebarica.
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Analisis de la continuidad del sistema de referencia

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
Ei: 12 = (r.cos8)? + (r.senf)? E;: 72 = (r.cos0)? + (r.send)?
CONCEPCION CONCEPCION
OPERADORES SIST. DE REPR. | E. DE CONTROL OPERADORES SIST. DE REPR E. DE CONTROL
2
R;: Teorema de L;: Diagrama X;: Tedrico Ry r? = (Té) + | La: Lenguaje X1: Teodrico
Pitagoras. dindmico de Cabri | (Teorema de ( X)Z algebraico. (demostracion
como dibujo. Pitagoras). T algebraica basada
. . en la definicion de
La: Le{lguaje Rs: I N seno y coseno,
natural. r*= (?;) + ?-;) propiedades de la
Ls: Uso de 2= x2 4 y? igualdad, teorema
expresiones de Pitagoras).
algebraicas.
Marco geométrico — algebraico Marco algebraico

CONTINUIDAD EN EL SISTEMA DE REFERENCIA

Analisis de la continuidad estructural

ARGUMENTACION DEMOSTRACION
FORMA DE ARGUMENTACION
Constructiva
ESTRUCTURA DE LA CONJETURA ESTRUCTURA DE LA DEMOSTRACION
Deductiva. Deductiva.

TIPO DE DEMOSTRACION
DFE: Secuencia logica derivada de los datos del
problema, las definiciones y el teorema de Pitdgoras.

CONTINUIDAD ESTRUCTURAL

Tanto en los esquemas generales como en las tablas, se evidencia la unidad cognitiva que
conlleva a la construccion de una demostraciéon deductiva formal estructurada. Aunque los
operadores son diferentes y la forma de la demostracién es algebraica, ésta contintia el
planteamiento realizado en la fase de conjetura, el sistema de representacion sigue siendo el
algebraico planteado al final de la primera fase y el control sigue siendo teorico. La estructura

sigue siendo deductiva.

Este episodio ratifica que si la estructura de la conjetura es deductiva y el control es

teorico, la posibilidad de construccion de una demostracion deductiva es mas alta.
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