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Justificacion de la situacion de aprendizaje

El célculo es reconocido por modelar, a través de la derivada, las
leyes que cuantifican, miden y predicen el cambio y la variaciéon de
diferentes fendmenos de la naturaleza o de la practica (Vrancken y
Engler, 2014). Por otro lado, la ingenieria busca formar cuadros ca-
paces de transformar la vida del humano con el disefio de artefac-
tos que moldeen la realidad seglin las necesidades que se presenten
(Mendoza-Higuera, 2020). Es asi como el célculo, y en especial la
derivada, se constituye como un objeto de conocimiento fundamental
en la formacién de ingenieros por aportar al estudio del comporta-
miento de fendmenos para regularlos o modificarlos y cumplir con
los objetivos de la ingenieria.

Si nos adentramos a la derivada, conceptos como el de cocien-
te, razon, proporcionalidad, funcion y limite; y procesos como re-
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Parte IV. La simultaneidad de las derivadas y la prediccién en situaciones de variacién continua

presentar y razonar estan presentes en su aprendizaje. Debido a la
complejidad de estos conceptos y procesos, se producen diversas
dificultades a nivel cognitivo cuando se construye desde sus dife-
rentes representaciones (la pendiente de la recta tangente, el limite
del cociente incremental y la razon de cambio). Segun Thompson y
Carlson (2017), estas representaciones estan ligadas con formas de
pensar matematicamente como la variacion, covariacion y funcion;
y aclaran que la variacién de una cantidad proviene de una persona
que piensa en una sola cantidad cuyo valor varia y que una persona
razona en forma covariacional cuando tiene en su mente una imagen
sostenida de dos cantidades que varian simultineamente (Thompson
y Carlson, 2017).

Para ejemplificar lo anterior, consideremos el deslizamiento de
una escalera, donde la parte inferior se separa de una pared a razéon
constante. Si se pretende describir y justificar la velocidad de la parte
superior, se debera tener en cuenta que dicha situacién implica la
variacion entre dos magnitudes, la distancia vertical y el tiempo. Es
una situacion en la que se tiene que “imaginar” el deslizamiento de la
escalera, y notar que, a medida que el tiempo transcurre, la distancia
vertical cambia.

Asi, el razonamiento covariacional se constituye como una herra-
mienta analitica para evaluar el pensamiento de los estudiantes a tra-
vés de acciones mentales asignadas a cinco niveles que se explicaran
a continuacion siguiendo el ejemplo de la escalera.

1. Nivel de coordinacién: para describir y justificar el comporta-
miento de la velocidad, inicialmente hay que identificar y rela-
cionar las magnitudes que cambian, es decir, se debera expresar
que, a medida que el tiempo cambia, la distancia vertical cam-
bia; o que dado un valor en el tiempo ¢t se tiene un valor en la
distancia vertical y,; es decir, y = d(t), en la que d es funcion.

2. Nivel de direccion: podria construirse o sefialar con una linea
recta decreciente la direccion del cambio, verbalizar que, a me-
dida que el tiempo transcurre, la distancia vertical disminuye,
o visto simbolicamente como: para un valor en el tiempo t, y
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8. Lanzamiento vertical y la derivada como razén de cambio

un incremento cualquiera en el tiempo At y el incremento en la
distancia vertical definido por Ay,, = d(t,, + At) — d(t,,) para
todon € N, se tiene que Ay,, < 0 entonces, la distancia vertical
disminuye.

3. Nivel de coordinacién cuantitativa: dado que el objetivo es lle-
gar hasta la velocidad, se debera cuantificar los cambios de la
distancia vertical con los cambios en el tiempo, a medida que
se desliza la escalera a razén constante. Lo anterior se puede
plantear al localizar puntos en la grafica o colocar marcas de la
distancia vertical para mostrar que el valor de los incrementos
en la distancia vertical son cada vez mas pequefios (o cada vez
mas grandes con signo negativo) al tocar el suelo; al expresar
el como cambia la distancia vertical mientras considera incre-
mentos de igual cantidad en el tiempo; o simbolicamente como:
para Ay, y Ay, 1, se tiene que Ay, > Ay, ., entonces la can-
tidad del cambio en la distancia vertical decrece; con esto, el
estudiante coordina la cantidad del cambio en la distancia ver-
tical con la cantidad del cambio constante en el tiempo.

4. Nivel de razén promedio: se debe plantear y analizar las razo-
nes de cambio promedio entre los incrementos (cantidad de
cambio) de la distancia vertical y el tiempo, los cuales dan
cuenta de la velocidad de la parte superior. Es decir, construir
segmentos de recta, uno tras de otro en la grafica, para la cual
indica el valor de la pendiente de la recta secante correspon-
diente a la velocidad promedio (razén de cambio promedio de
la distancia vertical respecto al tiempo) con la que decrece la
distancia vertical; o al expresar sobre qué disminuye cada vez
mas la velocidad promedio; o simbdlicamente como: para las

Ayn  Aynt1 Ayn AYn+1
razones —y —— _—
At y At At At

cidad promedio de la distancia vertical decrece.

se tiene que entonces la velo-

5. Nivel de razon instantanea: dar paso al uso del concepto de li-
mite y asi construir rectas tangentes, en la que sus pendientes
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representan la velocidad instantanea con la que decrece la dis-
tancia vertical. En otras palabras, se refiere a que existe una
recta tangente a un punto (t,, d(t,)) tal que el valor de la pen-
diente representa la velocidad en el instante t,. Ademas, se
debe poder expresar la naturaleza cambiante de la velocidad en
la distancia vertical, mientras se imagina el cambio continuo en
el tiempo; o simbdlicamente como: para todo t, en el dominio
y Yo = d(ty) existe la razén de cambio instantdnea definida

por

llm A_y - llm f(t0+At)_f(t0) ,

At—0 At At—0 At

la cual representa tanto la pendiente de la recta tangente co-
mo la velocidad para cada instante de tiempo (Carlson et al.,
2003).

Lo descrito anteriormente hace referencia al disefio de la situacion de
aprendizaje (Rodriguez, 2020) que se expondré a continuacion, en la
que, a través del contexto del lanzamiento vertical de un objeto y ba-
sados en el desarrollo del razonamiento covariacional, se estructura
un taller conformado por cuatro actividades, en las que el estudiante
tendra la oportunidad de realizar tareas que le permitan plantear una
solucién con el uso de la definicion de la derivada en un punto, como
resultado de la guia del profesor e interaccion entre pares.

Ademas, incorporar las tecnologias digitales como GeoGebra,
como lo mencionan Fiallo y Parada (2014), provee a los estudiantes
de representaciones dindmicas sobre ideas centrales de calculo al ge-
nerar un pensamiento dindmico que contribuye a la construccion de
significados de las ideas estudiadas.

Objetivos

El disefio tiene como propdsito guiar al estudiante por medio del
razonamiento covariacional hacia la descripcion y definicion de la
derivada en un punto. A lo largo de cada actividad, se pretende dar
solucién a una situacioén que involucra el lanzamiento vertical de un
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8. Lanzamiento vertical y la derivada como razén de cambio

objeto. Es importante resaltar la necesidad de la socializacion al fi-
nalizar cada actividad, ya que serd en estos momentos en los que el
estudiante o bien deberd ir resolviendo sus dudas o ir fortaleciendo
sus ideas.

Situacion de aprendizaje
Nombre de la situacion: Lanzamiento vertical

En el enlace https://www.geogebra.org/m/twhdmdwn se encuentra
un Libro de GeoGebra con el taller en PDF y dos simulaciones para
el desarrollo de las actividades.

Actividad 1

Una maquina ha lanzado un objeto verticalmente hacia arriba. Antes
del lanzamiento, se han colocado tres sensores en posiciones distintas
con el fin de determinar la velocidad del objeto en diferentes instan-
tes de tiempo. Los registros tomados por los sensores se muestran en
la siguiente tabla:

Tabla 1. Registro de sensores.

Sensor Tiempo [s] Posicion [m]

1 0.25 2.625

2 0.8 5.1
8 33

3 b i
5 10

» Abre el archivo Problema lanzamiento vertical y muestra ma-
tematicamente que el registro de la velocidad, tomado por
cada sensor, es verdadero.

* Discute los resultados obtenidos con tus compaieros y el pro-
fesor. Después escribe tus conclusiones en la hoja de trabajo.
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Actividad 2

Abre el archivo Lanzamiento.ggb y contesta las siguientes preguntas
en tu hoja de trabajo en el orden en que aparecen los items:

(Cuales son las magnitudes variables del problema? ; Existe una
relacion de interdependencia entre las magnitudes variables?
Por qué?

(Como se comportan los valores de la posicion respecto al
tiempo? Explica tu respuesta.

(De cuanto es el incremento en los valores de la posicion con
respecto al tiempo? Explica tu respuesta.

(Cual es el comportamiento de la cantidad del incremento en
los valores de la posicion respecto al tiempo? Justifica tu res-
puesta.

Discute los resultados obtenidos con tus compaieros y el pro-
fesor. Después, escribe tus conclusiones en la hoja de trabajo.

Actividad 3

Las siguientes preguntas estan relacionadas con la razén de cam-
bio promedio de la posicion con respecto al tiempo. Resuelve los
siguientes items en tu hoja de trabajo.
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Calcula los incrementos de los valores en el tiempo (x) y com-
pleta las siguientes tablas:

Tabla 2. Tabla 3. Tabla 4.
Axy = Axy = Axz = _
[x1, %2] 2_3: [x1, %] % [x1, %] 2%2
[0.78,0.79] [0.79,0.795] [0.798,0.799]
[0.79,08] = | [0.795,08] = | [0.799,0.8] = |
[08081] = | [0.8,0.805] = | [0.8,0801] = |
[0.81,082] | [0.805,0.81] | [0.801,0.802] |




8. Lanzamiento vertical y la derivada como razén de cambio

Aproximadamente, ;con qué velocidad se mueve el objeto al-
rededor de x = 0.8 s? Justifica tu respuesta.

Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos de
los extremos de los intervalos definidos en las Tablas 2, 3 y 4.
Compara este resultado con los items anteriores y escribe una
conclusion. Justifica tu respuesta.

Discute los resultados obtenidos con tus compafieros y el
profesor. Después, escribe tus conclusiones en la hoja de tra-
bajo.

Actividad 4

Las siguientes preguntas estan relacionadas con la razéon de cambio
instantanea de la posicion respecto al tiempo. Resuelve los siguientes
items en la hoja de trabajo.

(Qué sucede con la razon de cambio cuando Ax — 0? Escri-
be una expresion analitica que represente la razén de cambio
instantanea para x = 0.8 s. Justifica tu respuesta.

(Cual es la velocidad instantanea para x = 0.8 s? Valida con
reglas tu respuesta.

[ Qué sucede con larecta que pasa por los puntos de los extremos
de los intervalos al hacer que Ax — 0? ;Qué sucede con el va-
lor de tu pendiente al hacer Ax — 0? Escribe una conclusion
respecto a la pendiente, la razon de cambio y la velocidad. Ar-
gumenta tu respuesta.

Discute los resultados obtenidos con tus compaiieros y el pro-
fesor. Después, escribe tus conclusiones en la hoja de trabajo.

Intenciones y aprendizajes

Dentro de la metodologia de implementacion de las actividades se
plantean dos fases, una de trabajo individual y otra de trabajo grupal.
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Figura 1. Simulacion problema lanzamiento.

Parte IV. La simultaneidad de las derivadas y la prediccién en situaciones de variacién continua
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8. Lanzamiento vertical y la derivada como razén de cambio

Ademas, la Actividad 1 va acompanada de la simulacion Problema
lanzamiento (Applet de GeoGebra 1). Esta permite explorar y obser-
var ideas conceptuales de los objetos matematicos mostrados en las
vistas que provee el software (algebraica, hoja de célculo, grafica)
(Figura 1) para asi plantear conjeturas y justificar matematicamente
las respuestas que ofrezcan, tanto en las fases de trabajo individual
como en las de trabajo grupal.

Especificamente, en la simulacion es posible interactuar de la si-
guiente manera:

* Animar la simulacion, el movimiento del punto P y el registro

de datos en la hoja de calculo con el boton @

* Detener la simulacion, el movimiento del punto Py el registro

de datos en la hoja de calculo con el boton .

¢ Reiniciar la simulacion con el boton .

» Ajustar el tiempo deseado deslizando el siguiente boton

xTiempo =12

» Registrar el tiempo deseado @ Xpempo=2.
* Observar la posicion ) Ypggician = 2.

» Tener la expresion algebraica (simbolica), grafica y tabular de
la relacion de interdependencia de las variables implicadas en
el problema.

* Operar y registrar en las columnas de la hoja de calculo cual-
quier operacion entre los valores mostrados.

Las demas actividades (2, 3, 4), presentan las mismas fases (trabajo
individual y grupal) y van acompanadas de la simulacién Lanzamien-
to (Applet de GeoGebra 2) (Figura 2). Adicional a la primera simu-
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8. Lanzamiento vertical y la derivada como razén de cambio

lacion, esta tiene una configuracion especifica para observar ideas en
torno a los incrementos, razones de cambio promedio, recta secante
y pendiente, y la derivada, para asi plantear conjeturas y justificar
matematicamente las respuestas que ofrezcan, tanto en las fases de
trabajo individual como en las de trabajo grupal.

Ademas de la configuracion del archivo anterior, en este otro, par-
ticularmente, es posible realizar y observar:

» Registrar el incremento en el tiempo deseado ' Xpcremento =01 .
* Observar la velocidad del objeto © Yyetocidad =973 .

» Controlar la velocidad de la animacion, con la posibilidad de
registrar valores de incrementos menores a 0.05.

» Activar o desactivar el rastro de los objetos mostrados en la vis-
ta grafica como el punto P y las razones promedio con el boton

» Activar o desactivar una representacion grafica de los incre-

mentos en el tiempo y la posicion con el boton

» Activar o desactivar una representacion grafica y simbolica,
segun el intervalo e incremento de tiempo considerado de la

razén promedio con el botoén .

» Activar o desactivar la representacion grafica de la pendiente
de la recta secante y su pendiente sobre la funcion con el boton

RECTA SECANTE .

» Activar y desactivar las representaciones de la derivada como
pendiente de la recta tangente y la razén de cambio instanta-

nea (solo como cociente entre dy y dx con el boton :
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En cada una de las actividades se espera:

Actividad 1. Durante el desarrollo de esta tarea, se observaran y
se escucharan los argumentos de los estudiantes, para asi realizar
preguntas sobre las ideas de variacidon y cambio, enfocadas hacia la
definicion de velocidad por parte de los estudiantes: ;qué es la ve-
locidad?, ;en qué consiste la velocidad?, ;distancia sobre tiempo?,
(,qué quiere decir esa “formula”?, ;cuales son las condiciones para
aplicar dicha “formula™?, ;qué es una razon?, ;qué es el cambio?, y
(cudles magnitudes cambian y cuales permanecen constantes?

Actividad 2. Se pretende que el estudiante se cuestione sobre el qué,
como y cuanto varian las magnitudes involucradas. Se observaran y
se escucharan los argumentos de los estudiantes con la finalidad de
poder realizar sugerencias como:

1. Toma ejemplos de valores para mostrar si aumenta, si disminu-
yen o si permanecen constantes las magnitudes variables. Ex-
plica.

2. Toma ejemplos de valores para mostrar el incremento en la po-
sicidn en cierto intervalo de tiempo.

3. Toma, por ejemplo, [0.4,0.5] en el tiempo ;De cudnto es el in-
cremento en la posicion?
O preguntas a modo de entrevista:
4. Segun tu respuesta, ;qué puedes decir acerca de la velocidad
del objeto?

5. (En qué momentos (intervalos) la velocidad es positiva, en
cuales negativa o constante y por qué?

6. ;Como se calcula el incremento en la posicion? Generaliza.

7. Consideremos el incremento en el tiempo de igual medida.
Calcula varios incrementos en la posicion.
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(La velocidad es cada vez mayor, menor, 0o permanece
constante? Explica.

Actividad 3. Especificamente, se plantean tareas sobre la razon de
cambio que se pueden acompaiiar de preguntas como:

. (Qué es lo que entiendes por velocidad?
. ¢ Qué tipo de velocidad es?, ;qué tipo de razon es?, y ;por qué?

. Dados dos puntos en el plano cartesiano, ;como se calcula la

pendiente de la recta que pasa por dichos puntos?

. Activa mostrar funcién (si no lo estd) y observa, ;como es la

recta que pasa por los puntos?

. (Qué relacion existe entre la razon promedio, la velocidad

promedio y la pendiente de la recta secante? Explica.

Actividad 4. Especificamente se plantean tareas sobre la razén de
cambio instantanea que se pueden acompanar de preguntas como:

1.

Segun la actividad anterior, ;qué sucede con los incrementos
en el tiempo?

. Entonces, ;qué suceden con los valores de las razones al hacer

que los incrementos tiendan a cero?

. ¢(Qué entiendes por limite de una funcién en un punto?

. Generaliza la expresion para hacer cualquier razon promedio

alrededor de x = 0.8 s.

. En 7, = Ay/Ax a, jque es igual Ay? Usa lo encontrado en la

actividad anterior. Escribe una expresion en que se incluya Ax.

Y2—)1
Ax
términos del incremento Ax y el x = 0.8 s?

Si se tiene que 7, = , (qué seria y;?,y (qué seria y, en

. Resuelve el limite. ;Cuanto debe dar?
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9. (Qué quiere decir que la velocidad instantdnea en x = 0.8 s
es 1.75 m/s? Argumenta.

10. Observa la vista grafica y muestra la funcion (si no lo esta).
(Qué sucede con la recta que era secante al hacer el incremen-
to mas pequeiio (tienda a cero)? Explica.

11. Entonces, ;como llamariamos a esta pendiente si viene de la
recta tangente?, ;qué relacion tiene con la razén instantanea?,
Ly con la velocidad instantanea?

12. Calcula los demas valores y determina si los sensores estan en
lo correcto.
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