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Sistemas Dinamicos

Un sistema dinamico es

cualquier proceso donde * Movimiento de los planetas.

se tiene una magnitud que  Evolucion de la configuracién atmosférica.
varia en el tiempo segun « Evolucion de especies en un entorno.
una le},/ d?ter minista, o * Lanzamiento de dados.
estocastica.
. . — 2
Un ejemplo es la serie de Henon. X4 =1-1.4x,+03x,_;
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Otro ejemplo es un oscilador: X'+ax'+xd —x = fcos(wxr)
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Iteracion. Conjunto de Mandelbrot

La iteracion de un sistema lineal solo puede dar lugar a una sucesion
creciente, 0 a una sucesion que converge a cero.

La dinamica iterativa de ecuaciones no lineales puede dar lugar
a comportamientos “extranos”.

Por ejemplo, consideremos la funcion Zz2+c, para distintos valores de C.

Para iterar esta ecuacion, comenzamos con lo que llamaremos una semilla ZO
Aplicando la funcidn a obtenemos Z4 =202+C, Z, =Z12+C, ... “orbita”

s Cual es el destino de estas 6rbitas?
s, Convergen o divergen?
*¢,Son ciclicos o se comportan erraticamente

Consideremos el valorc = 1.
Si elegimos la semill, la orbitaes: z=0,2z=1=0CG+1,2=2,2=5, = 26; es
decir, la drbita diverge.




Consideremos el valoc = -1.0 Consideremos el valoc =-1.3

2 27

Consideremos el valoc =-1.9

2

Para distintos valores del parametro se tienen distintos comportamientos del
sistema: Divergencia, periodicidad y ?




En general, la 6rbita asociada a un numero complejo asociado sera una orbita
de numeros complejos, pero la dinamica es la misma.

La figura siguiente muestra los procesos iterativos asociados a tres
condiciones iniciales distintas (los numeros complejos 0.27+0.28i, -0.52+0.244,
y -1.01+0.54i, respectivamente).

El conjunto de Mandelbrot es una version grafica de los posibles
comportamientos de este proceso iterativo. El conjunto de Mandelbrot esta
formado por aquellos valores ¢ del plano complejo tales que la orbita de 0 esta
acotada.



Nos encontramos
con un objeto
sorprendente que
posee estructura a
cualquier escala y
contine copias de si

mismo.

FRACTAL !l



#include <graphics.h>
#include <conio.h>

void main ()

{

int sx=320; // Screenwidth

int sy=240; // Screenheight

double xmin=-2; //smallest real value (x-axis)

double xmax=1.25; //largest real value (x-axis)

double ymin=-1.25; //smallest imaginary value (y-axis)
double ymax=1.25; //largest imaginary value (y-axis)
int maxiter=96; //Max number of iterations

double old x; // temporary variable to store x-value
double fx,fy;

int m; //variable to store number of iterations
int gd=VGA,gm=2; //MS-DOS spesific graphics-init.

double dx=(xmax-xmin)/sx; //how much to add for each x-pixel?
double dy=(ymax-ymin)/sy; //how much to add for each y-pixel?

int px; //Variable storing current x-pixel
int py=0; //Variable storing current y-pixel
double x; //Variable storing current x-value
double y=ymin; //Variable storing current y-value

initgraph (&gd, &gm, "c:\\tc\\bgi\\") ; // code. Update the path!!!

while (py<sy) {

px=0;
x=xmin;
py++;
while (px<sx) {
px++;
£x=0;
fy=0;
m=0;
do {
old x=fx;
fx=fx*fx-fy*fy+x;
fy=2*old_x*fy+y;
m++;
} while (((fx*fx+fy*fy)<4) && (m<maxiter)) ;
putpixel (px,py.,m) ; //MS-DOS spesific code to give pixel (x,y)
// the color (m)
x+=dx;
}
y+=dy;
}
getch () ;

closegraph() ; //MS-DOS spesific code to close graphicscreen




Conjuntos de Julia

El conjunto Julia es sutilmente diferente del conjunto Mandelbrot. Para M, calculamos
solo la 6rbita de 0 para cada valor de c.

Para los conjuntos Julia, fijamos un valor de ¢ y luego consideramos el destino
de todas las posibles semillas para ese valor fijo de c. Aquellas semillas cuyas
orbitas no escapan, forman el conjunto Julia.

Por tanto obtenemos un conjunto Julia diferente para cada c diferente.

¢=-1.037+0.17 i ¢=0.295+ 0.55 i

Uno de los teoremas mas sorprendentes de la geometria fractal data de 1919 y fue
comprobado por Gaston Julia y Pierre Fatou. La Dicotomia Fundamental para la
ecuacion es: para cada valor de c, el conjunto de Julia es o un conjunto conexo (una
pieza) o un conjunto completamente disconexo (infinitas piezas).



El sistema de Lorenz. Origen del Caos.

Sistema de Lorenz (B (y—x—fx))
inspirado en un dt
modelo simple de dy
dinédmica de fluidos, < sz_y Tz
donde se observo =
caos por primera vez. —=-By-vz
_ 1
Sensibilidad a

las condiciones ’x
iniciales

Geometria compleja y “extrana”

La geometria fractal y la teoria de los sistemas dinamicos estan intimamente ligadas,
ya que la region del espacio hacia la que tiende asintoticamente una orbita caotica
tiene estructura fractal (atractores extranos). Por tanto, la geometria fractal permite
estudiar el soporte sobre el que se definen los sistemas dinamicos caoticos.

Moon, F.C. Chaotic and Fractal Dynamics. John Wiley, 1992.



La Geometria Fractal

objetos tales como puntos, lineas, planos y volumenes.

D=0 D=1 D=2
@ @ - -0
DIMENSION

Existen otros objetos geométricos irregulares con
infinitas singularidades (puntos no diferenciables).

Clouds are not spheres, mountains are not

Benoit B. Mandelbrot

Benoit B. Mandelbrot: The fractal geometry of nature.
W.H.Freeman and Company, New York, 1983.

cones, nor does lightning travel in a straight line.

La geometria tradicional (euclidea) se encarga de las propiedades y de las mediciones de

Sin embargo, no todas
las curvas son “iguales”.
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Fractales en las Matematicas

Desde principios de siglo matematicos como Cantor, Poincaré o Julia, se
interesaron por el estudio de objetos extrafios (monstruos matematicos) que no
encajaban en las ideas de la geometria clasica.

Muchos de estos objetos se construian

mediante algoritmos iterativos, Etapa 1
partiendo de un “iniciador” y aplicando
reiterativamente un conjunto de Etapa 2

transformaciones.

De esta forma se pueden definir Etapa 3
gran cantidad de objetos matematicos
con propiedades comunes, como la

autosemejanza.

Etapa 0O

Longitud infinita encerrada en
un area finita I!!




Fractales en el “mundo real”

Un ejemplo clasico de estructura fractal se observa en hidrodinamica cuando un
fluido poco viscoso desplaza a otro mas viscoso. La interfase que se crea tiene
estructura compleja.

Experimento de Henry S. Hele-Shaw

Entre dos planchas de cristal muy proximas se
dispone un fluido muy viscoso. A continuacion
se inyecta en un punto y con cierta velocidad un
fluido menos viscoso.

-
*Viscosidad de los fluidos.

< *Velocidad de inyectado.
*Tension de la interfase.
*Etc.

-

Aut . tadisti " Tamas Vicsek: Fractal Growth Phenomena.
utosemejanza estadistica ::: World Scientific Publishing, 1992.
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:Erosion del Terreno
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Fractales en Model
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modelizar mediante

la geometria fractal
diversos procesos

naturales como, por

ejemplo, los procesos
€rosivos sobre un

terreno.




Formalizacion del concepto de Fractal

La geometria fractal permite estudiar fenémenos irregulares que no
pueden ser caracterizados con las teorias geométricas clasicas.

Invarianza a cambios ® O *—0O0—O0O—o
de escala. Misma es- /
tructura (determinsta
o estadistica) a cual- o _ P
quier escala. S P NP
Cantor Set Koch Curve o N

: D- 0.625 D- 1.260 han S udh

Leyes de potencia. Sierpinsky Triangle
_ D- 1.585
m(l) = [P

Atractores extrafios ~ Paisajes fractales

Soluciones de EDs

Curvas y superficies
de interpolacion

Sistemas de Funciones
Iteradas

Curvas de
interpolacion fractal




La dimension fractal

El desarrollo de la geometria fractal ha permitido obtener parametros cuantitativos
para definir el “grado de irregularidad” de un determinado objeto. Uno de los
parametros mas representativos es el de dimensién fractal, una generalizacion de

la dimension euclidea para objetos autosemejantes.

El concepto de dimensién euclidea asigna un numero natural a los distintos
objetos geométricos que pueden definirse en un espacio dado. Este concepto
de dimension tiene diversas interpretaciones intuitivas como, por ejemplo, el
numero de parametros que son necesarios para definir el objeto.

S

D=0 D=1 D=2
L @®-----ommmeee- -
DIMENSION

Si partimos de un segmento de longitud 17, y lo partimos en segmentos de
longitud L obtendremos N(L) partes, de manera que N(L).LT = 1,




Si el objeto inicial es un cuadrado de superficie 71, y lo comparamos con
unidades cuadradas, cuyo lado tenga de longitud L, el numero de unidades

que es necesario para recubrirlo N(L), cumple N(L).L? = 1.

4=22 9=32 16 = 42
1/2 1/3 1/4
Podemos generalizar que la dimension de un objeto geométrico es el

numero D que cumple: IogN(L)

NL).L,=1 < D=——=

log(1/L)
La Curva de Koch Al reducir la escala de la curva de
/\ Koch a 1/3, nos encontramos con

/ \ que se descompone en 4 partes.

D =log 4/log 3= 1'2618...

» 1/3 Dimension Fractal !!!

A A
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T L S
Cantor Set Koch Curve
D - 0.625 D - 1.260
Sierpinsky Triangle
D- 1.585

Basandose en estas ideas, existen algoritmos eficientes para el calculo
de la dimension fractal de imagenes fractales obtenidas de cualquier
estudio (urbanismo, biologia, botanica, etc.).
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Sistemas de Funciones Iteradas (SFI)

Un SFI consiste en N aplicaciones IFS -> atractor (rendering)
Wi,e 0, WS _
ﬁ Xntn=1> Xp+1 = Wo, (x,)
A=1Llw;(A) *“atractor” — N — . _
=S P(@,=0)=pp, i=1,..,N
W if'—?‘--:.

atractor -> IFS

El problema inverso de los sistemas
de funciones iteradas (hallar las
transformaciones que corresponden
a un atractor dado) es un problema
mucho mas complejo que todavia
no tiene solucion.




El helecho de Barnsley

DCD 10.81  0.071x0 [10.12 O

MO Hoos 084 10,1950

, CKO_ (018 —0.25(Tx(0), [0.120
BH R27 023 FBH R.02H
%0 0019 0.275(Tx0 [0.160 !bA
'BH H23s oaa B el W
,, X0 [0.0235  0.087 (Ix0), (0.110
‘B Ho.oas  o0.1666HFH Ho F




Lenna 256 colors (gray scale)

BMP Fractal Fractal
66330 bytes 24619 bytes 2852 bytes
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Estructura de las Secuencias de ADN

Medida Multifractal

et Escherichia Coli
e 176195 bases
» w:n]cter'ia] LMy gccat t aCCt
flagella Ct ggt Ct gga
agt agt ct gg
acccagacgc
cgacccagt g
gagcaact at
; ttctt cgaga
S.ecuenlea acct gt tcaa
Simbolica gtat gagt gg 11 121 112 |22
N
X, n=1, 31 |41 [32 |42
— 13 |23 |14 |24
) X,41 =W (X
Alfabeto con 4 simbolos {/, ..., 4} ntl S”( n) 33 43 [34 |44
SFI con 4 transformaciones —
— | T
W1, W2, W3, Wy > Ws [ W
Investigacion, Octubre 1999, Santander 14




Solucion del Problema Inverso con Alg. Evolutivos

~
[ as ideas basicas de la teoria de la evolucion:
scruzamiento y mutacion de individuos y - “Algoritmos evolutivos’.
*seleccioén de los mejor adaptados )
Seleccion
Recombinacion
Mutacion
Reemplazamiento
Una codificacion de la Genotype Phenotype
poblacién del problema, ifs = (R2:t1,t2,....tn)
ya sea binaria, o mediante fycic t .
numeros reales. ‘ : ~
, = O G2 1 f2 bn b .-
6 parametros que fes 01001000000 0. 0010+
componen cada una de o
sus transformaciones. a




Una funcién de fitness (adaptacion) . i . BInEL i
que cuantifique la optimalidad de cada ; k[ ;
elemento de la poblacion. B hd, e AT

El parecido (distancia de Hamming) entre P ||
la imagen buscada y el IFS. - & wr |

a1 1Y

il

Operadores genéticos de cruzamiento y mutacién, mediante los cuales se
introducira diversidad en la poblacion.

La mutacion se lleva a cabo variando antes 11141111

aleatoriamente el valor de algun bit,

después ' 1110111
o introduciendo un valor aleatorio en los

numeros reales. X,i =X + N(O,o-i)

El cruzamiento trata de combinar elementos de la poblacion para
combinar las mejores caracteristicas.

\corte Ncorte
1111111 |000po0o0o Padres

1110000 00011141 descendencia




Algoritmo Genético Hibrido

La complejidad de los problemas
hace que, en la practica, pueda ser

necesario utilizar algun tipo de i
estrategia hibrida para resolver un - e —
problema. e —
g 0.4 —
Primero calcularmos transform. .‘:.E _— —
autosemejantes de la imagen dada. P
Después combinamos las mas B l o
adaptadas para iniciar un algoritmo o 5 ST
genético.
Cyele  Famaly | Family 2 Fumily 3 Family 4

g NP
‘" Bl | | | " ,& & ,ﬁﬁ ‘ﬁ

Fitness




