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Capitulo 1

Introducao a Teoria de Corpos

1.1 Conceitos basicos

Comecaremos lembrando algumas defini¢oes que devem ser ji conhecidas
do leitor.

Se, para todo par de elementos a e b de um anel R, tem-se que

ab = ba

entao diz-se que R € um anel é comutativo .

Os conjuntos Z, Q, R, C, com as operacoes usuais, sao exemplos de anéis
comutativos. Também o anel Z,, dos inteiros médulo m, com as operacoes
nele definidas a partir das operacoes de Z, é um anel comutativo.

O conjunto Ms(Q) das matrizes 2 x 2 com coeficiente racionais, com as
operacoes usuais de soma e de produto de matrizes, ¢ um anel mas nao é
comutativo. Por exemplo, se consideramos as matrizes;

1 1] 0 1
A= e B= ,
10 11

temos que

1 o
AB = 1

1 1 0
_O | eBA_{Ql},

logo AB # BA.



Se existem elementos nao nulos a,b num anel R tais que ab = 0
entao esses elementos dizem-se divisores de zero.

Por exemplo, no anel Zg = {0,1,2,3,4,5} temos que 3-4 =0, logo 3 e 4
sao divisores de zero em Zg.

Um anel sem divisores de zero chama-se um dominio.

Um anel R que contém um elemento 1 tal que
l-a=a-1=a, para todo a € R

diz-se um anel com unidade e esse elemento chama-se o ele-
mento unidade de R.

Note que, se num anel com unidade R tem-se que 1 = 0, entao necessa-

riamente R = {0}. Por causa disso, ao falar em anéis com unidade, iremos

assumir sempre que 1 # 0.

Um anel com unidade, que é também um dominio comutativo
chama-se um dominio de integridade; em outras palavras, um
dominio de integridade é um anel comutativo, com unidade, sem

divisores de zero.

Num anel com unidade, pode-se distinguir uma outra classe de elementos

importantes:

Um elemento a de um anel R diz-se inversivel se existe um
elemento, que denotaremos por a=* € R, e chamaremos seu in-
verso, tal que a-a ' =a"'-a=1. O conjunto

U(R) ={a € R | a € inversivel}
chama-se o grupo de unidades de R.

Note que U(R) é, de fato, um grupo em relagdo a operacao de multipli-
cagao de R.

Definicao 1.1.1. Um anel comutativo, com identidade, em que todo ele-
mento nao nulo € inversivel diz-se um corpo.



O termo corpo foi usado por primeira vez em alemao, na expressao Zah-
lenkdrper (corpo de nimeros) por Richard Dedekind (1831-1916), em 1858,
mas sO6 passou a ser usado mais extensamente, a partir da década de 1890.
Antes disso, a expressao comumente usada era "dominio de racionalidade".

Proposicao 1.1.2. Um elemento inversivel nao é um divisor de zero.

Demonstracao. Seja a um elemento inversivel de um anel com unidade
R. Suponhamos que a é um divisor de zero. Entao, existe um elemento b = 0
em R tal que ab = 0. Entao temos que:

0=a"(ab) = (a*a)b=1.b
logo b = 0, uma contradigao. 0]

Proposigao 1.1.3. Seja m um inteiro positivo e seja @ # 0 um elemento de
L. Entao, sao equivalentes:

(1) @ € inversivel.

(17) @ nao é divisor de zero.

(1ii) mdec(a,m) = 1.

Demonstracao.
O fato de que (i) = (ii) segue diretamente do Lema 1.1.1.

(i) = (iii). Para demonstrar esta implica¢ao assumumimos que mdc(a, m) =
d # 1 para mostrar que isso nos leva a uma contradi¢ao. De fato, como d | a
e d | m, existem o' e m' em Z tais que a = da’ e m = dm/. Como m' < m
obviamente m/ # 0 em Z,,. Porém, temos que:

am’ = (ddym/ = o/ (dm’) = am =0,
uma contradicao.

(iii) = (i) Se mdc(a, m) = 1 entdo existem inteiros r e s tais que ra+sm =
1. Logo, em Z,, temos que
Ta+sm=1
donde
Ta=1.
Como consequéncia imediata da proposicao acima, temos os seguinte re-
sultado.



Proposicao 1.1.4. O anel Z, dos inteiros modulo p € um corpo se e somente
se p € um inteiro primo.

Como veremos adiante, estes corpos irao desempenhar um papel central
na teoria.

EXERCICIOS

1. Provar que, num corpo F vale a propriedade cancelativa: sa a,b, c sdo ele-
mentos de F, ¢ # 0 e ac = bc entdo a = b.

2. Provar que todo dominio de integridade finito, € um corpo.

3. Dado um anel comutativo R, chama-se grupo das unidades de R ao con-
junto
UR)={a€ R|(Jd € R) ad' =d'a=1}

dos elementos inversiveis de R.
(1) Provar que U(R) é um grupo abeliano.
(ZZ) Determinar U(Z15) e Z/{(Zgo).

(797) Mostrar que, em geral U (R) ndo é um corpo.

4. (i) Provar que Q(i) = {a+ bi | a,b € Q} é um corpo.

(ii) Provar que Zs(i) = {a + bi | a,b € Zs5,i> = —1} ndo é um corpo,
mostrando que contém divisores de zero e elementos idempotentes nao
triviais.

5. Provar que, se d € 7Z ndo é um quadrado perfeito, entao Q(\/&) =
{a+bVd | a,b€ Q} & um corpo.

6. Provar que o subconjunto K = {0,2,4,6,8} C Zjp ¢ um corpo.

7. Considere o seguinte conjunto de matrizes de Ma(Z2):

{5l e[ el

Provar que, com as operagoes usuais de Ma(Z2), F' é um corpo.



10.

11.

12.

. Dar um exemplo de corpo onde a equacio X2 4+ Y? = 0 tem solucio nio

trivial.

. Sejam F um corpo e e € F um elemento idempotente; i.e., um elemento tal

que €2 =e. Provar que e =0 ou e = 1.

Seja IF um corpo. Provar que F\ {0} é um grupo, em rela¢ao & multiplicagao
de F.

Seja F um corpo que tem n elementos. Provar que para todo elemento a € F
tem-se que o = 1.

. Sejam F e E corpos e seja ¢ : F — E um homomorfismo nao nulo. Provar
que ¢ € injetora.

1.2 Corpos primos

Tal como acontece ao estudar outras estruturas algébricas, sera de nosso
interesse considerar subconjuntos de um corpo que sao, eles proprios, corpos.

Definicao 1.2.1. Um subconjunto K de um corpo F diz-se um
subcorpo de F se K € fechado em relacao aos operacoes de F
e em relacao a inversao; isto €, se para todo par de elementos
x,y € K tem-se que:

(1) x £y e K.

(i1) xy € K.

(i11) z71 € K.

e se K, com a restricao das operacoes de F, €, ele proprio, um
coTpo.

Na verdade, ¢ possivel determinar se um subconjunto K de um corpo [F é
um subcorpo, apenas com um ntmero pequeno de verificacoes; veja o exer-
cicio 1.

Uma observacao simples, mas muito importante, é a seguinte. Sejam
F um corpo e K um subcorpo de F. Denotaremos, como sempre, por 1 o



elemento unidade de F. Como K também é um corpo, ele tem um elemento
unidade, que denotaremos por e e que, em principio, poderia ser diferente de
1. Porém, se e € K é unidade, em particular ele deve verificar que e.e = e.
Logo. temos que:

e"—e=0,

donde
e(e—1) =0.

Como K nao contém divisores de 0, temos que e = 0 ou e = 1 e, como por
definicao, o elemento unidade de um corpo é diferente de 0, temos que e = 1.
Isto prova que o elemento unidade de qualquer subcorpo de F é sempre igual
a l, o elemento unidade de IF.

Seja m > 0 um inteiro. Dado um elemento a de um corpo F, podemos
definir o produto ma por

ma=a+a+---+a€k,
mV‘éZGS

ou, equivalentemente, de modo mais formal, podemos definir 1.a = a e, in-
dutivamente, ma = (m — 1)a + a.

Esta definicao pode se estender a todos os inteiros da seguinte forma:
Se m = 0 definimos ma = 0 para todo a € F.
Se m < 0 definimos

ma = |ml(~a) = (—a) + () + -+ + (~a).

~—
Im| vezes

Note que, se K é um subcorpo de I, como 1 € K, temos que m.1 € K,
para todo inteiro m. Assim, todo subcorpo K de F contém o subconjunto:

S={m.1|meZ}

Podemos agora definir uma funcdo ¢ : Z — F por ¢(m) = m.1, para todo
m € Z.

O leitor poderé verificar facilmente que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis
e que Im(y) (que é precisamente S) estd contido em todo subcorpo K de F.
Do Teorema do Homomorfismo para anéis, temos que Im(p) = Z/Ker(p).
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Vamos considerar separadamento, dois casos possiveis.

(1) Se Ker(yp) # 0, como Z é um dominio principal e Ker(y) é um ideal
de Z, existe um inteiro m > 0 tal que ker(¢) = mZ. Note que, em particular,
m é o menor inteiro positivo que pertence a Ker(p).

Afirmamos que m é um inteiro primo. De fato, se m = rs, com r e s
inteiros positivos, temos que:

0= @(m) = @(rs) = (r)p(s).

Como F ndo contém divisores de zero, deve ser ¢(r) = 0 ou ¢(s) = 0 donde
r € Ker(p) ou s € Ker(e). Como tanto r quanto s sdo inteiros positivos
menores do que m, qualquer uma das possibilidades acima implica numa
contradicao.

Assim, temos que S = Im(p) = F/pZ). Como p é primo, pZ é um ideal
maximal e, portanto, Z/pZ é um corpo. Como, S esta contido em todo sub-
corpo K de T, temos que S ¢ 0o menor subcorpo de F.

(i1) Se Ker(yp) = (0) entao Im(p) = Z e, diferentemente do caso anterior,
nao é um corpo. Note que, neste caso, podemos estender ¢ a um homomor-
fismo ¥ : Q — F da seguinte forma. Cada elemento o € Q pode-se escrever
de modo tnico como o = a/b com a,b € Z,b # 0 e mdc(a,b) = 1. Definimos
entao

o(a) =p(a/b) = (a)e(b) .

Note que esta funcao estd bem definida porque, como b # 0 e Ker(p) =
(0), temos que ¢(b) # 0. Ainda, como F é um corpo, nestas condi¢des sempre
existe p(b) 1.

Agora, é muito facil provar que também Ker(p) = (0). Portanto temos
que

Q= Im(®) = {p(a)p(d)™" | a,b € Z,b # 0}.

Logo, Im(p) é um corpo. Ainda, como ¢(b) € K, temos também que
o(b)™t € K. Como isto vale para todos os subcorpos K de F temos que
Im(®) é o menor subcorpo de K pois, como no caso anterior, ele estd contido
em todos os subcorpos de F.



Definicao 1.2.2. Seja F um corpo. Chama-se subcorpo primo
de F ao menor subcorpo de F, em relacao a inclusao.

Um corpo diz-se primo se coincide com seu subcorpo primo; isto
€, se nao existe nenhum subcorpo propriamente contido nele.

Note que as consideragoes acima mostram que todo corpo F contém um
subcorpo primo. Mais ainda, temos provado o seguinte.

Teorema 1.2.3. Seja F um corpo primo. Entao F € isomorfo a Q, o corpo
dos nimeros racionais ou F € isomorfo a Z,, o anel dos inteiros modulo p,
para algum primo p.

Lembramos que chama-se caracteristica de um corpo F ao menor inteiro
positivo m, tal que m.a = 0, para todo elemento a € F', se esse inteiro existe.
Em caso contrario, diz-se que IF é um corpo de caracteristica 0. Note que,
do teorema anterior, segue imediatamente o seguinte.

Corolario 1.2.4. Seja F um corpo. FEntao a caracteristica de F é 0 se e
somente se o corpo primo de F € isomorfo a Q e a caracteristica de F € um
primo p > 0 se e somente se o corpo primo de F € isomorfo a Z,.

A nocao de corpo primo, que estudamos nesta secao, é devida a Ernst
Steinitz (1871-1928) que a define num artigo de 1910 onde introduz também
varias outras nocoes importantes da teoria de corpos, que estudaremos ao
longo deste capitulo.

Este texto de Steinitz contém ainda a primeira definicao abstrata de corpo
e a construcao, hoje tao familiar, dos nimeros racionais como classes de
equivaléncia de pares ordenados de inteiros (com segunda componente nao
nula), e a relagio (a,b) = (¢, d) se e s6 se ad = be.

Esta memoria veio a se tornar tao importante que N. Bourbaki, no seu
livro sobre histéria de matemaética a descreeve como um dos dois pilares sobre
0s quais se levantou todo o edificio da algebra moderna. A outra memoria a
que este autor se refere, é o trabalho de E. Noether (1882-1935) sobre anéis,
modulos e representagoes publicado em 1929.

Em 1930, vinte anos depois da primeira publicacao, o trabalho de Stei-
nitz foi re-editado, com um proélogo escrito por Reinhold Baer (1902-1979) e
Helmut Hesse (1898-1979), dois destacados algebristas do século XX, onde
escrevem que a memoria



... tornou-se o ponto de partida de muitas andlises profundas no
campo da dlgebra e da aritmética. Na cldssica beleza e perfeicdao
na forma de apresentacdo de todos seus detalhes nao € somente
uma ponto alto no desenvolvimento do conhecimento algébrico,
mas €, ainda hoje, uma extraordindria e até indispensdvel intro-
ducao para qualquer um que deseja se dedicar ao campo de estudos
mais detalhados da dlgebra moderna.

EXERCICIOS

1. Seja K um subconjunto de um corpo F. Provar que K é um subcorpo de F
se e somente se para todo par de elementos z,y € K tem-se que z £y e zy !
estao em K.

2. (i) Seja F uma familia de subcorpos de um corpo F. Provar que (g K
¢ um subcorpo de F.
(ii) Provar que, se F é a familia de todos os subcorpos de F, entdo P =
Nker K é o corpo primo de F.

3. Sejam m um inteiro e ¢ um elemento de um corpo F. Provar que ma = (ml)a.

4. Sejam r e s inteiros positivos e F um corpo . Provar que (rs)l = (r1)(sl)
em F. Mostrar que esta igualdade vale também quando r e s sdo inteiros
quaisquer.

5. Seja F' um corpo cujo corpo primo é isomorfo a Z,. Provar que para todo
inteiro m e para todo elemento nao nulo a € F tem-se quue ma = 0 se e
somente se p | m.

6. Sejam a e b elementos de um corpo de caracteristica p # 0.
(7) Provar que (a + b)P = aP + bP.

(7i) Mostrar que, para todo inteiro positivo m tem-se que

(a+ )" =a?" + 7",

10



7. Seja E um corpo finito, de caracteristica p # 2. Provar que a soma de todos
os elementos de E é igual a 0.

8. Seja E um corpo finito. Provar que o produto de todos os elementos de E é
igual a —1.

1.3 Elementos algébricos e transcendentes

Na secao anterior, estudamos corpos que estao contidos num corpo dado
F. Nesta secao vamos mudar o ponto de vista e estudar corpos que contém
F.

Definicao 1.3.1. Seja F um corpo e seja E um corpo tal que
F C E. Neste caso, diz-se que E é uma extensao de [F.

Esta terminologia estd intimamente relacionada com a que foi introdu-
zida na secao anterior. Naturalmente, E ¢ uma extensao de I se e somente
se F & um subcorpo de E. As vezes, descreveremos esta situacio dizendo,
simplesmente que ' C [E é uma extensao de corpos.

Definicao 1.3.2. Seja F C E uma extensao de corpos e seja X
um subconjunto de elementos de E. Denotaremos por F(X) o
menor subcorpo de E que contém F e contém X.

A defini¢ao acima da significado para a notagao F(X). Porém, em prin-
cipio, nada garante a existéncia de um tal corpo. Consideremos entao a
familia

F =A{E; | E; é subcorpo de E, X C E;, F C E;}.

Esta familia é nao vazia pois o proprio corpo E pertence a F.
Consideramos agora o conjunto

K = ﬂ E;.

E;,eF
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Claramente, K é um corpo e, como tanto ' quanto X estao contidos em
todos os corpos E; € F, temos que F C K e X C K. Ainda, qualquer corpo
nestas condicoes é um dos membros da familia F, logo K, que é a interse¢ao
de todos, esta contido nele. Desta forma, temos provado que F(X) existe,
pois é, precisamente, o corpo K construido acima.

Quando X é um conjuto finito {ay,as,...,a,} denotaremos a extensao
F(X) simplesmente por F(ay,as,...,a,). Um caso particularmente interes-
sante é quando X consiste num tnico elemento. Neste caso, a extensao recebe
um nome particular.

Definicao 1.3.3. Seja F C E uma extensao de corpos e seja a

um elemento de E. O corpo F(a) diz-se uma extensao simples
de F.

A estrutura do corpo F(a) depende de propriedades do elemento a; mais
explicitamente, depende fortemente do fato de a ser, ou nao, raiz de um
polinémio com coeficientes em F. Para estudar esta situacao, precisamos
introduzir ainda alguns conceitos.

Definicao 1.3.4. Seja F C E uma extensao de corpos. Um ele-
mento a € E diz-se algébrico sobre F se existe um pdlindomio
f € F[X] tal que f(a) = 0. Neste caso, diz-se que a é uma raiz
de f.

Um elemento a € E que nao € algébrico sobre F diz-se trans-
cendente.

Note que, de acordo com esta definicao, um elemento a € E é trans-
cendente sobre [F se a nao é raiz de nenhum polinémio com coeficientes em
F.

A expressao elemento transcendente foi usada por Leonhard Euler (1707-
1783) em 1744 para indicar que niimeros que sao transcendentes sobre os
racionais, "transcendem o poder dos métodos algébricos”.

Somente um século depois, em 1844, Joseph Liouville (1809-1882) provou
a existéncia de nimeros transcendentes. Em 1873 Charles Hermite (1822-
1901) provou que a constante de Euler, e, é transcendente sobre os racionais
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e, em 1873, C.L. Ferdinand von Lindemann (1852-1939) provou que também
7 é transcendente.

Seja entao ' C E uma extensao de corpos e seja a um elemento de E. Se
a ¢ algébrico sobre I, entao o conjunto de poliné6mios

I'={f e F[X]|f(a) =0}

nao ¢ vazio.

E facil verificar diretamente que I ¢ um ideal de F[X]. Como F[X] é um
anel principal, existe um polinémio f que é gerador de [; isto é, tal que todo
elemento de I é um miltiplo de f. O ideal dos mailtiplos de fy; é denotado
por (f); assim, podemos escrever que I = (f). Ainda, se multiplicamos f
por uma constante a € F temos que af é outro gerador do mesmo ideal I.

Escrevendo f = ap+a1 X ++ - +a,-1 X"~ +a, X" temos que o polinomio
fO = a;lf — a;lao + a;lalX 4. +a;1an_an_1 4 oxn

¢ outro gerador de I que é modnico (isto é, um polinomio em que o coeficiente
do termo de maior grau é igual a 1).

Note que, se g € F[X] é qualquer outro polinémio que tem raiz a, entao
g € I; portanto fy | g, donde gr(fo) < gr(g).

Definigao 1.3.5. O polinémio de F[X]|, monico, de menor grau,
que tem raiz a chama-se o polinébmio minimal de a sobre IF.

Daqui por diante, denotaremos o polinémio minimal de a sobre IF por m,,.
Note que, da propria defini¢do, segue que m, divide todo polinémio de F[X]
que tem raiz a. Este fato sera repetidamente usado adiante.

Proposicao 1.3.6. Seja a um elemento algébrico sobre um corpo F. Entdo
mqe € um polindémio irredutivel em F[X].

Demonstracao. De fato, suponhamos que m, = gh com g,h € F[X].
Entao temos que 0 = m,(a) = g(a)h(a) e, como F nao contém divisores de
0, temos que g(a) = 0 ou h(a) = 0.

13



Seja novamente I o ideal de F[X] formado por todos os polindmios que
tem raiz a. Entdo, conforme nossa definigdo, temos que I = (m,).

Se g(a) = 0 tem-se que g € I, donde m, | g. Como estamos assumindo
que também g | m, segue que gr(m,) = gr(g) e, portanto, h € F. Se h(a) =0
obtém-se, de forma analoga, que g € F. Em ambos os casos, a decomposicao
de m, nao é em produto de divisores proprios, donde m, é irredutivel. [

Definicao 1.3.7. Seja a um elemento algébrico sobre um corpo F
e seja mg o seu polinédmio minimal sobre F. O grau do polindmio
mg diz-se o grau de a sobre F.

Podemos dar agora uma caracterizacao das extensoes simples, por ele-
mentos algébricos.

Proposigao 1.3.8. Sejam F C E corpos e seja a € E um elemento algébrico
com polindomio minimal m,. Entao,

F[X]
(ma).

Demonstracao. Seja ¢ : F[X] — F(a) a fun¢do que a cada polinémio
f € F[X] associa f(a), o valor de f em a.

E facil verificar, diretamene, que ¢ é um homomorfismo de anéis. Por-
tanto, temos que

I

F(a)

F[X]
Ker(p)
Note que Ker(p) esta formado, precisamente, pelos polinomios que tém

raiz a; logo Ker(y) = (m,). Como m, é irredutivel, F[X]/(m,) é um corpo.
Ainda, como Im(y) C F(a), contém a e é um corpo, segue que

Im(p) =

F1X]

Rer(g) = Im(p) = F(a).

O

Note que a demonstracao do teorema acima nos déa informacao adicional
sobre a natureza de F(a). Com efeito, no decorrer da prova mostramos que
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F(a) = Im)p). Isto significa que todo elemento de F(a) é da forma f(a),
com f e F[X].

Seja entdo o = f(a) um elemento de F(a). Dividindo f pelo polinémio
minimal m,, temos que existem ¢, r € F[X] tais que f = m,q+r onde r = 0 ou
gr(r) < gr(m,). Calculando valores em a temos que f(a) = m,(a)q(a)+r(a)
e, como mg(a) = 0, segue que f(a) =r(a).

Assim, se n indica o grau de m, temos que qualquer elemento o € F(a)
é da forma

a=zo+ r10+ x90* + -+ ay_1a™ L

Logo, temos provado o seguinte.

Corolario 1.3.9. Se a ¢ um elemento algébrico de grau n sobre um corpo I,
entao:

F(a) = {zo+ 210+ 220" + -+ + zp 10" |2, €F, 1 <i <n—1}.

Também é possivel descrever as extensoes simples, por elementos trans-
cendentes. Para isso precisamos de mais uma definicao. Lembramos que,
dado um corpo F, denota-se por F(X) o corpo de fragoes do anel F[X]; isto
é:

700 = { L1 1.9 ¥x10 20}

Definicao 1.3.10. O corpo F(X) chama-se o corpo das fun-
¢oes racionais sobre IF.

Proposicao 1.3.11. Sejam F C E corpos e seja a € E um elemento trans-
cendente sobre F. Entao,

Demonstracao. Seja novamente ¢ : F[X] — F(a) a func¢do que a cada
polinémio f € F[X] associa f(a), o valor de f em a.

Como na Proposicao 1.3.6, facil verificar que ¢ é um homomorfismo de
anéis. Note que, como a ¢ transcendente, temos que f(a) # 0, para todo
f € F[X]. Logo, Ker(¢) = (0). Do Teorema do Homorfismo para anéis
segue agora que Im(p) = F[X].
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Podemos estender ¢ a uma func¢io @ : F(X) — F(a) de forma natural,

definindo: N
v (E) ~ g(a)’

O leitor pode verificar facilmente que p também é um homomorfismo e
que Ker(®) = 0. Logo

F(X) = Im(p).

Como F(X) é um corpo, temos que I'm(p) também é um corpo e, como
Im(®) C F(a) e F(a) é o menor corpo que contém F e contém a, temos que
Im(®) = F(a). Logo:

Logo, temos provado o seguinte.

Corolario 1.3.12. Se a € um elemento transcendente sobre um corpo F,
entao:

_[1a)
Fl@) = {29 | rg e wixt, g 20}

EXERCICIOS

1. Achar o polinémio minimal, sobre Q, dos seguintes elementos:
(i) V/5.
(i) V2 + /5.
(iii) V' 1+ /2.

2. Provar que Q(v2,v3) = Q(v2 +v3).

3. Sejam a e b elementos de uma extensdo de Zs tais que a®> = 2 e b? = 3
(assuma, por enquanto, que tais elementos existem). Achar o polinémio
minimal de a + b sobre Zs.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Seja t um simbolo. Considere o conjunto de todos os elementos da forma

Zo(t) = {a+bt | a,b € Zy}. Mostre que, definindo a soma de dois elementos
de Zsy(t) coeficiente a coeficiente e o produto do dois destes elementos dis-
tributivamente, com a convencao de que t? =t + 1, tem-se que Za(t) é um
corpo com quatro elementos.

. Mostre que o polindmio f = X2+ X + 1 € Z5[X] tem uma raiz no corpo

Zs(t) definido no exercicio anterior.

. Provar que o polinémio X2 + X + 1 ¢ irredutivel em Zs[X] e deduzir que o

anel Zy[X]/(X? + X + 1) ¢ um corpo. Provar que este corpo ¢ isomorfo ao
corpo Zs(t) definido no exercicio 4.

Seja a uma raiz do polinémio X3 + X 4+ 1 € Z5[X] em alguma extensdo de
Zs. Provar que o polindmio X3 + X? + 1 € Z5[X] tem uma raiz em Zs(a).

. Determinar a,b em Q tais que (2 4+ v/3)7! = a + bV/3.

. Determinar a, b, c em Q tais que (1 + \3/1)*1 =a+bvy2+ /4.

Determinar a,b,c em Q tais que (14 v/2)(2+ V4)™! = a+bV/2 + cV/4.

Calcular o grau de V2 4+ /3 e de v2v/3 determinando os respectivos polin6-
mios minimais.

Determinar o grau de V3 + /5 sobre Q.

Provar que Q(v/2) nao é isomorfo a Q(v/3).

Determinar todos os automorfismos de Q(v/2) e de Qg(V/2).
Determinar todos os automorfismos de Q(v/3) e de Q(V/7).

(1) Provar que R(2 4 i) = R(5 + 27).

(ii) Provar que, se a é qualquer nimero complexo, entdo R(a) = C.

Seja F C E uma extensao de corpos e seja o um elemento de E. Provar que,
para todo elemento ndo nulo a € F, tem-se que F(a) = F(a + o) = F(aa).
Deduzir que, se a # 0 e b sdo elementos de F entdo F(«) = F(aa + b).

Sejam F C E corpos e sejam a e b elementos de E. Provar que F(a)(b) =
F(b)(a) = F(a,b).
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19.

20.

21.

Seja a um elemento algébrico sobre um corpo F. Provar que « é algébrico
sobre toda extensao K de F.

Seja f = ag + a1 X 4+ -+ 4+ ap_1 X" ' + 4, X" um polinémio. Chama-se
reciproco deste polindémio ao polindémio

fR=X"f(1/X)=apX"+ e X" '+ +a,_1X + a,.

(i) Provar que f é irredutivel se e somente se fr é irredutivel.
(7i) Usar (i) para provar que um elemento « é algébrico sobre um corpo F

se e somente se o~ ! & algébrico sobre F.

Um ntmero complexo « diz-se um nimero algébrico se o é algébrico sobre
Q e diz-se um inteiro algébrico se é raiz de um polinémio ménico, com
coeficientes em Z[X]. Provar que:

(7) O conjunto de todos os nimeros algébricos é um subcorpo de C.

(79) Se v € um namero algébrico, entdo existe um inteiro m tal que ma é um
inteiro algébrico.

(7i7) Se um numero racional « é um inteiro algébrico, entdao o € um nimero
inteiro.
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Capitulo 2

Extensoes de Corpos

2.1 Um pouco de Algebra Linear

Seja F C E uma extensao de corpos. Naturalmente, estd definida uma
operacao de soma em [E. Por outro lado, também esté definido o produto em
E e, como F C E, podemos nos restringir a considerar apenas o produto de
elementos de F por elementos de E. Pode-se afirmar entao que esta definido
o produto de elementos de E por “escalares” de F. Desta forma, pode-se
considerar [E como espaco vetorial sobre [F.

Esta simples observacao nos permitira fazer uso de idéias da algebra linear
para estudar extensoes de corpos. Esta é, talvez, a ideia principal da memoria
de Steinitz |?] que citamos no capitulo anterior. Alids, muitas das idéias hoje
comuns em &lgebra linear foram desenvolvidos por Steinitz para trabalhar
com corpos e essa memoria é hoje leitura obrigatoria para os estudiosos da
historia da algebra linear.

Para dar apenas um exemplo, mencionamos que Steinitz prova dois re-
sultados que sdo hoje muito familiares para quem estuda esta area':

(i) Se um espago vetorial tem uma base com n elementos, entao todo
conjunto com mais de n elementos ¢é linearmente dependente.

(ii) Todo conjunto de geradores de um espaco vetorial contém uma base.

Ele utiliza estes resultados para provar que todas as bases de um espaco
vetorial (de dimensao finita) tém o mesmo nimero de elementos. Este altimo

10 leitor interessado na relevancia do trabalho de Steinitz para a 4lgebra linear, pode
consultar o interessante a artigo de Jean-Luc Dorier [?]
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resultado apareceu antes num trabalho de Richard Dedekind (1831-1916), de
1893, onde estudava também extensoes de corpos, mas os enunciados (i) e
(ii) aparecem por primeira vez, explicitamente, na obra de Steinitz.

Definicao 2.1.1. Sejam F C E corpos. Diz-se que E é uma
extensao finita de F se E, considerado como espaco vetorial
sobre F, é de dimensao finita.

Neste caso, denotaremos a dimensao de E sobre F por [E : F|.

No Corolario 1.3.9 do capitulo anterior, provamos que, se a ¢ um elemento
algébrico de grau n sobre um corpo FF, entao:

F(a) = {xg + z10 + 200*> + - + 210" ' |2 €F, 1 <i<n—1}.
Isto mostra que o conjunto de elementos {1, a,da?,...,a" '} ¢ um conjunto
de geradores de F(a) sobre F. Vamos provar que é, também, um conjunto
linearmente independente.

De fato, suponha que existem elementos \g, A1, ..., \,_1 de [F, nao todos
nulos, tais que A\g + Aa + Aga? + - - + A\,_1a” ! = 0. Isto significa que a é
raiz do polinomio f = Ao+ M X + M X2+ - + )\, X" ! € F[X].

Como f tem raiz a, tem-se que m,, | f e, como gr(m,) =n > gr(f), deve
ser f = 0, uma contradicao.

Assim, temos mostrado o seguinte.

Teorema 2.1.2. Sejam F C E corpos e seja a € E um elemento algébrico
de grau n sobre E. Entdo, o conjunto {1,a,a?, ... ,a"" '} é uma base de F(a)
sobre IF e

[F(a) : F] = n.

Também podemos considerar elementos transcendentes desde este ponto
de vista.

Teorema 2.1.3. Sejam F C E corpos e seja a € E um elemento transcen-
dente sobre E. Entao F(a) € de dimensao infinita sobre F.
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Demonstragao. Para provar nossa afirmacao basta mostrar que o con-
junto A = {1,a,d? ...,a",...} & linearmente independente. Como se trata
de um conjunto infinito, a tese seguird imediatamente.

Suponha, entdo, que existe a um subconjunto finito {1, a,...,a™} de A,
que é linearmente dependente. Entao, existem elementos Ao, A1,..., A\, de
IF, nao todos nulos, tais que \g + A\ja + Aaa? + - - - + \pa™ = 0. Como acima,
isto significa que a é raiz de f = A\g + M\ X + Mo X% + -+ X, X™ que é um
polinémio ndo nulo de F[X].

Consequentemente, a é algébrico sobre F, uma contradicao. O]

Note que, juntos, os Teoremas 2.1.2 e 2.1.4 implicam o seguinte.

Corolario 2.1.4. Sejam F C E corpos e seja a um elemento de E. Entdo a
¢ algébrico sobre F se e somente se F(a) é uma extensao finita de F.

Defini¢ao 2.1.5. Uma extensao de corpos F C E diz-se uma
extensao algébrica se todo elemento de E € algébrico sobre F.

O proximo resultado é relativamente simples, mas extremamente ttil para
estudar extensoes de corpos.

Teorema 2.1.6. Sejam F C K C E corpos. Entao, E é uma extensao finita
de F se e somente se E € uma extensdo finita de K e K uma extensao finita
de F. Neste caso, tem-se que

[E:F] =[E:K|K:F.

Demonstracao. Num sentido, a demonstra¢do é muito facil. Se [E;F]
é finita, como K é um F-subespago de E, também [K : F] é finita. Ainda,
qualquer base de E sobre F é, certamente, um conjunto de geradores de E
sobre K (pois todo escalar de F é um escalar de K. Como ela deve conter
uma base de E sobre F, segue que também [E : K] ¢ finita.

Para demonstrar a reciproca, exibiremos explicitamente uma base de E
sobre F.
Sejam
X ={z,29,...;2,} e Y ={y1,¥2,.-.,Um}
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uma base de E sobre K e uma base de K sobre F respectivamente.
Mostraremos que o conjunto de todos os produtos de elementos destas
bases
YX ={yjzi|1<j<m, 1<i<n}

¢ uma base de [E sobre F.

Provaremos inicialmente que este é um conjunto de geradores. De fato,
dado a € E, como Y é uma base de E sobre K, existem elementos b, bs, ..., b,
em K tais que

o = bliCl + bgﬂfg + -4 bnﬂfn

Ainda, para cada indice 7, 1 <i <mn, como b; € Ke Y é uma base de K
sobre I, existem elementos a;1, a;o, . .., a;, € IF tais que

bi = any1 + ainya + -+ + QimYm-
Logo, temos que
n n m
o = Z blfL’Z = Z (Z aijyj> T; = Zaijiji.
i=1 i=1 \j=1 ij
Consequentemente, Y X é um conjunto gerador.

Provaremos finalmente que o conjunto também é linearmente indepen-
dente sobre F. Para isso, suponha que existem elementos ¢;; € IF tais que

Z Cijiji = O
ij

Colocando em evidéncia cada elemento z;, 1 < i < n, em todos os termos
da soma em ele que comparece, podemos escrever

=1 J1
Note agora que cada soma da forma <Z;”:1 cijyj> ¢ um elemento de K.

Como X é uma base de E sobre K, os elementos de X sao linearmente
independentes sobre K. Logo, deve-se ter que

m
Z cijy; = 0 para cada indice i 1 <¢ < m.

Ji
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Finalmente, como os elementos de Y sao linearmente independentes sobre
[F. deve-se ter também que

¢;j = 0, para cada indice ¢ e par cada indice j,1 <7 <n, 1 <j<m.

Logo, Y X é um conjunto linearmente independente sobre F e, consequen-
temente, uma base de E sobre F.
Note ainda que

[E:F]=|YX|=mn=[E:K|[K:F
O

Proposigao 2.1.7. Toda extensao finita F C E € uma extensao algébrica.

Demonstracao. Seja n = [E : F]. Vamos provar que todo elemento
a € E é algébrico sobre F. Seja n = [E : F]. Considere o conjunto

{1,a,d% ...,a"}.

Como este conjunto tem n + 1 elementos, ele é linearmente dependente.
Logo, existem elementos A\, A1, ..., A, de IF, nao todos nulos, tais que

Xo + a4+ daa® + -+ XNa" = 0.

Isto significa que a & raiz de f = Ao + M X + Mo X2+ - + X, X" que ¢ um
polinémio ndo nulo de F[X].
Consequentemente, a é algébrico sobre F. ([l

Este resultado permite estabelecer um fato interessante.

Proposigao 2.1.8. Sejam F C E corpos e sejam a,b € E elementos algébri-
cos sobre F. Entao a£b e ab sao algébricos sobre F. Ainda, se a # 0, entao
a~! também é algébrico sobre TF.

Demonstragao.

Sejam m, e my, os polinomios minimais de a e b sobre [ e sejam r e s seus
graus respectivos. Entao [F(a) : F] = r. Ainda, como m; é um polindomio
de F[X] C F(a)[X] e tem raiz b, o polinébmio minimal de b sobre F(a) é um
divisor de m;. Se denotamos por t o seu grau, temos que t < s e, portanto,
[F(a,b); F(a)] < s. Consequentemente

[F(a,b) : F] = [F(a,b) : F(a)][F(a) : F] < rs.
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Este argumento mostra que F(a,b) é uma extensdo algébrica de F. Pelo
teorema anterior tanto a + b quanto ab, que sdo elementos de F(a,b), sdo
algébricos sobre F.

Ainda, como F(a) é um corpo que contém a, temos que a~* € F. O

Da proposicao acima segue imediatamente o seguinte.

Corolario 2.1.9. Sejam F C E corpos. O conjunto de todos os elementos
de E que sao algébricos sobre F € um subcorpo de E.

Definicao 2.1.10. Sejam F C E corpos. O subcorpo de E for-
mado por todos os elementos que sao algébricos sobre F chama-se
o fecho algébrico de I em E.

Em particular, os nimeros complexos que sao algébricos sobre
Q chamam-se nimeros algébricos ¢ o conjunto de todos eles
diz-se o corpo dos nimeros algébricos.

EXERCICIOS

1. Provar que {1, V2,5, \@} ¢ uma base de Q(v/2,v/5) sobre Q.
2. Determinar uma base de Q(v/3 + /5) sobre Q.

3. Provar que Q(v/2,V/2,v/2,...,¥/2,...) ¢ uma extensdo algébrica de Q, mas

nao é uma extensdo finita.

4. Determinar uma base de Q(v/3 4 v/5) sobre Q(v/15).

5. Sejam F C E corpos tais que [E : F] = p, onde p é um inteiro primo. Provar
que, para todo elemento « € E tem-se que o € F ou F(a) = E.

6. Seja F C E uma extensao de corpos e sejam « e 5 elementos de E, algébricos
sobre I, de graus m e m respectivamente. Provar que, se mdc(m,n) = 1
entao [F(a,b) : F] = mn.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dar um exemplo elementos « e 3 de graus n e m sobre Q tais que [Q(a, 3] :

Q) # mn.

. Provar que se a ¢ um elemento algébrico sobre um corpo F e § é uma raiz

n-ésima de o em alguma extensao de F(«), entdao § é algébrico sobre F.

. Sejam F C K C E corpos e seja « € E um elemento que é raiz de um

polinémio de K[X]. Provar que, se K é algébrico sobre F entao também « é
algébrico sobre F.

Sejam « e 8 elementos de uma extensao de um corpo F. Provar que a e 3
sao algébricos sobre F se e somente se a + 8 e af sao algébricos sobre F.

Um inteiro diz-se livre de quadrados se nao é divisivel pelo quadrado de
nenhum nidmero inteiro.

(1) Seja m = py'py?---pi* a decomposi¢do de um inteiro m como produto

de primos, diferentes dois a dois. Provar que m é livre de quadrados se e
somente se n; = 1,1 <1 < ¢,

(73) Seja E C C um corpo tal que [E : C] = 2. Provar que existe um inteiro
m, livre de quadrados, tal que E = Q(y/m).

Sejam F C E corpos tais que [E : F] = 2. Prove que existe um elemento
a € E tal que a? € Fe E = F(a).

Sejam F C E corpos. Provar que E é uma extensao finita de F se e somente
se existem elementos aq,aq,...,a, em E tais que E = F(a, aq,...,ap).

Seja F um corpo. Provar que o conjunto F* =\ {0} é um grupo abeliano
em relacao ao produto de F. Provar que, se este grupo é ciclico, entao I é
um corpo finito.

Sejam F,K e E subcorpos de um corpo 2 e suponha que E e K contém F.
Mostre que, se E é uma extensao finita de F entdao EK = E(K) = K(E) é
uma extensdo finita de K e que [EK : K] < [E : F]. (Sugestao: mostre que
se {b1,ba,...,b,} é uma base de E sobre F, entdo também é um conjunto de
geradores de EK sobre K.)

Seja F C E uma extensdo algébrica. Prove que, se a familia
{K|FCcKCE, Kéum corpo }

¢ finita, entdo a dimensao de E sobre F é finita.
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17. Seja F um corpo de caracteristica p > 0 e seja o um elemento de uma extensao
de F. Provar que F(a) = F se e somente se existe um inteiro positivo n tal
que o = a.

18. Sejam F,K e E corpos. Provar que se E é uma extensao algébrica de K e K
¢ uma extensao algébrica de F, entdo E é uma extensdo algébrica de F.

2.2 Raizes de polin6mios

A teoria de polinémios demorou a se tornar clara para os matemaéticos.
Um fato interessante é que, embora o fato se suspeitasse de longa data,
nao havia uma prova convincente de que um polinémio de grau n tem, no
maximo, n raizes. Como veremos, isto segue facilmente de nosso préximo
teorema, devido a René Descartes (1596-1650) de 1637. Naturalmente, nos
0 enunciamos em termos mais atuais.

Teorema 2.2.1. (Teorema do Resto) Seja F C E corpos e seja f um polino-
mio com coeficientes em F. Dado um elemento o € E, o resto de dividir f
por X —a, em E[X] € f(a).

Demonstracao. De fato, pelo Algoritmo de Euclides temos que existem
q,r € E[X] tais que f = (X —a)g+r, com r = 0 ou gr(r) = 0, uma vez que
o grau do divisor, X — «, é igual a 1. Logo;

f(@) = (a — a)gl@) + 1 =r.

Como consequéncia imediata deste resultado temos o seguinte.

Corolario 2.2.2. Seja F C E corpos e seja f um polindmio com coeficientes
em F. Dado um elemento a € E € raiz de f se e somente se f é divisivel por
X —a.

Se « é uma raiz de f, entdo (r — «) divide f . Logo, existe o maior
iteiro positivo m tal que (X — «)™ que divide f, ji que, necessariamente
m < gr(f). Esta observacdo permite definir a multiplicidade de uma raiz. O
fato de que um polindmio pode ter raizes multiplas foi notado, por primeira
vez, por Girolamo Cardano (1501-1576) na sua Ars Magna, de 1545, uma
das obras de importancia fundamental para o desenvolvimento da algebra.
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Definicao 2.2.3. Seja F um corpo e seja f polindmio com coefi-
cientes em [F. Um elemento a numa extensao E de F diz-se uma
raiz maultipla de [ se existe um inteiro n > 1 tal que (X — )"
divide f e (X —a)™™ ndo divide f. Neste caso, o inteiro n diz-se
a multiplicidade de o como raiz de f.

Uma raiz de multiplicidade 1, diz-se uma raiz simples de f.

Teorema 2.2.4. Sejam F um corpo e f polindmio de grau n com coeficientes
em F. Entao, [ possui, no mdzimo, n raizes (contadas com suas respectivas
multiplicidades) em qualquer extensao E de F; isto €, f se decompoe em E[X]

na forma
f=(X—a1)" (X —ag)™ - (X —ay)™h,

onde m; +mo+---my <n e h nao tem raizes em IE.

Demonstracao. Provaremos o enunciado por indu¢ao em n, o grau do
polindémio f.

Sen=1entdo f =aX +bcoma,b € Fea=—b/aé atnica raiz de f,
em qualquer extensao E de F.

Suponha entao que o enunciado vale para qualquer polindomio de grau
menor que f. Seja E uma extensao qualquer de F e sejam aq, o, ... as
raizes distintas de f em E. Seja m; a multiplicidadae de a; como raiz de f.
Entao podemos escrever

f=(X—a7)™g, com g€ E[X], (2.1)

onde gr(g) =n—m < n.

Afirmamos que a7 nao é raiz de g. De fato, se g(ag) = 0, pelo Co-
rolario 2.2.2 podemos escrever ¢ = (X — ay)gr, com ¢; € E[X] donde
f = (x — a1)™ gy, contradizendo o fato de que a multiplicidade de «ay é
my.

Dada qualquer outra raiz a;, 2 < i < t de f, temos que 0 = f(q;) =
(o — aq)g(e;) donde «; é raiz de g. Por outro lado, a equagao (2.1) mostra
que toda raiz de g é raiz de f. Assim, as raizes de g em [E sdao precisamente
os elementos as,...a;. Sejam mao, ..., m; as respectivas multiplicidades.
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Pela hipotese de inducao temos que

g=(X—a)™ - (X —a)™h, ondemg+---+my <n—my,

e h ndo tem raizes em E.
Logo:

f= (X - Oé1)m1 (X — ozz)mQ e (X _ at>mth’

onde m; +mg+ -+ +my =n-+gr(g) <my+n—m; =n. U

Defini¢ao 2.2.5. Sejam F um corpo e f € F[X] um polindmio
nao constante. Um corpo E diz-se um corpo de decomposicao

para | se este polinémio se decompoe como um produto de fatores
lineares em E[X]; isto é, se

f=a(X —a)(x—ag) (X —ayp),

coma; €E, 1<i<n.

Note que, quando isto acontece, n é o grau de f, a é o coeficiente do
termo de maior grau de f e ag ..., q, sdo n raizes de f (ndo necessariamente
diferentes dois a dois). Neste caso, diz-se que f tem todas suas raizes em E.

Defini¢ao 2.2.6. Sejam F um corpo e f € F[X] um polindmio
nao constante. Um corpo E diz-se um corpo de raizes de f
sobre F se E é um corpo de decomposicio para f e para todo

corpo K tal que F C K C E que é um corpo de decomposi¢ao para
f, tem-se que K = E.

Lema 2.2.7. Sejam F um corpo e f € F[X] um polinémio nao constante.
Seja ainda & um corpo que contém F. Se [E € um corpo de decomposicao para
f, entdo K=TF(aq,s,...,ap,) CE é um corpo de raizes de f sobre IF.
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Demonstragao. Se E é um corpo de decomposicao para f entao pode-
mos escrever

f=aX —a)(x—az) (X —a,), com o€k 1<i<n.

Entao, o corpo K = F(ay, ag, ..., a,) é um corpo de decomposi¢ao para
f e, claramente, K C E.

Por outro lado, se K’ ¢ K é um corpo de decomposicao para f, entao
K’ contém F e, necessariamente, contém todas as raizes a;, 1 <i <n de f.
Portanto K’ D K e segue a igualdade. 0

Podemos utilizar os resultados desta secao para caracterizar corpos que
nao tem nenhuma extensao algébrica prépria.

Definicao 2.2.8. Um corpo F diz-se algebricamente fechado
se todo polindmio nao constante f € F[X] tem uma raiz em F.

Teorema 2.2.9. Seja F um corpo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) F € algébricamente fechado.
(i1) Todo polindmio nao constante f € F[X] se decompde como produto
de fatores lineares em F[X].
(1ii) Todo polinémio irredutivel em F[X] tem grau 1.

Demonstragao.

Faremos a demonstragao por inducao no grau do polinémio considerado.
Si o polindémio tem grau 1, entdo ele proprio é linear e o resultado é trivial-
mente valido.

Seja f
inF[X] um polinémio nao constante. Entao gr(f) =n > 1 e vamos admitir,
como hipotese de inducao, que o resultado vale para polinomios de grau
n — 1. Como F é algébricamente fechado, ele tem uma raiz a € F. Pelo
Corolério 2.2.2, podemos escrever

f=X—a)g, comgeFlX] gr(g)=n—1.
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Pela hipotes de inducao, g é um produto de fatores lineares e, como X — a
também é linear, segue a tese.

(i1) = (vii) € imediata.

Sabe-se que, se F é um corpo, entdao F[X] é um anel fatorial; i.e., todo
polinémio ndo constante de F[X] é um produto de polinoémios irredutiveis.
Como estamos assumindo que vale (i7), todo polindmio nao constante f é
um produto de fatores lineares. Cada fator linear tem uma raiz em F, que é
também raiz de f, donde a tese segue imediatamente. 0

Corolario 2.2.10. Seja F um corpo algébricamente fechado. Se E ¢ uma
extensao algébrica de ¥, entao E =TF.

Demonstracao. De fato, seja E uma extensao algébrica de F. Dado um
elemento o € E, ele é algébrico sobre F. Seja f € F[X] o polinémio minimal
de a e seja n o grau de f. Pelo teorema acima, f é da forma:

f=aX —a)(X —a) - (X —a,) com a,€F, 1<i<n.

Como f(a) =0, existe um indice 7 tal que @« — a; = 0 donde oo = o; € F.
Assim, todo elemento o de E pertence a F, o que implica que E = F. O

O corpo C dos niimeros complexos é algébricamente fechado. Este fato
foi provado por Carl Frederich Gauss em 1799, na sua tese de doutoramento,
quando ele tinha apenas 22 anos de idade. Ao longo de sua vida, Gauss deu
outras trés provas diferentes deste resultado, que se tornou conhecido como o
Teorema Fundamental da Algebra. Hoje em dia, existem mais de 100 provas
conhecidas deste teorema.

EXERCICIOS
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1. Seja f um polindmio com coeficientes reais. Provar que, se um ndmero
complexo oo = a4+ bi é raiz de f entdo o conjugado @ = a — bi também é raiz
de f. Mostrar que (X — a)(X —a) € R[X].

2. Provar que se f € R[X] é um polindémio irredutivel, entao gr(f) = 1 ou

gr(f) =2
3. Determinar todas as raizes do polinomio X4 4 X2 + 1 em Q(iv/3).

4. Sejam F C E corpos e f € F[X] um polinémio nao constante. Provar que,
se a € E é uma raiz de multiplicidade m de f, entdo f pode-se escrever em
E[X] na forma f = (X — a)™g, onde g(a) # 0.

5. Seja f = ap+a1 X a2 X*+- - +ap_1 X" ' +a, X" um polinémio com coefi-
cientes reais. Na sua obra extraordinaria, La Geometrie, de 1637, Descartes
deu uma regra, sem demonstracao, de como calcular o niimero de raizes po-
sitivas e negativas da equacao f = 0. Este resultado é conhecido hoje como
regra dos sinais de Descartes e pode ser enunciado da seguinte forma:

Seja t o nimero de trocas de sinal na sequéncia dos coeficentes de
f e seja p o nimero de raizes reais positivas de f. Entaot —r é
um inteiro positivo, par.

Em particular, se todas as raizes de f sdo reais, entdo p =t.

1) Prove esta afirmacdo, diretamente, para polinémios de grau 1 e 2.
Gao, y P p g

(79) Prove a regra de Descartes em geral, usando indugao. (Sugestdo: consi-
dere primeiro o caso em que ag < 0 e use o teorema de Bolzano para concluir
que f tem uma raiz real e positiva. No caso em que ag > 0 considere sepa-
radamente os casos em que p=0e p > 0.)

6. Prove que o fecho algébrico de Q em C é o corpo dos ntumeros algébricos.
7. Seja F um corpo finito. Provar que F nao é algébricamente fechado.

8. Seja K o fecho algébrico de Q em R. Provar que K tem dimensdo infinita
sobre Q.

2.3 O corpo de raizes de um poliné6mio

Os numeros complexos foram introduzidos por Rafael Bombelli (1526-
1573) em 1572, para resolver equacoes de terceiro grau. Logo encotraram
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aplicagoes em diversos ramos da ciéncia, mas as dividas quanto a sua legi-
timidade permaneceram até que William Rowan Hamilton apresentou, em
1833, a fundamentacao, hoje bem conhecida, de considerar os nimeros com-
plexos como pares ordenados de niimeros reais com as operagoes entre pares
definidas por

(a,b) + (¢,d) = (a+0bc+d),
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc).

Em 1847, Agustin Cauchy (1789-1857) deu outra construgao, usando ape-
nas congruéncias entre polinéomios. Na linguagem atual, sua idéia foi a se-
guinte. Primeiro observou que o polindmio X2 + 1 ¢é irredutivel em R[X],
pois é de segundo grau e nao tem raizes nesse corpo. Considerou entao o
anel quociente

p— RIX
(X?2+1)
Dado um polindémio qualquer f € R[X] dividindo por X? + 1 tem-se um
quociente ¢ ¢ um resto da forma r = a 4+ bX (pois gr(r)<2). Como f =
(X2 +1)q +r temos que f = a + bX em R.

Desta forma, temos que R = {a +bX | a,b € R }.

Ainda, como X2+ 1 = 0 em R temos que X’ = —1e R é isomorfo ao
corpo C dos ntimeros complexos.

Anos mais tarde, em 1887, Leopold Kroneker (1832-1891) generalizou esta
técnica para mostrar como construir uma raiz de um polinémio qualquer com
coeficientes num corpo arbitrario.

Teorema 2.3.1. Seja F um corpo e seja f um polindmio nao constante, com
coeficientes em F. Entao, existe uma extensao E de F tal que f tem uma
raiz em [E.

Demonstracgao. Inicialmente, observamos que é suficiente provar o teo-
rema para polinémios irredutiveis. De fato, se o teorema vale para irredutiveis
e f nao o é, tomamos um fator irredutivel de f. Este fator tem uma raiz
que, naturalmente, é também raiz de f.

Assim, daqui em diante, vamos assumir que f = ag+a; X +---+a, X" €
F[X] é um polindnio irredutivel.
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Consideramos entao o anel quociente

_ FiX]
=T

Note que, como f ¢ irredutivel, E é um corpo.

Ainda, se i : F — [F[X] indica a inclusdo natural e w : F[.X]| — % indica
o homomorfismo canonico, a funcao ¢ = w o i leva F num subcorpo F’ de E,
que ¢é isomorfo a [F e tem-se que F' C E. Daqui em diante, vamos identificar
F com sua imagem isomorfa F/, em E.

Seja agora a = T, a classe do polinomio X no quociente F[X]/(f).

Como f =0em E = F[X]/(f), tem-se que

a0+a17+---+anyn

= ay+aa+---+aa”.

Esta igualdade mostra que o € E é uma raiz de f. U

Nas condigoes do teorema acima, se o é ume raiz de f entao, necessaria-
mente, f deve ser o polindmio minimal de « sobre F. De fato, o polinémio f
tem raiz a e é irredutivel; logo, é o seu polinémio minimal.

Do Corolario 1.3.9 segue que

=

E= ﬂ =~ F(a).

Ainda, tem-se que
F(a) = {z¢ +z1a + 200> + -+ 210" ' |2, €F, 1 <i<n—1},
e, como f(a) =0 temos que
o =—aqyg—a1 X — - —a, X"

Naturalmente, é facil somar elementos de F(«), coeficiente a coeficiente.
A observacao acima permite também multiplicar facilmente elementos de
F(a).
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Exemplo 2.3.2.

Considere o polinomio X3 + X + 1 que é irredutivel em F,[X]. De fato,
note que, se fosse redutivel teria, necessariamente, um factor de primeiro
grau e, portanto, uma raiz em ;. E facil verificar, diretamente, que nenhum
dos dois elementos de Fy é raiz de f. Seja o € uma raiz de f. Temos que

F(a) = {ao + a1a + axa® | a; € Fy, 0 < i < 2}

Vamos multiplicar os elemento: 71 = 1+ a +a? ey, =1+ o
Temos

Nnyp=0+a+a)1+a®)=1+a+a’+a*+a+at =1+a+a’ +a’.

3

Como a® =1+ ae a* =aa® =a+ a? temos:

Nnyp=l+a+l+at+a+ao®=a+a’

O leitor particularmente cuidadoso deve ter notado que, na verdade, nao
provamos que existe uma extensao de F em que f tem raizes, mas uma ex-
tensao de uma copia isomorfa de F. Para provar o enunciado, ao pé da letra,
veja o Exercicio 2.

Agora estamos em condigoes de provar a existéncia do corpo de raiizes de
um polinémio dado.

Teorema 2.3.3. Seja F um corpo e seja f um polindmio nao constante,
com coeficientes em F. Entao, existe uma extensao E de F que é um corpo
de raizes para f.

Demonstracao. Faremos a demonstracao ppor inducao no grau de f.
Se gr(f) =1 entao F = aX + b coma,b € Fe a=—b/a € F & a tnica raiz
de f, Logo, o proprio F é um corpo de raizes de f sobre F,

Suponhamos entao gr(f) = n > 1 e que o teorema vale para polindmios
de grau menor. Pelo Teorema 2.3.1, existe uma extensao K de F tal que f
tem uma raiz o; em K. Entao, podemos escrever f na forma

f= (X - a1>h7
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onde h € E[X] com gr(h) =n—1 < gr(f). Pela hipotese de indugdo, existe

uma extensao [E de K tal que A é um produto de fatores lineares
h=(X—ay) (X —a,)
em E[X]. Portanto,
f=X-—m)(X —a)-- (X —an)

em E[X].

Conforme vimos na demonstracao do Lema 2.2.6, o corpo F9aq, as, . ..

¢ um corpo de raizes de f sobre F.

, Ol

0

Nossa intencao, daqui em diante, é demonstrar que dois corpos de rai-
zes de um polinémio f sobre um corpo F sao isomorfos. Para isso, vamos

introduzir ainda alguns conceitos.

Definicao 2.3.4. Sejam E; e Ey duas extensoes de um corpo K.
Uma funcao ¢ : E; — Ey diz se um F-isomorfismo se ¢ é um
isomorfismo de corpos e ¢, restrito a F, é a fun¢ao identidade;
isto €, se p(x) = x para todo x € F.

Podemos definir também um conceito levemente mais geral.

Definicao 2.3.5. Sejam F; C E; e Fy C Ey corpos e seja ¢ :
F, — Fy um isomorfismo de corpos. Diz-se que ¢ pode se es-
tender a um isomorfismo de E; em Ey se existe uma funcao
¥ E1 — Eq que € um isomorfismo de corpos e tal que, restrita a
E; coincide com ¢; isto €, se Y(x) = p(x) para todo x € F;.

Dado um isomorfismo de corpos ¢ : F; — Fs, para cada polinémio f =

ap+ a1 X + -+ + a, X" € F1[X] definimos o polinémio
[ =lao) + p(a1) X + - + p(a,) X" € Fp[X].
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E facil verificar diretamente que, se f, g € F1[X], entdo:
(fo) =rg".

Em particular, isto implica que, se f é irredutivel em [F,[X], entdo f* é
irredutivel em Fy[X].

Sejam [y, C [Eq e Fy C E, corpos. Dado um polinémio irredutivel f = ag+
a1 X+ -+a, X" € Fi[X], consideramos f* = p(ag)+p(a)) X+ --+p(a,) X"
como acima.

Sejam aq € E; e ay € Ey raizes de f e f* respectivamente. Entao, como
mostramos no Teorema 2.1.2, o conjunto {1, as,a?,...,a’ '} é uma base de
Fi(ay) sobre F; e, da mesma forma, {1, as,a2,...,a3 '} é uma base de e
]FQ(O[Q) sobre FQ.

Podemos definir uma funcao @ : Fy(a1) — Fy(as) da seguinte forma:

Dado um elemento
T =N+ A\ap + Xoad + - Ny_1al Tt € Fi(ay),
definimos:
®(z) = p(Xo) + p(M)az + p(Aa)az + -+ p(Ap1)as ™" € Falay).

Lema 2.3.6. Com as notagoes acima, a fungio @ : Fi(ag) — Fa(as) € um
wsomorfismo de corpos que estende .

Demonstracao. O fato de que ® é um homomorfismo segue diretamente
da definicao e deixamos esta verificacao a cargo do leitor.

Como o kernel de um homomorfismo é um ideal e como F; nao contém
ideais proprios porque é um corpo, resulta imediatamente ker)®) deve ser
igual a (0) ou a F;. Mas ker(® # F; porque ® nao é a func¢ao nula; logo
kar(®) = (0) e segue que ® ¢ injetora.

Finalmente, dado um elemento qualquer y € Fy(as), ele é da forma

Y = po + pQg + o0l + -+ pp a0
Consideramos entdo os elementos \; = ¢~ (;) € F1,0 <i <n — 1. E facil
ver que o elemento

Yy = )\0 + )\1CY1 + Ala% + -+ )\n_lO/f_l € ]Fl(Ozl)
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é tal que ®(zr) = y. Portanto, & também é sobrejetora e, claramente,
O(A) = p(A) para todo A € F;. O

Agora estamos em condigbes de provar a unicidade (a menos de isomor-
fismos) do corpo de raizes de um polinomio. Para isso, demonstraremos um
resultado levemente mais geral.

Teorema 2.3.7. Seja ¢ : Fy — Fy um isomorfismo de corpos. Dado um
polinémio nao constante f € F1[X] seja f* € Fo[X] como definido acima.
Sejam Eq um corpo de raizes de f sobre [y e Ey um corpo de raizes de f*
sobre Fy. Entao exriste um isomorfismo V : E; — Ey que estende ¢; i.e., tal
que (x) = V(x), para todo elemento x € F;.

Demonstragao. Provaremos o resultado por indugao no grau de f.

Se f é um polindmio de primeiro grau, entao E; = F = E, e o resultado
¢ trivialmente verdadeiro.

Seja entao gr(f) = n e suponha que o resultado vale para polinomios de
grau menor que n.

Seja h um divisor irredutivel de f em F;[X] e seja o uma raiz de h em
E;. Escrevendo f = hqg temos que f* = h*g* e temos que h* ¢ um divisor de
fr.

Sejam a7 € Eq e ay € [E, raizes de f e f* respectivamente. Entao
Fl C ]Fl(Oél) C ]El (& ]Fl C ]FQ(O(Q) C ]EQ.

Tt
F () —2=TF (o)
e g

Em F;(a;) podemos escrever f = (X — ay)g com gr(g) = n —1 e, da
mesma forma, f* = (X — ag)g* com gr(g*) = n — 1. Note que segue direta-
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mente do Lema 2.2.7 que E; e E, sdo corpos de raizes de g e g* sobre F(;(a;)
e [Fy () respectivamente.

Pelo Lema 2.3.6 existe um isomorfismo de corpos ® : Fy(ay) — Fa(aw)
que estende ¢ e, pela hipotese de indugao, existe um isomorfismo de corpos
U : E; — E; que estende ¢ que estende . Logo ¥ é também uma extensao
de ¢, como requerido pelo enunciado. O

Como consequéncia imediata do Teorema acima temos o seguinte.

Corolario 2.3.8. Sejam F um corpo e f € F[X] um polinémio ndao cons-
tante. Entao, dois corpos de raizes de f sobre F sao F-isomorfos.

Demonstragao. Basta tomar, no teorema acima, F = [F; = [F, e escolher
como isomorfismo ¢ a fungao identidade. 0J

EXERCICIOS

1. Achar a decomposicado em fatores irredutiveis do  polinémio
f = 2X*+2X%+ 2X + 1 em F3[X] e achar dois corpos ndo isomorfos
tais que f tem uma raiz em cada um deles.

2. Sejam F, ' ¢ E como na demonstragdo do Teorema 2.3.1. Seja A qualquer
conjunto finito com o mesmo nimero de elementos que E\F. Entao X = AUF
tem o mesmo ntmero de elementos que E. Portanto, existe uma bijecao
® : X — E. Pode-se introduzir operacoes em X da seguinte forma:

Dados z,y € X sejam a,b € E tais que ®(z) = a e ®(y) = b, defina:
c+y = & a)+ D7),
ry = & 1(a).®7(b).

Provar que, com estas operacoes, X é um corpo que contém F e que f tem
uma raiz em X.

3. Seja F C E corpos. Provar que o conjunto Gal(E;F) de todos os F automor-
fismos de E é um grupo em relagdo a operagdo de composigao de fungaoes.
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10.

11.

12.

13.

. Provar que o polinémio f = X2 — 2 é irredutivel em Q[X]. Seja w uma raiz

de f em C. Determinar o grupo Gal(Q(w) : Q).

. Provar que o polinémio f = X2 — 2 & irredutivel em Q[X] e seja w uma raiz

de f em C. Seja ainda ¢ € C uma raiz do polinémio X2 4+ X + 1.

(i) Provar que E = Q(w, ¢) é um corpo de raizes de f sobre Q.

(74) Determinar Gal(E : Q).

(i) Determinar o subcorpo E de C que é o corpo de raizes de f = X3 — 3
sobre Q.

(ii) Idem, para o polnoémio g = X3 — 1.

(737) Em ambos os casos, determinar Gal(E, Q).

Sejam a e b dos inteiros que nao sao quadrados perfeitos. Seja E C C o

corpo de raizes do polinomio f = (X2 — a)(X? — b) sobre Q. Determinar E
e determinar o grupo Gal(E : Q).

. Um elemento ¢ de um corpo E diz-se um raiz primitiva n-ésima da uni-

dade se (" = 1 e ("™ # 1 para todo inteiro positivo m < n. Provar que,
se ¢ € C é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, entdao Q(¢) é o corpo de
raizes do polinémio X™ — 1 sobre Q.

. Seja Fo o corpo com dois elementos e seja ¢ uma raiz do polindmio

X3+ X2 +1 € Fy[X]. Provar que Zs(¢) é um corpo de raizes para f
sobre Fsy.

Sejam a um inteiro, a € C uma raiz do polindémio f = X" — a e ( uma raiz
primitiva n-ésima da unidade. Provar que Q(«, () ¢ o corpo de raizes de f
sobre Q.

Seja Sejam F um corpo e f um polinémio nao constante de F[X]. Seja ainda
E um corpo de decomposicao para f sobre F. Provar que a intersecao de
todos os subcorpos de E que sao corpos de decomposicdo para f sobre F é
um corpo de raizes fe f,

Provar que o isomorfismo construido no Lema 2.3.6 é o tnico isomorfismo de
F1(a1) em Fa(ag) que estende ¢ e que leva o em .

Sejam F um corpo e f um polindémio nao constante de F[X]. Provar que, se o
e B sao raizes de f em alguma extensdo de IF, entao existe um F-isomorfismo
de F(«) em F(p).
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14. Seja ¢ : F; — Fo um isomorfismo de corpos. Provar que a funcao @ :
[F1[X] — F3[X] definida por

f=a+a X+ - +a, X" = f"=p(ap) +¢la)X + -+ ¢(a,) X"

¢ um isomorfismo de anéis.

Provar que, se a € F1 é uma raiz de f entdo ¢(a) € Fy é uma raiz de f*.

2.4 Extensoes Separaveis

Lembramos que, ena Definicao 2.2.3 dizemos que, dado um corpo F e um
polinémio f € F[X] um elemento o numa extensao E de F diz-se uma raiz
miultipla de f se existe um inteiro n > 1 tal que (X — )" divide f e
(X — )™ nao divide f. Neste caso, o inteiro n diz-se a multiplicidade de
a como raiz de f.

Nossa intencao agora é determinar um critério para decidir quando um
polinémio tem raizes multiplas. O leitor provavelmente lembra que, nos
cursos de Calculo, isto podia ser feito usando a nocao de derivada. No pre-
sente contexto, trabalhando em corpos quaisquer, nao dispomos da nocoes
de distancia, limite, etc. Porém, como estamos trabalhando apenas com
polinémios, pde se introduzir esta nocao de um modo puramente formal.

Definicao 2.4.1. Seja F um corpo. Dado um polinémio [ =
ap+a1 X +---+a, X" € F[X]|, chama-se derivada ao polinémio

f=a+aX+ - +a, X"

ou, equivalentemente, se f =Y  a, X" entdo

n

f, = Z iaiXi_l.

=1

O proximo lema mostra que as propriedades familiares das derivadas, no
Calculo, também valem neste contexto.
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Lema 2.4.2. Seja F um corpo, f,g polinomios de F[X]| e a um elemento de
F. Entao:

(i) (f+g)=f+7.

(ii) (af) = af".

(iii) (f9) = fg' + ['g.

Demonstracao. Os itens (i) e (i7) seguem diretamente da aplicagio da
definicao.

Para demonstrar (éii) escrevemos f = > ja; X" e faremos indugdo no
grau de f. Se gf(f) = 0 a afirmacdo se reduz ao caso (i7).

Suponhamos entdo que f = > 1" ja; X’ com a, # 0 e que (#ii) vale para
polinémios de grau menor que n. Escrevendo f; = Z?:_()l a; X" temos que
f=fi+a,X, donde

fg=(fi +anXn)g = fig+a,X"g

e, applicando (7)

(f9) = (frg)" + (@ X"g)".

Pela hipdtese de indugao temos que (fi19) = f19 + fig.
Agora, é facil provar que

(aang)/ — anX”g'+anX”_1g

através de um célculo direto, usando a definicao. Logo

(f9) = (fid + fig) + (anX"g 4+ a, X" g)
= (fi+aX")g + (fi+aX"Ng=fgd+ [y

O

Podemos agora der um critério para decidir quando um polindmio tem
raizes multiplas em algum corpo.

Lema 2.4.3. Sejam F C E corpos e seja f € F[X] um polinomio nao cons-
tante. Um elemento o € E € uma raiz multipla de [ se e somente se

fla)=0 e f(a)=0.
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Demonstragao. Obviamente, « é raiz de f se e somente se f(«a) = 0.
Neste caso, podemos escrever f = (X —a)"g em E[X], comn > 1e g(a) # 0.
Temos entao que

=X =-a)"d +n(X —a)"g.

Se n > 1 temos f’(a) = 0. Por outro lado, se n =1 temos f'(a) = g(a) # 0
(veja o Exercicio 4 de se¢ao §2), o que prova nossa afirmacao.
0

Na verdade, é possivel decidir quando um polinémio tem raizes multi-
plas em alguma extensao, sem necessidade de conhecer explicitamente essa
extensao ou as raizes de f.

Lema 2.4.4. Seja F um corpo e seja f € F[X]| um polinémio nao constante.
Entao f tem raizes miltiplas em alguma extensao E de F se e somente se

mde(f, f') #1 em F[X].

Demonstragao. De fato, note que, do Lema acima, temos que f tem
raiz multipla se e somente se (X — «) é um divisor de f e também de f’.
Portanto mdc(f, f') # 1 em E[X].

Ainda, é facil ver que, como f e f’ pertencem a F[X], entdo seu mé-
ximo comum divisor também pertence a F[X] (por exemplo, lembrando que
mde(f, f') pode se calcular usando o algoritmo de Euclides e observando que
todas as operagoes implicadas nesse calculo acontecem em F[X].

O

Polinémios que tém so6 raizes simples sao tao importantes que eles recebem
um nome particular.

Definicao 2.4.5. Seja F um corpo. Um polinémio irredutivel f
em F[X] diz-se separavel se todas suas raizes sao simples.

Um polinémio [ de F[X] diz-se separavel se todos seus fatores
irredutiveis sao separdveis.

Um elemento a numa extensao E de F diz-se separavel sobre F
se o seu polinomio minimal em F[X]| é um polinomio separdvel.

Uma extensao E de um corpo F diz-se separavel se todo elemento
de E ¢ separdvel sobre IF.
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Nos proximos capitulos, resultard muito ttil saber quando um polinémio
irredutivel é separavel. Os proximos resultados proporcionam critérios para
reconhecer esta situacao.

Lema 2.4.6. Um polinomio irredutivel f € F[X] € separdvel se e somente

se f'#£0.

Demonstragao. Como vimos no Lema 2.4.4, f tem raizes multiplas (isto
é, ndo é separavel) se e somente se mdc(f, f') # 1. Como f é irredutivel,
temos que seu dnico divisor ménico nao trivial é da forma af, para algum
a € F, logo mde(f, f') = af donde af | f' e consequentemente também
f1f. Como gr(f) < gr(f) isto acontece se e so se ' = 0.

Por tanto, f é separavel se e so se f # 0. U

Teorema 2.4.7. Sejam F um corpo f um polinémio irredutivel de Fx. Entao:
(i) Se car(F) =0 entao f é sempre separdvel.
(17) Se car(F) =p > 0 entdo f nao € separdvel se e somente se ele é da
forma f = g(XP) para algum polinomio g € F[X].
Demonstracao. Seja f =) " ;X" Entao

n

f, = Z Z.CLiXi_l.

=1

(1) Se car(F) = 0, como a,, # 0 temos que o coeficiente do termo de maior
grau de f’ é na, # 0, donde f’ # 0. Pelo lema acima, f é separavel.

(17) Se car(IF)p > 0 temos que f’ = 0 se e so se, para cada indice i que nao
é multiplo de p, tem-se que a; = 0. Consequentemente, f’' = 0 se e somente
se f é da forma

f= ao+apo+a2pX2p+--~akpka.

O

Corpos onde todo polinémio irredutivel é separavel recebem um nome
especial.
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Definicao 2.4.8. Um corpo diz-se perfeito se todo polinomio
irredutivel de F[X] ¢é separdvel.

Do teorema acima, segue imediatamente que todo corpo de caracteristica
0 é perfeito. Veremos, no proximo capitulo (no Teorema ?7?) que todo corpo
finito também é perfeito.

EXERCICIOS

1. Mostre que o polinémio f = (X2 + 1)(X?* — 1) € R[X] ¢ separével, mas tem
raizes multiplas.

2. Provar que, se F & um corpo e f € F[X] é um polinémio irredutivel ménico,
entdo as seguintes afirmagdes sao equivalentes:
(i) f & separavel.
(7i) as raizes de f em qualquer extensao E de F sao simples.
(7i7) Existe uma extensao E de F tal que f = (X —a1)(X —ag) -+ (2 — ay)
em E[X].

3. Prove que, se IF é um corpo de caracteristica 0, entao todo polinémio f € F[z]
é separavel.

4. Sejam F C E corpos e seja f um polinémio de F[X]. Provar que, f é separavel
em E[X], se e somente se é separavel em E[X].

5. Sejam F C K C E corpos. Prova que E é uma extensao separdvel de [F se e
somente se E é uma extensdo separdvel de K e K é uma extensdo separavel

de F.

6. Sejam F C E corpos, e sejam « e 3 elementos de E, separaveis sobre F.
Provar que oo &+ 3, a8 e o/ sado separaveis sobre F.

7. Seja E uma extensdo algébrica de um corpo F. Provar que o subconjunto dos
elementos de E que sao separéveis sobre F é um subcorpo de E (chamado o
fecho separavel de F em E).
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8. Provar que todo corpo algébricamente fechado é perfeito.

9. Seja F um corpo perfeito. Provar que toda extensdo algébrica de F é sepa-
ravel.

10.* Sejam p um inteiro primo e F o corpo com p elementos. Seja ainda ¢ um
elemento transcendente sobre F. Provar que o corpo F(t) ndo é perfeito.
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Capitulo 3

Corpos Finitos

3.1 Introducao

O conceito de corpo finito é devido a Evariste Galois (1811-1832) que
o introduziu em 1830. Ele considerou um polinémio irredutivel f € Z[X],
de grau n. Chamando de ¢ uma de suas raizes (note que, neste contexto, i
nao tem nada a ver com a unidade imaginaria dos nimeros complexos), ele
considerou expressoes do tipo

ap + ayi + agi* + -+ ap_1i",
com a; € Z, 1 <1 <n—1. Tomando estes coeficientes inteiros em modulo
um primo p, o conjunto E de todas as expressoes da forma acima, tem p"
elementos. Galois prova, a seguir, que E é um corpo - naturalmente, na
linguagem propria da época. O leitor notara que esta descricao coincide com
a construcao do corpo Z,(i), que vimos em capitulos anteriores.

Por causa disso, os corpos finitos também sao chamados de Corpos de
Galois e um corpo com p" elementos se representa, as vezes, pelo simbolo
GF(p") (do inglés: Galois Field with p™ elements). Para indicar que F ¢ um
corpo finito, com ¢ elementos, n6s empregaremos a notacao [F,.

Nosso primeiro passo, neste capitulo, sera determinar todos os corpos
finitos.

Note, em primeiro lugar, que se F C E sao corpos finitos, quando con-
sideramos [E como espaco vetorial sobre I, ele deve ser de dimensao finita.
Seja n essa dimensao e seja {by, by, ..., b,} uma base de E sobre F. Entao E
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¢ o conjunto de todas as combinacoes lineares da forma
o =x1by + 2200 +--- + 2,0, com z; €F, 1<i<n.

Se F é um corpo com ¢ elementos, cada um dos coeficientes z;, 1 < i <
n, pode assumir exatamente ¢ valores distintos (cada um dos elementos de
[F); portanto, o namero total de combinagoes lineares possiveis é ¢". Estas
consideracoes demonstram o seguinte.

Teorema 3.1.1. Sejam F C E corpos finitos. Se F é um corpo com q ele-
mentos, entao o numero de elementos de E € uma poténcia de q.

Por outro lado, se E é um corpo finito, do Teorema 1.2.3 vem imediata-
mente que seu corpo primo é isomorfo a Z,, para algum primo p e, conse-
quentemente, car(E) = p. Este argumento mostra, em particular, que todos
os corpos com p elementos sao isomorfos entre si (pois sao todos isomorfos
a Zy,). Daqui em diante denotaremos um tal corpo por F,. Como F, C E o
teorema acima implica o seguinte.

Teorema 3.1.2. Seja E um corpo finito com q elementos. Entao, existem

um inteiro positivo n e um primo p tal que ¢ = p".

E interessante considerar também os corpos finitos desde outro ponto de
vista.

Teorema 3.1.3. Seja E um corpo finito com p"™ elementos. Entao, para todo
elemento a € E, tem-se que

T

a? =a.

Consequentemente, E ¢ o corpo de raizes do polinomio f = XP" — X sobre
F, e
X" - X = (X —a))(X —ag) - (X —a,),

onde ay,ag, ...,a, sao todos os elementos de .

Demonstracao. O conjunto E* = E\ {0} ¢ um grupo de ordem p" — 1.
Por tanto, para todo elemento a € E*, tem-se que a?"~! = 1 donde a?" = a.
Como esta relagao vale também para o elemento 0, ela vale para todos os
elementos de E.

Este argumento mostra que o conjunto dos elementos de E é também o
conjunto das raizes do polinémio f = X?" — X e, como gr(f) = p", estas sdo
todas as raizes deste polinémio. Portanto

(o

XV = X=(X—-u)(X —ag) (X —ay).
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Finalmente, f tem todas suas raizes em E e, claramente, um subcorpo
estritamente menor nao contém, necessariamente, alguma das raizes de f.
Isto prova que E é o corpo de raizes de f, como queriamos demonstrar. [

No Teorema 3.1.2 mostramos que, se [E é um corpo finito, entao o niimero
de elementos de E ¢é da forma p”, para algum primo p e um inteiro positivo
n. Mostraremos agora que vale a reciproca deste resultado.

Teorema 3.1.4. (Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos) Sejam p um
primo e n um inteiro positivo. Entao, existe um corpo E com p"™ elementos,
que € Unico a menos de isomorfismos e todo corpo finito é desta forma. O
corpo E € o corpo de decomposicio do polinomio XP" — X sobre F,,.

Demonstragao. Dados p e n como no enunciado, consideramos o po-
lindmio f = X?" — X € F,[X]. Pelo Teorema 2.3.3 sabemos que existe um
corpo E D [, que é corpo de decomposicao para f. Seja A o conjunto das
solucoes de f em EE.

Como [/ = —1, segue que f e [’ ndo tem raizes comuns; portanto, todas as
raizes de f sdo simples, o que implica que |A| = p". Mostraremos que A = E.

Note que, dados a e 3 em A, tem-se que (a4 8)P" = a?" £ 87" = a £ 8.
Da mesma forma, (af)?" = of" " = af.

Finalmente, se o" = a entdo também (1/a)?" = 1/a. Todas estas obser-
vagoes mostram que A é um subcorpo de E. Como E é um corpo de raizes de f
e todas as raizes de f pertencem a A temos que E = A, donde |E| = |A| = p".

Como corpos de raizes sao unicos, a menos de isomorfismo, a unicidade
resulta imediatamente.

O fato de que todo corpo finito é desta forma foi estabelecido no Teo-
rema 3.1.2. 0]

A classificagao dos corpos finitos é devida a Eliakim Hastings Moore
(1862-1932), em 1893, [?]. Moore foi um dos pioneiros da matematica ameri-
cana e um dos fundadores do Departamento de Matematica da Universidade
de Chicago.

Nossa intencao agora ¢ estudar o conjunto E* dos elementos nao nulos
de um corpo finito. Como todo elemento nao nulo é inversivel, segue ime-
diatamente que E* ¢ um grupo em relacao a operacao de multiplicagao de
E. Da propria definicao de corpo, segue que este grupo ¢ comutativo. Na
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verdade, provaremos que é um grupo ciclico. Para isso precisamos de alguns
resultados preliminares.

EXERCICIOS

1. Exibir exemplos de corpos com 8 e com 16 elementos.

2. Provar que E = F3[X]/(X2 + 1) é o corpo de decomposi¢do do polinémio
f=X°— X sobre Fs.

3. Provar que E; = F3[X]/(X? + X +2) ¢ isomorfo a E = F3[X]/(X? +1).

4. Seja o = _1%‘/5 € C. Seja I = 2Z]a]. Prove que Ey = Z[a]|/I é um corpo
isomorfo a

_ y[X]
(2 X 1)

5. Construir um exemplo de corpo finito com 27 elementos.
6. Dar um exemplo de corpo finito com 25 elementos.

7. Seja ¢ = p” onde p é um primo impar. Provar que:

i) A funcdo v : F, — F, definida por ¢ (z) = 22, para todo z € F, nao é
q q q
injetora.

(77) Existe um elemento ¢ € F; que ndo é o quadrado de nenhum elemento
de F,.

(4ii) O polinémio f = X? — ¢ ¢ irredutivel em Fy[X].

(iv) Se t denota uma raiz de f numa extensao de Fy, entdo F,(¢) € um corpo
com ¢ elementos.

8. Seja E um corpo finito com p™ elementos e seja a um elemento de E. Provar
que aP? = a se e somente se a pertence ao corpo primo de [E.

9. Provar que um corpo finito I nao é algébricamente fechado. Sugestao: con-
sidere o polinémio f =1+ [],cp(X —a).
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10. Seja F um corpo finito, com ¢ elementos. Prova que o polindémio f = X7 —
X 4 1 nao tem raizes em F.

11. Sejam Fpm C Fp» corpos finitos. Mostrar que, m | n.

12. Prove que todo polinémio irredutivel de segundo grau em F,[X] pode se
escrever como o produto de dois polinémios de primeiro grau em [F 2 [X].

13. Seja E um corpo finito com p™ elementos. Provar que, para todo elemento
a € E tem-se que a?" = a.

14. Seja E = Fon um corpo finito, de caracteristica 2. Provar que a soma de
todos os elementos de E ¢ igual a 0 se e somente se E # Fo. (Sugestdo: usar
indugdo em n).

3.2 Grupos ciclicos

Lembramos que um grupo A diz-se ciclico se existe um elemento a € A tal
que A é o grupo gerado por A; i.e., se

A={..,a%a' 1, a da*..}={d|icZ}.

O grupo ciclico gerado por a se representa frequentemente por (a).
Lembramos que, dado um elemento a num grupo G, se a™ = 1 para algum
inteiro positivo n, entao chama-se ordem de a ao inteiro

m =min{h € Z" | a" = 1},

Costuma-se denotar a ordem de um elemento a pelo simbolo o(a).
Se a ¢ um elemento de ordem finita n entao tem-se que

(a) =11, a,a*...,a" "}

Neste caso, temos que

|A| = o(a).
Note que, da propria defini¢ao temos que, se m = o(a) entdao a™ = 1.

Lema 3.2.1. Seja a um elemento de um grupo, de ordem finita m. Se h €
um inteiro positivo tal que a® =1 entio m | h.
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Demonstracao. Dado um inteiro h nas condicoes do enunciado, divi-
dindo h por m obtemos um quociente ¢ e um resto r tais que h = mq + r,
com 0 < r < m donde a" = a™ + qa".

Como a" = a™ = 1 temos que a” = 1. Se r # 0 temos que r < m (que é
o menor elemento com a propriedade de que a”™ = 1), uma contradigao.

Logo, 7 = 0 e segue que m | h. O

Como consequéncia destas observacoes temos:

Corolario 3.2.2. Seja a um elemento de um grupo G de ordem finita m.
Entao, dado um inteiro n, tem-se que a" = 1 se e somente se m | n.

Se a ¢ um elemento de ordem m, entao todo elemento de aa) ¢ da forma
a", com 0 < h < m — 1. Como veremos, ¢ possivel determinar a ordem de

qualquer elemento desta forma.

Lema 3.2.3. Seja a um elemento de um grupo G de ordem finita n. Entao,
um elemento da forma a" € G, com h € Z, tem ordem

h o n
ofa”) = mdc(n, h)
Demonstracao. Seja d = mdc(h,n). Escrevemos h = dh’, n = dn’ com
mdc(h',n') =1 e seja t = o(a"). Devemos provar que t = n/d.
Temos que:
(ah>n/d _ ahn/d _ ah’n _ (an>h _ 17

donde segue que t | n/d.

Por outro lado, temos também que 1 = (a”)! = a"; logo n | (ht), ou seja
(dn') | (dh't) o que implica que n’ divide h't. Como mdc(n',h’) = 1 temos
entdao que n’ = n/d divide t. Conseqiientemente, n/d = t, como queriamos
demonstrar. O

Agora podemos descrever todos os subgrupos de um grupo ciclico finito.

Teorema 3.2.4. Seja A um grupo ciclico de ordem finita m. Entao, tem-se
que:

(1) Todo subgrupo de A é ciclico.

(17) Para cada divisor d de m, o grupo A contém um tnico subgrupo de ordem

d.
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Demonstracgao.
(1) Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem m e seja H um subgrupo de A.
Queremos provar que H é ciclico. Se H = {1}, entdo ele é um grupo ciclico.
Suponhamos entao que H # 1. Neste caso, o conjunto {z € Z | a* € H, 1 <
x <n—1} nao é vazio. Seja entdo:

m = min{r€Z|a" € H 1<x<n-1}

Mostraremos que H = (a™). De fato, como a™ € H, vem imediatamente
que (a™) C H. Devemos ainda provar que vale a inclusdo contréria.

Para isso, consideramos um elemento arbitrario h € H. Como h € G,
existe algum inteiro ¢ tal que h = a'. Dividindo ¢ por m obtemos dois inteiros
gertaisquet=mqg+r,e0<r <m. Entao:

mq+r mq T

h =d = a = a"a",

donde
a = a™hecH.

Como r < m, deve ser r = 0. Isto implica que t = mgq, donde h = a' =
(@™)9 € (a™) o que mostra que H C (a™). Isto completa a demonstracao da
nossa primeira afirmacao.

(i1) Seja d um divisor de n e seja t = n/d. Considere o subgrupo H = (a').
De acordo com lema 3.2.3 a ordem de H é:
n n n

[H] = ola’) = mdc(n, t) - mdc(n,n/d) - n/d =d

Para mostrar que este é o inico subgrupo dessa ordem, suponhamos que
existe K = (a®) tal que |K| = d. Entao temos que o(a®) = n/mdc(n,s) = d
donde mdc(n, s) = n/d e podemos escrever s = s1(n/d). Logo

K = (@) = (@) = (@)") € .

Como ambos conjuntos sao finitos, da mesma ordem, segue que K = H,
como queriamos demonstrar. O

Mais adiante, precisaremos conhecer a ordem de um produto de elemen-
tos, pelo menos num caso particular, interessante.

Lema 3.2.5. Seja A um grupo abeliano e sejam a e b elementos de A de
ordens r e s respectivamente.
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(i) Se mdc(r,s) =1, entao o(ab) = rs.
(ii)) Em qualquer caso, A contém um elemento de ordem mmc(r,s).

Demonstragao.

(1) Seja t = o(ab). Como (ab)™ = (a")*(b*)" = 1 temos que t | (rs).

Por outro lado, temos que 1 = (ab)"” = a'b" = b donde s | (tr) e, como
mdc(s,r) = 1, do Teorema de Euclides temos que s | t. De forma anéloga,
considerando (ab)"® segue que r | ¢ e, como r e s sao relativamente primos,
temos também que (rs) | t.

Desta forma, segue que ¢t = rs, como queriamos demonstrar.

(17) Sejam r = pit---pit e s = pi" - p" as decomposi¢oes em fatores
primos de r e s, com n;,m; > 0,1 <17 <t. Definimos

vi = max(n;,m;), 1<1i<t.

Note que p)* é um divisor de r ou um divisor de s, pois concide com p;"
ou com p;". No primeiro caso, o subgrupo (a) contém um elemento de ordem
p;"; no segundo caso, (b) contém um tal elemento, 1 < i < t.

Em qualquer caso, para cada indice i existe um elemento g; € A tal que
o(g;) =7, 1 <i<t. Sejage Ao produto g = gigs--- g

Como mdc(o(g;),0(g;)) = 1 sempre que i # j, conforme a parte (i), temos
que

o(g) = pi'ps’ -+ pi* = mme(r, s).

Do Lema 3.1.4 temos imediatamente o seguinte.

Corolario 3.2.6. Seja A = (a) um grupo ciclico gerado por um elemento a.
Se a € de ordem finita m entido um elemento da forma a" é um gerador de
A se e somente se mdc(m,h) = 1.

Lembramos que chama-se fungcao de Euler a funcao que a cada inteiro
positivo n associa o numero de inteiros positivos que sao menores do que n
e relativamente primos com ele. Por exemplo, os inteiros positivos menores
que 12 e relativamente primos com 12 sao 1, 5, 7 e 11, logo ¢(12) = 4. J4 os
inteiros positivos menores que 14 e relativamente primos com 14 sao 1, 3, 5,
9, 11, 13, donde ¢(14) = 6.

Do resultado acima, vem imediatamente o seguinte.
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Corolario 3.2.7. Seja A = (a) um grupo ciclico gerado por um elemento a.
Se a € de ordem finita m entdo o numero de geradores de A; i,e, o niumero
de elementos de A que tém ordem precisamente igual a m é o(m).

Na proxima segao veremos como calcular os valores desta funcao.

EXERCICIOS

10.

11.

. Determinar todos os geradores dos grupos aditivos Zg, Zg, Z10, Z12 € Zo4.

. Determinar todos os geradores do grupo ciclico (multiplicativo) G = (a)

quando o(a) = 6, 8, 10, 12 e 24, respectivamente.

. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem 24. Determine todos os elementos

do subgrupo de ordem 12. Identifique todos os geradores deste grupo.

. Determinar qual dos seguintes grupos ¢ ciclico, achando um gerador: U(Zs),

U(Zg), U(Zlo) e Z/[(Zlg)

. Determine todos os elementos de ordem 3 e todos os elementos de ordem 5

do grupo G = (a), sabendo que o(a) = 15.

. Prove que todo grupo de ordem prima ¢é ciclico.

Provar que um grupo ciclico finito, de ordem par, contém um tinico elemento
de ordem 2.

. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n e seja ¢ um inteiro tal que 1 <

t <n — 1. Determine a ordem do grupo quociente {(a)/{a’).

. Seja G = (a) um grupo ciclico finito, de ordem n. Determine condigoes

necessérias e suficientes sobre os inteiros r e s para que (a”) C (a®) e também
para que (a") = (a®).

De um grupo G sabe-se que ele contém somente dois subgrupos. Provar que
G é ciclico, de ordem prima.

De um grupo ciclico G sabe-se que ele contém exatamente trés subgrupos: o
proprio G, o subgrupo {e} e um subgrupo de ordem prima p. Determine G.
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12. Sejam G um grupo e p um numero primo. Mostre que se G contém mais que
p — 1 elementos de ordem p, entdo G nao ¢é ciclico.

13. Seja G um grupo ciclico cuja ordem é divisivel por 8. Quantos elementos de
ordem 8 ha em G7

14. Mostre que o grupo

TU(2,Z7) = {(

é ciclico, achando um gerador.

Ol =
=

) laez.)

3.3 A Funcao de Euler

Note inicialmente que, se n é um inteiro da forma n = p™, com p primo,
entdo ¢ facil calcular o valor de ¢(n). De fato, o nimero de inteiros menores
quenén—1=p"—1.

Por outro lado, os niimeros menores que n que sao multiplos de p sao:
p, 2p, 3p, ...,p™ — p; isto ¢, existem exatamente p™~! — 1 ntimeros nestas
condigoes. Logo:

90<pm> _ pm — 1= (pm—l o 1) — pm _pm—l

1.e.
p(p™) =p" p—1).
Nossa intencao agora € provar que, se m e n sao inteiros relativamente
primos, entdo @(mn) = p(m)p(n). Ha varias formas de chegar a este resul-

tado. No6s o obteremos como consequéncia do préoximo resultado, que é uma
versao do Teorema Chinez do Resto (veja o Exercicio 2 desta se¢ao).

Teorema 3.3.1. Seja m e n inteiros positivos relativamente primos. Entao:
Loy = Uiy, D Loy

Demonstracao. Como vamos trabalhar em trés anéis diferentes, preci-
samos tomar certos cuidados com a notagao. Dado um inteiro a, denotaremos
por @ a sua classe em Z,,, e por |al,, [a],, sua classe em Z,, e Z,, respectiva-
mente.

Definimos uma funcao ¢ : Z,,, — %, ® Z,, por
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a = ([aln, [a]m).

Nossa primeira providéncia serd provar que ela estd bem definida, uma
vez que parece depender do representante. Sejam entao a,b € Z tais que
@ = b. Isto implica que a = b (mod mn). Conseqiientemente, temos também
que

a= b(modm) e a=b (modn),

0 que significa que

Logo, nossa definicao independe do representante e ¢ esta bem definida.

Um célculo simples mostra que ¢ é um homomorfismo. Para verificar
que ¢ também é injetora, devemos mostrar que se ¢(a) = ¢(b); isto é, se
([#]m, [2]n) = ([Ylm, [y]n) entdo @ =b.

De fato, [z],, = [y, implica que m|(y — x). Da mesma forma, como
(], = [y]n, temos que n|(y — x). Ainda, como mdc(m,n) = 1 segue que
(mn)|(y — =) donde T = 7, como queriamos demonstrar.

Finalmente, como Z,,, e Z,, ® Z, sao conjuntos finitos com a mesma
cardinalidade mn, segue imediatamente que ¢ também é sobrejetora. 0

Corolario 3.3.2. Sejam m e n inteiros positivos, relativamente primos. En-
tao
p(mn) = p(m)e(n).

[

Demonstracao. Como %Z,,, = Z,, ® Z,, o nimero de elementos inversi-
veis em Z,,, deve ser igual ao ntimero de elementos inversiveis em Z,, & Z,.

Como um elemento @ € Z,,, ¢ inversivel se e somente se mdc(a, mn) = 1,
temos que o nimero de inversiveis em Z,,, é ¢(mn).

Por outro lado, um par ([z],, [ylm) € Zy & Z,, & inversivel se e somente
se [z], ¢ inversivel em Z,, e [y], é inversivel em Z,. Logo, o nimero de
elementos inversiveis em Z,, & Z,, ¢ p(m)p(n).

Consequentemente, p(mn) = p(m)e(n), como queriamos demonstrar. [

Este resultado pode-se estender facilmente, usando inducao, ao seguinte.

Corolario 3.3.3. Sejam my,my ..., my inteiros Sejam mq, mso ..., m; intei-
ros relativamente primos e seja m = myms - --my. Entao:

Do = Ty @ Loy @+ + B Lo,
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Finalmente, podemos calcular o valor de ¢ em qualquer inteiro positivo
n.

Teorema 3.3.4. Seja n um inteiro positivo e seja n = pi*py®---pit a de-
composicao de n como produto de primos distintos. Entao;

o(n) =pi* Hpr = D)ps> Hpa — 1) p Hpe — 1),

ou,equivalentemente,
- 1
©o(n) :nH (1——) :
i=1 pi

Demonstracao. Do Corolario 3.3.3 temos que
p(n) = o )ppy?) - (pt")
e, calculando ¢ em cada poténcia de primo:
p(n) =P (pr = D)ps* (2 = 1) - p (o — 1)

Note ainda que

pln) = pi (1 - i) Py’ (1 - i) e (1 - l)
b1 D2 Dt

0

Concluimos esta se¢ao com uma observacao simples, mas extremamente
util.

Proposicao 3.3.5. Para todo inteiro positivo n tem se que

p(n) =) eld).
dln

Demonstracao.
Seja A um grupo ciclico de ordem n e seja d um divisor de n. Pelo
Teorema 3.2.4 sabemos que A contém um tnico grupo ciclico de ordem d

e, pelo Corolario 3.2.7 este subgrupo contém exatamente ¢(d) elementos de
ordem d.
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Estes sao , necessariamente, os tinicos elementos de ordem d em A pois,
caso contrario, A teria mais de um subgrupo de ordem d, o que nao pode
acontecer por causa da parte (i) do Teorema 3.2.4.

Como cada elemento de A tem ordem divisor de d, contando todos os
elementos de A temos que

p(n) = eld).

d|n

EXERCICIOS

1. Calcular ¢(36), p(81) e ¢(120).

2. Mostre que, o fato da fungdo ¢ definida na demonstragdo do Teorema 3.3.1
ser sobrejetora significa que, se m e n sdo inteiros relativamente primos,
dados inteiros positicos c1, ce 0 sistema

X = ¢ (mod m)
X = ¢ (mod m)

sempre tem solucdo em Z.

Mostre que esta solucdo é Ginica, médulo mn,

3. Provar que, se n é um inteiro positivo impar, entdo ¢(2n) = ¢(n) e p(4n) =
2p(n).

4. Determinar todos os inteiros positivos n tais que ¢(n) = 2.

FLo(n).

5. Mostrar que, para todo inteiro positivo n tem-se que @(nk) =n
6. Mostrar que, se mde(m,n) = 2 entdo p(mn) = 2p(n)e(m).
7. Provar que

(i) ¢(3n) =3p(n) se e somente se 3 | n.
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(ii) ¢(3n) =2¢p(n) se e somente se 3 Jn.
8. Provar que ¢(n) = n/2 se e somente se n = 2™, com m > 1.
9. Provar que

(i) Se p e p+ 2 sao ambos primos, entdo p(p + 2) = ¢(p) + 2.
(ii) Se p > 2 e 2p + 1 s@o ambos primos, entao ¢(4p + 2) = p(4p) + 2.

10. Sejam d e n inteiros positivos tais que d | n. Provar que
n—¢(n) >d—o(d).
11. Sejam p um primo e n um inteiro positivo. Provar que

Y eld)=p"-1.

d|(p"—1)

12. Seja F um corpo. Provar que um polinémio irredutivel f € F[X] e seu
reciproco, tem a mesma ordem.

3.4 O grupo multiplicativo de um corpo

Como observamos no fim da secao 3.1, nossa intencao agora é mostrar
que o grupo multiplicativo F* = F \ {0} de um corpo finito F ¢ ciclico.

Lema 3.4.1. Seja G um grupo finito de ordem n tal que, para todo divisor
d de n a equacio X =1 tem, no mdzimo, d solucées em G. Entio G € um
grupo ciclico.

Demonstragido. Seja ¢(d) o nimero de elementos de ordem d em G.
Se a € G é um elemento de ordem d, entdo os elementos 1,a,a?,...a%" !
sdo solucoes da equacdo X¢ = 1 em G e, pela hipotese do teorema, sao
todas as solugbes. Dentre estas, existem ¢(d) elementos que sao de ordem d.
Portanto, se existe um elemento de ordem d em G temos que ¥ (d) = ¢(d).

Por outro lado, se ndo ha elementos de ordem d em G, temos (d) = 0 <
©(d). Consequentemente, para todo divisor d de n tem-se que (d) < p(d).
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Como todo elemento de GG tem ordem divisor de n temos que >, ¢(d) =
n. Da Proposicao 3.3.5 segue entao que

=30 < 3 pld) =n.

Logo, deve ser ¢(d) = ¢(d) > 1, para todo divisor d de n. Em particular.
¥(n) = p(n) # 0, o que mostra que G contém algum elemento a de ordem
n. Logo, G = {1,a,a?, ...,a" '}, & ciclico. O

Agora estamos em condicoes de provar o resultado principal desta secao.

Teorema 3.4.2. Seja F um corpo. Todo subgrupo finito do grupo multipli-
cativo F* € ciclico.

Demonstracao. Com efeito, seja G um subgrupo finito de F*. Do
Teorema 2.2.4 temos que, para cada divisor d de n, o nimero de raizes da
equacao X% —1 =0 é no maximo d. Pelo Lema 3.2.1, segue diretamente que
G é ciclico. O

Um caso particularmente importante é o seguinte.
Corolario 3.4.3. Seja F um corpo finito. Entao, o grupo multiplicativo F*
¢ ciclico.

Este resultado permite mostrar que o Teorema do Elemento Primitivo 77,

vale também para corpos finitos.

Teorema 3.4.4. Sejam F C E corpos finitos. Entao, existe um elemento
a € E tal que E =TF(a).

Demonstracao. Seja o € E é um gerador do grupo multiplicativo E*.
Entao todos os elementos nao nulos de E sao poténcias de «; portanto, eles
pertencem ao corpo F(a). Como também 0 € F(«) segue que E C F(a). A
inclusdo contraria é obviamente vélida; logo, E = F(a). O

Definicao 3.4.5. Sejam F C E corpos. Um elemento a € E tal
que E = F(a) diz-se um elemento primitivo de E sobre .
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Provamos, no Teorema 3.1.4, que F;n ¢é o corpo de decomposi¢ao do po-
linémio 7" — X sobre F,. Portanto, F,» ¢ uma extensdo normal de F,.

Seja f € F,[X] um polindémio irredutivel que tem uma raiz o em Fn.
Pelo Teorema 7?7, como f tem uma raiz em Fy», f tem todas suas raizes em
F»

-
Seja f € F[X] é um polindmio monico, irredutivel. Se uma das raizes de f
¢ um elemento primitivo de F» sobre F, (e portanto, todas suas raizes o sao)
entdo necessariamente f tem grau igual a n. Reciprocamente, se gr(f) =n

entao cada uma de suas raizes é um elemento primitivo de Fy» sobre IF,.

Definicao 3.4.6. Um polinémio monico, irredutivel, f € F,[X],
com de gr(f) = n diz-se um polinémio primitivo para Fn
sobre IF,.

Exemplo 3.4.7.

O polinémio X3 + X + 1 & irredutivel em Fy[X], como observamos no
Exemplo 2.3.2. Logo

Fy[X]
(XB+X+1)
¢ um corpo com 8§ elementos e X3+ X + 1 é um polindmio primitivo de grau
3 sobre [Fy.

Se denotamos por t uma raiz de f podemos realizar este corpo na forma

E:

E = {ag + ait + ast® | ag, ay, az € Fy}

levando em consideracdo que t3 = 1 + t.
Calculando as poténcias de t temos:

0 =1, th=t t? =t t* =1+t,
tr=t4+t2 =4t +2 =14+ t"=t+3=1.

Logo, t é um gerador de E*.

Sejam F C E corpos finitos. Se a« € E ¢ um gerador do grupo multi-
plicativo E*, entao todos os elementos nao nulos de [E sao poténcias de «;
portanto, eles pertencem ao corpo F(«). Como também 0 € F(«) segue que

E C F(«). Como a inclusao contraria é obviamente valida, tem-se que que
E =F(a).
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Exemplo 3.4.8.

Considere o polinomio X2 — 2 € F5[X] que ¢é irredutivel, pois nao tem

raizes em 5. Entao
Fos = % =~ F5(t) = {ag + ait | t* = 2}.

Vamos procurar um elemento primitivo deste corpo osbre F5; i.e. um ele-
mento cuja ordem multiplicativa seja 24. Para isso calculamos:

0 =1, th=t, t?=2, 3 = 2t,

=22 =4, tO=4t, t5=4t2=3, t'=3t, t¥8=1=1"

Logo, o(t) = 8. Nenhum dos elementos listados acima pode ser primitivo,
pois todos eles pertencem a um subgrupo de ordem 8.

Tentamos entao outro elemento. Escolhemos o = 1 + t. Calculando, ob-
temos:

2
4

al=1+t, o?=1+2t+1*>=3+2t, o= (3+2t)(1+1)
=242, S =242)(1+t)=1+4+4t o®=(1+4)(1+1)

?
Neste ponto, notamos que a'? = (a%)?> = 1. Consequentemente, o(a) é
um divisor de 12, e nossos calculos mostraram que é maior que seis. Logo,
o(a) = 12.

Note que o(a?) = 12/4 = 3. Entao, mmc(o(t),o(a’)) = 1 e, pelo
Lema 3.2.5, temos que o(t.a?) = o(t)o(a?) = 8 x 3 = 24. Como ot = 2 + 2t
temos que

y=t2+2t) =t +22 =2+ 2t

é um elemento primitivo de Fos.

A técnica usada no exemplo acima para determinar um elemento gerador
é, na verdade, um caso particular de um método, devido a Gauss, para de-
terminar o gerador de um grupo ciclico.

Seja A um grupo ciclico de ordem n e seja a; um elemento qualquer
de A. Seja asy outro elemento de A que nao pertence a (o). Sejam m; e
my as respectivas ordens. Escrevemos a desomposicao em fatores primos de
ambas ordens, de tal forma que comparecam 0s mesmos primos em ambas.
Para isso, basta completar as decomposicoes, adicionando primos, elevados
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ao expoente 0, quando necessario. Mais ainda, podemos reordenar os primos
de modo que comparecam primeiro os primos que tém expoente maior em m;
e depois 0s que tém expoente maior em msy. Mais precisamente, escrevemos:

— ail ar (73
Q1 = P1 o Pp Pr41Grg1 s Py

J— bl bT bk
Qo = Py Py Prs1brgq - *Dy s

onde assumimos que b; < a; para 1 <i<reb;, >aq; parar+1<i<k.
Tomamos entao:

dy =pi' - pir e dy = prpabe By

e definimos a3 = dy.dy

Note que mdc(dy,ds) = 1 e que o(az) = mme(dy,ds). Como g & (o
segue que mq nao pode ser um divisor de my e, consequentemente, o(az) <
o(as).

Se a3 nao é um gerador de A, repetimos o processo.

Desta forma, obtemos uma sequéncia de elementos tal que o(_2) < o(a+
3) <--- <A

Como esta sequéncia esta limitada por |A|, deve terminar. O dltimo ele-
mento achado é um gerador de A. Este processo da origem a um algoritmo,
que pode ser implementado para achar um elemento primitivo de um corpo
F,, com ¢ elementos.

Algoritmo de Gauss.

(1) Escreva i = 1 e determine um um elemento «; de F;. Calcule
o(a;) = my.

(2) Se o(a;) = q — 1, pare.

(3) Se o(ai) # q — 1, escolha um elemento v € (F; \ (a;)). Calcule
o(7) = m.

(4) Se o(y) = q — 1 pare; v é um gerador de F*.
(5) Se o(7y) # q — 1 determine divisores d; e d de m; e m respectivamente

tais que mdce(dy, ds) = 1.
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(6) Calcule ;11 = «

m; dl m
Jdi mid,

i

(7) Se d;.d = q — 1 pare; a; 41 € um gerador de F*.

(8) Caso contrario, escreva o; = ;11 e volte a (3).

EXERCICIOS

10.

11.

. Seja p um inteiro primo. Provar que o grupo multiplicativo Z; é ciclico.

Determinar um gerador de cada um dos seguintes grupos: Zs,Zi17 € Z31.

. Provar que o corpo F = Z3[X]/(X%+2X +2) tem nove elementos e determinar

todos os geradores do grupo ciclico F*.

. Provar que X2—1 & irredutivel sobre F3 e, se E = F3[X]/(X?—1), determinar

todos todos os geradores de E*.

. Determinar os polinémios minimais dos elementos de Fig sobre Fy4.

. Seja F um corpo finito com ¢ elementos. Provar que o grupo aditivo (F,+) é

ciclico se e somente se g é primo.

. Seja p um inteiro primo. Provar que Z,> nao é um corpo e mostrar que,

mesmo assim, o conjunto U (Z,2) dos elementos inversiveis de Z,2 ¢ um grupo
ciclico de ordem p(p — 1).

Determinar todos os subgrupos finitos do corpo C dos niimeros complexos.

. Achar todos os elementos primitivos dos corpos F7, Fq11, Fi3 e Fq7.

. Provar que 3 e 5 sao elementos primitivos em F7. Escrever 2 como poténcia

de 3 edebe, Fr.
Provar que 2 é um elemento primitivo em Fg e F5, mas ndo em F7.

Determinar o menor inteiro primo p > 7 tal que 2 nao é um elemento primi-
tivo de [F),.
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12. Provar que o polinémio X3 + X2 + 1 ¢ irredutivel em Fo[X], determinar um
gerador de
Fy[X]
(X3 +X2+4+1)
e exibir um isomorfismo

b Fy[X] Fy[X]
X+ X+ (X3 +X24+1)
13. Provar que o polinémio X* + X + 1 é irredutivel em F[X] e determinar um

gerador do corpo
Iy [X]

Fig=—F—"—7—.
U Xt X +1)

14. Seja F um corpo qualquer. Provar que, se F* é ciclico, entdao F é um corpo
finito. (Sugestao: mostre que F* ndo pode ser um grupo ciclico infinito.)

15. Mostre que
F
g~ FslX]
(X2 +2)
é um corpo. Construa explicitamente um isomorfismo ¢ : E — Fo5 onde Fo5

denota o corpo construido no Exemplo 3.4.8

3.5 Subcorpos de um corpo finito

Pretendemos agora determinar todos os subcorpos de um corpo finito dado.
Para isso, precisaremos de um lema sobre divisibilidade de polinémios que,
embora simples, nos dard todas a informagao necessaria para resolver esta
questao.

Lema 3.5.1. Sejam m < n inteiros positivos. Entao X™ — 1 divide X™ — 1
se e somente se m divide n.

Demonstracao. Sejam ¢ e r o quociente e resto de dividir n por m.
Entao n =mqg—+r, com 0 <r < m.
Temos entao

X"—1 = Xmtr 1
—  xmatr _ qu+(r71) + quJr(rfl) . qu+(r72) 4o XT 1
= (X" — )X (X XD (X 1)
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Desta igualdade segue que 2™ — 1 divide X™ — 1 se e somente se 2™ — 1
divide X" — 1. Como r < m, isto acontece se e somente se r = 0. 0

Note que o mesmo argumento, substituindo X por um primo p permite
provar o seguinte.

Lema 3.5.2. Sejam p um inteiro primo e m < n inteiros positivos. Entao
p™ — 1 divide p" — 1 se e somente se m divide n.

Temos agora uma consequéncia interessante.

Proposicao 3.5.3. Sejam p um inteiro primo e m < n inteiros positivos.
Entao XP"~' — 1 divide X?" ™' — 1 se e somente se m divide n.
Equivalentemente, (XP" — X) | (X?" — X)) se e somente se m | n.

Demonstragao. Pelo Lema 3.5.1, X?"~1 — 1| XP"~! — 1 se e somente
se p — 1| p" —1 e, pelo Lema 3.5.2, isto acontece se e somente se m | n.
A segunda afirmacgao seque imediatamente da anterior. 0

Note que, dado um corpo finito [y, seu corpo primo é FF,,. Todo subcorpo
de F,» deve ser uma extensao de IF,, portanto, da forma F,~, para algum
inteiro positivo m. Podemos agora descrever todos os subcorpos de um corpo
finito.

Teorema 3.5.4. Seja E = Fyn um corpo finito. Entao E contém um subcorpo
com p™ elementos se e somente se m | n. Neste caso, E contém um inico
subcorpo desta ordem.

Demonstracao. Seja E = IF,» e seja K = [F,» um subcorpo de E. Entao
K* é um subgrupo multiplicativo de E*. Logo |K*| = p™ — 1 é um divisor de
E* = p" — 1. Do Lema 3.5.1 vem imediatamente que m | n.

Reciprocamente, se m | n entdao X?" — X | X?" — X. Todo elemento de
K é raiz de X?" — X e, portanto, também de X?" —1X. Como E ¢ o corpo

de raizes deste polinomio, todo elemento de K pertence a IE.

Como um grupo ciclico contém um tdnico subgrupo de uma dada ordem,
K é o tinico subcorpo de [E de ordem p™. 0]

Exemplo 3.5.5.
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SejaE = Fyy. Os divisores de 20sao 1, 2,4, 5,10 e 20. Podemos representa-
los num reticulado, ordenado pela relacao “divide”.

0

20\4
e

NN

S
\

Consequentemente, o reticulado de subcorpos de F 20 &

F

p20
F
F,»

p

AN

]Fplo
Fs
Fp
O conhecimento dos subcorpos de um corpo finito permite construir ex-
plicitamente o fecho algébrico de um corpo finito, veja o Exercicio 4.

EXERCICIOS

1. Determinar o reticulado de subgrupos de Fos0, F330 € Fysa.
2. Sejam n e m inteiros positivos. Provar que, se d = mdc(n, m), entao
Foo NFgmn =TF

qd.
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3. Prove que os seguintes conjuntos, com as obvias relacoes de ordem em cada
um deles, sdo isomorfos como retivulados:

(i) Divisores de n.
(ii) Divisores de zP"~1 — 1.

(3i) Subcorpos de Fpn.

4. Seja F, um corpo finito.
(i) Provar que, para todo inteiro positivo n tem-se que Font CF ety

(43) Provar que T'(¢q) = UpZ; Fyn é um corpo.

(73i) Provar que I'(q) é o fecho algébrico de F,.
5. Provar que I'(¢) ndo contém subcorpos maximais.
6. Provar que, se K é um subcorpo proprio de I'(¢), entao [I'(¢) : K] néo ¢é finita.

7. Mostre que, para todo par de inteiros positivos m e n, tem-se que I'(¢™) =
I'(q").

3.6 Apéndice: o grupo das unidades de 7Z,,

Nosso objetivo, agora é descrever a estrutra do grupo U(Z,) das unida-
des do anel dos inteiros médulo m . Para isso vamos proceder por etapas.
Primeiro mostraremos que o problema pode ser reduzido a estudar grupos
de unidades da forma U(Z,m ), com p primo.

Se p # 2, nao é dificil descrever a estrutura do grupo de unidades corres-
pondente. Ja no caso em que p = 2 sera necessario um pouco mais de cuidado,
mas argumentos razoavelmente elemetares permitirao descrever também a
estrutura deste grupo.

De posse de todas estas informagoes, sera facil descrever U(Z,,) e decidir,
em particular, quando este grupo é ciclico.

Lembramos que provemos no Corolario 3.3.3 que, se mqy,msy...,my in-
teiros dois a dois relativamente primos, entao denotando m = myms - - - my
temos que:

Loy = Ty B Loy ® -+ D Ly,
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Notamos ainda que, como se trata de um isomorfismo de anéis, elementos
inversiveis de Z,, se correspondem com elementos inversiveis de Z,,, ® Z,,, ®
-+ @ Zy,, € que um elemento é inversivel nessa soma direta se cada uma de
suas componentes é inversivel no anel correspondente. Desta forma obtemos,
por restricao um isomorfismo de grupos multiplicativos:

UZ) = U(Lon,) X U(Tn,) X - X UL, ). (3.1)

Um caso particularmente interessante é o seguinte. Dado um nimero m,
consideramos sua decomposicao em fatores primos:

— 1 T2 Mt
m=py Pa" Dy -

Aplicando o resultado acima, neste caso, obtemos que:

Z/{(Zm) = Z/{(Zp;m) X M(Zpgﬂz) X X Z/{(Zp;"t)
e, como o niimero de elementos em cada um desses grupos pode ser calculado
utilizando a funcao de Euler, isto ¢ uma nova demonstragao de que, dado
m=p{"py?---p"t tem-se que:
p(m) = o )e(py™®) - (pi™).

Portanto, para descrever U(Z,,) precisamos conhecer a estrutura de cada
um dos fatores da forma U (Z,m, ).

Precisamos demonstrar um resultado de natureza técnica, que seri neces-
sario adiante.

Lema 3.6.1. Sejam m um inteiro positivo, p um primo impar e k um inteiro
qualquer. Entao:

(1+kp)P" " = 1+kp™ (mod p™).

Demonstracao. Vamos demonstrar o resultado por inducao. Para m =
1 o enunciado afirma que

(1+kp)” =1+kp (mod p?),

0 que é obviamente verdadeiro.
Supomos entdo que (1 + kp)?" ' =1+ kp™ (mod p™) é verdadeiro e
vamos demonstrar que

(1+kp)P" = 1+kp™* (mod p™+?).
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Da nossa hipotese de inducao temos que existe algum t € Z tal que
(1 + kap)PT'Fl =1 + kpm + tpm—I—l

Logo,

(1+kp)" = ((1 + kp)le)p — (1+ kp™ + tp™+)”
= (1+p™(k+tp))?

= v (D) e+ Z (2) oy

Note que, quando 7 > 2 tem-se que mi > m + 2 donde todos os termos
da somatoria acima sao multiplos de p™*? e existe um inteiro t' tal que

iz (f) (™)' (k +tp)" = t'p™ 2

p

1) = p temos que

Ainda, como (
(1 + kp)pm =14+ kpm-l-l + tpm—i—Q + t/pm+2’

donde
(1+kp)P" = 1+ kp™ (mod p™+?),

como queriamos demonstrar. ]

Lema 3.6.2. Sejam p um primo impar e m um inteiro positivo. O grupo
U(Zym) contém um elemento de ordem p — 1.

Demonstracao. Como Z, é um corpo, o grupo U(Z,) é ciclico; logo,
exite um inteiro positivo b tal que o(b) = p — 1.

Seja a = """ e seja a a classe de @ em Zym. Afirmamos que a é um
elemento de ordem p — 1 em U(Zym).

Com efeito, calculamos:

m—1

Y e

Do lema anterior vem imediatamente que
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a? ' =1+kp™ (mod p™tl),

entao
a?'=1 (mod p™),

donde, tomando classes, segue que a?~! =1 em U(Z,m). Logo
o(a) | p—1. (3.2)
Por outro lado, temos que

m—1

40@) — polelp

¢, como a*®) = TemU(Z,), temos que a”) = 1 (mod ") donde " =
1 (mod p™).

Se p™ divide polep™ ™ _ 1, em particular temoq também que p divide
po@?P™ " _ 1 donde

zo(a)p™ =

b =1 em Z,.
Como b tem ordem p — 1 em Z,, segue que
(p—1) | ofa). (3-3)

De (3.2) e (3.3) vem que o(«) = p — 1, como queriamos demonstrar. [J

Lema 3.6.3. Seja 8 a classe do inteiro 1+p em U(Zym). Entio o(8) = p™1.

Demonstragao. Mais uma vez, do Lema 3.6.1, vem que

m—1

(1+p) =1 (modp™).

Isto significa que 87" =1 em Z,m, donde o(3) | p™~!. Portanto, o(j3)
deve ser da forma o(5) = p*, com 0 < s <m — 1.

Queremos provar que s = m— 1. Por absurdo, se fosse s < m — 1 ter-se-ia
que 7" =1 em Zym; isto &, que

(1+p? =1 (mod p™). (3.4)
Por outro lado, aplicando novamente o Lema 3.6.1 temos que
(1+p)? =1+p"  (mod p**?). (3.5)
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Como s < m — 1 temos que s+ 2 < m, portanto a equacao (3.4) implica
também que
(1+pP =1 (mod p*)

e, em (3.5) resulta que
1=1+p"  (mod p*?),
o que implica que p*™2 | p**!, uma contradigao. O
Estamos agora em condi¢oes de descrever o grupo U(Z,m), quando p # 2.

Teorema 3.6.4. Seja p um primo impar € sejam « e 3 0s elementos definidos
nos lemas 3.6.2 e 3.6.3 respectivamente. Entao o grupo U(Zym) € ciclico e o
elemento af € um gerador deste grupo.

Demonstragdo. Lembramos que |[U(Zym| = o(p™) = p™ 1 (p — 1).
Por outro lado, como o(a) = p — 1 e o(8) = p™ ! e estes inteiros sao
relativamente primos, o produto destes elementos tem ordem

o(af) = (p—1)p"".

Isto implica que (aff) = U(Z,m) e segue a tese. O

Nosso interesse agora é descrever também o grupo de unidades U (Zgm ).
Claramente, U(Z,) = {1} e é facil verificar diretamente que U (Z,) = {1,3} ¢é
um grupo ciclico de ordem 2. Veremos que estes sao os inicos casos em que
U (Zam) é ciclico.

Como antes, precisaremos provar alguns resultados técnicos.
Lema 3.6.5.

(1) Para todo inteiro b impar e todo inteiro m > 2 tem-se que

p*" " =1 (mod 2™).

(17) Para todo inteiro positivo t tem-se que

52 =1+ 22 (mod 2¢+3).
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Demonstracgao.
(1) Vamos provar a validade da formula por indugao. Para m = 2, como
b é impar, podemos escrevé-lo na forma b = 2t + 1, com t € Z e temos que

b= (2t+1)?=4t>+4t+1, donde b* =1 (mod 2?).

Vamos supor que a férmula vale para m = k > 0 e vamos demonstra que
vale para m = k+1. Nossa hipdtese de indugao implica que existe um inteiro
A tal que

B =14 A28,

Calculamos entao

-1 —2\ 2
= () = (1 a2
- 1+ )\2k+1 + )\2 22k =14+ 2/€+1 ()\ + )\2 2k71)

o que implica que
2k—1

b =1 (mod 2k

como queriamos demonstrar.

(41) E imediato que a férmula vale para t = 0. Mais uma vez, usando
inducao, vamos supor que a férmula vale para ¢ = k e vamos provar que
também vale para t = k + 1. Novamente, a hipotese de indugao implica que
existe um inteiro A\ tal que

52° = 1 4 2F42 4 \ok+3,
Calculamos

2
52k+1 _ <52k> — (1 _|_2k+2 + )\2k+3)2 — (1 +2k+2(1 +2)\))2
= 1428031 4 2X) + 2241 + 2))?
= 142" 28 (A +28(1 4 2))%)

0 que mostra que
2k+1

527 =14+ 23 (mod 2F+1)

e segue a tese. ([l
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Corolario 3.6.6. Se m > 2, entdo todo elemento de U(Zom) tem ordem
menor o igual a 2™ 2.

Demonstracio. De fato, dado um elemento b € U(Zym), parte (i) do
lema anterior temos que

2m72

b =1 (mod 2™).

. . _27n72 _ ..
Isto significa que b =1 em U(Zym) e, portanto, sua ordem é um divisor
de 2m72 isto ¢, da forma 2!, com t < m — 2. O

Como a ordem de U(Zqyn) & ©(2™) = 2™~1 o resultado acima implica o
seguinte.

Corolario 3.6.7. Se m > 2 entao grupo U(Zam) nao € ciclico.
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Capitulo 4

Polinémios irredutiveis sobre
corpos finitos

4.1 O ntmero de polindmios irredutiveis em
[ X]

Provamos, na secao 3.4, que se F, C Fy» sao corpos finitos, entao existe um
elemento primitivo a de Fgn sobre IF,. Se f é o seu polinémio minimal sobre
[F,, entdao f é irredutivel em F,[X].

Sabemos que [Fpn : F,] = n. Como Fpn = F(a), também temos que
[Fon(a) : Fy] = gr(f); logo n = gr(f). Esta observagdo simples mostra que
vale o seguinte.

Lema 4.1.1. Dado um inteiro positivo n, sempre existe pelo menos um po-
linémio irredutivel f, de grau n, sobre IF,.

Corolario 4.1.2. Se f € F,[X] é um polinémio irredutivel, de grau n, entdo
fIXT = X).

Demonstracao. De fato, seja o uma raiz de f. Como observamos acima,
f & o polinémio minimal de «. Por outro lado, oo € Fp» e todo elemento de
Fyn € raiz de XP" — X. Logo, f | (X?" — X). O

Corolario 4.1.3. Seja f € F,[X] é um polindémio irredutivel, de grau d.
Entdo d | n se e somente se f | (X9 — X).
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Demonstracgio. Seja d = gr(f). Pelo corolario acima, f | (X' — X)

e, se d | n, pelo Lema 3.5.3, tem-se que (X?" — X) | (X?" — X); logo,
FIHXP = X).

Reciprocamente, se f | (X7 —X) e a ¢ uma raiz de f, entdo F,(a) C Fyn.
Logo [F(«) : F,] = d & um divisor de [Fyn : F,] = n. O

Na verdade, pode-se provar um resultado mais interessante.

Teorema 4.1.4. Seja ', um corpo finito e seja n um inteiro positivo. O
produto de todos os polinémios monicos, irredutiveis, de F,[X] cujo grau é
um divisor de n é, precisamente, (X9 — X).

Demonstragao. Provamos acima que todo polinémio irredutivel cujo
grau divide n é um divisor de X?" — X. Como polinémios irredutiveis sao
relativamente primos, o produto de todos eles também dicide (X?" — X).

Por outro lado, (X?" — X), como todo polinomio, é o produto de divisores
irredutives em F,[X], donde segue a tese. O

Queremos determminar quantos polinomios momicos, irredutiveis, de um
determinado grau m existem em I [X]. Para isso, vamos denotar por N,(m)
esse ndmero.

Seja d um divisor de n. Entao, o grau do produto de todos os polinémios
irredutiveis de grau d que dividem (X?" — X)) é precisamente d.N,(d). Do
Teorema acima vem imediatamente que

D d.N,(d) = q". (4.1)
dln

A partir desta féormula vamos obter o niimero que desejamos calcular. Po-
rém, para isso serd necessario introduzir primeiro uma funcao bem conhecida
em teoria dos nimeros.

Denotaremos por Z* o conjunto dos inteiros estritamente positivos. Lem-
bramos que um inteiro a € Z= diz-se livre de quadrados se nao é divisivel
pelo quadrado de nenhum ntmero inteiro. E facil ver que a é livre de qua-
drados se e somente se sua decomposicao como produto de primos é da forma
a = p1ps -+ - Py i.e. se todos os primos distintos que comparecem na decom-
posicao de a tém expoente igual a 1.
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Definigao 4.1.5. A funcao p: ZT — {—1,0.1} definida por:

1 sea=1.
pula) = 0 se a nao € livre de quadrados.
(=1)"  sea=pips---pr € a decomposicao em primos de a.

chama-se a funcao de Mobius.

Lema 4.1.6. Para todo inteiro positivo n tem-se que

1 sea=1.
Z,u(d):{ 0 sea>1.

d|n

Demonstracao. Quando n = 1 claramente temos u(1), da propria
definicao.

Seja agora n > 1 e seja n = py'py?---pi a decomposicao em fatores
primos de n. FKEntao, entre os divisores de n temos, o nimero 1, os pri-
mos pi,p2,---,Pr, todos os produtos de dois primos diferentes p;p;, 1 <
1,5 <n, i # j, de trés primos diferentes, até o produto de todos os primos
p1&o - pr. Além destes, ha produtos em que pelo menos um dos primos
aparece repetido mas, nestes divisores, o valor de p é¢ 0. Entao temos:

D_id) = p()+ D pi+ d plpipi)+ Y ppipipe) + -+ plpipz--pr)

d | n i:jzk

— 14 (71“)(—1) + (;)(—1)2 + <g>(—1)3 4ot (:)(—1)7"
= (1-1)"=0.

O

O proximo resultado é conhecido como a féormula de inversao e Mo6-
bius.

Teorema 4.1.7. Seja [ uma funcao definida em Z*, com valores num grupo
aditivo, e seja g a funcao definida por

g(n) =>_ f(d).

d|n
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Entao:

fm) =Y gl (%)

donde temos também que

fm) =329 (%) nld).

d|n

Demonstracao. Usando a hipdtes sobre g temos:

;g(d)u () = >u(3)>rw

d|n 2|d
= Y oY ().
0)d

onde a tltima somatéria é tomada sobre todos os divisores d de n, que sao
multiplos de £. Note que isto é o mesmo que dizer que d/¢ divide n/¢. Logo,
podemos escrever:

Soau(Z) =350 ¥ wu(3).
d|n L)d (@/e) | (n/t)

Pelo Lema 4.1.6 temos que >_ ;o) | (/e 1 (%) =0se d/l #n/L. Logo.

> 9@ () = fln),
dln

ou, equivalentemente,

> 9 (5) nd) = £

d|n

A dltima igualdade decorre do fato de que d é um divisor de n se e somente
se n/d também é um divisor de n. U

Agora, estamos em condicoes de provar o seguinte.

Teorema 4.1.8. O nimero de polinémios irredutiveis de grau n em F,[X] é

Ny(n) = % > u(d)g.

d|n
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Demonstracao. Aplicando a formula de inversao de Mobius a férmula
(4.1), com f(d) = Ny(d) e g(n) = p", temos

n.Ny(n) = > ¢u (%) = q""u(d).
dln

dln
donde .
Ny(n) = n Zﬂ(d)qn/d-

d|n

Exemplo 4.1.9.

Vamos determinar o niimero de polindomios monicos, irredutiveis, de grau
12 em F,[X].
Aplicando a férmula do Teorema 4.1.8 acima, temos:

N12) = o [0)g” + ) + @)+ p) + p(6)a + u(12)g
_ 1_12[q12_q6_q4+q6].

Exemplo 4.1.10.

Vamos determinar o niimero de polindémios monicos, irredutiveis, de grau

4 em Fy[X] e em F3[X].

Nod) = ()2 + p(2)2° + ()]
= 3[24—22]:3.
Ny() = [H)3 + p(2)3" + (93]
1 4 2
= 1[3 3] =8

EXERCICIOS
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. Seja f uma funcao definida em Z*, com valores num grupo aditivo, e seja g
a funcao definida por

g(n) =TT f(d).

dln

Prove que

f(n) = [T g(@y /™.
dln

. Provar que, para a funcao p de Mdbius, tem-se que:
1) pn)p(n+ 1u(n + 2)u(n + 3) =0, para todo n € Z*.
(ii) Sen > 3 entao u(1!) + u(2) +---+ p(n!) =1
. Para um inteiro n denotamos por v(n) e o(n) o nimero de divisores de

n e a soma de todos os divisores de n, respectivamente. Provar que, se
n=ptpy? - pP a decomposicdo em fatores primos de n, entéo

vin) = (nmi+1na+1)---(n,+1)

ni+1 1 na+1 1 ne+1 1
o (n) 4l P2 .

p1—1 p2—1 pr—1

(i) Seja n um inteiro positivo. Provar que, se pu(n) # 0 entao o(n) é da
forma o(n) = (p1 +1)(p2+1)--- (p+ + 1) com p; primo, 1 <14 <+t.

(ii) Determinar todos os inteiros n tais que u(n) =1 e o(n) = 8.

. Aplicando a formula de inversao de Mobius 4 formula
> eld)=n
dln

obtida na Proposicao 3.3.5, prove que, se n = pj'---p* é a decomposicao
em fatores primos de n, entao

w(n):n}i{(l—pli).

. Prove que:

(1) Dois polinémios irredutiveis diferentes em F,[X] ndo podem ter uma raiz
comum.

(74) O numero de elementos primitivos de F,» sobre F, é o(¢" — 1).

(74i) O nimero de polindémios primitivos de Fyn sobre Fy é ¢(¢" —1)/n.
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7. Num corpo finito [F; vamos denotar por ) o conjunto dos elementos nao
nulos de F que sdo quadrados de elementos de F e por NQ o conjunto dos
que nao o sao; i.e.:

Q = {acF*|(3bcFa=>’},
NQ = {a€F|a#bVbeTF}.

Define-se o simbolo de Legendre [ @ ] de um elemento a € IF,, por:

“ 0 se a=0
{ }: 1 se a€Q
-1 se a € NQ

1) Provar que a funcio : F* — {£1} definida por a — “1 ¢ um
P p
homomorfismo de grupos.

.. p—1 a
(7i) Mostrar que a 2 = o | para todo a € F),.

(#ii)Provar que

e que

X,-1=X|][]X-a) ] x-a

acQ aeENQ

4.2 A ordem de um polinémio irredutivel

Ja observamos, na se¢do 3.4 que se f € F,[X] é um polinomio irredutivel
que tem uma raiz o em Fyn, entao f tem todas suas raizes em Fyn.

Se (B ¢é outra raiz de f, existe um automorfismo ® : Fpn — Fgn tal que
¢(a) = . Como ambos elementos se correspondem num automorfismo de
Fgn, eles tém a mesma ordem multiplicativa. Estas consideragoes provam o
seguinte.
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Lema 4.2.1. Seja f € F,[X] um polinémio irredutivel. Entao, todas as
raizes de f numa extensao Fyn de F tem a mesma ordem multiplicativa.

Este resultado justifica nossa proxima definicao.

Definicao 4.2.2. Seja f € F,[X] um polinomio irredutivel. O
ordem de qualque uma de suas raizes nema extensao Fpn de Fy
diz-se a ordem do polinomio f, que denotaremos por o(f).

Lema 4.2.3. Seja f € F,[X] um polinémio irredutivel. Entdo f € um po-
linomio primitivo, de grau n sobre IF, se e somente se f € um polinémio de
ordem q" — 1.

Demonstracao. Note que, se f € F,[X] ¢ um polinoémio irredutivel
de ordem ¢"™ — 1 se e somente se qualquer uma de suas raizes tem ordem
multiplicativa igual a ¢" — 1, o que significa que é um gerador do grupo
multiplicativo de Fgn; isto é, a ordem de f é = ¢" — 1 se e somente se
qualquer uma de suas raizes é um elemento primitivo de Fyn; ie., se f é um
polinémio primitivo para Fg» sobre F,. L.

Existe uma relacao interessante entre o grau de um plonomio irredutivel
e sua ordem.

Proposicao 4.2.4. Seja f € F,[X]| um polinémio irredutivel de grau n e
ordem r. Entdo n € a ordem de G no grupo multiplicativo U(7Z,).

Demonstracao. Seja «a uma raiz de f. Como gr(f) = n temos que
« € Fn. Portanto, « verifica que a? ~! = 1. Para qualquer inteiro m tal que
n | m também tem-se que a? ! = 1.

Note que

" T=1ler| (@ -1)eq¢" =1 (modr) < 7" =1emUZ,).

Como n é o menor inteiro positivo para o qual isto ocorre, temos que

o(q) =nem U(Z,). O

O calculo da ordem de um polinémio irredutivel
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Seja f € F, um polinémio irredutivel e seja o uma raiz de f. Notamos
inicialmente que se r = o(f) e e f | (X™ — 1), para algum inteiro positivo n,
entdo entdao « é raiz de X" — 1, donde a™ = 1. Como o(«) = r, tem-se que
r| n.

Reciprocamente, se r | n entao « é raiz de X™ —1 e, como f é o polinémio
minimal de «, temos que f | (X™ —1).

Logo:

fl(X"=1)<=71|n. (4.2)

Por outro lado, como a € Fn temos que a? ~! = 1 donde

rl(¢"=1). (4.3)

Utilizaremos as obserfagoes (4.2) e (4.3) para dar um método para calcular
a ordem r de f.
Seja

a decomposicao de ¢" — 1 em produto de fatores primos distintos.
Como r | (¢" — 1), deve ser da forma

— k1 ket
T=Dpr oy

Comkignl, ].Slgt

Usando agora a observacao (4.2), temos que r é o menor namero da forma
pyt - pit tal que
k1 Ky
Flett ),

Exemplo 4.2.5.

O polinomio f = X°® + X* + X2 + X, ¢ irredutivel sobre Fy (Prove!).
Vamos calcular a sua ordem.

Neste caso ¢ = 2, n = ¢ donde ¢" — 1 =2 —1 = 63.

A decomposicio em fatores primos de 63 é 63 = 32.9. Logo r deve ser da
forma r =27 ¢ onde k =0,10u2e =0 ou 1.
Verificamos entao que
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fr&XT=1, FIXT=1), f)XP=1), fIXTT-1).

Logo, r = 21.

EXERCICIOS

1. Provar que os seguintes polindémios sdo irredutiveis nos anéis de polindémios
indicados e calcular a sua ordem.

(i) X4+ X +1 € Fy[X].
(1) X8+ X"+ X+ X +1€F +2[X].
(iii) X+ X + 2 € F3[X].
(i) XX° 42X +1 € F3[X].
2. Seja f € Fy[X] um polinémio irredutivel e seja fr o seu polindémio reciproco.

Provar que, se « é raiz de f, entdo a~! é raiz de fr. Deduzir que f e fr
tem a mesma ordem.
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Capitulo 5

Automorfismos de Corpos Finitos

5.1 O automorfismo de Frobenius

Sejam [F C E corpos finitos. Como vimos no Teorema 3.1.2, existem um
primo p e inteiros positivos m e n tais que F tem p™ elementos e [E tem p”
elementos. Mais ainda, I e E sao os corpos de decomposicao dos polinomios
2" — X e XP" — X respectivamente. Consequentemente, todos os elementos
a € E verificam o = «. Estas observacoes nos permitem caracterizar os
elementos de F.

Lema 5.1.1. Sejam F C E corpos finitos com p™ e p™ elementos, respecti-
vamente. Um elemento o € E pertence a F se e somente se o = o.

Em simbolos, podemos escrever:

F={acE|a" =a}.

m

Vamos considerar agora a fungao o : E — E definida por o(x) = o,
para todo x € [E.

Do lema acima, vem que os elementos fixos por o; i.e., os elementos tais
que o(x) = x, sdo precisamente os elementos de F, de modo que também
podemos caracterizar I como:

F={zecE|o(z) =2z}

Ainda, como E é um corpo de caracteristica p temos que

(a+B)P" =" + B ou, equivalentemente, o(a + 3) = o(a) + o(b).
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Da mesma forma, como [E é comutativo, segue imediatamente que

o(a.8) = o(a).o(8).

Portanto, clE — E, que fixa F. Isto implica que ¢ é um automorfismo de
E (veja o Exercicio 1).

Definicao 5.1.2. Sejam F C E corpos. Um automorfismo 0 :
E — E diz-se um F-automorfismo de E se 0 fiza todos os ele-
mentos de IF.

Note que, se ¢ : E — E é um F automorfismo de E entao, dados ¢ € F e

a € E tem-se que:
O(la) = 0(0)0(a) = £0(v);

portanto, um F automorismo de E ¢, em particular, uma funcao F-linear,
isto é, também um automorfismo de E como espaco vetorial sobre F.

Definicao 5.1.3. Sejam F C E corpos finitos com p™ e p" ele-
mentos, respectivamente. O F-automorfismo o : E — E definido

por
o(z)=2"", VrcE,

chama-se o automorfismo de Frobenius de E sobre I,

Como ¢é usual, se denotamos por ¢ o nimero de elementos de F, vamos
denotar F por F,. Existe entdao um inteiro positivo r tal que o ntmero de
elementos de E é ¢" e o automorfismo de Frobenius de [E sobre F é a funcgao

o(z) =2 Vxek.

Note que, para todo elemento z € E, tem-se que o%(z) = 0 o o(z) = z”

e ¢ muito facil verificar, usando inducao, que

o*(z) = 0 oo N(z) = 24", para todo inteiro positivo .
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Consequentemente, se £ tem dimensao n sobre F, entao E = Fn e

n

ol (r) =27 =2, VYo €Fp.

Este argumento mostra que 04" = I, a fun¢ao indentidade de Fyn. Afir-
mamos ainda que as poténcias

{I=0%0"...,0" "}

sao diferentes dois a dois;
De fato, suponha que o' = ¢/ com ¢ > j. Entao, para todo z € Fn,
ter-se-ia:

. ‘ o i o
o'(z) =0(z) <= o () =07 (z) =20 <= 2777 =1z,

e isto acontece para todo elemento x € F;,n. Como este corpo contém ¢"

elementos, isso implicaria que o polindmio X ' — X tem mais raizes que o

seu grau, uma contradicao.
Estas consideragoes provam o seguinte.

Lema 5.1.4. O automorfismo de Frobenius de Fyn sobre Fq tem ordem n.

Sejam ' C E corpos. O conjunto de todos os F-automorfismos de E é um
grupo

Definicao 5.1.5. Sejam F C E corpos. O conjunto de todos
0s F-automorfismos de E é um grupo em relagao a operacao de
composicao de funcoes, chamado o grupo de Galois de E sobre
F, que se denota por Gal(E : TF).

Nossa intencao agora é mostrar que, no caso de extensoes de corpos finitos,
¢ muito facil determinar o grupo de Galois da extensao. Para isso, precisamos
do seguinte resultado, cuja demonstragao é imediata.

Lema 5.1.6. Seja 0 : F — F um automorfismo. A funcdo 0 : F[X] — F[X]
definida por

f=ao+a X+ - +a X" — 0(f) =0(ao) +0(a)X + -+ 0(ap) X",

é um automorfismo de F[X] (chamado o automorfismo estendido de 6).
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Lema 5.1.7. Sejam F C E corpos e seja o o automorfismo de Frobenius de
E sobre F. Dado um polinémio f € E[X] tem-se que f € F[X]| se e somente

sea(f) =1

Demonstragao. Seja f = ag+a; X +---+a, X* € E[X]. Basta observar
que 7(f) = f se e somente se o(a;) = a; para todo indice 7, 1 < i < k. Isto
ocorre se e somente se a; € F, 1 <1 < k, e segue a tese. O

Agora estamos em consicoes de provar que o automorfismo de Frobenius
determina completamente o grupo de Galois de uma extensao de corpos fi-
nitos.

Teorema 5.1.8. Sejam Fy C Fyn corpos e seja o o automorfismo de Frobe-
nius de Fgn sobre Fy. Entao:

Gal(Fpn : F) = (o) ={I,0,...,0" '}
Demonstracao. Seja a um gerador de F* e considere o polinomio
f=X-a)(X —o(a)) (X =" Ha)).

Note que
7(f) = (X —o(@)(X —o*(a)) - (X —a) = f.

Pelo lema aacima, temos que f € F [X]e, obviamente, f(a) = 0.

Queremos mostrar que todo automorfismo v € Gal(F,» : F,) pertence a
Gal(Fyn : Fy). Seja entao v um elemento qualquer de Gal(Fyn : F,;). Como
7 fixa todos os elementos de F, temos que 0 = v(f(«)) = f(v(a)). Mas, da
propria definicao de f temos

0=f(v(e) = (v(e) = @) (7(a) = o () -~ (v(a) — 0" (a)).

Logo, deve existir um indice 7, 1 <7 < k tal que y(a) = o'(a). Como «
¢ um gerador de F,., temos que Fgn = Fy(a) e, como v e o' coincidem em
elementos de F e em a, segue que v = o' € (o), como queriamos demonstrar.

O

Note que o teorema acima mostra que o grupo de Galois de uma extensao
de corpos finitos ¢ sempre um grupo ciclico. O proximo resultado diz respeito
a relagao entre subcorpos de uma extensao e subgrupos do grupo de Galois.
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Teorema 5.1.9. Sejam n um inteiro positivo e d um divisor positivo de n.
Entao:
(i) Gal(Fgn : Foa) € um grupo ciclico de ordem n/d.
(it) Se 0 : Fyn — Fyn denota o automorfismo de Frobenius de Fyn sobre F,,
entdo a restricao de o

(T|d : qu — qu

¢ o automorfismo de Frobenius de Fa sobre IFy e, consequentemente,
Gal(Fpa : Fy) = (oa).

Demonstracao.

(1) Note que 0%(a) = a?"; logo, o subcorpo de F,» fixo por 0% é precisa-
mente Fq. Isto mostra que o é o automorfismo de Frobenius de Fy» sobre
[F,a. Portanto:

Gal(Fyn : Fa) = (0%,

que é um grupo ciclico de ordem n/d.

(it) A restricao olq : F,e — F,a estd bem definida e, diretamenta da
defini¢ao, segue que é o automorfismo de Frobenius de F . sobre F,. ([l

EXERCICIOS

1. Seja E um corpo e seja 0 : E — E um homomorfismo de corpos.
(i) Provar que o é um monomorfismo.

(i) Provar que se E é uma extensao finita de um subcorpo F e o fixa os
elementos de F, entdo o é um automorfismo de E.

2. Sejam F C K C E corpos.
(i) Provar que todo K-automorfismo de E é um F-automorfismo.

(79) Seja ¢ : E — E um F-automorfismo de E. Definimos:

Ef ={z € E| p(x) = x.,
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e, mais geralmente, se G é um grupo de F automorfismos de E, definimos:

EC ={z € E| ¢(x) =z, Vo € G}.

Provar que E¥ e E¢ s3o subcorpos de E que contém F e mostrar que

EC = U E®.
pelG

5.2 O polinémio caracteristico, normas e tracos

Nesta secao, vamos assumir que o leitor estd familiarizado com alguns
conceitos levemente mais avangados de algebra linear; explicitamente: com
os conceitos de polinomio caracteristico e polindmio minimal de uma matriz e
com o famoso Teorema de Cayley-Hamilton. Sejam F C [E corpos quaisquer.
Dado um elemento « € E, vamos associar a ele uma funcao F-linear ¢, : E —
E definida por

To(x) =azx, VreckE.

E muito facil verificar diretamente que T}, &, de fato, uma funcio linear.

Costuma-se denotar por Homp(E,E) o conjunto de todas as funcoes F-
lineares de E em E. A fungdo ® : E — Homyp(E,E) que a cada elemento
a € E associa a funcao linear T, chama-se a representagao regular de [E.
Nos exercicicos 1 e 2 damos algumas propriedades desta representacao.

Vamos assumir, daqui em diante, que « é algébrico sobre F e vamos
considerar a fungao T, restrita ao subcorpo F(«a), que vamos continuar re-
presentando pelo mesmo simbolo, para nao sobrecarregar a notacao. Vamos
denotar por

Me = ag + a1 X + -+ app X4 X™

o polinomio minimal de a sobre F. E facil verificar que m, é também o
polinémio minimal da funcao linear T,. Veja o Exercicio 3.

O corpo F(a) tem base {1,a,a?,...,a™ 1} sobre F. Vamos determinar
a matriz de T, nessa base. Para isso, precisamos calcular os valores de T,
em cada um dos elementos da base. Temos:
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To(1) =a,

To () = a?,
Ta(am—Q) — CYm—l’
T,(a™) =a™=qa—aja—-+ — ap_1a™ L

Logo, a matriz de T, nessa base é

0 0 —Q

10 0 —Qaq
A= 01 0 0 —Qa2

0 N—_— — Q1

Uma matriz com esta forma especial, aparce em varios contextos em al-
gebra e recebe um nome particular.

Definicao 5.2.1. Sejam F um corpo e
f=as+a X+ +apyp X4 X™

um polinomio de F[X]. A matriz da forma acima, diz-se a
matriz companheira do polindmio f e se denota por C(f).

Mesmo no contexto geral, esta matriz tem algumas propriedades interes-
santes.

Proposigao 5.2.2. Sejam F um corpo, f = ag+a; X+ -+, 1 X" 1+ X™
um polinomio de F[X| e C a matriz companheira de f. Entdo:

(i) O polinémio caracteristico da matriz C € f ou —f.
(ii) Se f é irredutivel entdo o polindomio minimal de C também € f.

Demonstracao.

(1)O polinémio caracteristico de uma matriz C ¢ x, = det|C — X.I| onde
I indica a matriz identidade da mesma ordem que C. Consequentemente,
temos:
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-X 0 —aQ
1 -X 0 —ay

X, =detlC—X.I]= | 0 1 -X 0 —as (5.1)
0 el —ay — X

Desenvolvendo este determinante pela dltima coluna, temos:

Xe =

= (=1)"[(=a0)+(=1)(=ar) (=X )+(-1)*(=a2) X >+ - +(=1)" " (~am-1-X) X" ]

—+F

(17) Sabe-se, do Teorema de Cayley-Hamilton, que toda matriz é raiz do
seu polinomio caracteristico. Se m indica o polindmo minimal de C entao
m | x.. Se f éirredutivel, temos que m = x, e segue a tese. U

Como consequéncia imediata destes resultados, temos o seguinte.

Corolario 5.2.3. Sejam F C E corpos e seja o € E um elemento algé-
brico sobre F. Seja ainda T, : F(a) — F(a) a representacio regular de o
considerada como fungao linear em F(«). Entdo Xz = Ma-

Se o ¢ um elemento primitivo de E sobre F, entdo F(a) = E e este
resultado vale para a extensdao F C E. Caso contrario, se [E : F] = n e
[F(a) : F] = m = gr(m,), temos que m | n. Seja t = n/m.

Note que, se § € E é um elemento que nao pertence a F(«), entao F(a) N
PBF(a) = (0). De fato, se existe x € F(a) N fF(«) ndo nulo, entao existem
6,7 € F(a) nao nulos, tais que x = § = B, donde 8 = 0.4y~ € F(a), uma
contradicao.

Isto implica que o conjunto {1,a, a?,...,a™ ' 5.1, Ba, Ba?, ..., Ba™ 1}
é linermente independente. Com efeito, se existe uma combinacao linear

o 1+ a+ A +. . .+/\m_1am_1+,u0ﬂ.1+,u1504+u2ﬂa2, .. .—I—,um_lﬁozm_l =0
temos que

o 1A a+ X0+ . A A 1a™ = — g 814 Bad-paBa, . . A i1 Ba™ L
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Como o primeiro membro desta igualdade estd em F(a) e o segundo em
BF(a) e ambos sao iguais, ambos estdo na intersegao; logo, cada um deles é
0.

Como fig. 3. 14 prfa+pafa?, .. 1S = Bpo. 1+ ma+pse?, .. .+
pm—1@™ ) e {1,a,0? ...,a™ !} é um conjunto linearmente independente,
vem imediatamente que

A=A == p1=fo=f1 = — 1 = 0.

Tomando 1 = 1, B = 3 e repetindo este processo, podemos determinar,
inductivamente, elementos 31, 5, ..., B tais que o conjunto

{611751&7 s 751am717ﬁ21762&7 s 75205”1717 cee 76t17ﬁt057 s 7ﬁt05m71}

¢ uma base de [E sobre F.
Agora, é facil ver que a matriz de T, nesta base, ¢ uma matriz por blocos
da forma:

A= (5.2)
c

onde C representa a matriz companheira do polinomio minimal de a e todos
os elementos nao escritos sao iguais a 0.

Como o polinémio caracteristico de uma funcao linear é o polinémio ca-
racteristico de sua matriz, em qualquer base do espaco, temos que

t [E:F(a)] )

Xry = Xa = (Xe)' = (my,)" = (ma)" = (ma)

Nesta situacao particular, o polinémio caracteristico ¢ uma poténcia do
polindmio minimal.

No que segue, vamos voltar a considerar apenas extensoes de corpos finitos
F, C F;n e nos utilizaremos do automorfismo de Frobenius da extensao para
dar uma descrigao dos polindémios minimal e caracterisico. Lembramos que,
se @ € Fyn, entdo o = o mas a igualdade deve acontecer para inteiros
menores que ¢". Seja entao:

m =min{d € Z* | a® = 1},
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Teorema 5.2.4. Com as notagoes acima, tem-se que

me = (X—a)(X—0(a) (X —0""(a)) (5.3)

— (X —a)(X —a%)--- (X . aq’”‘1> . (5.4)

Demonstragao. Afirmamos inicialmente que os elementos
a,0(0),...,0™ () sao diferentes dois a dois. De fato, se dentre estes ele-

mentos temos o'(a) = o?(a), com i > j, entdo 0" (a) = o com i — j < m,
uma contradicgao.

Seja f = (X —a) (X —o(a))-- (X — o™ (a)). Claramente f(a) = 0,
donde m,, | f. Por outro lado, como « é raiz de m,, como observamos acima,
resulta que o(a) também ¢ raiz de m,,. Isto significa que (z — o'(@)) | Maq,
0 <1 <m—1. Como estes polinomios sao relativamente primos dois a
dois, o seu produto também divide m,; isto é, f | m,. Consequentemente,

f=maq. O
q"L . . .. .
Observamos agora que, como a¢ = «, para qualquer inteiro positivo j
temos que a?" = « e, mais geralmente, dados inteiros poisitos i e j temos
1 ‘
que o™ = a4'; portanto:

me = (X —a)(X —af)--- (X—ozqm_l)
implica que
My = (X — aqjm> (X — aqjmﬂ) <X — aqjm+<m71)) , 0<j<t—1.
Consequentemente, temos que

X = (X—a)(X —a?) (X - oﬂQ) . (X - oﬂ"‘l> (5.5)
= (X—a)(X -o(a) (X - 02(04)) (X = 0" ). (5.6)

Definicao 5.2.5. Sejam F, C F,n corpos e a um elemento de
Fen.  Chama-se polindbmio caracteristico do elemento o ao
polindmio caractrisitco da funcdao linear T,, acima.
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Exemplo 5.2.6.
Considere
Fy[X]
(X34+X+1)
Se denotamos por ¢ uma raiz de X3+ X +1, podemos escrever Fg = Fy(t),

onde t3 = t+ 1. Prova-se facilmente que ¢ ¢ um gerador de F3; logo, podemos
escrever explicitamente

Fg =

Fg = {0,1,¢,¢% 3 t* 17, ° 7).

Vamos calcular o polinomio minimal de cada um dos elementos deste
corpo.
Naturalmente temos que mg = X e m; = X + 1.

Usando a formula do teorema acima, aplicada a t, temos:

mi=X-t)(X ) (X -t =X+ X + 1.
Como my(t?) = m(t*) = 0 segue que m; = my2 = Mmya.
Da mesma forma, ms = (X — t3)(X — (£3)?)(X — (£*)*). Podemos fazer
os calculos diretamente, mas também podemos observar que t* é raiz de
X3 4+ X2 + 1 que é irredutivel; logo, esse é seu polindmio minimal.

Assim, temos
M3 = TN = M5 :X3+X2+1

Note que isso implica que
X X=XX+1)X*+X+1)(X*+X*+1).

Dado um elemento o € E, podemos definir a norma e o trago de «,
relativo & extensao F, C Fyn, respectivamente por:

TT]Fqn ‘Fq (Od) - TT(TDl) )
N]Fqn ¥y (Oé) = d@t(Ta) .

Escrevendo o polinomio caracteristico de T,, na forma:

Xo=0ao+a X +aX>+ - +a, 1 X" =X",
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sabemos, da algebra linear (veja, por exemplo, ) que Tr(T,) = —a,_1 €
det(T,) = (—1)"ap. Como conhecemos, na expressao 5.5 todas as raizes de
Xa, Obtemos diretamente, que

n—1

Trp () = a+al+ al 4+ +af

Y

2 n—1
N]Fqnqu(Oé) = a.ala? -t
Seguindo a pratica usual na maioria dos textos sobre o assunto, vamos
utilizar este resultado para dar uma definicao formal de normas e tracos.

Definicao 5.2.7. Sejam F, C Fyn corpos finitos e seja o o au-
tomorfismo de Frobenius de Fyn sobre F,. Dado um elemento

a € Fyn, definimos o traco e a norma de o respectivamente
por:

n

n

i )

Tre ., = E o'(a) = E al,
i=0

1=0

n—1 n—1

i 7

NFqnmq = HU (o) = Haq
=0 i=0

Observe que as defini¢oes nao dependem apenas do elemento « conside-
rado mas também da extensao com que estamos trabalhando. Quando a
extensao estiver clara do contexto e nao for necessario enfatiza-la, represen-
taremos o traco e a norma de a apenas por tr(a) e N(«).

Proposicao 5.2.8. Nas condigoes da definicao, valem as segquintes propri-
endades:

Para o traco.

(i) Im(Tr) C F,.

(ii) Tr(a+ B) =Tr(a) + Tr(p).

(iii) Se A € F, entao Tr(Aa) = \T'r(a).
(iv) Se a € Fy, entio Tr(a) = nao.
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() Tr(a?) =Tr(o(a)) =Tr(a).
Para a norma.

(i) Im(N) C F,.

(ii) N(af) = N(a)N(f).

(iti) Se A € F, entdo N (A a) N(a).
(iv) Se a € F, entio N(a) =

(v) N(a?) = Tr(a).

Demonstracao. Demonstraremos,a seguir, as propriedades do traco. As
propriedades da norma resultam de forma inteiramente analoga e deixamos
sua demonstracao como exercicio para o leitor.

(i) Segue de observar que
o(Tr(a) =0 (i ai(oz)) = }_ o a) = Tr(a).

A 1ltimo igualdade vale porque na soma > o*!(a) aparecem todos os
termos da forma o'(a). O resultado segue agora do Lema 5.1.1.

(i1) Basta calcular: tr(a+ 8) =

ZU a+f) = Z< ‘(a)+0'(8)) = Z +Za @)+ Tr(B).

1=0 1=0
(m) Temos:

Za (M) JZ(A)Ji(a) = Z \o'(a) = )\Zai(a) =Tr(a).

(iv) Se a € F, temos Tr(a) = Y24 o'(a) = 31~ a = na.

(iv) Como o = o(«), temos:

Tr(a?) =Tr(o(a)) = } o'(o(a)) = A o a) = Tr(a).
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Exemplo 5.2.9.

Considere Fg = Fy(t) onde t* = ¢ + 1, como no Exemplo 3.4.7.
Dado um elemento « € Fg, ele pode se escrever na forma o = agl + a1t +
ast?. Das propriedades do traco, temos que

Tr(a) = ag + ay Tr(t) + aTr(t?).

Portanto, é suficiente calcular os valores de Tr(1), Tr(t) e Tr(t?). Temos que
Tr(1) =3 = 1.
Calculando o(t) = t? e 02(t) = t* = t* + t temos que

Tr(t) =t +t* +t+t*=0.

Ainda, o(t?) =t* =t +t? e o*(t?) = o(t + %) = t? + t* = ¢, donde
Tr(t®) =t*+t+t*+t=0.

Consequentemente, para um elemento o da foram acima temos que

Tr(a) = ayp.
Vamos calcular N(t). Temos
N(t) =to(t)o?(t) = t.t2tr =t + %) = (1 +t)(t +t*) = t.
De modo analogo, podemos calcular
N1+t)=1+to(1+t)o*(1+t)= 1 +)(1+ )1+t =1+t + 12

Seja agora d um divisor de n, Entao, F 4« ¢ um subcorpo de F;» e temos as
seguintes inclusoes: F, C F,a C Fyn. Veremos que, tal como acontece com as
respecticas dimensoes, as normas e tragos destas extensoes estao relacionadas
de uma forma natural.

Teorema 5.2.10. Seja d um divisor positivo de n. Entao, par todo elementos
a € Fgn tem-se que

TTIFqn 1 (a) = TTqumq (TTFqn\qu (Oé)) .
N]Fqnqu(Oé) = N]qumq <N]Fqn|1qu (Oé)> .
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Demonstracao. Novamente, vamos provar o resultado para o trago, e

deixaremos a cargo do leitor a demonstracao da férmula para a norma, que
é inteiramente analoga.

Lembramos que, se o denota o automorfismo de Frobenius de F,» sobre
Fgy, entao o(a) = o e que o automorfismo de Frobenius de F;» sobre Fa,
que denotaremos por oy, esta dado por oq(a) = ot

Observamos ainda que, conforme & parte (i) da Proposicao 5.2.8, Im(oy) C
F,a , de modo que a expressao T’T’]qu‘]Fq Try,, |qu(a)> estd bem definida.

Entao, calculamos:

Lk (TTFqn 7 (a)> =

(n/d)—1 (n/d)—1 .
=Tree,e | D oi(@) | = Trepp, | D o
j=0 J=0
n—1 (n/d)—1 (n/d)—1 n—1
_ Ui Z ad] _ Z Oz(ad])
i=0 Jj=0 Jj=0 =0
(n/d)—1 n—1 (n/d)=1 n-1
S\ i dj+i
— (adj)q — Z ad
j=0 i=0 7=0 1=0
n—1
h
— qu = TTIFanFq (CY)
h=0

EXERCICIOS




. Sejam [ C E corpos quaisquer e a € E. Seja T}, a funcao F-linear T,, : E — E
definida por
To(z) = ax, Vz €E.

Dados a e 8 € E, provar que:
(4) Totp=Ta+Tp.
(ii) Tog = T 0 Tp.

(7) Se a # 0 entdo T, € inversivel.

. Nas condig¢oes do exercicio anterior, provar que

(i) A fungdo ® : E — Homp(E,E) é um homomorfismo de éalgebras e que
esta funcao é injetora.

(74) Se denotamos por GL(E) o conjunto das transformagoes lineares inver-
siveis de E em E, com a operagdo de composi¢ao, entdo ® : E* — GL(E) ¢
um homomorfismo de grupos.

. Dado um polinémio f = ap+a1 X + a2 X?*+---+a, X" € F[X] e uma fungio
linear T : E — E definie-se o valor de f em T como sendo a funcao linear
f=al +a1T +aT? + - +a,T" € F[X].

Nas condi¢oes do Exarcicio 1 acima, dado f € F[X], provar que f(a) = 0
se e somente se f(T,) = 0. Deduzir que o e T, tém o mesmo polinémio
minimal.

. Sejam F C E corpos finitos e seja « um elemento de F. Prove que

Trgp(e) = [E:Fle,

NIE“F((X) = CY[EF}

. Sejam F C E e F C K corpos finitos e seja ¢ : E — K um F-homomorfismo.
Provar que

Ny r(p(a) = o(Ngp(a)).
Enuncie e demonstre um resultado similar para o traco.

. Seja o € Fyn e seja mg = ag + a1 X +--- + Q1 X™ 1 + X™ o polinémio
minimal de « sobre F,. Provar que

n
Trer, = —— Gm-1,
m

Nip, = (=1)"a™™.
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7. Seja a um elemento de Fyn. Provar que, se § = a — (), entdo
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