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Empezamos fijando nuestra convencién: En lo que sigue, todos los ani-
llos R son asociativos con 1 = 1, 1 # 0. Se utiliza la notacién y termi-
nologia dada en [4].
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Definicion

Sea R un anillo. Un elemento r € R es clean si puede ser escrito
como la suma de una unidad y de un idempotente de R. Un anillo R
se dice clean si todo elemento r € R es clean.

Definicion dada por W.K. Nicholson en [11].
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Observacion

@ Las unidades de un anillo son clean.

@ Los idempotentes de un anillo son clean. Observe que, si
e’ = ec R, entoncese = (2e — 1) + (1 — e).

@ Si R es anillo de division, entonces R es clean.

@ rescleansiy solosi1—r es clean.
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Proposicion
Los anillos locales son clean.
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Demostracion.

Sea M el ideal a izquierda maximal de un anillo R. Si x ¢ M, entonces
X es unidad.

Por otra parte,si x € M, entonces x € J(R). Entonces 1 — x es
invertible en R.

Asi, 1 — x es clean, lo cual implica que x es clean. O

orge Andrés Rojas Gomez Orientador: PRC On clean group rings febrero de 2018 3/22



Presentamos algunas propiedades generales de los anillos clean:

Proposicion

1. Toda imagen bajo homomorfismo de un anillo clean es clean.

2. Todo producto directo de anillos [ ;.. R; es clean si y solo si
cada anillo R; es clean.
3. Si R es clean, entonces Mu(R) es clean.

4. Todo anillo semisimple es clean.

febrero de 2018
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Acerca de la descomposicién de Peirce.

Proposicion
Sea R un anillo con 1r y sea e un idempotente no trivial, entonces

R~eRed (1 —e)RedeR(1—e)d(1—e)R(1 —e).

Mas aun, sie =1 — e, entonces

A~ eRe eRe
~ |eRe eRe

Para mas detalles ver [7] y [8].
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Observacion

el conjunto R = eRe ® (1—e)ReveR(1—e)a(1—e)R(1 —e) esun
anillo con unidad bajo las siguientes operaciones:
“+” Suma componente a componente.

“” Dados (a,b,c,d),(d,b',c,d") e R definimos su producto como

(ad + bc',ab’ + bd', ca + dc’, cb’ + dd’).

v

Identificando (de forma natural) (a, b, c,d),(&d,b’,c’,d’) € R con dos
matrices de orden 2 x 2, vemos que su producto es

a b| |&@ b| _lad+bc ab' +bd
c d| |d d| |cd+dd cb+dd|
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Resultado

la funcion

¢»:R—eRed (1 —e)RedeR(1—e)d(1—e)R(1 —e),

definida por ¢(r) = (ere,(1 — e)re,er(1 — e),(1 — e)r(1 — e)) esun
isomorfismo.

De la definicién, ¢ es sobreyectiva.
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¢ preserva la suma. En efecto,

[ exe ex(1—e) ] [ eye ey(1—e) }
(1—e)xe (1—e)x(1—e) (1—e)ye (1—ey(1—e)

Entonces

exe + eye ex(1—e)+ey(1—e) }
[(1 —exe+(1—eye (1—-e)x(1—e)+(1—-e)y(1—e)

De modo que

[ e(x+y)e e(x+y)(1—e) }
(1-e)x+yle (1-e)(x+y)1-e)
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¢ preserva el producto. En efecto,

exe ex(1—e) eye ey(1—e)

o(x)ely) = [(1 “epe (1—ex(1— e)} ' [(1 “e)ye (1—e)y(1—e)"
Note que

exeye + ex(1 — e)ye = ex[e + (1 — e)|ye = exye.
Asi,

exye exy(1—e)

¢(X)¢(y) = |:(1 _ e)xye (1 . e)xy(1 _ e):| = ¢(Xy)7
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Observacion
el unico elemento x € R que verifica simultaneamente las ecuaciones

exe =0
ex(1—-e)=0
(1—exe=0

(1—e)x(1—e)=0,

es x = 0p.

En efecto, note que ex = xe = exe = 0.
ademas, como x — ex — xe + exe = 0, entonces x = 0.
Por lo tanto, ker(¢) = {0}.
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Sea e € R un idempotente tal que eRe y (1 — e)R(1 — e) son anillos
clean. Entonces R es clean.
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Presentamos las ideas principales de la demostracion dada por Han y
Nicholson en [3]:

@ Sea A= [i ﬂ ,donde a € eRe, x € eRe, y € eRe, b € eRe.
Como eRe es clean, a puede escribirse como a = u + f donde
2 = f € eRey u es una unidad de eRe con inverso u.

@ yuix ceRe.

© Entonces, b — yui;x € eRey por hipbtesis, b — yuix =g+ v
donde g° = g € éRey v es unidad de €Re con inverso v4. De
manera que

_|f+u X _|f O 4| X
Ly gtvHyux] |0 g |y vHyux
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Una generalizacion del resultado anterior es

Teorema

Si1=e1+e+---+e,enunanillo T donde cada e; es idempotente,
eie; =0 paratodo1 < i,j < n, ycadae;Te; es clean, entonces T es
clean.

@ El anillo que se considera es T = My(R).

@ Los idempotentes a considerar son las matrices de la forma
e; = E;, donde cada Ej; tiene exactamente una entrada igual a 1
enlafilaiyenlacolumna iy enlas demas posiciones sus
entradas son iguales a cero. Note que E;;Ej = Oy, (r)-

Qo E,‘,’Mn(R)Ei,‘ ~ R.
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Motivacion

Suponga que / es un ideal de un anillo R con 1z conmutativo tal que
I C Rad(R), y sea e un idempotente de R no nulo.

e+ l#£1I
o (etN?=e+l

Ahora bien, si x + | es un idempotente no nulo de R/I, ¢ existe algun
idempotentede e € Rtalque e+ /= x + 1?
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Definicion

Sea un ideal | de un anillo R conmutativo con 1g. se dice que los
idempotentes de R/I pueden ser levantados a R, si para cada
elemento x € R tal que (x — x?) € | existe un idempotente e de R tal
que e — x estaen |.

Proposicion

Sea N un ideal de un anillo R. Si todo elemento de N es nilpotente,
entonces R levanta idempotentes modulo N.

ver [6] para mas detalles.

orge Andrés Rojas Gomez Orientador: PRC On clean group rings febrero de 2018 6/22



Un resultado crucial encontrado por Nicholson en [11] es

Proposicién

Un anillo es exchange si y solo si levanta idempotentes modulo todo
ideal a izquierda (equivalentemente, derecha) del anillo.

Basado en el trabajo hecho por Crawley y Jonsson en [14]. Un ejemplo
de este tipo de anillos es

Proposicion
Todo anillo clean es exchange.
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Pasos de la prueba: Sea R clean, x € R, I un ideal a izquierda de R tal
que x —x2 e .
@ x se puede escribir como x = u + f donde > = f y v el inverso de
u.
® e = v(1 — f)u es idempotente de R.
@ se prueba que e — x = v(x — x?).
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Algunas propiedades adicionales:

Teorema

Sea I un ideal a izquierda del anillo R, tal que | C J(R). Entonces R
es clean si y solamente si el anillo cociente R/I es clean y R levanta
idempotentes mddulo |.

Corolario

Un anillo R es clean si y solamente si R/ J(R) es clean y R levanta
idempotentes modulo 7 (R).

orge Andrés Rojas Gomez Orientador: PRC On clean group rings febrero de 2018 6/22



Se presentan algunos resultados de interés.

Proposicion
@ Todo anillo artiniano a izquierda (derecha) es clean.
@ Todo anillo finito es clean.
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Suponga R conmutativo.
ID(R) = ID(R[x]),
U(R[x]) = {ro+r1x+...rnx”: neUR) y rne+/(0), i=1,2,...,n

@ caso e = 0. x se puede escribir como x = 0+ (0 + 1x).

@ caso e = 1. x se puede escribir como x =1 + ((—1) + 1x).

© caso e = e no trivial. x se puede escribir como
x=e+((—e)+ 1x).

Conjetura de Kéthe: cualquier anillo, la suma de dos nil ideales a
izquierda es nil.

Proposicion

la suma de dos nil ideales a izquierda es nil si y solo si el conjunto de
todos los elementos clean del anillo R[x] es un subanillo de R[x]

(ver [5, Teorema 2.15]) =
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El trabajo conocido acerca de los anillos semiperfectos probablemen-
te empieza con el trabajo hecho por Woods y Mueller en [15] y [10]
respectivamente.

Definicion

Un anillo R es llamado semiperfecto si levanta idempotentes modulo
J(R) y R/J(R) es artiniano.

Los anillos artinianos son semiperfectos.
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Algunas propiedades encontradas en [7, Capitulo 8.].

@ Todo anillo exchange o es semiperfecto o contiene un conjunto
infinito de idempotentes ortogonales.

@ Un anillo R es semiperfecto si y solo si R es clean y no contiene
un conjunto infinito de idempotentes ortogonales.

@ Si R es semiperfecto, entonces 1g = e1 + € + - - - €,. donde cada
e; es un idempotente local para cada i y ejej = Og parai # j.
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Algunas propiedades iniciales en RG son:

Proposicién
Sea R es un anillo y G un grupo. Si RG es clean, entonces R es clean.

Observacion

Sea R anillo conmutativo, G grupo abeliano.

Si RG es clean, entonces R es clean y G es de torsion(localmente
finito).

| A\

Proposicion
Sea R un anillo noetheriano, y sea G un grupo abeliano finitamente
generado. El anillo de grupo RG es clean si y solo si es semiperfecto.

v
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Un resultado importante que se puede deducir a partir del resultado
anterior es

Proposicion

Sea p primo, n € Z*. Entonces el anillo de grupo Z,)Cp, es clean si y
solamente si es semiperfecto.
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Woods da una respuesta en su articulo [15].

Teorema

Sea R un anillo conmutativo local con char(R/J(R)) =p >0, ysea G
un grupo abeliano con p-componente primaria Gp. Entonces el anillo
de grupo RG es semiperfecto si y solamente si G/Gp es un grupo
finito de exponente n y cada factor monico de x" — 1 € (R/J(R))[x]
puede ser levantado a un factor monico de x" — 1 € R[x].
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Explicacion del porque Z7)Cs no es semiperfecto.

@ El anillo cociente Z7)/J(Z7)) es un cuerpo de caracteristica 7, lo
cual hace que este anillo sea isomorfo a 7.

@ (C3)7 = {e}, el grupo C3/(C3)7 de exponente 3.

X —1=(x-1Nx-2)(x—-4)=(x>-3x+2)(x —4) =
x3 —7x2 +14x — 8 en F7[x].

0 x3—1=(x—1)(x*+x+1),enZgz)lx]
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Para el caso no conmutativo, tenemos

Proposicion

Sea p un primo conp € J(R). Si R es un anillo clean y G es un
p—grupo localmente finito, entonces RG es clean.

Observacion

Resultado debido a Connell.
Si R es un anillo y G es un grupo localmente finito entonces
J(R)=J(RG)NR.

R(G x H) ~ (RG)H.
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@ sea Qg x E con E un 2—grupo abeliano elemental finito. Entonces
|Q8 X E‘ = 23+k.
® Qg x E es un 2—grupo localmente finito.

@ suponga R anillocleancon2 € J(R)y q € J(R) paraqg > 2
primo.

® R(Qsg x E) es clean.

@ Suponga A un grupo abeliano finito cuyos elementos son de
orden g.

© 2,qg< J(R(Qs x E))
@ (R(Qs x E))Aesclean.
® R(Qs x E x A) es clean.
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Proposicion

Sea R anillo clean concon2 € J(R) y q € J(R) para q > 2 primo.
Ademas, sea G el grupo Qg x E x A el grupo compuesto por

@ Qg Grupo de cuaternios de orden 8.
@ E es un2—grupo abeliano elemental finito.
@ A es un grupo abeliano finito cuyos elementos son de orden q.

Entonces RG = R(Qg x E x A) es clean.

febrero de 2018 10/22
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Definicién (Radical de Jacobson)

Sea R un anillo. El radical de Jacobson, denotado por 7(R) es la
interseccion de todos su ideales a izquierda maximales.

Presentamos algunas propiedades que tiene el radical de Jacobson:

@ J(R) es un ideal bilateral.

@ re J(R) siysolosi(1—r) esunidad de R.

o J(R/J(R)) = (0).

@ Sea N un nil ideal a izquierda de R. Entonces N C J(R).
@ E/ unico idempotente en J(R) es el cero del anillo.

Para ver mas, [12, Seccién 2.7]
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Definicion

Un anillo R se dice local si contiene un unico ideal a izquierda
maximal. Denotaremos (R, M) para indicar el anillo R y el ideal
maximal M de R.

Algunas propiedades de estos anillos son:

Proposicion
Sea (R, M) un anillo local. Entonces
@ ac R— M es invertible en R.

@ J(R) =M.
@ M es un ideal bilateral.

Para ver mas, [12][pag. 105]

orge Andrés Rojas Gomez Orientador: PRC On clean group rings febrero de 2018



Sea R un anillo conmutativo con 1g.
Definicion
El radical primo de R, denotado por Rad(R), viene dado por

Rad(R)= (] »
peSpec(R)

donde Spec(R) denota el conjunto de todos los ideales primos del
anillo R.

® Rad(R) es unideal de R.
@ Rad(R) C J(R).
@ Todo nil ideal de R esta contenido en Rad(R).

Para mas detalles, [1, Teorema 8.8].
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Sea (R, <) un conjunto parcialmente ordenado bajo “ <”.

Definicion
Un anillo R satisface la condicion de cadena ascendente, C.C.A. por
brevedad, para ideales si, dada cualquier sucesion de ideales Iy, b, . . .
de R con

hchc.---Clhhc---

)

existe un entero positivo n tal que I, = I, para todo m > n. De manera
analoga, si cualquier sucesion de ideales Iy, I, . . . satisface que

h2h2 2Dl

)

Se dice que R satisface la condicion de cadena descendente, por
brevedad, se notara como C.C.D.

@ Un anillo que satisfaga la condicion C.C.A se dice que es
noetheriano.

@ Un anillo que satisfaga la condicion C.C.D se dice que es
artiniano.
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Presentamos el conjunto
a
Lpy = {5 eQ:pr}

Algunas de sus propiedades son:
® Zp) es un anillo conmutativo.
® Zp) es local y su Unico ideal maximal es (p)Zp.
® Zp) es noetheriano.

Mas propiedades de este anillo estan en [2].
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Sea p o un primo o cero. La p-componente primaria de un grupo G
abeliano es el subgrupo

G,={acG|3keN, & =e}.

Ejemplo

| \

Considere el grupo Z4 con notacion aditiva. Encontremos a (Z4)7.
@ 7=-1 méd 4 implica7* = (—1)k méd 4.
@ si k es par, entonces existe t € N tal que 7% = 4t + 1
@ Si k es impar, entonces existe k; € N tal que
7K = 4ky — 1 = 4k + 3.

(Za)7 = 1 si kespar
YT = 3 si kesimpar.

tenemos que Za/(Z4)7 = Za/ {1} 07Z4/(Z4)7 = 74/{83}.
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Denotaremos por RG al siguiente conjunto:

RG = {Z agg : ag € Ry ag # 0 para un numero finito de ag}.
geG

() (Zgea99) + (Lgeafeg) = D_(ag + Bo)a.
() (Zgec99) (Cheafnh) = 3 (aghnlgh =" au,

g,heG uEG

donde ¢, = Y agfh.
gh=u
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Presentamos el siguiente conjunto
Qg=(abl|a*=1,a82=b%bab ' =a").

Algunas de sus propiedades son
@ Grupo finito, no abeliano.
@ Todos sus subgrupos son normales.

Teorema

Un grupo G es hamiltoniano si y solo si G es isomorfo a
G~ Qg x ExA,

donde
@ E es un 2-grupo abeliano elemental y,

@ A es un grupo abeliano en el cual todos sus elementos son de
orden impar.

=]
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La teoria exchange de [13].

Definicion

Un R—modulo M tiene la propiedad de ser exchange si para todo
R—modulo A y cualesquiera dos descomposiciones

A=M & N = @;c/A;, con M’ ~ M, existen submodulos A; C A; tales
que

A=M & (DiciA))-

Un anillo R es exchange si R visto como R—mddulo tiene la propiedad
exchange.

v

Una caracterizacén dada por Monk [9] es

Proposicién
Un anillo R es exchange si y solo si para todo a € R, existen b,c € R
tales que bab=b y c(1 — a)(1 — ba) =1 — ba.
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Definicion

Un R—modulo es llamado semisimple si todo submoédulo de M es un
sumando directo. Un anillo R es llamado semisimple si visto R como
R—modulo es semisimple.

Proposicion
R es un anillo semisimple si y solo si todo ideal a izquierda de R es un
sumando directo.
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Definicion

El homomorfismo ¢ : RG — R dado por
e ag|=>ay
geqG 9geqG

es llamado aplicacion de aumento de RG y A(G) = ker(¢) es llamado
el ideal de aumento de RG.

Proposicion

Sea R un anillo y G un grupo. Entonces:

o A(G) = {Zag(g—1) gegG, ageF?}
geG

® RG/A(G)~R
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