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Conceptos Basicos

De igual manera gue en lenguaje espafiol, para la construccion de codigos
son necesarios los siguientes elemento basicos:
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El nimero M de elementos del codigo también es importante, pues cuanto
mayor sea M, mayor es la cantidad de informacion que puede ser trasmi-
tida. Asi, un codigo g-ario, de longitud » que contiene M palabras es llamado
(n, M)-codigo g-ario.
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Un Codigo g-ario de lo longitud n sera un subconjunto cualquiera de palabras
de longitud n, es decir, un codigo C es un subconjunto de A" = A x A x --- A.
~—_————

n—uveces

El nimero M de elementos del codigo también es importante, pues cuanto
mayor sea M, mayor es la cantidad de informacion que puede ser trasmi-
tida. Asi, un codigo g-ario, de longitud » que contiene M palabras es llamado
(n, M)-codigo g-ario.

ceC cC A" esdelaformac = (a1,aq,...,a,), donde a; € A, 1 < i < n.
Escribiremos a ¢ como una secuencia de elementos en A, es decir, de la
formac=aas...a,.
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Introduccion & Conceptos Basicos

Definicion
Sean x = x1%2...%n, Y = Y1%2 . . . Y» dos palabras de un codigo C C A™. La
distancia de Hamming entre z e y, denotada por d(z, y), se define por
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Definicion
Sean x = x1%2...%n, Y = Y1%2 . . . Y» dos palabras de un codigo C C A™. La
distancia de Hamming entre z e y, denotada por d(z, y), se define por

d(z,y) =#{1 <i<n:z; #yi}.

Proposicion
La funcion d es una métrica en C, es decir que para todo =,y ,z enC,
satisface las siguientes propiedades.
() d(z,y) > 0.
(i) d(z,y) =0siysolosiz =y
(ii)) d(z,y) = d(y, z)
(iv) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)
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Introduccion & Conceptos Basicos

Ejemplo

Sea C = {001,011,111} un codigo y supongamos que un emisor envia el
mensaje 111, pero en la trasmision de dicho mensaje, un ruido altera la
codificacion y/o decodificacion, permitiendo asi que el emisor reciba el
mensaje 110.

v
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codificacion y/o decodificacion, permitiendo asi que el emisor reciba el
mensaje 110.

En este caso el receptor se da cuenta que el mensaje recibido es errbneo,
puesto que 110 ¢ C (Codigo detector).

¢ Cual fue el mensaje enviado?

Pero este método no siempre nos ayuda a corregir, consideremos la situacion
en que el emisor envia el mensaje 111, pero en su trasmision se altera,
recibiendo asi el receptor el mensaje 101, este ltimo detecta el error puesto
que 101 ¢ C. Ahora veamos que:
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mensaje 111, pero en la trasmision de dicho mensaje, un ruido altera la
codificacion y/o decodificacion, permitiendo asi que el emisor reciba el
mensaje 110.

En este caso el receptor se da cuenta que el mensaje recibido es errbneo,
puesto que 110 ¢ C (Codigo detector).

¢ Cual fue el mensaje enviado?

Pero este método no siempre nos ayuda a corregir, consideremos la situacion
en que el emisor envia el mensaje 111, pero en su trasmision se altera,
recibiendo asi el receptor el mensaje 101, este ltimo detecta el error puesto
que 101 ¢ C. Ahora veamos que:

d((101),(001)) = 1 = d((101), (111)). Por tal razon, a pesar que se puede
detectar el error, este no puede ser corregido.
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Cadigos Ciclicos

Definicion (Codigo Lineal)

Sea A =T, un alfabeto, si C es un subespacio de F7, entonces es llamado un
codigo lineal.
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Cadigos Ciclicos

Definicion (Codigo Lineal)

Sea A =F, un alfabeto, si C es un subespacio de F, entonces es llamado un
codigo lineal.

Definicion (Codigo ciclico)
Un codigo lineal C C I} es un codigo ciclico, si para toda palabra
coc1 - .. cn_2cn_1 €n el codigo, se tiene que ¢,,_1¢y . . . c,,_2 €sta en el codigo.

Note que la definicion implica que si la palabra cyc; ...c,_2c,_1 esta en el
codigo, entonces todos las palabras que se obtienen a partir de esta por una
permutacion ciclica de sus coordenadas también estan en el codigo.
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Cadigos Ciclicos

Observacion

Si C C FF es un codigo lineal g-ario, a cada palabra codigo le podemos
asignar un polinomio en F,[z], mediante la siguiente aplicacion.

®: CcF  — Fole]
c= (&) = Do) = Y et
0<i<n—1 i=0
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Cadigos Ciclicos

Observacion

Si C C ! es un codigo lineal g-ario, a cada palabra codigo le podemos
asignar un polinomio en F,[z], mediante la siguiente aplicacion.

®: CcF  — Fole]
c= (&) = Do) = Y et
0<i<n—1 i=0

Sea R, = <fz[f]1> el algebra de polinomios de grado menor que n.

Observacion
consideremos la siguiente aplicacion:

(ag,a1,...,an—-2,an-1) +— [ao+ a1z 4+ an_ox™ % + ap_12" ).

¢ es un isomorfismo de F-espacios vectoriales. Por tanto, un Codigo C € Fy
es ciclico si y solamente si ¢(C) es un ideal en R,,.

y
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Cadigos Ciclicos

SeaC, =<a:a"=1>={l,a,a®...,a" *} un grupo ciclico y F un cuerpo,
los elementos de FC,, son de la forma:

a=ay+aja+aa®+--+an,_1a” N
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Cadigos Ciclicos

SeaC, =<a:a"=1>={l,a,a®...,a" *} un grupo ciclico y F un cuerpo,
los elementos de FC,, son de la forma:

a=ay+aja+aa®+--+an,_1a” N

Luego,

Por lo tanto, estudiar cédigos ciclicos sera equivalente a estudiar los ideales
de un algebra de grupo de la forma FC,,.
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Algebras de Grupo

Sean G un grupo y R un anillo conmutativo, con unidad. Denotaremos por RG
el conjunto de todas las combinaciones lineales formales:

RG = Z agzg: ag € RY oy # 0 para un namero finito de oy
geG
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geG

Dados o= > a,gy =) f,gtenemos que o = 3 siy solo si a, = 3, para
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todo g € G.
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Algebras de Grupo

Sean G un grupo y R un anillo conmutativo, con unidad. Denotaremos por RG
el conjunto de todas las combinaciones lineales formales:

RG = {Z agzg: ag € RY oy # 0 para un namero finito de ag}.

geG

Dados o= > a,gy =) f,gtenemos que o = 3 siy solo si a, = 3, para
9eG geG
todo g € G.

Sean ay,84 € Ry g, h € G, definimos las operaciones de suma “+”y producto
“" de la siguiente forma

(+) (Z agg) + (Z Be9) = Z(O‘g + B4)9,

geG geG
) Z Qg9 Z Brh = Z (agfBn)gh = Z c,u, donde
gea heG 9,h€CG ueG
Cy = Z oy Bh.
gh=u
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Algebras de Grupo

Para )\ en R definimos

A ag9) =D (Aay)g.

geqG geG
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Para )\ en R definimos

A ag9) =D (Aay)g.

geqG geG

Definicion
El conjunto RG, con las operaciones definidas anteriormente, es un algebra
sobre R, llamada el algebra de grupo de G sobre R.
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Ideales en Algebras de grupo

Definicion
Un algebra B se dice semisimple si todo ideal de B es un sumando directo. J
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Ideales en Algebras de grupo

Definicion
Un algebra B se dice semisimple si todo ideal de B es un sumando directo. J

Dado un ideal J en B, existe otro ideal L tal que B=J L.
Escribiendo 1 = e+ f,cone € Jy f € L, podemos ver que e es un idempo-
tente.
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Ideales en Algebras de grupo

Definicion
Un algebra B se dice semisimple si todo ideal de B es un sumando directo. J

Dado un ideal J en B, existe otro ideal L tal que B=J L.
Escribiendo 1 = e+ f,cone € Jy f € L, podemos ver que e es un idempo-
tente.

En un algebra semisimple B, todo ideal es generado por un elemento idempo-
tente.

Teorema (Maschke)

Un algebra de grupo FG es semisimple si y solamente si la caracteristica de
F no divide el orden de G.
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Ideales en Algebras de grupo

Cuando FG es semisimple, entonces existe un (nico conjunto de elementos
centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:
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centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:

Q ¢ =e1, 1 <i < n (idempotentes).
@ ecie; = 0sii# j (ortogonales).
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Cuando FG es semisimple, entonces existe un (nico conjunto de elementos
centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:

Q ¢ =e1, 1 <i < n (idempotentes).
@ cic; = 0sii # j (ortogonales).

@ Sie; =l + ¢! con €, e idempotentes centrales ortogonales, entonces
e; = e}, 0 ¢; = ¢/ (cada idempotente es primitivo).

Q l=ci+es+---+ep,.
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Ideales en Algebras de grupo

Cuando FG es semisimple, entonces existe un (nico conjunto de elementos
centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:

Q ¢ =e1, 1 <i < n (idempotentes).
@ cic; = 0sii # j (ortogonales).

@ Sie; =l + ¢! con €, e idempotentes centrales ortogonales, entonces
e; = e}, 0 ¢; = ¢/ (cada idempotente es primitivo).
Ql=cit+er+ - +ep.

Este conjunto es llamado el conjunto completo de idempotentes centrales
idempotentes primitivos de FG.
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Cuando FG es semisimple, entonces existe un (nico conjunto de elementos
centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:

Q ¢ =e1, 1 <i < n (idempotentes).
@ cic; = 0sii # j (ortogonales).

@ Sie; =l + ¢! con €, e idempotentes centrales ortogonales, entonces
e; = e}, 0 ¢; = ¢/ (cada idempotente es primitivo).

Ql=cit+er+ - +ep.
Este conjunto es llamado el conjunto completo de idempotentes centrales
idempotentes primitivos de FG.

Los ideales generados por los idempotentes centrales primitivos son ideales
bilaterales minimales del algebra.
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e; = e}, 0 ¢; = ¢/ (cada idempotente es primitivo).

Ql=cit+er+ - +ep.

Este conjunto es llamado el conjunto completo de idempotentes centrales

idempotentes primitivos de FG.

Los ideales generados por los idempotentes centrales primitivos son ideales
bilaterales minimales del algebra.

Todo ideal bilateral de FG es de la forma I = FGe, donde e € FG es un
elemento idempotente central.
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Ideales en Algebras de grupo

Cuando FG es semisimple, entonces existe un (nico conjunto de elementos
centrales ey, es, ..., e, en FG tales que:

Q ¢ =e1, 1 <i < n (idempotentes).

@ cic; = 0sii # j (ortogonales).

@ Sie; =l + ¢! con €, e idempotentes centrales ortogonales, entonces
e; = e}, 0 ¢; = ¢/ (cada idempotente es primitivo).

Ql=cit+er+ - +ep.

Este conjunto es llamado el conjunto completo de idempotentes centrales

idempotentes primitivos de FG.

Los ideales generados por los idempotentes centrales primitivos son ideales
bilaterales minimales del algebra.

Todo ideal bilateral de FG es de la forma I = FGe, donde e € FG es un
elemento idempotente central.

Por lo tanto si char(F) [ |G|, el estudio de codigos sobre el algebras de grupo
FG es equivalente al estudio de sus ideales, los cuales a su vez son generados
por elementos idempotentes.
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Idempotentes a partir de subgrupos

Sean H un subgrupo de un grupo finito G y F un cuerpo tal que char(F) f|G|.

Elemento )
H=—>S"h
2

es un idempotente del algebra FG, llamado el idempotente determinado por
H.
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Idempotentes a partir de subgrupos

Sean H un subgrupo de un grupo finito G y F un cuerpo tal que char(F) f|G|.

Elemento )
H=—>S"h
2

es un idempotente del algebra FG, llamado el idempotente determinado por
H.

H es central si y solamente si H es normal en G.

Lema
Sean F, un cuerpo, p un primo, A = (a) un grupo de orden p™, conn > 1,y

A=AyD A D---D A, ={1}

la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces los elementos
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Sean H un subgrupo de un grupo finito G y F un cuerpo tal que char(F) f|G|.

Elemento )
H=—>S"h
2

es un idempotente del algebra FG, llamado el idempotente determinado por
H.

H es central si y solamente si H es normal en G.

Lema

Sean F, un cuerpo, p un primo, A = (a) un grupo de orden p™, conn > 1,y
A=AyD A D---D A, ={1}

la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces los elementos

—_

60:;4\ Yy el':Al'—Ai_l, IS’LSTL
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Idempotentes a partir de subgrupos

Sean H un subgrupo de un grupo finito G y F un cuerpo tal que char(F) f|G|.

Elemento )
H=—>S"h
2

es un idempotente del algebra FG, llamado el idempotente determinado por
H.

H es central si y solamente si H es normal en G.

Lema
Sean F, un cuerpo, p un primo, A = (a) un grupo de orden p™, conn > 1,y

A=AyD A D---D A, ={1}
la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces los elementos
co=A y 61':1/4\1'—14/1—\1, 1<i<n

forman un conjunto de idempotentes en FA tales que eg +e1 + -+ - + e, = 1.

y
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Ejemplo
Sea A un grupo ciclico de orden 33 y F,, un cuerpo. Entonces




Idempotentes a partir de subgrupos

Ejemplo
Sea A un grupo ciclico de orden 33 y F,, un cuerpo. Entonces

Ay = (a) = {1,a,d?,...,a*5}

Ay = (@®) = {1,d%,a°,a% a2, "%, a'®, a2, a?4)
Ay = (a®) = {1,d°,a'®}

Az = (a®7) = {1}
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Idempotentes a partir de subgrupos

Ejemplo
Sea A un grupo ciclico de orden 33 y F,, un cuerpo. Entonces
Ao = (a) = {1,a,d%...,a%}
Al — <CL3> — {La ,aba ’a12,a15’a18, 21,a24}
Ay = (a®) = {1,d°,a'®}
Az = (@) = {1}
Asi,
1
eo——(1—|—a—|—a2—|— —l—a%)
27
— 1
ep=A1 —Ag = 2—7(2—a—a2—|—2a3—a4—~--—a23—|—2a24—a25—a26)
—~ —~ 1
ey = Ay — Ay = 9 (2—a3—a6+2a9—a12—a15+2a18—a21—a24)
—~ —~ 1
€3=A3—A2: 5(2—a9—a18)

Gerson Leonel Barajas Avila (UIS) Teoria de Codigos & Algebras de Grupo 2016 15/24



Idempotentes a partir de subgrupos

El método permite obtener los idempotentes primitivos en QA, pero en gen-
eral, no funciona sobre cuerpos finitos.
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Idempotentes a partir de subgrupos

El método permite obtener los idempotentes primitivos en QA, pero en gen-
eral, no funciona sobre cuerpos finitos.

Para ilustrar esto, consideremos el polinomio f(x) = z3 — 1 sobre el cuerpo de
7 elementos F~, el cual se expresa como

3 —1=(x—1)(z—2)(z—4),
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Idempotentes a partir de subgrupos

El método permite obtener los idempotentes primitivos en QA, pero en gen-
eral, no funciona sobre cuerpos finitos.

Para ilustrar esto, consideremos el polinomio f(x) = z3 — 1 sobre el cuerpo de
7 elementos F~, el cual se expresa como

3 —1=(x—1)(z—2)(z—4),

v ash 2] ] 2] 2]
Flx Flx Flx Flx
SR Py Rl Py Al Py R Py
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Idempotentes a partir de subgrupos

El método permite obtener los idempotentes primitivos en QA, pero en gen-
eral, no funciona sobre cuerpos finitos.

Para ilustrar esto, consideremos el polinomio f(x) = z3 — 1 sobre el cuerpo de
7 elementos F~, el cual se expresa como

3 —1=(x—1)(z—2)(z—4),

y asi,

@0 -0 w2%G9
Por otro lado sobre Q[z], el polinomio (z® — 1) se descompone como (x —

1)(z% + x + 1). Por tanto si ¢ denota una raiz primitiva de la unidad de orden 3
tenemos que

F703 ~

QCs ~ Q& Q(0).
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Idempotentes a partir de subgrupos

El método permite obtener los idempotentes primitivos en QA, pero en gen-
eral, no funciona sobre cuerpos finitos.

Para ilustrar esto, consideremos el polinomio f(x) = z3 — 1 sobre el cuerpo de
7 elementos F~, el cual se expresa como

3 —1=(x—1)(z—2)(z—4),

y asi,

@0 -0 w2%G9
Por otro lado sobre Q[z], el polinomio (z® — 1) se descompone como (x —

1)(z% + x + 1). Por tanto si ¢ denota una raiz primitiva de la unidad de orden 3
tenemos que

F7Cg ~

QCs ~ Q& Q(0).

Asi, el grupo ciclico de orden 3 sobre QQ contiene solo dos idempotentes cen-
trales primitivos no triviales, mientras el algebra de grupo del mismo grupo
sobre F; contiene tres de tales elementos.
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Idempotentes a partir de subgrupos

Asi, los n+ 1 idempotentes dados del lema anterior, seran el conjunto de idem-
potentes primitivos de FA, siempre que FA tenga exactamente n + 1 compo-
nentes. Dado que el exponente de A es p", tenemos que esto sucede siy solo
si ¢ y p™ estan relacionados como en el siguiente corolario.

Corolario

Sea F un cuerpo finito con |F| = ¢, y A un grupo ciclico de orden p™.
Entonces, el conjunto de idempotentes definidos en el lema anterior es el
conjunto de idempotentes primitivos de A si y solo si una de las siguientes
condiciones se cumple

() p=2,0bilenn=1ygesimparon =2y q=3 (mod 4).
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Idempotentes a partir de subgrupos

Asi, los n+ 1 idempotentes dados del lema anterior, seran el conjunto de idem-
potentes primitivos de FA, siempre que FA tenga exactamente n + 1 compo-
nentes. Dado que el exponente de A es p", tenemos que esto sucede siy solo
si ¢ y p™ estan relacionados como en el siguiente corolario.

Corolario

Sea F un cuerpo finito con |F| = ¢, y A un grupo ciclico de orden p™.
Entonces, el conjunto de idempotentes definidos en el lema anterior es el
conjunto de idempotentes primitivos de A si y solo si una de las siguientes
condiciones se cumple

() p=2,0bilenn=1ygesimparon =2y q=3 (mod 4).

(i) p es un nimero primo impar y o(q) = ®(p™) en U(Zyn).
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Idempotentes a partir de subgrupos

Asi, los n+ 1 idempotentes dados del lema anterior, seran el conjunto de idem-
potentes primitivos de FA, siempre que FA tenga exactamente n + 1 compo-
nentes. Dado que el exponente de A es p", tenemos que esto sucede siy solo
si ¢ y p™ estan relacionados como en el siguiente corolario.

Corolario

Sea F un cuerpo finito con |F| = ¢, y A un grupo ciclico de orden p™.
Entonces, el conjunto de idempotentes definidos en el lema anterior es el
conjunto de idempotentes primitivos de A si y solo si una de las siguientes
condiciones se cumple

() p=2,0bilenn=1ygesimparon =2y q=3 (mod 4).

(i) p es un nimero primo impar y o(q) = ®(p™) en U(Zyn).

Como una consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado de Pruthi
y Arora.
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Idempotentes a partir de subgrupos

Teorema

Sean F un cuerpo con g elementos y A u n grupo ciclico de orden p™ tal que
o(q) = ®(p") en U(Zyn). Sea

A=A4yDA;D---DA,

la cadena decreciente de todos los subgrupos de A. Entonces, el conjunto de
idempotentes primitivos de F A esta dado por

cw=—(Ya| y e=4 -4, 1<i<n
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Idempotentes a partir de subgrupos

Dado que
FG = F(C x A) = (FC)A = (FEPF)A,
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Idempotentes a partir de subgrupos

Dado que
FG = F(C x A) = (FC)A = (FEPF)A,

Tenemos el siguiente resultado:
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Idempotentes a partir de subgrupos

Dado que
FG = F(C x A) = (FC)A = (FEPF)A,

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema (Arora - Pruthi & Ferraz - Polcino)

Sea IF un cuerpo finito con ¢ elementos y G un grupo ciclico de orden 2p™, p
un primo impar, tal que o(q) = ®(p") en U(Zapn ). Escribimos G = C x A,
donde A es el subgrupo p-sylow de Gy C = {1,t} es un 2-subgrupo sylow. Si
e;, 0 < i < n, denotan los idempotentes primitivos de FA entonces, los
idempotentes primitivos de FG son

14+t 1—¢
g @Y
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Codigos abelianos

Queremos extender estos resultados a los grupos abelianos finitos. Vamos a
considerar el caso de los p-grupos.
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Codigos abelianos

Queremos extender estos resultados a los grupos abelianos finitos. Vamos a
considerar el caso de los p-grupos.

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que A/H # {1}
es ciclico, construiremos un idempotente de FA.

Recordemos que dado A/H un grupo ciclico de orden una potencia de p,
tenemos que existe un (nico subgrupo H* de A que contiene a H, tal que
B /H|=p.

Definamos ey = H — H* claramente ey # 0y tendremos lo siguiente
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Codigos abelianos

Queremos extender estos resultados a los grupos abelianos finitos. Vamos a
considerar el caso de los p-grupos.

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que A/H # {1}
es ciclico, construiremos un idempotente de FA.

Recordemos que dado A/H un grupo ciclico de orden una potencia de p,
tenemos que existe un (nico subgrupo H* de A que contiene a H, tal que
B /H|=p.

Definamos ey = H — H* claramente ey # 0y tendremos lo siguiente

Lema

Los elementos ey definidos anteriormente, junto con e = A forman un
conjunto de idempotents ortogonales dos a dos de FA cuya suma es igual a
1.
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Cadigos abelianos

Teorema

Sea p un primo impar y sea A un p-grupo abeliano de exponente p".
Entonces, el conjunto de idempotentes enunciado anteriormente es el
conjunto de idempotentes primitivos de FA si y solo si se cumple uno de los
siguientes enunciados

(i) p" =2y qesimpar.

(i) p" =4y q=3(mod4).
(iii) p es primo impary o(q) = ®(p™) en U(Zy»).
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Cadigos abelianos

Teorema
Sea p un primo impar y sea A un p-grupo abeliano de exponente p".
Entonces, el conjunto de idempotentes enunciado anteriormente es el
conjunto de idempotentes primitivos de FA si y solo si se cumple uno de los
siguientes enunciados

(i) p" =2y qesimpar.

(i) p" =4y q=3(mod4).

(iii) p es primo impary o(q) = ®(p™) en U(Zy»).

Teorema

Sea p un primo impar y sea A un p-grupo abeliano de exponente 2p".
Escribimos A = F x B, donde E es un 2-grupo elemental y B es un p-grupo.
Entonces los idempotentes primitivos de FA son productos de la forma ef,
donde e es un idempotente primitivo de FE y f un idempotente primitivo de
FB
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Cadigos abelianos

Note que los idempotentes primitivos de F B son dados por el teorema anterior
y, escribimos £ =< a; > X ---x < a, >, un producto de grupos ciclicos de
orden 2, entonces los idempotentes primitivos de FE son todos los productos
de laformae =ejes---e,, donde
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Cadigos abelianos

Note que los idempotentes primitivos de F B son dados por el teorema anterior
y, escribimos £ =< a; > X ---x < a, >, un producto de grupos ciclicos de
orden 2, entonces los idempotentes primitivos de FE son todos los productos
de laformae =ejes---e,, donde

1+ a; 1—a;
= 0
2 2

€
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Cadigos abelianos

Note que los idempotentes primitivos de F B son dados por el teorema anterior
y, escribimos £ =< a; > X ---x < a, >, un producto de grupos ciclicos de
orden 2, entonces los idempotentes primitivos de FE son todos los productos
de laformae =ejes---e,, donde

1+ a; 1—a;
€; = 2 o 2 ’
Cabe sefialar que, en vista de este corolario, estos son los (nicos casos en
los que los idempotentes primitivos de algebras de grupos abelianos finitos se
pueden calcular de esta manera.
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Cadigos abelianos
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