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Definicidn

Sean R un anillo y G un grupo,

RG =:

Y agg:ag €R, ag =0cs.
g8€G
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g8€G

Preliminares

dotado de las siguientes operaciones:

() () agg) + () Beg) =Y (ag+ Bg)g,

g€G g€G
(+) Z Xe& Z Buh = Z (“gﬁh)gh = Z Cull,
g8€G heG gheG ueG
donde ¢, = Z agPy-
gh=u

tiene estructura de anillo con los elementos de G como base.
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Preliminares

dotado de las siguientes operaciones:

() () agg) + () Beg) =Y (ag+ Bg)g,

g€G g€G
(+) Z Xe& Z Buh = Z (“gﬁh)gh = Z Cull,
g8€G heG gheG ueG
donde ¢, = Z agPy-
gh=u

tiene estructura de anillo con los elementos de G como base.

Ademads es un R-dlgebra con la siguiente operacion:

() (/\r ZgGG ‘ng) 'ﬁ> deG()“"g)g-
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ble de variables no conmutativas {x1,x2,...,Xn,...} tales que

f(ay,ay,...,a,) =0 para todos los a; € R.
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1. Sea F un cuerpo. Un anillo R satisface una identidad polino- Adriana Maria Alzate

Definicién

Patifio
mial, si existe un polinomio 0 # f(x1,...,x,) en la F-dlge-
Preliminares
bra libre F(x1,...,Xp,...) sobre un nimero infinito enumera-
ble de variables no conmutativas {x1,X2,...,Xn,...} tales que

f(ay,ay,...,a,) =0 para todos los a; € R.

2. Sea U(R) el grupo de unidades de R, H C U(R) verifica una
identidad de grupo, si existe una palabra no-trivial w en el
grupo libre (x1,...,xy,...), sobre un conjunto enumerable de

variables tal que w(uy,uy, ..., uy) =1, para todos los u; € H.



Conjetura (B. Hartley, FG Vs U(FG))

Sean G un grupo de torsion y F un cuerpo
infinito. Si el grupo de las unidades U(FG) de
FG satisface una identidad de grupo, entonces

FG satisface una identidad polinomial.
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Sean G un grupo de torsion y F un cuerpo
infinito. Si el grupo de las unidades U(FG) de ' <vevin

FG satisface una identidad de grupo, entonces

FG satisface una identidad polinomial.

U(FG) € IG= FG € IP



Lema (Passman [?])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y solo si G

contiene un subgrupo p-abeliano de indice finito.
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Lema (Passman [?])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y solo si G

contiene un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

®(G) = {g € G:[G: Co(g)] < oo).
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Lema (Passman [?])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y solo si G
contiene un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

®(G) = {g € G:[G: Co(g)] < oo).

Lema (Passman [?])
Supongamos que car(F) = p > 0. Entonces

1. FG es semiprimo si y solo si ®(G) es un p’-grupo.
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Lema (Passman [?])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y solo si G
contiene un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

®(G) = {g € G:[G: Co(g)] < oo).

Lema (Passman [?])
Supongamos que car(F) = p > 0. Entonces
1. FG es semiprimo si y solo si ®(G) es un p’-grupo.

2. La suma de todos los ideales nilpontentes 17(FG) de FG es

nilponente si y solo si |®,(G)| < oo.
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Giambruno, Sehgal y Valenti en [?] dividen la prueba de su re-

sultado en los siguientes tres casos excluyentes:
1. FG es semiprima, es decir, 7(FG) = O,
2. 7(FG) es nilpotente no cero, y

3. #(FG) es nil pero no nilpotente.

IDENTIDADES DE
GRUPO
EN UNIDADES Y
UNIDADES
SIMETRICAS SOBRE
ANILLOS DE GRUPO
Adriana Maria Alzate

Patifio

Demostracién



IDENTIDADES DE
GRUPO
EN UNIDADES Y

. . .. UNIDADES
Giambruno, Sehgal y Valenti en [?] dividen la prueba de su re- oo

. . ANILLOS DE GRUPO
sultado en los siguientes tres casos excluyentes:

Adriana Maria Alzate
Patifio

1. FG es semiprima, es decir, #(FG) = O,

2. 7(FG) es nilpotente no cero, y

3. #(FG) es nil pero no nilpotente.

Demostracién

En adelante para car(F) = p #0...
» P={g€G:o(g) = p~ para algin k}, p-elementos,

» Q={¢ e G:p1to(g)} p'-elementos.
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GRUPO
EN UNIDADES Y

. . . UNIDADES
Giambruno, Sehgal y Valenti en [?] dividen la prueba de sure- . o0

. . ANILLOS DE GRUPO
sultado en los siguientes tres casos excluyentes:

Adriana Marfa Alzate
1. FG es semiprima, es decir, #(FG) = O, o

2. 7(FG) es nilpotente no cero, y

3. #(FG) es nil pero no nilpotente.

Demostracién

En adelante para car(F) = p #0...
» P={g€G:o(g)= pk para algin k}, p-elementos,
» Q={g€G:pto(g)} p'-elementos.
Sip=0,P={1}yQ=0G.



FG es semiprima, (17(FG) = O)

O» «F» « >

DA™




FG es semiprima, (7(FG) = O)

» Siy e Qy ptm=o(y) entonces (y) < G.

IG Vs. IP
> «E»

DA™



FG es semiprima, ((FG) = O)

» Siy € Qy pfm=o(y) entonces (y) < G.

> Luego Q es abeliano o Q es Hamiltoniano.
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» Siye Qy ptm=o(y) entonces (y) < G.

> Luego Q es abeliano o Q es Hamiltoniano.

» Si car(F) = 0, entonces G no puede ser Hamiltoniano. Por i

tanto, G es abeliano y FG conmutativo.
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v

Siye Qy ptm=o(y) entonces (y) < G.

v

Luego Q es abeliano o Q es Hamiltoniano.

» Si car(F) = 0, entonces G no puede ser Hamiltoniano. Por

tanto, G es abeliano y FG conmutativo.
Caso | y Caso Il

v

Si car(F) > 0, entonces P = {1} y G = Q es abeliano.

Luego FG conmutativo.



7(FG) es nilpotente no cero.

«O)>r «Fr <

DA™



1(FG) es nilpotente no cero.

> ¢p(G) <G es finito. Como #7(FG) es nilpotente, se tiene que
D, es finito y ®(G/Py(G)) es un p'-grupo.
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1(FG) es nilpotente no cero.
> ¢p(G) <G es finito. Como #7(FG) es nilpotente, se tiene que
D, es finito y ®(G/Py(G)) es un p'-grupo.

> O(G/Py(G)) es p’-grupo y F(G/Pp,(G)) es semiprima. Por
lo tanto, G/®,(G) es abeliano.
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1(FG) es nilpotente no cero.

> ¢p(G) <G es finito. Como #7(FG) es nilpotente, se tiene que
D, es finito y ®(G/Py(G)) es un p'-grupo.

> O(G/Py(G)) es p’-grupo y F(G/Pp,(G)) es semiprima. Por
lo tanto, G/®,(G) es abeliano.

> G' C ®,(G), es decir, G es p-abeliano.
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1(FG) es nilpotente no cero.
> ¢p(G) <G es finito. Como #7(FG) es nilpotente, se tiene que
D, es finito y ®(G/Py(G)) es un p'-grupo.

> O(G/Py(G)) es p’-grupo y F(G/Pp,(G)) es semiprima. Por
lo tanto, G/®,(G) es abeliano.

> G' C ®,(G), es decir, G es p-abeliano.

FGeIP, p(xy) =[xy’ =0
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7(FG) es nil pero no nilpotente.

Sea A = F(x1,x2)[|t|] el anillo de series de potencias sobre el

F-3lgebra libre F(x1,x7).
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

Sea A = F(x1,x2)[|t]] el anillo de series de potencias sobre el

F-3lgebra libre F(x1,x7).
» Por el argumento de Magnus, 1+ x1t y 1+ xpt generan un

grupo libre en U(A), y
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

Sea A = F(x1,x2)[|t|] el anillo de series de potencias sobre el

F-3lgebra libre F(x1,x7).
> Por el argumento de Magnus, 1+ x1f y 1 4 x>t generan un

grupo libre en U(A), y

w(l+x1t, 14 xt) =1 =Y pi(x1,x2)t" #0,

i>1
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

Sea A = F(x1,x2)[|t]] el anillo de series de potencias sobre el

F-3lgebra libre F(x1,x7).

» Por el argumento de Magnus, 1+ x1t y 1+ xpt generan un

grupo libre en U(A), y

w(l+x1t, 14 xt) =1 =Y pi(x1,x2)t" #0,

i>1

Asi, existe | € IN tal que p;(x1,x2) es un polinomio no

Cero.
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

Sea A = F(x1,x2)[|t]] el anillo de series de potencias sobre el
F-3lgebra libre F(x1,x7).
» Por el argumento de Magnus, 1+ x1t y 1+ xpt generan un

grupo libre en U(A), y
w(l+x1t,1+x8)—1= Zpi(Xl,XQ)fi #0,
i>1

Asi, existe | € IN tal que p;(x1,x2) es un polinomio no cero.

» Veamos que 77(FG) satisface p;(x1,x2) = 0.
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1(FG) satisface p;(x1, x2) = 0.

O» «F» « >
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1(FG) satisface p;(x1, x2) = 0.

» Seanry, rp € 1(FG) y A € FG.

«4O0)>r «Fr «=>»

« =

DA™



1(FG) satisface p;(x1, x2) = 0.
» Seanry, rp € 1(FG) y A € FG.

k .
C(J(]. + rl)L/]- + 7'2)\) - Zpi(r]./ rZ))Ll =0,

i=1

«0)>» «F»r « =)

«E= >

IG Vs. IP

DA™
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k ) Patifio
w(l+7rA1+mrnA) = Zp,-(rl,rz))\’ =0,
i=1
k .
> Con F infinito, 3A; € F tales que Zpi(rl,rz))\; =0,
i=1

Resultados previos

Caso | 'y Caso Il

Caso Il

Grupos finitos
FG semiprima

IG Vs. IP



1(FG) satisface p;(x1,x2) = 0.

» Sean ry, 1, € (FG) y A € FG.

k
w(l+7rA1+mrnA) = Zp,-(r], r)A =0,
i=1
k .
> Con F infinito, JA; € F tales que Z;pi(rl,rz)A; =0,
1=
1 A - M 0
LA /\S p1(r1,72) _0
T Agr - Ak pn(r1,12)

Claramente la matriz es invertible, entonces
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1(FG) satisface p;(x1,x2) = 0.

» Sean ry, 1, € (FG) y A € FG.

k
w(l+7rA1+mrnA) = Zp,-(r], r)A =0,
i=1
k .
> Con F infinito, JA; € F tales que Z;pi(rl,rz)A; =0,
1=
1 A - M 0
LA /\S p1(r1,72) _0
T Agr - Ak pn(r1,12)

Claramente la matriz es invertible, entonces

pi(r1,m2) =0
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17(FG) es nil pero no nilpotente.

«O>r «F»r «=)»
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7(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface

flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface
flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
» Como 77(FG) no es nilpotente, existen ay,ay,...,a; € 7(FG)

con ayap - - -a; # 0, tales que
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IDENTIDADES DE
GRUPO

1(FG) es nil pero no nilpotente. EN UNIDADES Y

UNIDADES
SIMETRICAS SOBRE

. . ./ . ANILLOS DE GRUPO
» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface

Adriana Maria Alzate
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fx, %20, %1) = Loes, ®eXe(1) "+ Xo()s '
» Como 77(FG) no es nilpotente, existen ay,ay,...,a; € 7(FG)

con aiay - --a; # 0, tales que
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface
flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
» Como 77(FG) no es nilpotente, existen ay,ay,...,a; € 7(FG)
con aiay - --a; # 0, tales que
a1FGapFG -+ - a;FG # (0)
> Y Qelg(1)Xe (1) (2)Xe(2) - Ao (1) Xo(1) € una [P multilineal

O'GSI
no degenerada para FG.
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface
flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
» Como 77(FG) no es nilpotente, existen ay,ay,...,a; € 7(FG)
con aiay - --a; # 0, tales que
a1FGayFG - - - a;FG # (0)
> Y Qelg(1)Xe (1) (2)Xe(2) - Ao (1) Xo(1) € una [P multilineal

O'GSI
no degenerada para FG.

> Luego, [G: ®(G)] <oy |[(P(G))| < oo.
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface
flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
» Como 717(FG) no es nilpotente, existen ay,4ay,...,a; € 7(FG)
con aiay - --a; # 0, tales que
a1FGayFG - - - a;FG # (0)
> Y Xole(1)Xe(1)Ae(2)Xe(2) - Ao () Xo() € una [P multilineal

O’GSI
no degenerada para FG.

> Luego, [G: ®(G)] <oy |[(P(G))| < oo.

» ®(G) localmente finito implica que G sea localmente finito.
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1(FG) es nil pero no nilpotente.

» Del Lema de Linealizacién, 57(FG) satisface
flx,xa,.00,x1) = Epes, @oXo(1) * Xo(1)s
» Como 717(FG) no es nilpotente, existen ay,4ay,...,a; € 7(FG)
con aiay - --a; # 0, tales que
a1FGayFG - - - a;FG # (0)
> Y Xole(1)Xe(1)Ae(2)Xe(2) - Ao () Xo() € una [P multilineal

O’GSI
no degenerada para FG.

> Luego, [G: ®(G)] <oy |[(P(G))| < oo.
» ®(G) localmente finito implica que G sea localmente finito.

» ®(G) es un p-grupo de indice finito y FG € IP.
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IDENTIDADES DE
GRUPO
EN UNIDADES Y
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SIMETRICAS SOBRE

Lema ANILLOS DE GRUPO
Adriana Maria Alzate

Sean R semiprimo y U™ (R) € IG, entonces todo elemento Patifo

idempotente simétrico de R es central.

Como consecuencia, en los anillos de grupo se tiene:

Lema

Sean F una cuerpo infinito de caracteristica diferente de 2 y G un

grupo tal que FG es semiprimo y Ut (FG) satisfacen una IG. Si g

Unidades simétricas

es un elemento de orden finito en G, y car(F) no divide al orden

de g, entonces (g) es un subgrupo normal.



Lema

Sean F un cuerpo y G un 2-grupo Hamiltoniano. Entonces en el
dlgebra de grupo FG todos los elementos simétricos conmutan.

Si L es el subanillo de R generado por todos los elementos simétricos

de cuadrado cero, entonces

Teorema

Sea R un anillo semiprimo tal que U™ (R) satisfacen una IG.

Entonces,
1. L es un nil subanillo de R tal que L satisface una IP.

2. Sie € R* es tal que e® = e, entoncese € {(R) y AR es

central.
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Lema
Sea F un cuerpo infinito de car(F) = p > 2. SilUT(Qg x {(c))
satisface la identidad de grupo w(x,y) = 1, entonces existe un

entero m, dependiendo solo de w, tal que o(c) divide a 2p™.

Teorema
Sean G un grupo finito y F un cuerpo infinito tal que
car(F) =p > 2. UT(FG) € IG si y solo si P es un subgrupo

normal de G y G/ P es abeliano o un 2-grupo Hamiltoniano.
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Lema
Sea G = Qg x (c), donde c # 1 tiene orden impar. Entonces

UT(QG) no satisface una identidad de grupo.

Teorema
Suponga que F es un cuerpo infinito de car(F) = p > 2. 5i G es
un grupo de torsién y FG es semiprima entonces U (FG) € IG si

y solo si G es abeliano o un 2-grupo Hamiltoniano.
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Teorema

Suponga que G es un grupo de torsién y U™ (FG) satisface una
IG. Entonces FG satisface una IP.
Demostracion.

» FG es semiprima.
» 1(FG) es nilpotente diferente de cero.

» 11(FG) es nil no nilpotente.
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Teorema
Sea FG un 4lgebra de grupo de un grupo de torsion G sobre un s A
riana Maria Alzate

cuerpo infinito F dotado de la involucién cldsica. Patifio
1. Sicar(F) =0, UT(FG) € IG si y solo si G es un grupo
abeliano o G es un 2-grupo Hamiltoniano,
2. Sicar(F) = p > 2, entonces U' (FG) € IG si y solo si
FG € IP y vale solo una de las siguientes:

i) Si Qs & G, G' es de exponente acotado p¥, para algin k > 0.
p
(i) Si Qs C G, UT(FG) € IG si y solo si
(a) Los p-elementos de G forman un subgrupo (normal) P de G y
G/P es un 2-grupo Hamiltoniano,

(b) G es de exponente acotado 4p°, para algin s > 0.

IG Vs. IP
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