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Resumen

En esta breve nota presentamos algunas definiciones y propiedades bésicas aso-
ciadas con los conceptos de Limite & Continuidad de funciones, f : I — R, donde [
puede ser algtn tipo de intervalo o incluso algin tipo de semi-recta (Capitulo 1), las
mismas seran afianzadas con ejemplos diversos.

1. Introduccién - Motivacion

En esta parte nuestro objetivo es hacer un acercamiento informal al concepto de limite
de una funcién y para ello comenzamos con un ejemplo.

. . . 22 +2x -3 . .
Ejemplo 1.1 (Motivacion). La funcion f(x) = a1 entre otras tiene las si-
"E —_—
guientes caracteristicas:
1. Aunque los ceros del denominador q(x) = 2% —1 son x = +1, sélo x = —1 es asintota

vertical, dado que el numerador p(z) = x? + 2z — 3 y el denominador q(x) tienen
como factor comin a x — 1:

2?42 -3  (z+3)(z—1) B x+3
22—-1  (z-1)(z+1) ~~ z+1’
vale si x # 1
2+ 27 -3
i.e., —5——— coincide con solo en el caso que x # 1 y ast, bajo tal supuesto,
e —1 T+
Dy =R\ {-1}.
. r+3 ) ) .
2. Sabemos que la funcion g(x) = P tiene ademds de la asintota vertical x = —1,
x

una asintota horizontal en y = 1, comportindose asi:

a) Al estar prozimos a —1 por izquierda, g(x) asume valores negativos grandes,
mientras que al estar proximos a —1 por derecha, g(x) asume valores positivos
grandes.
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3
b) Cuando z es un valor grande positivo (negativo), la fraccion g(x) = xil se
x

acerca a 1 por encima (por debajo).

2
T 2¢ — 3 z+3
3. Asi las cosas las grdficas de f(x) = _271 yg(z) = %, son esencialmente
x? — T
las mismas, excepto que el grafico de f tiene un hueco en el punto correspondiente a

r=1.

4. De lo observado en el item 1., vemos que no “tiene sentido” evaluar directamente
f(z) en x = 1, dado que ello nos produce la expresion indefinida 0/0 (haremos un
tratamiento para estas expresiones posteriormente). Sin embargo, podemos evaluar
f(x) en valores x “muy prézimos” de 1, tanto por izquierda, x < 1, como por derecha,
x>1. Mds exactamente:

z 10,9 0,9 | 0,99 [--- z | 1,01 [ 1,001 | 1,0001
F(z) | 2,05 [ 2,005 | 2,0005 | --- Fz) 11,99 [ 1,999 | 1,9999

Las tablas anteriores “indican” que cuando x es prérimo a 1, tanto por izquierda como
por derecha, f(x) es proximo al valor 2, que suele decirse asi:

“2 es el limite de f(x) cuando x tiende a 17

Ejercicio 1.1. Use la informacion anterior para trazar las grdficas de f(z) y g(x):

Informalmente podemos enunciar la siguiente definicion:

Definicion 1.1 (Limite). Suponga que L denota un nimero. El concepto de f(z) que
tiende a L a medida que x tiende a un nimero a puede definirse informalmente asi:

Si f(x) puede hacerse arbitrariamente prézimo al nimero L al tomar x suficientemente cerca de, pero diferente
de un nimero a, por la izquierda y por la derecha de a, entonces el limite de f(x) cuando x tiende a a es L.

Notacion: Por facilidad suele usarse el simbolo flecha “—” para significar la palabra tiende. Por tanto:

1. * — a~ indica que x tiende al nimero a por la izquierda, es decir, “x estd muy cercano de a pero x es menor
que a, * X a, T < a.

2. = — a7t indica que z tiende al numero a por la derecha, es decir, “x estd muy cercano de a pero = es mayor que
a, T a, rT>a.

3. x — a indica que x tiende al nimero a por la izquierda y por la derecha, es decir, “x estd muy cercano de a pero
x es diferente de a, x ® a, x # a.




1.1. Limites laterales & bilaterales

1. Limite por izquierda: Si los valores de la funcién f(z) se hacen arbitrariamente
préoximos a un namero L al tomar los valores de x suficientemente cercanos, pero
sin que sean iguales a un niimero a, por la izquierda, se escribe

f(x) = Ly cuando * — a~ <= lim f(x) = L;.
Tr—a

En este caso se dice que L; es el limite de f(z) cuando z tiende a a por la izquierda.

2. Limite por derecha: Escriba (realizando los cambios del caso en limite por iz-
quierda) la idea de limite por derecha, que en simbolos es:

f(z) = Ly cuando x — a* <= Hm+ f(z) = La.
r—a

Y se dice que Lg es el limite de f(x) cuando z tiende a a por la derecha.

3. Limite bilateral: Si tanto el limite por la izquierda lim,_,,- f(z) como el limite
por la derecha lim,_,,+ f(x) existen y tienen un valor comun L, i.e.,

lim f(z)=L= lim f(x),

T—a~ z—at

entonces se dice que L es el limite f(x) cuando tiende a a y escribimos

lim f(z) = L.

r—a

1.2. Existencia o no de limites

Es “pensable” que un limite (lateral o bilateral) puede no existir. Sin embargo, es
importante tener presente lo siguiente:

13 . . . . . . .
La existencia de un limite de una funcién f cuando x tiende a a (lateral o bilateral) no depende de
si f estd o no definida en a, sino tnicamente de si f esté definida para x cercanos del nimero a”

Ejemplos 1.1. 1. Modificando el Ejemplo 1.1 - Motivacion, consideremos f(x) dada por:
2
z°+2x —3 .
fa)=4 a1 0 !
3, six=1

Como vemos [ estd definida en 1, los limites cuando x — 1T existen y estos wltimos son coincidentes.
Mas exactamente:

f)=3 y lim f(@)=2= lim f(a),
z—1— z—1t
i.e., h’m1 flx)y=2#3=f(1).
Pregunta 1. ;En qué se diferencia la grdfica de esta f y la grdfica de la funcion del Ejemplo -

Motivacion 1.1? Ilustre grdficamente su idea.

2. f(z) = 2?4+ 22 — 3, estd definida para todo mimero real y ademds verifica:

lim f(z)=0= lim f(z), .. f(1)=lim f(z)=0.

z—1— r—1+ z—1
En general, f(z) = Box® + Bz + Po, donde Bo, B1,B2 € R; con B2 # 0, estd definida para todo
numero real a y

lim f(z) = B20” + Bra+ Bo = f(a).

Tr—ra



. 1 . . . .
. La funcion f(x) = = tiene una asintota vertical en x = 0 y una asintota horizontal en y = 0, i.e.,
x

el eje E,. Mds exactamente,

z— 0T 0,1 ] 0,01 | 0,001 | 0,0001 | --- x — +oo 10 | 107 103 10*
T T
f(z)y==1| 10 | 102 103 10* f(x)= =1 0,1 | 0,01 | 0,001 | 0,0001

Asi las cosas,
lim f(z) =400 y lim f(z)=0 (07).

x—07t xr—4o00

Como f(—z) = —f(x), i.e., f(x) es una funcion impar, entonces

lim f(z)=—-00 y lim f(z)=0 (07).

r—0— T——00

Por tanto, f no estd definida en x = 0 y ademds limy_o f(z) no existe.
Consideremos la funcion por tramos dada por:
z2+2c -3

O e W)
z+1, stax>1

De la expresion (1) es claro que f(1) no estd definida, sin embargo los limites laterales existen. Mds
exactamente:

2 p—
lim f(z) = lim %&313 =2, (z<1)
x - T - < —
lim1 fx): -t -t , (Ejemplo 1.1 - Motivacion)
T—r
lim f(z)= lim (x+1) =2, (z>1)

z—1+ z—1t

i.e.,
f(1) no existe, pero lim f(z) =2= lim f(z).

z—1— r—1+

. La grifica (esbozarla) de la funcion por partes dada por:

_Jrz+1l, szx<l1
f(x)_{ r—2, siz>1"

nos dd indicios que
lim f(z)=2y lim f(z)=1,
z—1t

rz—1"

y ast, lim f(x), no existe.
x—1

Consideremos la funcion f(z) = +/z —a, a > 0, traslacion rigida de a unidades a derecha obtenida
de g(z) = \/x. Dado que Dy = [a,+0), es “incorrecto” pensar evaluar a f en valores negativos,
hecho que se presentaria si x — a~ ,x — a < 0. Ast las cosas, es bastante natural proceder a ver el
comportamiento de f(x) cuando z — a*t. Por tanto,

Iim vz — a no existe y, lim+ v —a=0.

r—a— r—ra

(Limites laterales diferentes) ;Existe o no el limite h’n% ﬁ ?
T—r X

Es claro que la funcion no estd definida en x = 0. Usando la definicion de valor absoluto tenemos:

lim — = lim —— = -1, (z<0)
lim f(z):{ =70 ‘%' o207 o , = lim f(z) no existe .
z—0 lim — = lim — =1, (z >0) =0

z—0+ |T| 20+ @

(Un Ejemplo diferente) La funcién mayor entero o parte entera denotada por f(z) = |z, se
define como el mayor entero que es menor o igual (piso) a z. De la definicion, Dy = R y ademds
tenemos que:

0] = [0,1] = [0,9] = 0,999 ---999] = 0.




Mds ain, |z] =0, para 0 < x < 1. También es claro que para todo n € Z, |n] = n y teniendo en
mente la definicion, |x] =n paran <z < n+ 1. Usando la informacion anterior no es dificil ver
que como funcién por tramos |z| = n viene dada por:

-2, s —2<zx<-1
-1, s —1<zx<0
sti0<xr<1
1, si1<x<2
2, si12<zr<3

lz]

Il
o

Ast las cosas, el rango de || es Ry = Z. Ademds, para todo n € Z

lim |z|=n—-1 y lim |z|=n = lim|z] no existe.
xT—n— Tr—n r—n
Ejercicios 1.1. 1. Esboce las distintas grificas de las funciones asociadas a los Ejemplos 1.1.

2. Considere la funcién menor entero denotada por f(x) = [z], definida como el menor entero que
es mayor o igual (techo) a x. Use las tdeas de Ejemplos 1.1(8) para determinar su dominio Dy,
rango Ry y su expresion como funcion por tramos. Finalmente determine los limites

lim [z], lim [z] vy lim[z].
T—n_ z—nt T—n

Observacion 1. 1. De manera intuitiva el concepto de limite de una funcion trata del estudio del com-
portamiento de los valores de la funcidn en cercanias de un nimero real, el cual no necesariamente
pertenece a su dominio.

2. Cuando se procede a calcular el limite de una funcion f(x) en x = a, pueden presentarse las
siguientes posibilidades:

a) Que f(a) eista, lim f(
b) Que f(a) exista, 213: £(
c¢) Que f(
(
(

#) exista y f(a) = lim f(a).
) 7) exista y f(a) # lim f(@).
a) exista y :lli)rtll f(x) no exista.
d) Que f(a)
)

e) Que f(a) no exista y im f(x) no exista.
Tr—a

a) no erista y lim f(x) ewista.
r—a

3. Con el objetivo de establecer la existencia del limite de una funcion y de calcular el mencionado
limite, es necesario buscar formas mds eficientes de hacerlo...

4. Para que el limite bilateral lim f(x) no exista, en general necesitamos:
Tr—a
a) Alguno de los dos limites laterales, lim f(z) o Um f(x) no exista, o
r—a "I)—>O4+

b) lim f(x) =Li y lim f(x)= L2, con L1 # Ls.

z—a~ z—at

2. Calculo de Limites

Como ya lo mencionamos en la Observacion 1(3), con el objetivo de abordar el problema de la ezistencia
y el cdlculo de limites, se hace necesario tener a la mano “herramientas” que nos permitan llevarlo a cabo
de manera eficiente. Para ello en esta seccion introducimos por medio de varios resultados (Teoremas) un
enfoque analitico, usando métodos algebraicos para calcular el valor del limite de una funcién.

Teoremas 2.1. (Reglas o Resultados)
1. (Dos limites basicos) Sean c una constante y a un nimero real. Entonces:

a) limc=c. b) lim z = a.

2. (Algebra de limites) Al formalizar la relacion de la operacion de limite con nuestro sistema
aritmético, se pueden calcular limites de manera mds eficiente. Mds exactamente:

Sean f y g funciones, a y c nimeros reales, con a no necesariamente perteneciendo a los dominios Dy
y Dg. Supongamos que tanto lim f(x) como lim g(z) existen. Entonces son vdlidas las siguientes:
r—ra r—ra



») Jim [f@) £9(@)] = lfm f(z) + Jim g(@). d) lim [f(x)} - M lim g(z) # 0.
b) lim [cf(x)] = c lim f(z). zva | g(x) | limg(z)’ =>a
c) lim [f(z)-g(x)] = [ lim f(z)][ lim g(x)].

Note que: Si en el item c) anterior tomamos g(x) = f(z), entonces

lim [f(2)]* = lim [f(2)- f()] = [1im f(2)] [ 1im f(2)] = [ lim f(2)]".

T—a T—a T—a T—a

Por tanto, para n € N, la “intuicion” y el hecho conocido [f(m)]n = f(z) - f(x)--- f(x), nos indica

n-veces
que:

3. (Limite de una potencia)

a) lim [f(z)]" = [lim f(z)]". b) Si f(z) =z, lim [z]" = [ lim z]" = a".

Ahora bien, de los item 2.b) y 3.b) para todo n € N, a,z" tiene limite y lim a,z" = ana™. Asi las
r—a
cosas y el hecho que un polinomio p(z) de grado deg(p) = n se escribe
p(z) = a0+ a1z + oz 4+ an_la:n_l + anz”,

entonces:

4. (Polinomios & Funciones racionales) Si p(z) = ao + a1z + x? + 4 o1z + ana®
yq(x) = Bo+ Bz + Box® + - 4 Bm12™ ! 4 Bma™, son polinomios de grados deg(p) = n y
deg(q) = m respectivamente. Entonces:

a) lim p(z) = a0 + a1a + asa? 4+t an_1a" t+apa” = p(a).
r—a

b) Si lim p(z) = L1 y lim g(x) = L2 # 0, entonces
r—ra T—ra

i | P@) | lmp(@)  pa) Ly
im === = =—.
e—a | q(x) igr}lq(m) qg(a) L2
Como vemos para funciones polinomiales p(x) o racionales f(z) = % tales que a pertenece

al dominio de f(z), a € Dy, i.e., q(a) # 0, el cdlculo del limite cuando © — a se lleva a cabo
por substitucion directa.

5. (Limite de una compuesta) Sean f y g funciones tales que la funcion compuesta (f o g)(z) =

f(g(x)) estd definida. Supongamos que,

a) lim g(z) = b existe; b) h'rr}) f(y) existe con b € Dy
Yy—r

r—a

Entonces, lim f(g(z)) existe y ademds,
Tr—a

lim f(g(x)) = f( lim g(x)).

r—ra r—a

Como una consecuencia directa tenemos:

6. (Limite de la raiz n-ésima) Seann € N ya € R

a) Si lim g(z) = b existe y este nimero b pertenece al dominio Dy, con f(x) = ¥z, entonces
Tr—a

Iim 3/g(x) = /Tn ().

lim ¥z = ¥a.

T—a

b) Sig(x) =z, entonces

Ejemplos 2.1. 1. Determine si existe el h’r% f(z), donde f(z) es la funcion por tramos siguiente:
z—

2 .
| z*+2cos(z)+1, siz<O0
f(a:)—{ e* —4, siz>0



Solucién 2.1. De la definicion de f y usando el Teorema 2.1(2)(a)(b), tenemos que:
lim f(z) = lim2® +2cos(z) +1=3 # lim f(z) = lime® — 4= —3.
z—0— z—0 r—0+ z—0

Por tanto, lim f(z) no existe.
z—0

. 2, ... n—1 n .
2. Si h(z) = etotonstoaa™tdon 12t tons™ - gotormine:

a) il_}mah(:c) b) ilg})h(x)
Solucién 2.2. a) Considerando f(z) =€ y p(x) = ao + a1z + asz? - 4 an_12" 4 anz,

tenemos que:
(f e p)(@) = f(p(x)) = h(z).
Luego del Teorema 2.1(4)(5), lim p(x) = p(a) y lim h(z) = f( lim p(z)) = P,
r—a r—a T—a
b) Del item anterior con a = 0, tenemos que:

limp(z) =a0 y limh(z) = f(lim p(z)) = €.
z—0 T—

xz—0

3. (No existencia de un limite) Sean f y g funciones tales que lim f(x) = L1 # 0 y lim g(z) = 0.
r—ra r—ra

f(z)

Entonces, lim | ——=| no existe.
z—a | g(x)

* .z - z. I
Soluciéon 2.3. Supongamos que la conclusion es falsa, i.e., supongamos que lim {f( )] =Ly
r—a g xT
existe. Asi las cosas se tiene que:

T—ra r—ra

L; = lim f(z) = lim (g(z) . ), (9(z) #0)

T—a

= ( lim g(a:)) - < lim f(x)) =0-L2=0, (Teorema 2.1(2)(c))

lo cual es una contradiccion con la hipdtesis que L1 # 0 y ast, la conclusion del Teorema es verda-
dera.

. |
4. ¢FExiste el limite lim ?
z—1 /o — 1

Solucidén 2.4. Notemos que

-1 @-DE@+et+])  (Vr-DEE+DE++D 1?4
\/571_ \/571 - (\/I*l) Ny, (\f"‘l)( +x+1).

vale st @ # 1

Asi las cosas y usando el Teorema 2.1(2), se tiene que:

L2t -1 . ;2
i;rr{ﬁ_l =, [lm(Vz+D][lm (2" +z+1)] =6.

para x # 1

Observacion 2. (Forma indeterminada 0/0)

2
2z —3 3
1. Como lo hicimos notar en el Ejemplo 1.1(4), la funcion f(x) = 1;:27_231 = iil no
para © # 1
puede ser evaluada directamente en © = 1, dado que ello produce la expresion 0/0. Algo similar
3
-1
sucede en los Ejemplos 1.1(7) y 2.1(4) con las funciones Loy T T las cuales no pueden ser

ERECESN

evaluadas directamente en 0 y 1 respectivamente. Existen ejemplos diversos de este tipo de expre-
siones indeterminadas, por ejemplo:

sin(z) 1—cos(z) x—2

z x Tox—4

, etc.

las cuales no pueden ser evaluadas en 0 y 4 respectivamente.



2. Usando el concepto de limite se obtienen expresiones del tipo lim %, donde tanto el numerador
Tr—a g €T
f(x) como el denominador g(x) tienden a cero cuando © — a, y en cuyo caso se dice que la

expresion o limite tiene una forma indeterminada 0/0.

3. Como vemos a todas las funciones del item (1) les podemos asociar un limite con forma indetermi-
nada 0/0, dados por:

2?2+ 22-3 . T , o3 -1 ., VT —2 . sin(z) . 1—cos(z)
Iim ————, lim —, lim, lim ,  lim ,  lim y lim ———=~.
z—1 g2 —1 20 |z =1 a—1 4/ —1 z—4 T —4 z—0 T z—0 T

4. Podemos asociar a “toda funcion” f(x) un limite con forma indeterminada 0/0, limite que cons-
tituye la columna vertebral del Cdlculo Diferencial, y es dado por:

. fle+h) - flz)
e ®

sin(x) y lim 1 — cos(x)
xT z—0 x

Este limite lo trataremos en el CAPITULO 3, donde como veremos los limites lin%
xr—r

son casos particulares de la expresion (2).

A continuacién dos resultados que dan propiedades adicionales de los limites, ambos siendo “intuitiva-
mente claros” y ademas, aceptando el primero de ellos se puede justificar el segundo, resultado conocido
comiunmente como Teorema de Compresiéon o Estriccion:

Teoremas 2.2. Sean f,g,h funciones y a € R no necesariamente perteneciente a sus dominios. Las
stguientes son vdlidas:
1. Si f(z) < g(x) cuando x estd prozimo de a (excepto posiblemente en a) y los limites de f y g ambos
existen cuando x — a, entonces

lim J(2) < lim ().

T—a

2. (Teorema de Compresion) Si g(z) < f(z) < h(z) cuando x estd prézimo de a (excepto posible-
mente en a) y los limites de g y h ambos existen y son iguales a L cuando x — a, entonces

lim g(z) = lim f(z) = lim h(z) = L.
T—a rz—a T—a

En el calculo de la derivada, concepto que estudiaremos en el proximo capitulo, existen ciertos limites
de funciones trigonométricas que son importantes. Ademas, veremos que las funciones trigonométricas son
ejemplo de funciones para los cuales aplica el Teorema de Compresion.

Ejemplos 2.2. 1. (Dos limites trigonomeétricos destacados) Iniciamos con dos resultados, los
cuales son importantes en el estudio de la continuidad de funciones trigonométricas.

limsin(z) =0 y  lim cos(z) = 1.
z—0 z—0

Para el primer limite, grdficamente (corroborarlo) podemos ver que si =5 < x < %, entonces

—x <sin(z) <z y cos(xz)=4/1—sin®(z).

Ahora bien del Teorema 2.1, lin%(—a:) =0= lir% x. Por tanto del Teorema 2.2 (Estriccidn), sigue
que z— z—

p N p , .- _

;13% sin(z) =0 vy ast ilgb(l sin“(z)) =1 > 0.

Por tanto del Teorema 2.1(6) (raiz n-ésima) sigue que
lim cos(z) = lim 4/1 — sin®(z) = , /lim (1 — sin?(z)) = 1.
x—0 x—0 z—0

lim sin(x) —1 4 1m 1 — cos(z)
z—0 xT z—0 x
Recordemos que al trabajar con las funciones trigonométricas sin(x),cos(z), tan(z), etc., se debe

tener presente que la variable x es un numero real o un dngulo medido en radianes. Teniendo ello
sin(zx)

2. FEstablezca que:
=0.

en mente, obtenemos numéricamente que la funcion f(x) = tiene el siguiente comportamiento

cuando x — 07 :

z— 0" 0,1 0,01 0,001 0,0001
f(x) =sin(x) || 0,99833416 | 0,99998333 | 0,99999983 | 0,99999999




. Determine el valor de lim

sin(—x) —sin(x)

Dado que f(x) es una funcion par, f(—x) = = = f(z), entonces es claro que
—x —x
stz — 07, se obtendran los mismos resultados de la tabla de valores anterior. Asi las cosas, tales
sin(z)

valores “indican-sugieren” que lin% =1.
xr—r

x
Otra forma de establecerlo es notar que si —5 < x < 5, entonces:

Del item anterior y el Teorema 2.1(2), tenemos que

i =1=1I .
250 cos(z) 250 cos(z)

El resultado sigue del Teorema de Estriccion.

Para el seqgundo limite, notemos que si x — 0 entonces 1 + cos(z) # 0 y ast,

, 1 —cos(x) , 1 —cos(z) 1+ cos(x) . 1—cos®(z) , sin?(x)
hm —_— = hm = lim = _—
z—0 x z—0 T 1+cos(z) 2—=0z(l+cos(z)) =—0x(1+ cos(x))

=0,

.2 . . . .
dado que sin®(z) _ sin(z) sin(z) 1im sin(x) — 1y 1im sin(z) —0
z(1 + cos(x)) xz  l4cos(z) z2—0 =z 20 1 4 cos(z)

1 — cos(x)
=0 sin(z)

1 — cos(z)
1—cos(x) — 4

Usando los dos limites anteriores y el hecho que - = - , tenemos que:
sin(x) sin(x)

x
1 — cos(z) 1 — cos(x)
e lim ———=
1- x
tim =@ _ g, z —e0 e 0
., sin(z) 1
lim ——
xT z—0 xT

. Determine el valor de los limites:

- sin(4x) lim tan(8z)
2—0 sin(6x) z—0 tan(4z)’

En efecto, para x # 0 tenemos:

4 sin(4x) sin(4x)
sin(4z) _ 4z 4o

2
sin(6x) 6Sin(6:c) ~ 3 sin(6x)
6z 6z

Ahora bien si x — 0, entonces 4z — 0 y 6z — 0. Por tanto,

sin(4x) sin(4x)
sin(4x) - lim 2 4x _ 2 fao Az _ 2
@—0sin(6x)  =—0 \ 3 sin(6z) 3 1w sin(6z) 3~
6x 6z—0 6

De otro lado,

(
tan(8z) _ cos( tan(8z) _
( 20 tan(4x)
(

tan(4z)  sin

. FEstablezca que ‘
lim zes™(™/®) = q.

z—0t
sin(

En efecto, dado que —1 < sin(m/z) < 1, entonces e™* < e ™/#) < e. Ahora bien como x — 0V,
entonces v/ estd definido y al multiplicar la iltima desigualdad por v/, obtenemos que:

e W < Vzet P <e/z, luego  ze™ /T —5 0, dado que ll'm+ Vz=0.
xz—0



6. (Cumpapo: Limite de un producto ---)
a) Determine el valor lfn% (z cot(z)).
r—

Dado que no sabemos el valor lirrlo cot(x), no podemos usar el Teorema 2.1(2)(c), (limite de
r—r

cos(x)

sin(x)

un producto --- ). La verdad al apoyarnos de la grdfica de y = cot(z) = , vemos que

lfn% cot(z) no existe. Mds exactamente:
Tr—r

lim cot(x) = —c0 gy lim cot(z) = +o0.
z—0~" z—0t

) . sin(x ,
Sin embargo usando los resultados: 1im L =1 = lim cos(z), tenemos:
z—0 €T x—0

lim (z cot(z)) = lim (wcos(:c)> = (il—>mo smmW) (lim cos(x)) =1-1=1.

0 =0 \" sin(x) 0

lim |{z%cos | — | |.
x—0 T

Sabemos que los valores de la funcién y = cos(w) oscilan entre —1 y 1. Ahora bien, si x — 0

b) Determine el valor de

_ 1 B} ) 1 . )
(07 ), entonces — — +00, por tanto en “cercanias” de 0 la funcion y = cos | — | oscila hacia
x x
atrds y hacia adelante entre —1 y 1, siendo estas oscilaciones mds rdpidas cuanto mds cerca

1 1
esté x de 0. En otras palabras, h'n}) cos (7) no existe. Sin embargo, —1 < cos <7) <1 y asq,
xT—> X X

—z? < 2® cos (%) <z? . z’cos (%) — 0, dado que m (+2%) =0.

I
x—0

2.1. Limites infinitos & Limites en el infinito

En esta subseccién trataremos funciones y = f(z) tales que:

1. f tiene un comportamiento “no-acotado”, i.e., sus valores crecen o decrecen sin limite, cuando la
variable independiente x se aproxima a un namero fijo a: Limites infinitos.

2. f se aproxima a un valor finito L cuando z crece (o decrece) sin limite, i.e., x — foo: Limites en el
infinito.

Ambos tipos de limites tienen interpretaciones geométricas, més exactamente ellos estan relacionados
con los conceptos de asintota vertical y asintota horizontal, respectivamente, de la grafica Gy de la
funcién y = f(z), dado que estos conceptos se definen en términos de limites que implican el concepto de
infinito.

Definicién 2.1. (Limites infinitos) Sean f(z) = z((i; y a € R no necesariamente en el Dy.
FEntonces,
lim g(z) #0, limh(z) =0 = lim f(z) = lim 9(x) no-existe lim 9(@) =to00
Tr—a ’ r—ra r—ra Tr—a h(m) ’ r—ra h(a:)
Similarmente, si lim g(z) 20y lm h(z) =0, entonces lim () no-existe, i.e., lim (@) = too.
z—at z—a¥® r—a h([E) z—at h(m)

NOTACION: Al usar el simbolo “—” expresamos simbdlicamente asi:

1.
f(z) = oo cuando = —a <& Ilgnaf(z) = Foo.

2.
f(x) = oo cuando z —a~ & lim f(z) = Foo.
r—a~
3.
f(z) - £oo cuando x — ot o lim f(x) = £oo.

Tz—a "
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Definicion 2.2. (Asintota vertical) Se dice que la recta x = a es una asintota vertical para la
grdfica de la funcion f si se dd al menos uno de los siguientes limites:

lim f(z) = £oo0, lim f(z) =400, lim f(z)= too.
z—a~ z—at

T—a

2
2 —
Ejemplos 2.3. 1. lim w = lim +3 = +o00, i.e., x = —1 es una asintota vertical
z——-1 x2-—1 ~~ a—>-1lx+1
six#1

para la grifica de f(x).

2. Como lim tan(x)= too, entonces x = :I:g son asintotas verticales para la grdafica de tan(z).

r—t7/2
.1 ., . . 1 1
3. Sabemos que lim — = too y asi el Ey, x =0, es asintota vertical para —. En general, f(z) = —
z—0%T & x "
tiene a © = 0 como asintota vertical. Mds exactamente:
h’mi—Jroo (n par)
o 1 lim — = , n par
e=0 " zl_f}r(r)li i +oo, (n impar)
4. Para f(z) =1In(x) se tiene que h'rn+ In(z) = —oo y asi, Ey es asintota vertical para In(x).
x—0
2 _4 /4 — 22
5. Considere las funciones f(x) = fo yg(z) = 7; Determane los limites:
T — T —
3 z2 —4 L V4 —x2
lim ———— gy lim ———.
z—2t T — 2 z—2— T — 2
a) Dado quex — 2%, 2 —2>0 y asix — 2 = /(x — 2)2. Luego
24 -2 2
m Y*" "% _ i M
z—2t T —2 r—2+ (x—2)2
L JEIDE=Y)
= lim Y————
e=2t \/(z —2)(x — 2)
_ vr+2
etz —2
) n . x? —4
Como x > 2, entonces el denominador /x —2 — 0" y asi lim ———— = +o0.
z—2t T —2
b) Andlogamente y teniendo presente que si x — 27, entonces t —2 = —(2 —x) = —/(2 — x)?,
obtenemos:
L V4 =22 ; V4 — z?
hmiz 11m7:~~~:—00.
z—2— T — 2 r—2— — (2 _ {E)2
. > x| —4 . ,
6. Considere la funcion h(x) = =—=——, determine el lim h(z).
z—4 w4
Como lim |x] =3, entonces lim (|z] —4) = —1. Ahora bien, dado que x — 4™, entonces v—4 —
x—4~ r—4—
0~ . Consequentemente,
.|l —4
Im ——— =—

z—4— x—4
Pregunta 2. ;Qué puede decirse de los limites

T o Eel S P o el

2
z—at+ T —4 z—at x —4

Recuerde que [z denota la funcion menor entero mayor o igual a =, ver Ejercicio 1.1(2).
T —2

7. Considere la funcion racional f(x) = Py
z?(x

. Establezca que f tiene asintotas verticales en

a=0,—4, ie., el lim f(z)==toc0.
z—a¥

11



En efecto, notemos que:

lm(z+2)=a+2#0 y limz’(z+4) =ad*(a+4)=0.
r—ra

T—a

Mads exactamente tenemos el siguiente andlisis:

vt = { Exz;;)_i’ 0, (@td<0) o lm % = oo
v 4T = { i{f:gii’ 0t, (w440 o Jm #124) =%
r= 0 = { in(LmQJr—;)QQ 0, (z+ds0) o Jm #4—4—24) = too,
70" = { z2?x2+_4>1)2; 0t, (x+4>0) - wlir(r# #—:—24) = too.
Definicion 2.3. 1. (Limites en el infinito) Si los valores f(x) de una funcion tienden a un

valor constante L (f(x) — L) cuando x crece o decrece sin limite (x — +00), entonces se
escribe, respectivamente,

lim f(zx)=L o lim f(z) =L,

r—+00 T——00

y se dice que [ posee un limite en el infinito. Las posibilidades para limites en el infinito
lim f(z) y lim f(z) son las siguientes:
T ——00 T —+00

a) Uno de los limites, lim f(z) o lim f(x), existe pero el otro no.
T — — oo T — 400
b) Los limites lim f(z) y lim f(xz) existen y son iguales.
T —— 00 T —+o0
c) Los limites lim f(z) y lm f(z) existen y son distintos.
T — — 00 x—+ oo
d) Ninguno de lim f(z) y lim f(x) ewisten.
xr—r — 00 x— 400

Nota: Si por lo menos uno de los limites existe, por ejemplo, 1lim f(x), entonces la grdfica de f puede
z——o00

hacerse arbitrariamente préxima a la recta y = L cuando x crece en la direcciéon negativa.

2. (Asintota horizontal) Se dice que la recta y = L es una asintota horizontal para la grdfica de
la funcion f si se dd al menos uno de los siguientes limites:

lim f(z)=L o lim f(z) = L.

Tr——00 r—+00

Observacion 3. 1. (Limites infinitos) Como lo muestran los Ejemplos 2.8, excepto el 4, al consi-
9(z)
h(z)

derar una funcion cociente ya €R tal que lim g(z) = L # 0 y limh(xz) = 0, se presentan las
r—ra r—ra

siguientes posibilidades:

a) Si L > 0 y h(z) — 0%, entonces c) i L < 0 y hiz) — 0T, entonces

tim 9% — oo tim 9 _ _
e—ah(x) z—a h(x)
b) Si L > 0 y h(r) — 07, entonces d) Si L < 0 y h(zr) — 0, entonces
lme = —00. h'mM =
z%ah(l‘) z%ah(z‘)

Como también lo vimos en los Ejemplos 2.3, los resultados anteriores permanecen vdlidos si se
sustituye “z — a” por “c — a7 .

2. (Otros limites infinitos) Dado que los simbolos +00 y —oo no son numeros reales, los resultados

en el Teorema 2.1(2)(a)(c), no se cumplen para “limites infinitos”. Sin embargo, dichos limites tienen
las siguientes propiedades:
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a) Si liin f(z) =400 (0 —0) y hln g(z) = L, entonces h'in [f(z) + g(z)] = +o0 (—o0).

b) Suponga que lim f(z) = 400 (0 —o0) y lim g(x) = L # 0. Las siguientes afirmaciones son
T—a T—a
vdlidas:
i) Si L >0: lim [f(z)-g(z)] = +o0 (—o0). i) SiL <O0: lim [f(z)-g(z)] = —o0 (+00).
3. (Limites en el infinito & Cociente de funciones) Al considerar limites en el infinito de la
forma

9@ g 9@

T —r—00 h(l’) r—+00 ]’L([Ij)7
. L tfoo | . »
pueden presentarse las posibilidades: Too' I ¢ L con L # 0 un numero real. También son
o0

. . . . —00 +00
posibles las indeterminaciones —— o0 ——
+o00 +o00

cociente de limites en el infinito, ello no quiere decir que algunos de estos limites no existan.

De hecho, para las tres primeras opciones de estos limites en el infinito se tienen los siguientes

. Aunque en todos estos casos mo aplica la regla del

resultados:
Teorema 2.1. Consideremos la funcion cociente }gLEz; Las siguientes afirmaciones son validas:
a) Si lim g(z) =L#0y lim h(x) =+o0, entonces lim 9(@) =0.
r—Foo z—+oo ’ r—Foo h(x)
b) Si lim g(z) =+oco y lim h(z) =L # 0, entonces lim 9@) _ +
r—Foo r—Foo ’ r—Foo (,{L‘)
c) Si lim g(z)=L#0y lim h(z)=0, entonces lim 9(@) = oo
r—+o00 r—+oo ’ r—+oo h(;z:)

4. (Formas indeterminadas) Cuando alguno de los limites en el infinito

9(x) 0 lim M

z——00 h(x) z—+o0 h(m)7
—00 +o0 . o . . .
tenga una de las formas Too 0 Too se dice que el limite en cuestion es una forma indetermi-
00 00

nada. Este tipo forma indeterminada serd tratada usando la conocida Regla de L’Hoépital.
9(x)
h(z)’

5. (Otras formas indeterminadas) Algunos limites en el infinito involucran funciones del tipo

donde g(x) o h(z) pueden o no ser polinomios.

Ejemplo 2.1. a) Calcule el lim v+ 4

a—+oo /202 — 5
Dado que el mayor exponente de x es 2 y se encuentra “bajo el signo radical”, se dividen
numerador y denominador por Va? = |z|, i.e.,

3z + 4 3z + 4
2
T s ok SO TN v/ S T |
z—+00 /22 — § z—+00 /212 — § r—4o0 ) 5

Va2 x?

Dado que x — +00, > 0, y asi |x| = z. Luego se tiene que
3z +4 )

3z +4 lim <3 +
lim ——— = lim 44 =
T — 400 \/m r—+00 5 , 5
2—-— lim 2—- —
332 xr—+o00 1,‘2

Tr—+00
Pregunta 3. ;Qué puede decirse del

8 |

S

lim datd

e—00 /202 — 5

Justifique su respuesta.
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Ejercicios 2.1. 1. Las propiedades algebraicas de los limites dadas en el Teorema 2.1(1)(2)(5)(6)
se cumplen al sustituir a por —oo o 4+0co en el supuesto que los limites existan. Enuncie dichos
resultados para el caso x — —o0 y x — —00.

2. (Comportamiento final) Como lo analizamos en la Seccion 1.3 (Libro) la forma en que una
funcion se comporta cuando |x| es muy grande se denomina comportamiento final. Ademds, si
el limite en el infinito, lfljrrl f(z) = L se tiene, la grifica Gy de f puede hacerse arbitrariamente

xr—r+0o0

proxzima a L para valores grandes de x. En otras palabras, la grifica de una funcion polinomial,
f(@) = anz" +an_12" M+ +arz + a0,

. . . . . v—1
se asemeja a la grdfica dey = anx™ para |z| muy grande, i.e., los términos a,—12" " 4+ -+ + a1z + o,
son irrelevantes y lo simbolizamos por

_ n n—1 ~ _ n'
f(@) = anz” + an—1z + + a1z + ap Y = anT

|z|—+o0

Use la anterior descripcion y los Ejemplos 8 — 9, pdg. 100 del LIBRO, para determinar los limites:

a)
1 2 —1

6
i — lim §f =———.
a0 (% * ﬁ) 200 \ 7= 162

b) Determine si existen los limites:

, . T , . T
lim sin , lim arcsin | ———— |.
z——o00 3 — 6z T——00 42 + 1

3. Encuentre lim f(z) vy h’ril f(x) para la funcion f indicada:
&Tr—r— 00 T —r+00

a) 2x+1 et — e %
V32 + 1 ¢) et +e o’
|z — 5| 2e™"
b) ——. d) 1+ —.
) r—5 )1+ er +e*
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