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Resumen

En esta breve nota presentamos algunas definiciones y propiedades basicas de los
nimeros reales R, las cuales son de interés en el estudio del Calculo.

1. Introduccién

Al parecer el conjunto de los numeros naturales surge por la imperativa necesidad de
contar o enumerar en las diversas civilizaciones. De manera informal podemos decir que
los ntimeros naturales son aquellos que sirven para designar la cantidad de elementos que
tiene un conjunto finito. Cabe destacar que antes de que surgieran los ntimeros naturales
para la representaciéon de cantidades, las personas usaban otros métodos para contar, por
ejemplo usaban objetos como piedras, palitos de madera, nudos de cuerdas, o simplemen-
te los dedos (sistema de numeracion unario). Posteriormente comenzaron a aparecer los
simbolos graficos como senales para contar, entre las que se destacan las marcas en una
vara o simplemente trazos especificos sobre la arena (hueso de Ishango). Pero fueron los
Mesopotamicos alrededor del afio 400 a. C. quienes mostraron los primeros vestigios de los
nameros que consistieron en grabados de senales en forma de cutias sobre pequenos tableros
de arcilla empleando para ello un palito aguzado (escritura cuneiforme). Este sistema de
numeracion fue adoptado més tarde, aunque con simbolos graficos diferentes, en la Grecia
y Roma antiguas, quienes emplearon respectivamente letras de su alfabeto y letras con
algunos simbolos adicionales.

Fue el matemaético alemén Richard Dedekind, 1831-1916, en el siglo XIX quien colocé al
conjunto de los niimeros naturales sobre lo que comenzaba a ser una base solida. Dedekind
los derivo de una serie de postulados (lo que implicaba que la existencia del conjunto de
ndimeros naturales se daba por cierta), que después precisdé Giuseppe Peano, 1858-1932,
precision que le permitié idearse los famosos cinco axiomas o postulados que llevan su
nombre.

El conjunto de los niimeros naturales se denota por N y se escribe por extension asf:

N=1{0,1,2,3,4,5,...,}.

Ahora bien, debido a la imposibilidad de dar respuesta a algunas necesidades mate-
maticas usando solo los ntimeros naturales surgen los ntimeros enteros Z, denotados asi
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debido a que la palabra alemana para ntimeros es Zahlen. Este conjunto numérico consta
de los nimeros naturales y sus inversos aditivos, es decir,

Z={.,-3,-2-1,01,23,...,}

Podemos decir entonces que los ntimeros enteros extienden la utilidad de los niimeros
naturales para contar cosas, por ejemplo se pueden utilizar para contabilizar pérdidas.
Ademaés ciertas magnitudes como la temperatura o la altura usan valores por debajo del
cero.

Se sabe que los egipcios calculaban la resoluciéon de problemas practicos utilizando
fracciones cuyos denominadores son enteros positivos; estos son los primeros nimeros ra-
cionales utilizados para representar las “partes de un entero”, por medio del concepto de
reciproco de un ntmero entero.

Los matematicos de la Grecia antigua consideraban que dos magnitudes eran conmen-
surables si era posible encontrar una tercera tal que las dos primeras fueran multiplos
de la dltima, es decir, era posible encontrar una unidad comin para la que las dos mag-
nitudes tuvieran una medida entera. El principio pitagérico de que todo ntimero es un
cociente de enteros, expresaba en esta forma que cualesquiera dos magnitudes deben ser
conmensurables, luego ntimeros racionales.

Etimolégicamente, el hecho de que estos ntimeros se llamen racionales corresponde a que
son la razoén de dos niimeros enteros, palabra cuya raiz proviene del latin ratio, y esta a su
vez del griego Aoyos (razon), que es como llamaban los matemaéticos de la Grecia antigua a
estos nimeros. La notacion Q empleada para nombrar el conjunto de los nimeros racionales
proviene de la palabra italiana quoziente, derivada del trabajo de Giuseppe Peano en 1895.
El conjunto de ntimeros racionales Q consiste de todas las expresiones 7, donde m,n € Z
con n # 0, es decir, conjuntistamente

Q:{m:m,nEZ,n;ﬁO}.
n

Dado que Z = {...,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,...,}, es claro que N esta contenido en Z, es
~—

N

decir, N C Z y como para m € Z, se tiene que m = 7*, entonces

NcCZcQ.

Ahora bien es sabido que diversos problemas relacionados con geometria dieron origen
a nuevos nimeros cuyas magnitudes son inconmensurables, es decir, no admiten represen-
taciéon racional. Se atribuye a Hipaso de Metaponto, 500 a. C., perteneciente a un grupo
de matematicos pitagoricos de la existencia de segmentos de recta inconmensurables con
respecto a un segmento que se toma como unidad en un sistema de medicién, dado que
existen segmentos de recta cuya longitud medida en este sistema no es una fracciéon. Por
ejemplo, en un cuadrado, la diagonal de este es inconmensurable con respecto a sus lados.
Lo anterior convulsioné el mundo cientifico antiguo, provocando una ruptura entre la geo-
metria y la aritmética de aquella época, dado que esta tltima, por entonces, se sustentaba
en la teorfa de la proporcionalidad, la cual solo se aplica a magnitudes conmensurables.

Tres nimeros irracionales bastante conocidos y sus “expansiones decimales” son

V2 =1,4142135623...; 7= 3,1415926535...; e =2,7182818284...

Para los ntmeros irracionales no existe una notacién universal para designarlos, aun-
que en general se acepta I. Las razones son que el conjunto de numeros irracionales no



constituye alguna estructura algebraica, como si lo son los naturales N, los enteros Z, los
racionales Q, los reales R y los complejos C, por un lado, y que la I es tan apropiada para
designar al conjunto de ntimeros irracionales como al conjunto de niimeros imaginarios, lo
cual puede crear confusién.

Intuitivamente podemos pensar que los nimeros irracionales son los elementos que
cubren los vacios o huecos que dejan los niimeros racionales. Al considerar la unién de los
conjuntos numéricos Q e I, obtenemos los nimeros reales R, los cuales representamos por
medio de la recta numérica

NI~ ——

R -1 0 1 V2 e

2. Intervalos abiertos, cerrados y semi-abiertos - Semi-rectas

Dados a y b ntmeros reales con a < b, definimos los siguientes subconjuntos de R:

Definiciéon 2.1 (Intervalo abierto & cerrado). El intervalo abierto (cerrado) de-
terminado por a y b, (a,b) ([a,b]), es el conjunto de nimeros reales entre a y b que
excluyen (incluyen) tanto a como a b, es decir:

(a,b) ={r €R:a <z < b}, ([a,b]:{weR:anSb}).

que representamos grdficamente por

Observacion 1. Si en la definicion anterior uno de los extremos a o b es incluido, el
intervalo se llama semi-abierto en b (respectivamente en a), es decir:

[a,b) ={z € R:a <z <b}, ((a,b]:{xER:a<x§b}>.

Estos intervalos los representamos grdaficamente por:

L A L 1
L 7 \ 4

R a b R a b

Definiciéon 2.2 (Semi-recta abierta & cerrada). Sia € R, la semi-recta abierta
(cerrada) a izquierda determinada por a, es el conjunto de nimeros reales x menores
(menores o iguales) que a, es decir:

(—o00,a) ={zr € R:z < a}, ((—oo,a]z{xéR:xﬁa}),

que representamos grdficamente por

A 1
1 4

—00 a R —oo a R

Observacion 2. 1. Para a € R, se define de manera andloga la semi-recta abierta
(cerrada) a derecha determinada por a, es decir, (a,+0o0) ([a,+00)) es el conjunto
de nimeros reales x mayores (mayores o iguales) que a, que simbdlicamente es,



(a,4+0)={z €R:x > a}, ([a,Jroo):{:cER:xZa}),

y grdficamente:

L L
\ L

R a 400 R a +00

2. Los stmbolos —oco y +o0o de la definicion y observacion anteriores mo son nidmeros
reales y son por convencion, simbolos que indican respectivamente “cantidades” gran-
des negativas y positivas.

3. Notemos que para a € R, la recta real R puede representarse por

R = (—00,a) U [a, +00) = (—o0, a] U (a, +00),

que grdficamente es

h /4
4\

R a R a

s 3

4. Sia,b eR, ellos pueden compararse, es decir, pasa una y solo una de las siguientes:

a<b, a=b ¢ a>b

Asi las cosas, el orden sobre la recta real R, puede ser heredada a los niimeros racio-
nales Q, propiedad que nos permite considerar unicamente los racionales presentes
en un cierto intervalo, por ejemplo en (—e, ), lo cual se obtiene asi:
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También es posible pensar en el conjunto de nimeros racionales menores o mayores
que cierto irracional. Por ejemplo:

(—00,V3)NQ : —+—+— ——+ : (v/3,400) NQ
R1 2 V3 R V32 32
Ejemplos 2.1. 1. Los numeros reales —1 y 2 no estan en el intervalo I = [— %,2),

3
(no pertenecen a I, —1,2 ¢ I). Por otro lado, 0,5 € I.

Ejercicio: Ilustre grdficamente lo anterior.
2. Para los intervalos [—2,4], (0,5] y (4,6), tenemos:

a) [—2,4] y (4,6) no tienen elementos en comin, en otras palabras estos intervalos
tienen interseccion vacia, es decir,

[—2,4] N (4,6) =0 : : 1 )
R -2 4 6



b) Ahora bien, los intervalos [—2,4] y (0,5] tienen “muchisimos” elementos en co-
maun.
Ejercicio: llustre grdficamente esta situacion.

c) Al “quitarle” a la recta real R = (—o00,400) la union de los intervalos [0,2) y
(4,6), es decir, R\ {[0,2) U (4,6)}, obtenemos:

R\ {[0,2) U (4,6)} = (—o0,0) U[2,4] U[6, +00),

que geométricamente representamos por:
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R 0 2 4 6

3. Valor absoluto

A continuacién introducimos un concepto bastante relevante no solo en Calculo, sino
también en ciencias afines como la Fisica, donde aparece en las nociones de magnitud,
distancia y norma. Intuitivamente el valor absoluto de un ntmero real x cualquiera es la
distancia de tal niimero al origen de la recta R. En otras palabras, el valor absoluto del
nimero real x es su valor numérico sin el respectivo signo, sin importar que sea positivo o
negativo. Matematicamente se tiene:

Definicién 3.1 (Valor absoluto). Si x es un nimero real, entonces el valor absoluto
de x, denotado por |x|, se define por

—x stx <0
x stx >0

|z| = 0 sizx=0 , equivalentemente, |x| =

—x stx <0 {
x stx >0

Observaciéon 3. 1. Como ya lo indicamos antes de la definicion anterior, geométrica-
mente |x| representa la distancia de x al origen d(x,0), en particular con x = 4,
tenemos:

l— 4 unidades —'— 4 unidades —|

R —4 —4| 0 14| 4

2. De la definicion y la ilustracion anterior es claro que |x |=| — x|, que refleja la pro-
piedad de simetria que tiene el valor absoluto.

3. Sia > 0, entonces de la definicion de valor absoluto y la siguiente ilustracion se tiene
que |z| < a, corresponde sobre la recta real R con la distancia de x al origen menor
a a unidades, es decir,

—a<z<a

L | \
\ | 7

R —a 0 a

|z| < a
En otras palabras, para a > 0 siempre que se tenga la desigualdad en valor absoluto
|x| < a, se transforma en la desigualdad conjunta —a < x < a.




4. De manera andloga, para a > 0 y teniendo presente el concepto de semi-recta abierta
a izquierda (o derecha) de a, la desigualdad |x| > a se transforma enx > a 6 x < —a,
que geométricamente se respresenta por

lz| > a lz| > a
3 | L
T ] t
R T < —a —a 0 a T>a

5. Recordemos que si a > 0, su raiz positiva \/a, se define como el inico nimero real
x > 0 tal que x> = a. Asi las cosas, es claro de la definicion que Vx? = |z|. Por el
momento no estamos interesados en raices cuadradas de nimeros negativos.

A continuacion enunciamos otras propiedades del valor absoluto.
Proposicion 3.1. Sean x,y nimeros reales. Entonces el valor absoluto verifica:
1. Definido positivo: |z| > 0 y ademds, |z| =0 solo si x = 0.

2. Multiplicativo: [zy| = [z|[y| y siy # 0, entonces || = o
3. Cuadrado positivo: |z|* = z2.
4. Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y|.
Observacion 4. 1. Note que la propiedad 1.) es clara de la definicion. Ahora del item

5 de la Observacion anterior /a2 = |z| y asi elevando al cuadrado, |x)* = 2.

Usemos esto iltimo para justificar la Desigualdad triangular:

4+ y* = (z +y)?
= z? +2xy+y2
= |z + 2zy + |y|”
< |2 + 2|yl + [yl (zy < |zyl)
= (|=| + y])*.

Por tanto, |z +y|> < (|z| + |y)? y al extraer raiz cuadarada |z + y| < |z|+|y|, como
se requeria.

Para la propiedad multiplicativa tenemos:

lzy| = / (zy)? (Observacion 3.(5))
— /1242

VR

= || ly[-

De manera andloga se establece que:




2. Dados nimeros reales x ey, el valor absoluto de su diferencia, |y — x|, es la distancia
entre ellos. Grdificamente,

ly —z| = |z -yl

|

[

|
R x

es decir, la distancia, por ejemplo, entre —% y 3 es ‘3 — (— %)‘ = ‘—% - 3‘ = %.
FEs claro que si x =y, entonces |y — x| =0 .Ademds,
a) ly—af =z —y| b) |y — x| =0, obliga z = y.

3.1. Ecuaciones & Valor absoluto

Nuestro objetivo en esta seccion es determinar el valor o valores de una incdégnita o
variable en expresiones algebraicas que ademds de contener el simbolo de igualdad o de-
sigualdad, contengan valor absoluto.

Antes de ello recordemos:

Observacion 5. 1. (Ecuacidn lineal) La expresion
ax+b=0; a,beR con a#0,

es llamada ecuacion lineal en la incognita x en su forma estandard. Un procedimiento
“natural” nos lleva a la solucion de la expresion lineal anterior, xg = —g, es decir, al
reemplazar x por xg en ax + b =0, dicha igualdad se verifica.

2. (Ecuacién cuadratica) Si a,b,c € R y a # 0, la expresion ax® +br +c = 0, es
llamada ecuacion cuadrdtica en la variable x. Si a = 0, obtendriamos la ecuacion
lineal bx + ¢ =0, de la cual ya conocemos su solucon. Asi las cosas tenemos:

ar’> +br+c=0

b
a<x2 + gl’) +c=0 (factor comin)
b b2 b2
2, b LAY ANEN A
a(x + - + ( 2a) ) ( P c) (completar cuadrado)
b2 b —4
a(ac + —) 2 e (trinomio cuadrado perfecto)
2a 4a
b\2 b®—4dac
(+ge) == (@ #0)

. 2 . py .
Teniendo presente que |w|” = w?, al extraer raiz en la tltima expresion obtenemos las
soluciones:

—b+ Vb? — dac
2a '

(1)

T12 =

En otras palabras, las soluciones de la ecuacion cuadrdtica ax® + bx + ¢ =0 son:

—b+ Vb? — 4dac y x —b—+b? — 4ac
— 2 p— .
2a 2a

T1



3. La expresion en raiz cuadrada de la expresion (1), es cominmente llamada discrimi-
nante de la ecuacion y la denotaremos por

A = b% — dac,

que es un nudmero real y asi, tenemos las siquientes opciones para ax® + bx + c:

tiene 2 soluciones reales distintas, si A >0
ar? +bx+c = 2 soluciones reales iguales, siA=0
2 soluciones complejas, si A > 0.
. . . 1 2
Ejemplos 3.1. 1. Determine el valor de x que verifica = = % donde a,b € R

constantes.

Primeramente tenemos que descartar los valores que anulan los denominadores, es
: a 2b

decir, v # § y x # —%5. Luego,

12
r—35 x4+ %b
2z —3) -
l=—— (multiplicando a ambos lados por = — %)
T+ 5
3
x+ 3= 2(x — %) (multiplicando a ambos lados por x + %b)
3 2b
i ;— =2z —a (simplificando)
3z +2b=6x—3a (multiplicando a ambos lados por 3)
2b + 3a = 3z. (simplicando)
~ 2b+3a
==

2. Determine los valores de x que verifican:
a) x? — 4kx + 4k®> = 0, donde k es una constante.
Como a = 1, b = —4k y c = 4k?, entonces A = (—4k)? — 4(1)(4k?) = 0. Luego
tenemos dos soluciones reales repetidas que son:

x] =2x9 = % =2k, mds ain 2* — dkx + 4k* = (v — 2k)(x — 2k) = 0.
b) 2?2 —x—6=0.
Una forma de obtener los valores x que verifican la ecuacion cuadrdtica anterior
es factorizando, es decir, 12 —x — 6 = (z — 3)(z + 2) = 0 y asi, las soluciones
(igualando cada factor a 0) son x1 = —2 y x = 3.
Lo anterior se corrobora usando la formula general (1):

a=1,b=—1yc=—6; luego A = (—1)% —4(1)(—6) = 25.

Por tanto,

—
+
ot

w

1++v25 1£5 xr1 =
1,2 = = —
’ 2 2 T2

—
w‘\w‘
ot
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|
[\



T —2

T +2

Multiplicando por x+2, tenemos (z+1)(x+2) = 2—2. Luego (2% +3x+2)—(v—2) =
22 +2x4+4=0yasi, cona=1,b2yc=4, A=—12.

Usando que /—1 = i, entonces A = 2v/3i y asi las soluciones (complejas conju-
gadas) de x> +2x +4 =0 son:

—2+/-12  —2+2V3i [ —1+/3i,
2 B 2 |l -1 V3

c¢) Resolver para x, x + 1 =

T1,2 =

A continuacion algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplos 3.2 (Aplicaciones). 1. La Madre de Juan tiene 5 anos menos que su Padre
y la mitad de la edad del Madre es 24. ;Qué edad tiene el Padre de Juan?

Solucién 3.1. z: Edad de la Madre de Juan. Entonces:

3:24 = =48

Como la Madre tiene 5 anos menos que el Padre, entonces la edad del Padre es x+5 =
93 anos.

2. En la actualidad Pedro tiene 16 anos y sus hermanos menores Mario e Isabela tienen
5 y 3 anos respectivamente. ;Cudntos anos han de pasar para que el triple de la suma
de las edades de los hermanos de Pedro sea el doble de la €él?

Solucién 3.2. z: Numero de anos que pasan para que se cumpla el enunciado. Ast
al pasar z anos, Pedro tendrd 16 + z y sus hermanos tendrdn respectivamente 5+ z y
3+ z anos. De las condiciones del problema tenemos:

3[(642) + 3+ 2)] =2(16 + 2)
3(84+22) =32+ 22
62+ 24 =22+ 32

6z —22z=32—-24 (trasponiendo términos)
4z =38 (simplicando)
z=2. (despejando z)

Deben pasar exactamente 2 arnios.

3. Para encerrar un terreno rectangular de 750 m? se han utilizado 110 m de cerca.
Determine las dimensiones del terreno.
Solucién 3.3. Sean x e y la base y la altura del rectdngulo. Dado que 2x + 2y = 110,
entonces y = 5d — x.
Asi el drea del terreno Ap(x), viene dada por

z-(55—x) =750 = 2®—>55z+ 750 = (z —25)(z — 30) = 0.

Por tanto, si x = 25 la altura serd 30 y contrariamente, si la base x = 30, entonces la
altura asume el valor 25. Ejercicio: Illustrar grdficamente la situacion.
4. FEl propietario de una finca cuenta con 300 m de cerca para enrejar dos potreros con-
tiguos:
a) Escriba el drea total A de ambos potreros como una funcion de x. Ilustre grifica-
mente la situacion. ;Cudl es el dominio Dy ?



b) Represente grdficamente la funcion drea y estime las dimensiones que producen la
mayor drea de los potreros.

c) Encuentre las dimensiones que producen la mayor cantidad de drea del potrero
completando el cuadrildtero.

Solucién 3.4. Ejercicio.
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