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1. EL PROBLEMA DE AREA

Asi como en cdlculo diferencial se vié que una de las aplicaciones de la derivada es el proble-
ma geométrico de construir una tangente a la curva descrita por una funcién f, se vera que
el cdlculo integral permite dar respuesta al problema de encontrar el drea de una regién aco-
tada por el eje x, Ey, y la grafica de una funcién f (no-negativa) continua sobre un intervalo
I=a,b).

En esta seccién se introduce una notacién concisa para sumas, notacién que recibe el nom-
bre de notacién sigma debido a que utiliza la letra griega maytscula sigma, }_.

Definicién 1.1 (Notacién sigma- Y)). Seana,ay,- -, a, niimeros reales. La suma a; + a, +
as +---+ ay se escribe como

n
ar=ay+ax+as+---+ay,
k=1

donde k es el indice de la suma, ay. es el término k-ésimo o genérico de la suma y los
limites inferior y superior de la suma son 1 yn.

Observacién 1.2. 1. Los limites inferior y superior de la suma han de ser constantes respec-
to al indice de la suma. Sin embargo, el limte inferior no tiene que ser necesariamente 1,
este ultimo puede ser cualquier entero (“positivo”) menor o igual al limite superior.

2. Elindice de la suma k es “‘mudo’, esto quiere decir:

n n
Zak= ai=Zaj:Zal.
k=1 i

=1 j=1 I=1

n



En otras palabras, el indice de la suma “carece” de importancia y lo que si es relevante
son los valores sucesivos y donde estos uiltimos comienzan y terminan.

51
Ejemplos 1.3. 1 Z k=Z(i+1)= Z(j—l):1+2+3+...+50.
“ b=

1 1 1 1 1
—t ottt
4 5 6 7 8 9

a~|~

10 9
2 ) Y K=5+6"+7+---+10°. Z
k=5 )

G )’11{(12+1)+(22+1)+(32+1)+...+(n2+1)}.

:IH

4. Z [F)Axg = f(x1)Axy + f(x2)Axo + f(x3)Axs +...+ f(xp)Axp.
k=1

5. Recuerde que una progresion geométrica es una sucesion de niimeros reales llamados
términos, en la que cada término se obtiene multiplicando el término anterior por una
constante denominada razon o factor de la progresion. Considere la progresion geomé-
trica de término inicial a # 0 y razon r. Obtenga la suma de los primeros n términos de
la progresion geométrica indicada.

De lo indicado en las hipétesis la progresién geométrica tiene los términos:

a,ar,ar?,...ar" ! =N > ark.

Si S es igual a la suma de los n términos de la progresion, entonces S y rS vienen dadas

por:
n-1 B n-1 &

S=)> ar —a+ar+ar’+---+arl y rS=r)_ ar =ar+ar’+ard---+ar".
k=1 k=1

Portanto, S—rS=(ar+ar®*+ard+---+ar")—(a+ar+ar®+---+ar"Y)=a-ar™.

Finalmente,

— 1-r
SQA-n=8-rS=a-ar"=a(l-r" = S=Zark=a(1 r)'

En el siguiente resultado se enuncian algunas de las propiedades de las sumasy se establecen
férmulas cerradas usando la notacion sigma.

Teorema 1.4. (Propiedadesy férmulas en notacién sigma)

1. Sean c # 0 un niimero real, a;, a», as, ..., a; b1, b, bs, ..., b, ntimeros reales. Entonces:



n n n n n
a) ank:cZak. b) Z(akibk)=2ak12bk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2. Sean n un entero positivo y ¢ una constante cualquiera. Entonces:

1 1 nn+1)2n+1
a) Zc=nc. c) Zk2=#.
k=1 k=1 6
n(n+1 n nn+1))?
b)Zk— ( ). d)Zi&:¥
k=1 2
i+ 1
Ejemplo 1.5. Considere la siguiente suma Z
i=1
1. Halle una expresion reducida. 2. Determine la suma para 10,100, ..., 108,
1. Aplicando el Teoremall.4 se tiene:
iyl 1 & 1
Y= 2 i+]) (—; constante)
i=1 n=ix1 n
1 n n
= e Z i+ Z 1) (Linealidad de Y)
i=1 i=1
1 [nn+1
=— ( 5 ) ] (Teoremal(l.4h), b))
1 [n?+3n
=— ( Simplificando )
n 2
L 1 3 » .
Z — == 1+ — ( Expresion reducida )
o n 2 n
2. . parecen tender a un limite conforme n au-
¥ Z i+1 _ 1 [1 n 3 menta. Posteriormente se verd que muchos
ot 2 n de los resultados establecidos para cuando
10 0,6500000 una variable x “tiende al infinito”, siguen
10 0,5150000 siendo vdlidos cuando una variable n se
10° 0,5015000 restringe al conjunto de niimeros naturales
N. En particular, es vdlido:
6
10 0,5000015 ) n+3 ; 1 3 1
Como puede verse en la tabla, las sumas nete 25 nethe 1+ nl 2

Ejercicios 1.6. 1. Escriba los siguientes niimeros usando la Notacion Sigma ) :



a) 0,11111111. b) 0,3737373737. c) 0,153153...153153.

v~

n veces

sPodemos hacer algo similar con expresiones periodicas infinitas?

2. Evaltie la cada una de las sumas:

! _ " 4j+3
a) 2k _ok=1), e) .
X [2-2) L=
10017 4§23 -1)
———. )y ———.
b) ,;1 k k+1 )izzl nA
n 2 102 2
c) - .
j:z_zJ(J—l) & l:zl i(i-2)
j#0,1 i#0,2
n 2021
@ Y [EF-35H- -3 Y avm),
k=1 m=0

3. Use la Notacién Sigma para escribir las siguientes expresiones:

o B3 B B2
o P B b2 -2
o BTN T N

Problema 1.7 (Problema de area). Encontrar el drea A de una regién % acotada por el
eje Ex y la grdfica 9y de una funcion no-negativa y continua y = f(x) definida sobre un
intervalo I = [a, b].

Sea y = f(x) una funcién continua con f(x) =0 sobre un intervalo I = [a, b]. Siga el siguiente
procedimiento:

= Divida el intervalo I = [a, b] en n subintervalos I = [xj_1,x;] donde
P a=x<X1<X2<:-<Xp-1<Xp,

es llamada una particién regular del I = [a, b] si la longitud 1(I}) de cada subintervalo

I es Ax=Ax = b;n“.

» Escoja un nimero x;. en cada uno de los n subintervalos [xk-1,xk] y forme los n pro-
ductos f(x;)Ax, productos que corresponden a las dreas de los n rectangulos Ry de
largo f(x;) y ancho Ax, construidos en los subtintervalos Ix. Los ntimeros {xZ}Zzl son
llamados niimeros muestra.



= Sume las 4reas de los n rectdngulos Ry:

n
Y fAx = fx))Ax+ f(x3)Ax+ f(x3)Ax+---+ f(x))Ax.
k=1

Tal suma corresponde a una aproximacion del area A bajo la gréfica 4 sobre el inter-
valo I = [a,b].

Tenemos,

Definicién 1.8 (Area bajo una grifica). Sea f una funcién continua sobre I = [a,b] y
f(x) =0 para todo x € 1. El drea A bajo la graficade f sobre I se define como

n
A= ngTw];f(xk)Ax. (1.1)

Observacién 1.9. 1. Sienla expresién se toma el niimero muestra x;. como siendo el
extremo derecho xi. del intervalo I}, entonces con Ax = Axy = b 4 se tiene:

* b-
Xy =a+Ax=a+——
n

. b—a
X, =a+2Ax=a+2 n

. b-a
Xg=a+3Ax=a+3 -

b-
xp=a+kAx=a+k a)
n
. ( b- a)
X,=a+nAx=a+n .
n
(1.2)
2. Reemplazando la expresion (1.2) en[1.1] se concluye que el drea A es dada por:
b-a\ b-a
A—ngmef a+k—) — (1.3)

a . . . ,
3. Dado que Ax = , entonces si la cantidad de subintervalos “crece mucho’, i.e., n —

n
+00, se tiene que Ax — 0.




Ejemplos 1.10.
gura:

Trapezoide de drea A

1. Obtenga la férmula para el drea del trapezoide proporcionado en la fi-

(b, ho)
(0, 1)
A
(0,0
(b,0)
Trapezoide en el plano Iy

Al ubicar el trapezoide en el sistema de coordenadas con uno de sus vértices en el ori-
gen del plano 11y, se obtiene un cuadrildtero con las dimensiones de la figura, i.e., el
trapezoide con alturas menor y mayor hy y hy respectivamente y base b. Asi las cosas, la
ecuacioén de la recta que pasa por los puntos (0, hy) y (b, hy) es

Luego usando Ax=—y
n

B f(@) _ k(hzn— hy)

+I’l1.

+ h1, a=0, se tiene que:

n [k(hy—h b
A= lim Z[M"‘hl]_
n—>+ook:1 n n
b L bh, &
= lim |—(ha—h) ) k+— 1]
nmroo | n k=1 n =
b 1) bh
= lim |2 (- 2D P,
n—+oo n n
b 24
= lim —(hz—hl)n n+bh1
n—+oo | 2 n2
b(ho—h 1
= lim M(H—)mhl].
n—-+oo 2 n
) 1
Como lim |1+ —) =1, entonces:
n—-+oo n

A

_ b(hy - hy) N

bhy

_ b(hz—h1+2h1) _ h1+h2

b.

2 2



2. a) Suponga que y = ax?®+ bx + ¢ = 0 sobre el intervalo [0, xo]. Demuestre que el drea
3

X X,
bajo la grdfica§y sobre [0, xo] estd dada por A= a?O + b?() + cxp.

2.2
X k”x kx )

Usando Ax = =2 yf(%) =a 20 +b==2 + ¢, se tiene que:

n n n

no(kExy kx
. 0 X0
A= lim Z(a—20+b—+c)—
n—+oo n n n
k=1
3 n 2 n n
. X X xO
- lim a—gzk2+b—gzk+c—zl)
noreol N =iz n k=1
. X nn+1)@2n+1) X2 nn+1)  x
O N [ S e Y RS
n—+oo|\ n3 6 n 2
) 2t +3nt+n  xint+n
= lim |a——————+b— + ¢xo
n—+oo|\ 6 ns n?
3 2
) X, 3 1 X 1
= lim (a=2 2+ —+— +b2[1+=|+cxo
n—+oco|\ 6 n n 2 n
3 2

X,
A=a=2+b=2 + cxp.
3 2

b) Use el item a) para encontrar el drea bajo la grdfica 4y de y = f(x) = 6x%+2x+1
sobre el intervalo [2,5].

Sean A, el drea bajo la grdfica sobre [0,2] y A, el drea bajo la grdfica sobre [0,5].
Luego el drea bajo la grdfica sobre [2,5] es:

53 52 3 2
A=Ar—Ar = 6—+2—+1~5)—(6—+2—+1-2
3 2 3 2
=(250+25+5)—-(16+4+2)
=258.

3. Useel Ejemplo(5) y la Regla de L’HépitalE] para calcular el drea A bajo la grdfica de
y = f(x) = e * sobre el intervalo I = [0, 1].

k
1 1

Como I =[0,1] y f(x) = ™%, se tiene que Ax = —, xp=kAx=k=y f(x) = (e‘it) )
n n

Luego el drea del rectdangulo k es A, = f(x;)Ax y,

Lhttp:/iwww.1 0Ociaquimica.net/biograf/cientif/L/lhopital.htm




n
A= n1—1>I-PookZ:“1 f(xk)Ax

1l

=

=

=

—_—

NI

3=
N —

o~
| =

) 1 N . 2 N 3 n
= lim —|e n+|en| +|e"n| +---+[en
n—+oo n
_1 2 n-1
. n _1 _1
= lim 1+e n+(e n) +---+(e n)
n—+oco n

= _,-1 . _ __%
_nl—l»IPoo P =(l-e )nl_lgrloo . (Ejemplo(S) conr=e n)
1

—(1_.1 15 2 YA

=(1-e )nl—1>r-lr—loo ) %(_#) (Regla de L'Hopital)
1 1 -1 3 L

=(1-e ) lim —=010-¢e"), (im en=1)

e; n—+
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