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1. REGLA DE SUSTITUCION

En la seccién anterior se concluy6 a partir de la definicién de antiderivada que, por cada
féormula de derivacion de una cierta funcion se tiene una antiderivada o integral indefinida
asociada. Sin embargo, muchas antiderivadas no pueden determinarse de esta manera y por
ello se deben aprender ciertas técnicas o métodos de integracion. En esta seccién se analizara
la “reversa de la Regla de la Cadena” En este andlisis juega un papel relevante el concepto de
diferencial de una funcién. Recuerde que:

u=nhx — du=h'(x)dx.

Ejemplo 1.1 (Motivacién). Siy = f(x) = 1—10(1 + xz)w, entonces por la Regla de la Cadena se

obtiene:
Dy

S(+)% = (14 %) 20

Si se desea antiderivar (1 + x2)° (2x), i.e., se desea calcular f (1+x2)°2x) dx.
Para tal efecto considere

g(x)=1+x* =  g'(x)dx=2xdx.

Luego,

/(1+x2)9(2x)dx:/[g(x)]9[g’(x)dx] = 1—10(1+x2)m+c~



El siguiente resultado justifica el procedimiento utilizado en el Ejemplo - Motivacién, resul-
tado que es el andlogo a la Regla de la Cadena del célculo diferencial y llamado comtinmente
Regla de sustitucion.

Teorema 1.2. Si u = g(x) es una funcion diferenciable cuyo rango Rg es un intervalo I, f es
una funcién continua sobre I y F es una antiderivada de f sobre I, entonces

/f(g(X))g’(x)dx=/f(u)du=F(g(x))+C.

Demostracion. Dado que F es una antiderivada de f sobre el intervalo I, al usar la Regla de
la Cadena ala funcion F(g(x)) se obtiene que

d
< Fl8t) = F(gw)g') = fg0)g'w),

luego de la definicion de antiderivada

_ d _ / / _ / _
F(gx)+C= / < Flgtn)dx= / F'(gx)g' (x)dx = / flgw)g (x)dxd = / fwdu.
u=g'(x)dx

O

Recuerde que la derivada de la potencia de una funcién y = f(x), f"(x), es un caso particular
de la Regla de la Cadena y asi usando el Teorema|1.2} si g(x) es una funcién diferenciable y
n # —1, entonces

/[ (0)]"g (x)dx = lswl™
& § n+1 ’
Ejemplos 1.3. 1. Evaltie las integrales dadas usando una sustitucién idénea:

1 1 1 du
a) f—dxzfe‘4xdx=——e”+C=——e‘4x+C,conu=—4xy——:dx.
etx 4 4 4

f sin(x) — cos(x)
) — dx
sin(x) + cos(x)
Si z = sin(x) + cos(x), entonces dz = —(sin(x) — cos(x)) dx. Luego

/ SIn(0) = €W 4~ _Jnlsin() + cos(x)] + C.
sin(x) + cos(x)

1
2. Calcule la antiderivada mds general de f dx.
(a+b)+ (a-b)x?
Claramente,
1 1 11 1
— 2 -b. 2~ 2"
(a+b)+(a-Db)x a+b1+Z+bx2 a+b1+( ZIZX)



_ . Ja=b : a+b — ; .
Luego con w = \/ .75 x sigue que/ =5 dw = dx y se tiene:

1 d 1 a+b 1 d 1 cta ( a->b
x= w = ————arctan x
(a+b)+(a—b)x? a+b\ a-b | 1+w? a2 — b2 a+b

e

1/2

. Obtenga F(x) + C si dx. Note que en el integrando aparecen las potencias

racionales x''* yx''c. Ahora bien, m.c.m(4,2) =4 y tomando z* = x, es claro que:

4z3dz = dx, z=x\* ¥ z% = x12,
Por tanto,
3 4 1/3
1+vx 1+z
—\/_dx= ( ) 473dz
NE z2
:4/z(1+z)1/3dz (l+z=wydz=dw)
3 3
=4 [(w-DwPdw=4|=wB-Zuw*?|+C
7 4
3
:4[;(1”“4)”3- (1+xV9)"2] 4 c.
. 1
. Si a >0 es una constante, calcule I = _—
l+e @
1 eax
Como = , entonces conu = e** +1, du = a(e**)dx y asi,

1+e @  e®+1]

edx 1 1 ax 1 ax
I= dx==— (@e™)dx=—=In(e** +1)+C,
e*xX +1 a e*X+1 a

dado que e** + 1 > 0 para cada valor de x € R.

f eretan(®) 4 v1n(1 + x2) +1
. dx
1+ x2

Tomando u = arctan(x) y w = In(1 + x?), se obtiene que du =
tanto,

garetan(x) | xIn(1 + x2) +1 earctan(x) In(1+ xz) 1
5 dx: —de+ —Zxdx+ zdx
1+x 1+x 1+x 1+x

1 1
= [ e¥du+- | wdw+ | ——=dx
2 1+ x2

1
— pretan(x) Z In? (1 + xz) + arctan(x) + C.

1
1+x2

dxy% = 12z dx. Por




Ejercicios 1.4. 1. Sean a, b; a, B € R. Determine en cada caso la antiderivada mds general:

_ x
a) fx\/Zx—ldx. f) f e e
e +e” x4
1
b [ e o [evabema v [vean
1 1
m) f ————dx
¢) fsin(ax)cos(ax) dz. 2x+3l x(4—1In%(x)
V1+In(x) . f wx x sin(x) cos(x)
d f —~dx. i) | 3%*e*dx. n)
) X * v/ 2 —sin (x
e’ . 1 edctan( 4 xIn(1+x?) +1
R G SR d
© f 1+e2x V9— 162 n) 1+ 22 y
2. Evalue la integral indefinida dada. Suponga en cada caso que f es una funcién diferen-
ciable:

a) ff’(8x)dx. c) f\/f(Zx)f’(Zx)dx.

f'Bx+1) 1)
b) | xf'(5x*)dx d)
: f(3x+1)
3. Evaltie en cada caso:
a) ff(z)(4x)dx,f(x)=\/x4+1. b) f{fsec 3x) dx}d
1
4. Sean a#0, b, c € R y considere integrales del tipo f ——
ax- +bx+c
a) Obtenga que
2 c b2
a (x+ ) +K?|, si—> )
b 2 c b2 CONCLUYA a a 4612
ax*+bx+c=al|lx+— +(———2) _—
2a a 4a b \2 B2
a (x+—) —Kz], Si— < —
2a a 4a?

b) Concluyausando un cambio variable adecuado que

1 1 1
——dx=— | ——=du
/ux2+bx+c a/uziK2

y obtenga las posibles respuestas para la integral inicial.

1 1
1 =_(1_
a+b b a+b
Tome w = sinz(x).

J 6 tome u = 2% + 3 y re-escriba la fraccién de manera adecuada.



c) Use lo anterior para obtener:

B P ECS
l X = an .
3x2-2x+4 V11 V11

t (4x_5)+c
arctan .
V31

1 2
ii dx =
) f2x2—5x+7 V31

Ax+B

————dx 1
aibxic O

5. Sean a # 0,b,c; A # 0,B € R y considere integrales del tipo f
hecho que si u = ax® + bx + c, entonces du = (2ax + b) dx para:

a) Establecer

= dx.
ax?+bx+c ax?+bx+c

Ab
A -2
1—/ Ax+B /2a(2ax+b)+(3 Za)

b) Escriba la integral I anterior como la suma de dos integrales, I = I + I». Use el
cambio de variable evidente y el item 4(a) para obtener la antiderivada mds gene-

Ax+ B
ral de _
ax?+bx+c

c) Use el item anterior para obtener

7
—(12x+1)+(1—— .
7x+1 12 12) 5 1
—dx= dx = ln|6x +x-1|+— | ——— dx+C.
6x2+x-1 6x2+x-1 12 12 /| 6x2+x-1

Use el item 4(a) para obtener la antiderivada en rojo.

. . . . . dx Ax+B
6. Realice un tratamiento similar con integrales del tipo y dx.
vax? +bx+c vax? +bx+c

Use su razonamiento para obtener:

a)f X+3 _1! 2x+2 dx+2f ! dx+Cp
Va?+2x+2 VX2 +2x+2 VE+1)2+1

I S 1

L ] 1 gy=gin!(8x3

b) f 2—3x—4x2dx_f (m)z o -dx=_sin” (F)H:
8

1 —
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