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|l Grupos

Definiciéon 1.1

Sean G un grupo y *x : G — G una aplicacion de grupos. Se dice que * es una
involucion para G, si

(i) (gh)" = h*g*, para todos g, h € G,
(ii) (¢*)" = g, para todo g € G.
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Sean G un grupo y *x : G — G una aplicacion de grupos. Se dice que * es una
involucion para G, si

(i) (gh)" = h*g*, para todos g, h € G,
(ii) (¢*)" = g, para todo g € G.

Definiciéon 1.2

Sean G un grupo y F un cuerpo. Si o : G — U(F) es un homomorfismo de
grupos, o es llamado una orientacion de grupo.

Definiciéon 1.3

Un grupo G se dice que posee la propiedad de “conmutatividad limitada” (o que
es un LC - grupo), si para cualquier par de elementos g, h € G, tales gh = hg,
implica que g, h, o gh es central en G.

Layonel Bara Propiedades de Lie en FG’s 3/ 20



Anillos

Definicion 1.4

Un anillo R se dice semiprimo, si no tiene ideales nilpotentes no triviales,
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Definicion 1.4

Un anillo R se dice semiprimo, si no tiene ideales nilpotentes no triviales,o
equivalentemente, si la interseccion de todos sus ideales primos es {0}.

Sea R un anillo con unidad, si la aplicaciéon = : R — R es un anti- automorfismo
de orden 2, x es llamada una involucién y R un anillo con involucién.

Definicion 1.5

Un anillo R con involucion x es llamado semi-normal si rr* = 0 implica que
r*r =0, para todo v € R. En este caso, * es llamada definida positiva sobre
R.

Si rr* = r*r para todo r € R, R serd llamado anillo normal.
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Sea R un anillo con 1z y G un grupo (no necesariamente finito). Denotamos
por RG al conjunto de sumas formales
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Sea R un anillo con 1z y G un grupo (no necesariamente finito). Denotamos

por RG al conjunto de sumas formales

RG=( > rqg|rg€R, cs.ag=0
geG

(+) dec Tgg + dec Sg9 = dec(rg +54)9,

) | Sreg (z shh> = S tii, donde t; = 3 (rgsn).

geqG heG i€G gh=i

RG bajo estas operaciones es un anillo con 1gg.
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Se define ahora el producto entre elementos de R y elementos de RG de la
siguiente manera:
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Se define ahora el producto entre elementos de R y elementos de RG de la
siguiente manera:

A Yrgg | = X (Mrg)g, con A € R.
geG geG

Note que con este producto se puede ver a RG como un R-moédulo.
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Se define ahora el producto entre elementos de R y elementos de RG de la
siguiente manera:

A Yrgg | = X (Mrg)g, con A € R.
geG geG

Note que con este producto se puede ver a RG como un R-moédulo.
Ademas cuando R es conmutativo, RG es llamado el algebra de grupo de G
sobre R.
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Preliminares [INIITREIatirs

Se define ahora el producto entre elementos de R y elementos de RG de la
siguiente manera:

A ( > rgg> = > (Arg)g, con X\ € R.

geG geG

Note que con este producto se puede ver a RG como un R-moédulo.
Ademas cuando R es conmutativo, RG es llamado el algebra de grupo de G
sobre R.

Proposicion 1.6 (Involucion en RG)

Sean R un anillo conmutativo y G un grupo con involucion x. Si o es una
orientacion sobre G, la aplicacion ® : RG — RG definida por

@

Sorgg | = rea(9)g”,

geG geG

es una involucion sobre RG.
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Anillos de grupo

Definicion 1.7

Definimos los conjuntos de elementos simétricos y anti-simétricos de FG,
denotados por (FG)t y (FG)~ respectivamente, como:
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Definicion 1.8 (Corchete de Lie)

Sobre un anillo asociativo R definimos el “corchete de Lie” como
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Prelimi Anillos de grupo

Definicion 1.7

Definimos los conjuntos de elementos simétricos y anti-simétricos de FG,
denotados por (FG)t y (FG)~ respectivamente, como:

(F)t ={a € FG:a® = a},

(FG)” ={a € FG : a® = —a}.

Definicion 1.8 (Corchete de Lie)

Sobre un anillo asociativo R definimos el “corchete de Lie” como

(1, z2] = 120 — @21y

y de forma recursiva se tiene que

[xl) L2y.-.,&n, xn—i—l] = [[IE1, Z2,.. '7$n}, xn-‘rl]
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14 DINIBESER Propiedades de Lie

Definicion 1.9 (Lie nilpotente)

Sea S un subconjunto de R un anillo asociativo. Decimos que S es Lie
nilpotente si existe n > 2 tal que para todo a; € S,

[al, ag,...,an] =0.
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Sea S un subconjunto de R un anillo asociativo. Decimos que S es Lie
nilpotente si existe n > 2 tal que para todo a; € S,

[al, ag,...,an] =0.

Escribiremos S € i, para decir que S es Lie nilpotente.

Definicion 1.10 (Lie n-Engel)
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Definicion 1.9 (Lie nilpotente)

Sea S un subconjunto de R un anillo asociativo. Decimos que S es Lie
nilpotente si existe n > 2 tal que para todo a; € S,

[al, ag,...,an] =0.

Escribiremos S € i, para decir que S es Lie nilpotente.

Definicion 1.10 (Lie n-Engel)

Sea S un subconjunto de R. Decimos que S es Lie n-Engel si existe n > 2 tal
que para todo a,b € S,

n veces

Escribiremos S € &, para decir que S es Lie n-Engel.

Claramente si S € 7y, entonces S € &,.
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Involucién de grupo orientada generalizada

Involucién de grupo orientada Generalizada

Lema 2.1

Sea G un grupo tal que C {z 1z €((G } es infinito. Si o € FG es
tal que (a(z)z Loy — 1) a= O, para todo z € ¢, entonces o = 0.

Propiedades de Lie en FG’s 9/ 20



Involucién de grupo orientada generalizada

Involucién de grupo orientada Generalizada

Lema 2.1

Sea G un grupo tal que C {z_l *:2e((G } es infinito. Si o € FG es
tal que ( (2)z7 Ltz — 1) a= 0 para todo z € ¢, entonces o = 0.

Teorema 2.2

Sea G un grupo tal que ((G) = {z7'2* : z € ((G)} es un conjunto infinito. Si

FG satisface una ® - IP (con g & a(g)g*) de grado n, entonces FG satisface
una IP de grado 0 < n.
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Involucién de grupo orientada Generalizada

Lema 2.1

Sea G un grupo tal que C {z_l *:2e((G } es infinito. Si o € FG es
tal que ( (2)z7 Ltz — 1) a= 0 para todo z € ¢, entonces o = 0.

Teorema 2.2

Sea G un grupo tal que ((G) = {z7'2* : z € ((G)} es un conjunto infinito. Si
FG satisface una ® - IP (con g & a(g)g*) de grado n, entonces FG satisface
una IP de grado 0 < n.

Corolario 2.3

Sea G un grupo tal que E(G) es un conjunto infinito. Entonces, FG* o FG~
Lie nilpotente de indice n, si y solo si, FG es Lie nilpotente de indice n.
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Involucién clasica orientada generalizada

Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.1

Sean g,h € G tales que g> #1 y h?> # 1, y 0 : G — U(F) una orientacion no
trivial. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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Lema 3.1

Sean g,h € G tales que g> #1 y h?> # 1, y 0 : G — U(F) una orientacion no
trivial. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(i) Silg+g ', h+h~1 =0, entonces:

(a) gh € {hg,hg™*,h g} o, (b) (¢g*h?)? =1, Vo, B € {~1,1}.
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Involucién clasica orientada generalizada

Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.1

Sean g,h € G tales que g> #1 y h?> # 1, y 0 : G — U(F) una orientacion no
trivial. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(i) Silg+g ', h+h~1 =0, entonces:
(b) (g*h")* =1, Va,B € {~1,1}.

(b) (gahﬁ)2 = 1’ VO{,ﬁ € {_17 1}

(b) olg) =4=o(h) y g* = h*.

Layonel Bara
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Involucién clasica orientada generalizada

Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.1
Sean g,h € G tales que g> #1 y h?> # 1, y 0 : G — U(F) una orientacion no
trivial. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
(i) Silg+g ', h+h~1 =0, entonces:
(a) gh € {hg,hg™",h7"g} o, (b) (¢°h°)* =1, Vo, B € {~1,1}.
(ii) Silg—g ', h—h"1] =0, entonces:
(a) gh = hg o, (b) (g®h?)? =1, Va,B € {-1,1}.
(iii) Si[g— g~ h+h~'] =0, entonces:
(a) gh € {hg,h™"g} o, (b) olg) =4 =o(h) y g* = h*.
(iv) Sifg+g t,h+o(h)h= ] =0y o(h) # £1, entonces:
(a) gh € {hg,hg™"} o, (b) o(g) =4 =o(h) y g* = h*.
(v) Silg+0o(9)g ' h+a(h)h™1] =0, o(g) # £1 y o(h) # £1, entonces :
(a) gh € {hg hg™'} o, (b) o(g) =4 =o(h) y g* = h*.
(vi) Si[g—g Y, h+o(h)h™ ] =0y o(h) # £1, entonces:
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Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.2

Suponga que FGT es Lie n - Engel para algin n, con char(F) # 2. Entonces,
todo elementos g € N de orden 2 es central en G.
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Lema 3.2

Suponga que FGT es Lie n - Engel para algin n, con char(F) # 2. Entonces,
todo elementos g € N de orden 2 es central en G.

Lema 3.3

Sea G = (a,b), con a,b tales que b=1ab = a~'. Si G no tiene elementos de
orden 2, entonces FGT y FG~ no son Lie n - Engel.
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orden 2, entonces FGT y FG~ no son Lie n - Engel.

Lema 3.4

Sea G = (g,h) con g,h tales que [g+ c1g~ ', h+ cah™!] = 0 para algunos c; y
co en F. Suponga que G no contiene elementos de orden 2. Si FGt 0 FG~ es
Lie n - Engel, entonces G es abeliano.
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Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.5

Sea G un grupo sin elementos de orden 2 y F un cuerpo con char(F) # 2.
Suponga que FGT o0 FG~ es Lie n - Engel para algin n. Las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

(1) Si char(F) =0, entonces G es abeliano.

(i1) Si char(F) =p > 2, entonces GP" C ((G), para algin m > 0.
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Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.5

Sea G un grupo sin elementos de orden 2 y F un cuerpo con char(F) # 2.
Suponga que FGT o0 FG~ es Lie n - Engel para algin n. Las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

(1) Si char(F) =0, entonces G es abeliano.
(i1) Si char(F) =p > 2, entonces GP" C ((G), para algin m > 0.

Teorema 3.6

Sea F un cuerpo con char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2.
Entonces FGT (0 FG™) es Lie n - Engel, para algin n, si y solo si, FG es Lie
m - Engel, para algin m.
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Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.7

Sea G un grupo sin elementos de orden 2 y F un cuerpo con char(F) # 2.
Suponga que FGT o FG~ es Lie nilpotente. Si el centro ((G) contiene un
elemento z de orden infinito, entonces FG es Lie nilpotente.
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Involucién clasica orientada generalizada

Lema 3.7

Sea G un grupo sin elementos de orden 2 y F un cuerpo con char(F) # 2.
Suponga que FGT o FG~ es Lie nilpotente. Si el centro ((G) contiene un
elemento z de orden infinito, entonces FG es Lie nilpotente.

Teorema 3.8

Sea F un cuerpo con char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2, tal

que eziste z € ((G) con z9 =1y (p,q) = 1. Suponga que F no contiene raices

q - ésimas de la unidad. Entonces FGT (0o FG™) es Lie nilpotente, si y solo si,
FG es Lie nilpotente.
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Involucién clasica orientada generalizada

Sketch

Demostracion.
Si char(F) =0, del Lema 3.5 G € A
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Sketch

Demostracion.
Si char(F) =0, del Lema 3.5 G € A
Si char(F) = p, del Lema 3.5 es posible mostrar que G es nilpotente.
Si [C(G)] = o0, como G2 =0 |¢*(G)| = oo, asi FG € ny,
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Involucién clasica orientada generalizada

Sketch

Demostracion.
Si char(F) =0, del Lema 3.5 G € A
Si char(F) = p, del Lema 3.5 es posible mostrar que G es nilpotente.
Si [C(G)] = o0, como G2 =0 |¢*(G)| = oo, asi FG € ny,
Si (G| < o0, supongamos que para todo grupo H con clase de
nilpotencia menor G, entonces H' es p - grupo finito.

Supongamos que ((G) es un p - grupo. Como la clase de nilpotencia de
G/¢(G) es menor que la de G, (G/¢(G))’ es un p - grupo finito

(G/C(G) = GLUG)/L(G) ~ G /(G N ¢(G))

Layonel Bar. (UIS) Propiedades de Lie en FG’s
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Algebras de grupo semiprimas

Lema 4.1

Sea R un anillo semiprimo con involucion x de char(F) #2. Si R~ (o RT) es
Lie n - Engel, entonces [R™, R™] =0 (respectivamente [RT, RT] =0).
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Algebras de grupo semiprimas

Lema 4.1

Sea R un anillo semiprimo con involucion x de char(F) #2. Si R~ (o RT) es
Lie n - Engel, entonces [R™, R™] =0 (respectivamente [RT, RT] =0).

Teorema 4.2

Sean F un cuerpo de char(F) # 2, G un grupo sin elementos de orden 2 tales
que FG es semiprima. Suponga que FG™ es Lie n - Engel para algin n (o Lie
nilpotente). Entonces, G es abeliano o N = ker(o) es abeliano y

(G\ N) C G". Luego, FG es un dlgebra de grupo normal.
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Algebras de grupo semiprimas

Teorema 4.3

Sean F un cuerpo de char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2 tal
que FG es semiprima, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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Algebras de grupo semiprimas

Teorema 4.3

Sean F un cuerpo de char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2 tal
que FG es semiprima, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) FG* es Lie n - Engel (o Lie nilpotente).
(i) FGT es conmutativo.
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Sean F un cuerpo de char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2 tal
que FG es semiprima, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) FG* es Lie n - Engel (o Lie nilpotente).
(i) FGT es conmutativo.

(i4i) FG es normal.

Demostracién.

Como FG* conmutativo implica ser Lie nilpotente, entonces por la

demostracion de la primera parte del Teorema 4.2, (i) y (i7) son equivalentes.

Propiedades de Lie en FG’s

16 / 20




Algebras de grupo semiprimas

Teorema 4.3

Sean F un cuerpo de char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2 tal
que FG es semiprima, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) FG* es Lie n - Engel (o Lie nilpotente).
(i) FGT es conmutativo.

(i4i) FG es normal.

Demostracién.

Como FG* conmutativo implica ser Lie nilpotente, entonces por la
demostracion de la primera parte del Teorema 4.2, (i) y (i7) son equivalentes.

Ahora bien, de la demostracion de la segunda parte del Teorema 4.2 (i)
implica (ii7).
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Teorema 4.3

Sean F un cuerpo de char(F) # 2 y G un grupo sin elementos de orden 2 tal
que FG es semiprima, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) FG* es Lie n - Engel (o Lie nilpotente).

(i) FGT es conmutativo.

(i4i) FG es normal.

Demostracién.

Como FG* conmutativo implica ser Lie nilpotente, entonces por la
demostracion de la primera parte del Teorema 4.2, (i) y (i7) son equivalentes.
Ahora bien, de la demostracion de la segunda parte del Teorema 4.2 (i7)
implica (ii7).

Finalmente, dado que G5 = () se obtiene de la condicion (ii7) que los elementos
en FG* conmutan. O
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Lema 4.4

Sea G un grupo finito, F un cuerpo con char(F) = p > 2. Suponga que FG™ es
Lie n - Engel. Entonces, el conjunto P de los p - elementos es un subgrupo de

G.
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Sea G un grupo finito, F un cuerpo con char(F) = p > 2. Suponga que FG™ es
Lie n - Engel. Entonces, el conjunto P de los p - elementos es un subgrupo de

G.

Proposicion 4.5

Sea F un cuerpo con char(F) =p # 2 y G un grupo finito. Suponga que FG*
(o FG~) Lie n - Engel, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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G.

Proposicion 4.5

Sea F un cuerpo con char(F) =p # 2 y G un grupo finito. Suponga que FG*
(o FG~) Lie n - Engel, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(i) Sichar(F) =0, entonces FGt (o FG~) es conmutativo.
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Lema 4.4

Sea G un grupo finito, F un cuerpo con char(F) = p > 2. Suponga que FG™ es
Lie n - Engel. Entonces, el conjunto P de los p - elementos es un subgrupo de

G.

Proposicion 4.5

Sea F un cuerpo con char(F) =p # 2 y G un grupo finito. Suponga que FG*
(o FG~) Lie n - Engel, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(i) Sichar(F) =0, entonces FGt (o FG~) es conmutativo.

(i1) Si char(F) =p > 2, entonces F(G/P)" (o F(G/P)~) es conmutativo.
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