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Trabajo de grado presentado como requisito

parcial para optar al t́ıtulo de magister en matemáticas
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Álvaro Garzón Rojas por haber aceptado dirigir este trabajo, por su tiempo, y dedi-

cación y a todos los profesores del Departamento de matemáticas que me colaboraron
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Resumen

En este trabajo se construyen curvas con “muchos”puntos racionales desde el punto

de vista de la construcción de cubrimientos duplos del cuerpo de funciones racionales

Fq(x) v́ıa extensiones de Kummer y Arthin-Schreier con “muchos”lugares de grado uno,

entendiéndose por esto que el número de lugares de grado uno del cuerpo de funciones

algebraicas está cercano a la cota de Weil. Para esto, se hace un estudio detallado

de la cota de Weil desarrollado por Stichtenoth1, con el objetivo de complementar y

ejemplificar los principales resultados expuestos en ([12]-V).

1Ver[12]
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Introducción

Sea Fq un cuerpo finito con q = pn elementos y Fq la clausura algebraica de Fq. Dado

un polinomio f(x, y) ∈ Fq[x, y] irreducible sobre Fq, el conjunto:

Cf = {(α, β) ∈ Fq × Fq : f(α, β) = 0}

es una curva algebraica af́ın (sobre el cuerpo finito Fq) y los puntos P = (α, β) ∈ Cf
tal que (α, β) ∈ Fq × Fq se llaman puntos racionales de Cf sobre Fq2.

Durante muchos años la pregunta sobre cuántos puntos racionales puede tener

una curva de género g mantuvo el interés de los matemáticos hasta que en

1940 Andre Weil 3 probó la hipótesis de Riemman para curvas sobre cuerpos finitos

obteniendo, como consecuencia de este resultado una cota superior para el número de

puntos racionales de una curva C de género g sobre un cuerpo finito de cardinalidad q,

a saber:

|C(Fq)| ≤ q + 1 + 2g
√
q,

donde C(Fq) denota el conjunto de puntos racionales de la curva C. El resultado de

Weil se mantuvo intocable hasta que en 1980 Goppa 4 introdujo códigos asociados a

curvas algebraicas conocidos como códigos geométricos de Goppa. En tal construcción se

destacan dos propiedades que debe tener una curva de tal forma que el código inducido

tenga buenos parámetros:

1 . La curva debe ser expĺıcita, es decir debe obtenerse mediante una ecuación de

la forma f(x, y) = 0.

2 . El número de puntos racionales de dicha curva debe estar cercano a la cota de

Weil.

2Existe una correspondencia biuńıvoca entre las curvas algebraicas y los cuerpos de funciones al-
gebraicas, esta correspondencia permite trasladar definiciones y resultados de curvas algebraicas a
cuerpos de funciones algebraicas y vicerversa, Ver [1], [7].

3H. Stichtenoth, Ver [12].
4Goppa, Ver [6].
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Introducción ix

A partir de este hecho algunos matemáticos empezaron a trabajar en el mejoramiento

de la cota de Weil y muchos otros encaminaron esfuerzos hacia la construcción de curvas

con muchos puntos racionales.

En 1981 Ihara 5mostró que si detonamos por Nq el máximo número de puntos racionales

que una curva C de género g puede tener, entonces

Nq ≤ q + 1 +


(√

(8q + 1)2g + 4(q2 − q)g − g
)

2


donde [x] es la parte entera de x ∈ R. La importancia de este resultado radica en el

hecho de que para curvas cuyo género satisface g >
q−√q

2
esta cota es mejor que la cota

de Weil. Posteriormente en 1993 Serre 6 mostró que la cota de Weil puede mejorarse:

Nq ≤ q + 1 + 2[g
√
q].

En cuanto a la construcción expĺıcita de curvas se han diseñado diferentes métodos que

conducen a obtener “buenas curvas”(curvas con muchos puntos racionales), la mayoŕıa

de ellas v́ıa extensiones de Kummer o extensiones de Artin-Schreier de Fq(x).

Este trabajo consta de tres caṕıtulos, en el primer caṕıtulo se hace un breve recorrido por

los conceptos básicos de la teoŕıa de Cuerpos Finitos ilustrados con algunos ejemplos

para una mejor comprensión de los caṕıtulos siguientes. El segundo caṕıtulo es una

revisión bibliográfica acerca de la Cota de Weil y sus diferentes mejoramientos (Cota

de Serre, Cota de Ihara y Cota de Drinfeld Vladut) con aportes en cuanto a ejemplos y

aclaraciones en algunas pruebas y en el tercer caṕıtulo se construyen curvas (cuerpos de

funciones algebraicas) con muchos puntos racionales (lugares de grado uno) entendiendo

por esto, que el númeroN(F/Fq) de puntos racionales satisface a ≤ N(F/Fq) ≤ b, donde

b es la cota de Weil, Ihara o Serre para un cuerpo de funciones de género g y a = b/
√

2.

Dichas curvas se obtienen por medio de cubrimientos duplos de la recta proyectiva Fq(x)

v́ıa extensiones de Kummer y Artin-Schreier, es decir torres de cuerpos de funciones del

tipo Fq(x) ⊂ Fq(x, y) ⊂ Fq(x, y, z) donde la extensión Fq(x, y)/Fq(x) es una extensión

de Kummer y Fq(x, y, z)/Fq(x, y) una extensión de Artin-Schreier.

5Ihara, Ver [8].
6Serre, Ver [11].



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es hacer una presentación de las definiciones y resultados

de la teoŕıa de cuerpos de funciones algebraicas, esenciales para la comprensión de los

caṕıtulos siguientes. Todos ellos se presentan sin pruebas puesto que aparecen en [12]

y algunas proposiciones se ilustran con ejemplos.

1.1. Anillos de valuación, lugares, ceros y polos

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas sobre K, es decir F ⊇ K es una extensión

finita de K(x), con x ∈ F trascendente sobre K.

Se dice que O ⊆ F es un Anillo de Valuación de F/K si:

i) K ( O ( F.

ii) Para cualquier z ∈ F , z ∈ O ó z−1 ∈ O.

Puede probarse que todo anillo de valuación O es un Anillo de Valuación Discreta, es

decir, un anillo de ideales principales con un único ideal máximal P := O−O∗. Puesto

que P es principal, entonces existe un t ∈ O el cual llamaremos uniformizante local

para P tal que P = tO y cada 0 6= z ∈ F tiene una única expresión de la forma z = tnu

con u ∈ O∗ y n ∈ Z.

Si denotamos por FP al cuerpo residual O/P , entonces existe una aplicación

F −→ O/P := FP

x 7−→

{
x(P ) = x+ P, si x ∈ O
∞, si x /∈ O

1



1.2 El cuerpo de funciones racionales 2

Decimos que P es un lugar de F/K, si P es el ideal máximal de algún anillo de valuación

de F/K. Denotaremos por PF al conjunto de lugares del cuerpo de funciones F/K y νP
la valuación discreta de F/K asociada al lugar P definida como νP (z) = n, si z = tn ·u.

Si z ∈ F y P ∈ PF , decimos que P es un cero de z si y sólo si νP (z) > 0; P es un

polo de z si y sólo si νP (z) < 0. Si νP (z) = m > 0, P es un cero de z de orden m; si

νP (z) = −m < 0, P es un polo de z de orden m.

1.2. El cuerpo de funciones racionales

El ejemplo clásico de cuerpo de funciones algebraicas es el cuerpo de funciones racio-

nales. Todos los conceptos de anillos de valuación, lugares, ceros y polos de la sección

anterior que se utilizarán a lo largo de este trabajo se pueden precisar en este cuerpo

de funciones.

Definición 1.1 Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas, decimos que F/K es un

cuerpo de funciones racionales si existe x ∈ F trascendente sobre K tal que F = K (x).

Notemos que de acuerdo a la definición, cada z ∈ F − {0} tiene representación única

en la forma

z = a
∏
i

pi (x)ni , (1.1)

donde a ∈ K − {0}, los pi (x) ∈ K [x] son mónicos e irreducibles y cada ni ∈ Z.

Dado un polinomio mónico irreducible p (x) ∈ K [x], entonces el conjunto

Op(x) :=

{
f (x)

g (x)
: f (x) , g (x) ∈ K [x] y p (x) - g (x)

}
, (1.2)

es un anillo de valuación de K (x) /K. En este caso su ideal máximal viene dado por

Pp(x) :=

{
f (x)

g (x)
: f (x) , g (x) ∈ K [x] y p (x) |f (x) y p (x) - g (x)

}
. (1.3)

En el caso particular de p (x) = x− α con α ∈ K escribimos Px−α := Pα.

Otro anillo de valuación de K (x) /K es el conjunto

O∞ :=

{
f (x)

g (x)
: f (x) , g (x) ∈ K [x] y grad (f (x)) ≤ grad (g (x))

}
, (1.4)

cuyo ideal máximal es
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P∞ :=

{
f (x)

g (x)
: f (x) , g (x) ∈ K [x] y grad (f (x)) < grad (g (x))

}
, (1.5)

el cual se llama el lugar infinito de K (x).

Teorema 1.1 Sea F = K(x) el cuerpo de funciones racionales sobre K.

i) Si P = Pp(x) es el lugar definido en (1.3), donde p(x) ∈ K[x] es un polinomio

mónico irreducible, entonces p(x) es un uniformizante local para P y la corres-

pondiente valuación discreta νP puede ser descrita en la siguiente forma. Si z ∈
F−{0} tenemos que z admite la escritura z = p(x)n

f(x)

g(x)
, donde p(x) - f(x), p(x) -

g(x) y n ∈ Z, entonces νP (z) := n. El cuerpo de clases residuales FP = OP/P es

isomorfo al cuerpo K[x]/(p(x)) y en consecuencia, grad(P ) = grad(p(x)).

ii) En el caso especial p(x) = x−α, con α ∈ K, el grado de Pα es uno y la aplicación

de clases residuales se dá en la siguiente forma, para z ∈ F : z(Pα) = z(α), donde

z(α) se define como sigue. Si z =
f(x)

g(x)
, donde f(x), g(x) son polinomios en K[x]

primos relativos entre śı, entonces

z(α) =


f(α)

g(α)
, si g(α) 6= 0,

∞, si g(α) = 0 .

iii) Sea P∞ el lugar definido en (1.5), entonces grad(P∞) = 1 y un uniformizante

local de P∞ es t =
1

x
. La correspondiente valuación discreta es dada por

νp∞

(
f(x)

g(x)

)
= grad(g(x))− grad(f(x)),

donde f(x), g(x) ∈ K[x].

iv) K es el cuerpo de constantes de K(x)/K.

v) Los únicos lugares de K(x)/K son P∞ y Pp(x) definidos en (1.3) y (1.5), por lo

tanto los lugares de grado uno de K(x)/K están en correspondencia uno a uno

con K ∪ {∞}.
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1.3. Divisores

A partir de esta sección F/K denotará un cuerpo de funciones algebraicas de una

variable tal que K es el cuerpo de constantes de F/K.

La suma formal

D =
∑
P∈PF

nP (D)P,

con nP ∈ Z y nP = 0, para casi todo P ∈ PF se llama un divisor de F/K.

El soporte de D está definido por :

Sop(D) := {P ∈ PF , nP (D) 6= 0},

aśı

D =
∑

P∈Sop(D)

nP (D)P.

Un divisor de la forma D = P con P ∈ PF , se llama divisor primo.

Un divisor D =
∑

P∈PF νP (D) ·P , se dice positivo si todo νP (D) ≥ 0 y se escribe D ≥ 0,

aśı un divisor positivo es la suma de divisores primos.

Dados dos divisores D =
∑
P∈PF

nP (D)P y E =
∑
P∈PF

nP (E)P , definimos el divisor suma

de la siguiente forma

D + E =
∑
P∈PF

(nP (D) + nP (E)) · P.

Es fácil verificar que el conjunto de divisores con la suma definida anteriormente forma

un grupo abeliano el cual denotaremos por DF .

El cero en DF es 0 :=
∑
P∈PF

nP · P, con nP = 0, para cada P ∈ PF .

Para un divisor D y Q ∈ PF se define νQ(D) := nQ.

Se define el grado de P ∈ PF como grad(P ) = [FP : K]. La aplicación

grad : DF −→ Z,

define un homomorfismo de grupos con

grad(D) =
∑
P∈PF

νP (D) · grad(P ).

Si 0 6= x ∈ F definimos el Divisor Cero de x como

(x)0 :=
∑
P∈Z

(νP (x))P,
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donde Z denota el conjunto de ceros de x en PF y el Divisor Polar de x como

(x)∞ :=
∑
P∈N

−(νP (x))P,

donde N el conjunto de polos de x en PF . A cada elemento no nulo x de F/K le

asociamos un divisor el cual llamaremos el Divisor Principal de x dado por

(x) := (x)0 − (x)∞.

En otras palabras (x) :=
∑
P∈PF

(νP (x))P.

Cualquier divisor principal tiene grado cero. Además si x ∈ F \K entonces

grad(x)0 = grad(x)∞ = [F : K(x)].

Sea PF := {(x)|0 6= x ∈ F} el grupo de divisores principales de F/K. Claramente este

conjunto es un subgrupo de DF . Observe que para 0 6= x ∈ F , entonces (xy) = (x)+(y).

Llamaremos Grupo de Clase de Divisores al grupo cociente CF := DF/PF , y diremos

que los divisores D1 y D2 ∈ DF son equivalentes (D1 ∼ D2), si D1 = D2 + (x) para

algún x ∈ F \ 0.

La clase de A ∈ DF en CF es denotado por [A] y grad([A]) := grad(A).

Para un divisor A ∈ DF , se define L(A) := {x ∈ F |(x) ≥ −A} ∪ {0}. Observemos que

si A ∈ DF se tiene que:

i) x ∈ L(A) si y sólo si νP (x) ≥ −νP (A) para todo P ∈ PF .

ii) L(A) 6= {0} si y sólo si existe un divisor A′ ∼ A con A′ ≥ 0.

Lema 1.1 Si A ∈ DF entonces

i) L(A) es un espacio vectorial sobre K.

ii) L(0) = K.

iii) Si A < 0 entonces L(A) = {0}.

Se define ahora la dimensión del divisor A como dim(A) := dim(L(A)).

Corolario 1.1 i) Sean A,A′ divisores tales que A ∼ A′. Entonces

dim(A) = dim(A′) y grad(A) = grad(A′).
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ii) Si grad(A) < 0 entonces dim(A) = 0.

iii) Para cualquier divisor A de grado cero, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes:

a) A es principal.

b) dim(A) ≥ 1.

c) dim(A) = 1.

Definición 1.2 El género de F/K está definido por

g := máx{grad(A)− dim(A) + 1 | A ∈ DF}.

El género de F/K es un entero no negativo.

Un Adele de F/K es una función α :

{
PF −→ F,

P 7−→ αP ,

tal que αP ∈ OP para casi todo P ∈ PF . Un adele es como un elemento del producto

directo
∏

P∈PF F y además se usa la notación α = (αP )P∈PF .

El conjunto AF := {α|α es un adele de F/K}, se llama el espacio adele de F/K y se

considera como un espacio vectorial sobre K. El adele principal de un elemento x ∈ F
es el adele constante y de valor x. Para un divisor A ∈ DF se define

AF (A) := {α ∈ AF |νP (α) ≥ −νP (A) para todo P ∈ PF},

con νP (α) := νP (αP ).

Un diferencial de Weil de F/K es una aplicación K-lineal

ω : AF −→ K

tal que ω se anula sobre AF (A) + F para algún divisor A ∈ DF . El módulo de los

diferenciales de Weil de F/K se define por

ΩF := {ω|ω es un diferencial de Weil de F/K }.

Para un divisor A ∈ DF , ΩF (A) := {ω ∈ ΩF |ω se anula en AF (A) + F}.

Definición 1.3 i) El divisor (ω) de un diferencial de Weil w 6= 0, es un divisor

uńıvocamente determinado por las siguientes condiciones:

a) ω se anula en AF ((ω)) + F.
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b) Si ω se anula en AF (A) + F con A ∈ DF entonces A ≤ (ω).

ii) Para 0 6= ω ∈ ΩF y P ∈ PF definimos νP (ω) := νP ((ω)).

iii) Se dice que un lugar P es un cero (polo) de ω, si νP (ω) > 0 (νP (ω) < 0).

iv) Un divisor W se llama un divisor canónico de F/K si W = (ω) para algún

ω ∈ ΩF .

El siguiente teorema es uno de los teoremas más importantes en la teoŕıa de Cuerpos

de Funciones Algebraicas.

Teorema 1.2 (Teorema de Riemann-Roch): Sea W un divisor canónico de F/K, en-

tonces, para cualquier A ∈ DF ,

dim(A) = grad(A) + 1− g + dim(W − A).

1.4. Extensiones de Cuerpos de Funciones Algebrai-

cas

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas en una variable con cuerpo de constantes

K. A lo largo de este trabajo supondremos que el cuerpo K es perfecto.

Definición 1.4 i) Un cuerpo de funciones algebraicas F ′/K ′ es una extensión al-

gebraica de F/K, si F ′ ⊃ F es una extensión algebraica de cuerpos y K ′ ⊃ K.

ii) Una extensión algebraica F ′/K ′ de F/K se llama extensión por constantes si

F ′ = FK ′ es el cuerpo composición de F y K ′.

iii) Una extensión algebraica F ′/K ′ de F/K es una extensión finita si

[F ′ : F ] <∞.

Definición 1.5 Sea F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K. Se dice que un lugar

P ′ ∈ PF ′ cae sobre P ∈ PF si P ⊆ P ′. También decimos que P ′ es una extensión de P,

y escribimos P ′|P.

Proposición 1.1 Sea F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K. Supongamos que P (P ′)

es un lugar de F/K (F ′/K ′), y sea OP ⊆ F (OP ′ ⊆ F ′) el correspondiente anillo de

valuación. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P ′|P.
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ii) OP ⊆ OP ′ .

iii) Existe un entero e ≥ 1 tal que νP ′(x) = e · νP (x) para todo x ∈ F. Más aún, si

P ′|P entonces P = P ′ ∩ F y OP = OP ′ ∩ F.

Por esta razón, P se llama la restricción de P ′ a F.

Definición 1.6 Sea F ′/K ′ una extensión algebraica de F/K y sea P ′ ∈ PF ′ un lugar

de F ′/K ′ que cae sobre P ∈ PF .

i) El entero e(P ′|P ) := e con νP ′(x) = e ·νP (x) para cualquier x ∈ F se llama ı́ndice

de ramificación de P ′ sobre P.

Decimos que P ′|P es ramificado si e(P ′|P ) > 1, y P ′|P es no ramificado si

e(P ′|P ) = 1.

ii) f(P ′|P ) := [F ′P ′ : FP ] se llama el grado relativo de P ′ sobre P.

Note que f(P ′|P ) puede ser finito o infinito; sin embargo el ı́ndice de ramificación

siempre es un número natural.

En particular si [F ′ : F ] <∞, P ∈ PF y P1, P2, ..., Pm ∈ PF ′ son todos los lugares

de F ′/K ′ que caen sobre P entonces [F ′ : F ] =
∑m

i=1 e(Pi|P ) · f(Pi|P ).

Definición 1.7 Sea F ′/F una extensión finita y separable del cuerpo de funciones,

entonces el diferente de F ′/F , denotado por D(F ′/F ), es el divisor de F ′ dado por

D(F ′/F ) =
∑

P∈P(F )

∑
P ′|P

d(P ′|P )P ′.

Proposición 1.2 (Fórmula de Hurwitz):

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas de género g y F ′/F una extensión finita

separable. Sea K ′ el cuerpo de constantes de F ′ y sea g′ el género de F ′/K ′. Entonces

tenemos que:

2g′ − 2 =
[F ′ : F ]

[K ′ : K]
(2g − 2) + grad((D(F ′/F ))).

Puesto que uno de los objetivos de este trabajo es el de construir cuerpos de funciones

cuyo número de lugares de grado uno, sea “grande”, es necesario obtener un mecanismo

que nos ayude a calcular este número, el siguiente resultado nos proporciona una técnica

para acercarnos a dicho valor.

Proposición 1.3 Sea ϕ(T ) = T n + fn−1(x)T n−1 + ...+ f0(x) ∈ K(x)[T ] un polinomio

irreducible sobre el cuerpo de funciones racionales K(x).
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Consideremos el cuerpo de funciones K(x, y)/K donde y satisface la ecuación ϕ(y) = 0

y un elemento α ∈ K tal que fj(α) 6= ∞ para cualquier 0 ≤ j ≤ n − 1. Denotemos

por Pα ∈ PK(x) el cero de x− α en K(x). Supongamos que el polinomio

ϕα(T ) := T n + fn−1(α)T n−1 + ...+ f0(α) ∈ K[T ],

se descompone en el anillo de polinomios K[T ] de la siguiente forma:

ϕα(T ) =
r∏
i=1

ψi(T ),

donde ψi(T ) ∈ K[T ] corresponden a polinomios irreducibles, mónicos y distintos. En-

tonces tenemos que:

i) Para cualquier i = 1, ..., r existe un único lugar determinado por el lugar

Pi ∈ PK(x,y) tal que x− α ∈ Pi y ψi(y) ∈ Pi. Además e(Pi|Pα) = 1 y el cuerpo de

clase residual de Pi es isomorfo a K[T ]/ (ψi(T )) .

De aqúı f(Pi|Pα) = grad (ψi(T )) .

ii) Si grad (ψi(T )) = 1 a lo más para i ∈ 1, ..., r, entonces K es el cuerpo de cons-

tantes de K(x, y).

iii) Si ϕα(T ) tiene n ráıces distintas en K, donde n = grad (ϕ(T )) , entonces existe

para cualquier β con ϕα(β) = 0 un único lugar Pα,β ∈ PK(x,y), tal que x−α ∈ Pα,β
y, y − β ∈ Pα,β. Pα,β es un lugar de K(x, y) de grado 1.

Como una ilustración del anterior resultado tenemos

Ejemplo 1.1 Sean ϕ(T ) = T 2 + T + x3 + x ∈ F2(x)[T ] y E = F2(x, y) con ϕ(y) = 0.

Observe que en este caso f1(x) = 1 y f0(x) = x3 + x, además para cada α ∈ F2 se tiene

que f1(α) = 1 y f0(α) = 0.

De otro lado, los polinomios ϕ0(T ) = ϕ1(T ) = T 2 + T ∈ F2[T ] se factorizan como

ϕ0(T ) = ϕ1(T ) = T (T + 1) con T y T + 1 polinomios irreducibles sobre F2[T ].

Ahora, para cada α ∈ F2, el polinomio ϕα(T ) = T 2 + T tiene 2 = grad(ϕ(T )) raices

distintas (en F2), luego por cada β que satisfaga ϕα(β) = 0 tenemos un lugar de grado

uno en E a saber P(α,β); es decir, tenemos además de P∞ (el polo de x), 4 lugares de

grado uno que simbolizaremos por P(0,0),P(0,1),P(1,0) y P(1,1). �

Observación 1.1 i) El ejemplo anterior es un caso muy particular de la Proposición

1.3. De hecho los ejemplos que consideraremos en este trabajo serán dados por

polinomios ϕ(T ) = T n + fn−1(x)T n−1 + ... + f0(x) ∈ K(x)[T ] para los cuales

fj(x) = 0, para 1 ≤ j ≤ n− 1, este hecho se justificará a lo largo del trabajo.
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ii) Los lugares racionales que hemos “ contado.en este ejemplo corresponden a los

llamados “Puntos de Rama”, es decir son aquellos lugares obtenidos después de

analizar el conjunto de ceros y polos de la función racional f0(x) = x3 + x.

Posteriormente precisaremos cómo calcular el número exacto de lugares de grado

uno.

Hasta el momento hemos presentado resultados que nos permiten, por un lado, calcular

el género de un cuerpo de funciones (Fórmula de Hurwitz) y por otro, un acercamiento

al número de lugares de grado uno (Proposición 1.3). No obstante, debe observarse que

la fórmula de Hurwitz requiere del cálculo del diferente de la extensión en consideración.

Afortunadamente y aún cuando en general este cálculo es muy d́ıficil, los dos teoremas

siguientes indican como calcularlo en un tipo particular de extensiones.

Proposición 1.4 (Extensiones de Kummer). Sea F/K un cuerpo de funciones alge-

braicas, ζ una ráız r-ésima primitiva de la unidad contenida en K (con r > 1 y r primo

relativo con la caracteŕıstica de K) y u ∈ F que satisface:

u 6= wd, ∀w ∈ F y d|r, d > 1.

La extensión

F ′ = F (y) con yr = u,

se llama una extensión de Kummer de F, y tiene las siguientes propiedades:

i) El polinomio φ(T ) = T r − u, es el polinomio minimal de y sobre F (en particular

éste es irreducible sobre F .) F ′/F es una extensión de Galois de grado r, cuyo

grupo de Galois es ćıclico y todos los automorfismos de F ′/F están dados por

σ(y) = ζy, donde ζ ∈ K es una ráız r-ésima de la unidad.

ii) Sea P ∈ PF y sea P ′ ∈ PF ′ una extensión de P. Entonces

e(P ′|P ) =
r

mP

y d(P ′|P ) =
r

mP

− 1,

donde

mP := mcd(r, νP (u)) > 0,

iii) Si K ′ denota el cuerpo de constantes de F ′, g y g′ denotan el género de F/K y

F ′/K ′ respectivamente, entonces:

g′ = 1 +
r

[K ′ : K]

(
g − 1 +

1

2

∑
P∈PF

(
1− mP

r

)
grad(P )

)
.
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Ejemplo 1.2 Sea F = F25(x) el cuerpo de funciones racionales y

µ(x) :=
x5(x+ 1)5

(x+ 3)(x2 + 2x+ 3)4
∈ F = F25(x).

Tomando r = 12, afirmamos que µ no es una d-ésima potencia para cualquier divisor d

de 12. Definamos F ′ = F25(x, y) dado por la ecuación de Kummer

y12 =
x5(x+ 1)5

(x+ 3)(x2 + 2x+ 3)4
= µ(x).

Observe que los únicos lugares P ∈ PF que pertenecen al soporte de (µ) son

P0, P−1, P−3, P∞, Pζ1 y Pζ2 ,

con ζ2
i + 2ζ + 3 = 0. A manera de ilustración analizaremos la ramificación de P0, P∞ y

Pζ1 .

mP0 = 1, e(P ′0|P0) =
12

1
= 12 y d(P ′0|P0) =

12

1
− 1 = 11.

mP∞ = 1, e(P ′∞|P∞) =
12

1
= 12 y d(P ′∞|P∞) =

12

1
− 1 = 11.

mPζ1
= 4, e(P ′ζ1|Pζ1) =

12

4
= 3 y d(P ′ζ1|Pζ1) =

12

4
− 1 = 2.

en consecuencia los lugares P0, P−1, P−3 y P∞ son totalmente ramificados, mientras que

Pζ1 y Pζ2 son débilmente ramificados en F ′/F25.

Finalmente, para calcular el género del cuerpo de funciones F ′/F25 usamos la parte c)

del teorema y obtenemos

g′ = 1 + 12
(
−1 + 1

2

(
4
(

11
12

)
+ 2

(
2
3

)))
= 19.�

Proposición 1.5 (Extensiones de Artin-Schreier).

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas de caracteŕıstica p > 0. Supongamos que

u ∈ F es un elemento que satisface la siguiente condición:

u 6= wp − w, ∀ w ∈ F.

Sea

F ′ = F (y) con yp − y = u,

de F. Para P ∈ PF se define el entero mP aśı:

mP :=

{
m, si existe z ∈ F tal que νP (u− (zp − z) = −m < 0 y m ≡ 0 mod p,

−1, si νP (u− (zp − z)) ≥ 0 para algún z ∈ F.

Entonces tenemos que:
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i) F ′/F es una extensión ćıclica de Galois de grado p. Los automorfismos de F ′/F

son dados por σ(y) = y + ζ, con ζ ∈ Fp.

ii) P es no ramificado en F ′/F si y solo si mP = −1.

iii) P es totalmente ramificado en F ′/F si y solo si mP > 0. Se denota por P ′ el único

lugar de F ′ que cae sobre P. Entonces el exponente diferente d(P ′|P ) está dado

por

d(P ′|P ) = (p− 1)(mP + 1).

iv) Si al menos un lugar Q ∈ PF satisface mQ > 0, entonces K es algebraicamente

cerrado en F ′, y

g′ = p · g +
p− 1

2

(
−2 +

∑
P∈PF

(mP + 1)grad(P )

)
, (1.6)

donde g y g′ son los géneros de F/K y F ′/K ′ respectivamente.

Observación 1.2 Debe notarse que de acuerdo con la definición de mP (cuya exis-

tencia esta garantizada por ([12]-III.7.7)) y del exponente diferente, en este tipo de

extensiones solamente ocurre ramificación total, lo cual hace que el género se vea al-

tamente afectado cuando un lugar se ramifica. Por lo tanto para construir cuerpos de

funciones con un género pequeño el conjunto de polos del divisor (u) aśı como sus

órdenes deben ser pequeños.

Ejemplo 1.3 Sea E el cuerpo de funciones definido en el ejemplo 1.1. En este caso

u = x3 + x y no es dif́ıcil probar que f(T ) = T 2 + T − u no tiene ceros en F25(x).

Observe que los únicos lugares P ∈ PF que pertenecen al soporte de (u) son P0, P1 y

P∞. Además tomando z = 0 tenemos que

νP0(u(x)) > 0, νP1(u(x)) > 0 y νP∞(u(x)) < 0.

es decir, P∞ es totalmente ramificado mientras los lugares P0 y P1 no se ramifican en

F ′/F2. Finalmente, para calcular el género del cuerpo de funciones F ′/F2 utilizamos

(1.6) y obtenemos

g′ = 2 · 0 +
1

2
(−2 + (3 + 1)) = 1.�

Resumiendo los ejemplos 1.1 y 1.3, tenemos que el cuerpo de funciones algebraicas E

definido por la ecuación de Artin-Shreirer y2 +y = x3 +x tiene género 1 y por lo menos

5 lugares de grado 1. Para este caso (q, g) = (2, 1) la cota de Weil, Ihara y Serre es

5, es decir E tiene exactamente 5 lugares de grado 1 y es un ejemplo de un cuerpo de

funciones sobre F2 de género 1 con el mayor número de lugares racionales que se puede

obtener.



Caṕıtulo 2

Función Zeta asociada a un Cuerpo

de Funciones

En esta sección asociamos al cuerpo de funciones F/Fq una cierta función Z(t) semejante

a la función Zeta de Riemman en variable compleja:

ζ(s) =
∞∑
n=0

n−s.

Es conocido que sobre la función Zeta se conjetura que si ζ(x) = 0 entoncesRe(x) = 1/2.

Aún cuando no ha sido posible probar esta conjetura, veremos que, para el caso de

nuestra función Z(t) asociada al Cuerpo de Funciones F/Fq, se tiene un resultado

similar al de la conjetura de Riemman.

Este resultado obtenido por A.Weil, tiene como consecuencia un hecho trascendental en

el estudio de los cuerpos de funciones algebraicas con cuerpo de constantes finito, como

es el de establecer una cota superior para el número de lugares de grado 1. Esta cota,

conocida como cota de Weil dependerá únicamente del género del cuerpo de funciones

y de la cardinalidad del cuerpo de constantes.

Como en los Preliminares, en este caṕıtulo DF denota el grupo de divisores de F/Fq y

A ∈ DF con A ≥ 0 un divisor positivo.

Lema 2.1 Para cualquier n ≥ 0 existe sólo un número finito de divisores positivos de

grado n.

Demostración: Dado que un divisor positivo es la suma de divisores primos, es sufi-

ciente probar que el conjunto S := {P ∈ PF | grad(P ) ≤ n} 6= ∅ es finito.

Tomemos un x ∈ F \ Fq y consideremos el conjunto

S0 = {P0 ∈ PFq(x)| grad(P0) ≤ n}.

13
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Para cualquier P ∈ S tenemos que P ∩ Fq(x) ∈ S0 en efecto:

P ∩ Fq(x) = P0 y grad(P ) = [FP : Fq] = [FP : FP0 ][FP0 : Fq] ≤ n,

entonces

grad(P0) = [FP0 : Fq] ≤ n,

y en consecuencia P0 ∈ S0. Ahora bien, dado que para cualquier P0 ∈ S0 existe un

número finito de extensiones en F, sólo debemos mostrar que S0 es finito. La finitud

de S0 se tiene puesto que los lugares de Fq(x) (excepto el polo de x) corresponden a

polinomios mónicos e irreducibles p(x) ∈ Fq(x) de algún grado menor o igual a n. �

Definición 2.1 Sea F/Fq un cuerpo de funciones algebraicas. Denotaremos por

D0
F = {A ∈ DF |grad(A) = 0}, al conjunto de divisores de grado cero, por C0

F al

conjunto {[A] ∈ CF |grad([A]) = 0}, al cual llamaremos el grupo clase de divisores de

grado cero.

Proposición 2.1 C0
F es un grupo finito.

Demostración: Sean B ∈ DF con grad(B) = n ≥ g y

Cn
F = {[C] ∈ CF |grad[C] = n}.

Consideremos la función

ϕ : C0
F → Cn

F ,

definida por

ϕ([A]) = [A+B],

afirmamos que ϕ es una biyección, en efecto:

[A+B] = [C +B]⇔ [A] + [B] = [C] + [B]⇔ [A] = [C].

De otro lado, sea [C] ∈ Cn
F entonces el divisor

A := C −B,

satisface que grad([A]) = 0, de aqúı ϕ([A]) = [C]. En consecuencia todas las clases de

divisores de cualquier grado de F/Fq tienen el mismo cardinal h.

Ahora veamos que Cn
F es finito. Por el Teorema de Riemann-Roch, para todo [C] ∈ Cn

F

tenemos que

δ[C] = n+ 1− g ≥ 1,
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entonces existe A ∈ [C] con A ≥ 0; es decir, cualquier clase de divisores de grado n

tiene representante positivo. Además existe sólo un número finito de divisores positivos

de grado n, lo cual implica que Cn
F es finito. �

El número h := hF := |C0
F | es llamado el número de clase del Cuerpo de funciones

algebraicas F/Fq.

Definamos

∂ := min{grad(A)|A ∈ DF y grad(A) > 0}.

La imagen de la función grado

grad : DF → Z,
es un subgrupo de Z generado por ∂ y el grado de cualquier divisor de F/Fq es un

múltiplo de ∂. Más adelante mostraremos que ∂ = 1, es decir que la función grad es un

homomorfismo sobreyectivo.

En lo que sigue estudiaremos los números

An = |{A ∈ DF tal que A ≥ 0 y grad(A) = n}| .

Por conveniencia A0 := 1 y A1 corresponde al número de lugares de grado 1.

Más aún observe que si ∂ - n entonces An = 0 en efecto: Supongamos que existe A ∈ DF

con grad(A) = n y puesto que grad(A) ∈ ∂Z entonces ∂|n, en consecuencia An = 0.

Lema 2.2 i) Para una clase de divisores fija [C] ∈ CF se tiene

|{A ∈ [C] |A ≥ 0}| = 1

q − 1

(
qδ[C] − 1

)
.

ii) Para cualquier n > 2g − 2 con ∂|n

An =
h

q − 1

(
qn−1−g − 1

)
.

Demostración:

i) Puesto que A ∈ [C] entonces existe 0 6= x ∈ F tal que A = C + (x) y como A ≥ 0

entonces x ∈ L(C) \ {0}.
De otro lado δ([C]) := dimFqL(C), en consecuencia existen exactamente qδ[C]− 1

elementos no nulos en L(C) y dado que dos elementos de L(C) \ {0} tienen el

mismo divisor si y sólo si difieren por una constante entonces

|{A ∈ [C];A ≥ 0}| = qδ[C] − 1

q − 1
.



2.0 Función Zeta asociada a un Cuerpo de Funciones 16

ii) Dado que existen h = hF clases de divisores de grado n digamos: [C1], [C2], ..., [Ch].

entonces por parte i) y por Teorema de Riemman-Roch tenemos

|{A ∈ [Cj]|A ≥ 0}| = 1

q − 1

(
qδ[Cj ] − 1

)
=
qn+1−g − 1

q − 1
, 1 ≤ j ≤ h

y puesto que cualquier divisor de grado n pertenece a una de las clases [C1], [C2], ..., [Ch],

entonces

An =
h∑
j=1

|{A ∈ [Cj];A ≥ 0}| = h

q − 1

(
qn+1−g − 1

)
.�

Definición 2.2 La serie de potencias

Z(t) := ZF (t) =
∞∑
n=0

Ant
n ∈ C[t],

se llama la función Zeta de F/Fq.

Si consideramos a t como una variable compleja, observemos que Z(t) es una serie de

potencias sobre el Cuerpo de los números complejos. Debemos mostrar ahora que esta

serie de potencias converge en una vecindad de 0.

Proposición 2.2 La serie de potencias Z(t) =
∑∞

n=0Ant
n es convergente para

|t| < q−1. Más precisamente para |t| < q−1 tenemos:

i) Si F/Fq tiene género g = 0 entonces Z(t) =
1

q − 1

(
q

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
.

ii) Si g ≥ 1 entonces Z(t) = F (t) +G(t) con

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤grad[C]≤2g−2

qδ[C] · tgrad[C],

( donde [C] recorre todas las clases de divisores [C] ∈ CF con

0 ≤ grad([C]) ≤ 2g − 2).

y

G(t) =
h

q − 1

(
q1−g(qt)2g−2+∂ 1

1− (qt)∂
− 1

1− t∂

)
Demostración: Ver ([12]-V.I.6).

Corolario 2.1 Z(t) puede extenderse a una función racional sobre C que tiene un polo

simple en t = 1.
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Demostración: Observemos que en la proposición anterior
1

1− t∂
, es un término de

Z(t) y como
1

1− t∂
tiene un polo simple en t = 1 de orden ∂ entonces Z(t) puede

extenderse a una función racional sobre C. �

Al estudiar el comportamiento de la función Zeta de F/Fq bajo extensiones por constan-

tes es conveniente tener una segunda representación de Z(t) como un producto infinito.

Recordemos que un producto infinito
∏∞

i=1(1 +ai) (con números complejos ai 6= −1) es

convergente con ĺımite a ∈ C, si limn−→∞
∏n

i=1(1 + ai) = a 6= 0. Este producto es abso-

lutamente convergente si
∑∞

i=1 |ai| <∞. Es bien conocido que la convergencia absoluta

implica la convergencia del producto y que el ĺımite de un producto absolutamente

convergente es independiente del orden de los factores.

Además, si el producto de
∏∞

i=1(1 + ai) = a es absolutamente convergente, entonces∏∞
i=1(1 + ai)

−1 también converge absolutamente y
∏∞

i=1(1 + ai)
−1 = a−1.

Proposición 2.3 (Producto de Euler). Para |t| < q−1, la función Zeta puede represen-

tarse como un producto absolutamente convergente

Z(t) =
∏
P∈PF

(
1− tgrad(P )

)−1
. (2.1)

En paticular Z(t) 6= 0 para |t| < q−1.

Demostración: Por la proposición 2.2, tenemos que
∑
Ant

n < ∞ para |t| < q−1 y

puesto que
∑

P∈PF |t|
grad(P ) ≤

∑∞
n=0An|t|n entonces tenemos que

∏
P∈PF (1− tgrad(P ))−1

es absolutamente convergente. De otro lado cada factor de (2.1) lo podemos escribir

como una serie geométrica y aśı obtenemos

∏
P∈PF

(
1− tgrad(P )

)−1
=

∏
P∈PF

∞∑
n=0

tgrad(nP )

=
∑

A∈DF ,A≥0

tgrad(A) =
∞∑
n=0

Ant
n = Z(t). �

En lo que sigue, fijamos una clausura algebraica Fq de Fq y consideramos la extensión

por constantes F = FFq de F/Fq.

Para cualquier r ≥ 1 existe exactamente una extensión Fqr/Fq de grado r con Fqr ⊆ Fq
y Fr := FFqr ⊆ F .
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Lema 2.3 i) Fr/F es una extensión cicĺıca de grado r y Gal(Fr/F ) es generado

por el automorfismo de Frobenius σ que actúa sobre Fqr aśı: σ(α) = αq.

ii) Fqr es el cuerpo de constantes de Fr.

iii) Fr/Fqr tiene el mismo género de F/Fq.

iv) Sea P ∈ PF ,un lugar de grado m. Entonces

ConFr/F (P ) = P1 + P2 + ...+ Pd,

con d = m.c.d(m, r), Pi ∈ PFr y grad(Pi) = m/d.

Demostración:

i) Es conocido que la extensión Fqr/Fq es ćıclica de grado r y que Gal(Fqr/Fq) es

generado por la función de Frobenius α→ αq.

Dado que Fr/Fqr es una extensión por constantes de F/Fq, se puede ver

que [Fr : F ] = r = [Fqr : Fq] por ([12]-III.6.3), aśı la afirmación (i) se tiene

inmediatamente.

ii) y iii) se tienen por ([12]-III.6.1-III.6.3).

iv) P es no ramificado en Fr/F por ([12]-III.6.3). Consideremos P ′ ∈ PFr tal que

P ′|P. Por ([12]-III.6.3 (g)) el cuerpo de clase residual de P ′ es la composición de

Fqr con el cuerpo de clase residual FP de P aśı:

FrP ′ = FP · Fqr .

Sea l = m.c.m.(m, r), dado que FP = Fqm , tal composición es:

Fql = Fqm · Fqr ,

y puesto que l =
m · r
d

, entonces

grad(P ′) = [FrP ′ : Fqr ] = [Fql : Fqr ] =
m

d
.

De otro lado, por ([12]-III.6.3.(c)) tenemos que

grad(ConFr/F (P )) = grad(P ) = m,

y dado que

grad(ConFr/F (P )) =
∑

P ′∈PFr

e(P ′|P )grad(P ′),
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entonces

ConFr/F (P )) = P1 + P2 + ...+ Pd,

con lugares Pi ∈ PFr de grado
m

d
. �

La siguiente proposición relaciona la función Zeta de un cuerpo de funciones algebraicas

F/Fq con la del cuerpo de funciones Fr/Fqr , para ello necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.4 Si m ≥ 1 y r ≥ 1 son enteros y d = m.c.d.(m, r), entonces

(Xr/d − 1)d =
∏
ζr=1

(X − ζm), (2.2)

Demostración: Ambos lados de (2.2) son polinomios mónicos del mismo grado, y

cada ráız (r/d)-ésima de la unidad tiene multiplicidad d, en efecto, si ζr = 1 entonces

ζ = Exp
(

2πik
r

)
para algún k = 0, 1, 2, ..., r − 1, elevando a la m obtenemos que

ζm = Exp
(

2πikm
r

)
,m ∈ Z, ahora dado que d divide a m existe t ∈ Z+ tal que m = dt y

al reemplazar tenemos que ζm = Exp
(

2πikdt
r

)
= Exp

(
2πikt
r
d

)
, aśı que ζm = Exp

(
2πik
r
d

)t
.

Observe que cuando k recorre el conjunto 0, 1, ..., r
d
− 1, obtenemos las diferentes raices

r-ésimas de la unidad, luego para k = r
d
, tenemos que

Exp

(
2πik
r
d

)t
= 1,

a partir de este valor las raices se repiten, es decir cada r
d

enteros tenemos el conjunto

de raices r
d
-ésimas de 1 y puesto que hay d grupos, tendremos la igualdad polinomial

deseada.

Ahora, si sustituimos X = t−m en (2.2) y multiplicamos por tmr, tenemos

(t−mr/d − 1)d · (tmr/d)d =

(∏
ζr=1

(t−m − ζm)

)
· (tmr),[(

t−mr/d − 1
) (
tmr/d

)]d
=
∏
ζr=1

(
(t−m − ζm) · (tm)

)
,(

1− tmr/d
)d

=
∏
ζr=1

(1− (ζt)m) .

(2.3)

Proposición 2.4 Sean Z(t) y Zr(t) las funciones Zeta de F y Fr respectivamente,

entonces

Zr(t
r) =

∏
ζr=1

Z(ζt), (2.4)

para todo t ∈ C.
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Demostración: Es suficiente probar (2.4) para |t| < q−1. En esta región la represen-

tación del producto de Euler nos conduce a:

Zr(t
r) =

∏
P∈PF

∏
P ′|P

(
1− tr·grad(P ′)

)−1

. (2.5)

Para un lugar fijo P ∈ PF , definimos m := grad(P ) y d := m.c.d.(m, r), entonces∏
P ′|P

(
1− tr·grad(P ′)

)
=

(
1− tm·r/d

)d
,

=
∏
ζr=1

(1− (ζt)m) =
∏
ζr=1

(
1− (ζt)grad(P )

)
,

por (2.3) y Lema 2.3(d). Ahora de (2.5) obtenemos:

Zr(t
r) =

∏
ζr=1

∏
P∈PF

(
1− (ζt)grad(P )

)−1
=
∏
ζr=1

Z(ζt).�

Corolario 2.2 ∂ = 1.

Demostración: Si ζ∂ = 1 entonces

Z(ζt) =
∏
P∈PF

(1− (ζt)grad(P ))−1

=
∏
P∈PF

(1− ζgrad(P )tgrad(P ))−1 =
∏
P∈PF

(1− ζ∂ntgrad(P ))−1

=
∏
P∈PF

(1− tgrad(P ))−1 = Z(t),

con n ∈ Z y para cualquier P ∈ PF .

Además por la Proposición 2.4 tenemos que

Z∂(t
∂) =

∏
ζ∂=1

Z(ζt) =
∏
ζ∂=1

Z(t) = Z(t)∂.

Puesto que Z(t) tiene un polo simple en t = 1, podemos afirmar que Z∂(t
∂) tiene un

polo simple en t = 1 y Z(t)∂ tiene un polo en t = 1 de orden ∂. En consecuencia ∂ = 1.�

Observe que el anterior resultado no establece que siempre existan lugares de grado

1, sólo que existen divisores de cualquier grado.

Corolario 2.3 i) Cualquier cuerpo de funciones F/Fq de género 0 es racional, y su

función Zeta es

Z(t) =
1

(1− t)(1− qt)
.
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ii) Si F/Fq tiene género g ≥ 1, su función Z(t) puede escribirse en la forma

Z(t) = F (t) +G(t),

con

F (t) =
1

q − 1

∑
0≤grad([C])≤2g−2

qδ[C] · tgrad([C])

y G(t) =
h

q − 1

(
qgt2g−1 1

1− qt
− 1

1− t

)
.

Demostración: Puesto que un cuerpo de funciones de género 0, es racional si tiene

un divisor de grado 1, ([12]-(I.6.3.)), entonces por proposición 2.2 y dado que ∂ = 1

tenemos las afirmaciones a) y b). �

Proposición 2.5 (Ecuación Funcional de la Función Zeta): La función Zeta de F/Fq
satisface la ecuación funcional

Z(t) = qg−1t2g−2Z(1/qt).

Demostración:

a) Para g = 0,

Z

(
1

qt

)
=

1(
1− 1

qt

)(
1− q 1

qt

) =
q2t2

(qt− 1)(qt− q)
.

Entonces

qg−1t2g−2Z

(
1

qt

)
= q−1t−2

(
q2t2

(qt− 1)(qt− q)

)
=

1

(qt− 1)(t− 1)
= Z(t).

b) Para g ≥ 1, tenemos que Z(t) = F (t) +G(t) como en el corolario 2.3. Sea W un

divisor canónico de F , entonces

(q − 1)F (t) =
∑

0≤grad([C])≤2g−2

qδ[C] · tgrad([C]),

=
∑

0≤grad([C])≤2g−2

qgrad([C])+1−g+dim[W−C] · tgrad([C]).
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Multiplicando y dividiendo por qg−1t2g−2, obtenemos

(q − 1)F (t) = qg−1t2g−2
∑

0≤grad([C])≤2g−2

qgrad([C])−(2g−2)+dim[W−C] · tgrad([C])−(2g−2),

= qg−1t2g−2
∑

0≤grad([C])≤2g−2

qdim[W−C](qt)grad([C])−grad([W ]),

= qg−1t2g−2
∑

0≤grad([C])≤2g−2

qdim[W−C]

(
1

qt

)grad([W−C])

,

= qg−1t2g−2 (q − 1)F

(
1

qt

)
.

(2.6)

Observe que hemos usado el grado del divisor canónico (grad(W ) = 2g−2) y si la

clase de divisor [C] recorre todas las clases de divisores con 0 ≤ grad([C]) ≤ 2g−2,

tiene sentido la clase [W − C]. Ahora para G(t), obtenemos:

(q − 1)t2g−2G

(
1

qt

)
=

h

q − 1

(
qg−1t2g−2

)qg ( 1

qt

)2g−1
1

1− q 1

qt

− 1

1− 1

qt

 ,

=
h

q − 1

t−1 1
t− 1

t

− qg−1t2g−2

qt− 1

qt

 ,

=
h

q − 1

(
1

t− 1
− qgt2g−1

qt− 1

)
,

=
h

q − 1

(
qgt2g−1

1− qt
− 1

1− t

)
,

= G(t).
(2.7)

Sumando (2.6) y (2.7) obtenemos

qg−1t2g−2

(
F

(
1

qt

)
+G

(
1

qt

))
= F (t) +G(t),

qg−1t2g−2Z

(
1

qt

)
= Z(t).
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Definición 2.3 El polinomio L(t) := LF (t) := (1 − t)(1 − qt)Z(t) se llama el L-

polinomio de F/Fq.

Por Corolario 2.3 es claro que L(t) es un polinomio de grado menor o igual a 2g.

Observemos que L(t) contiene toda la información acerca de los números An

(con n ≥ 0), puesto que

L(t) = (1− t)(1− qt)
∞∑
n=0

Ant
n. (2.8)

Teorema 2.1 i) L(t) ∈ Z[t] y grad (L(t)) = 2g.

ii) L(t) = qgt2gL(1/qt) (Ecuación Funcional).

iii) L(1) = h.

iv) si L(t) = a0 + a1t+ ...+ a2gt
2g entonces:

a) a0 = 1 y a2g = qg.

b) a2g−i = qg−iai, para 0 ≤ i ≤ g.

c) a1 = N − (q + 1), donde N es el número de lugares P ∈ PF de grado 1.

v) L(t) se factoriza en C[t] en la forma:

L(t) =

2g∏
i=1

(1− αit) .

Además los αi, con i = 1, 2, ..., 2g son enteros algebraicos y pueden ser reordenados

de tal forma que: αjαg+j = q, para j = 1, 2, .., g.

vi) si Lr(t) := (1 − t)(1 − qrt)Zr(t) denota el L-polinomio de la extensión por cons-

tantes Fr = FFqr entonces

Lr(t) =

2g∏
i=1

(1− αri t),

donde αi ∈ C.
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Demostración:

i) a) Para g = 0, la función Zeta de F/Fq satisface la ecuación funcional

Z(t) = q−1t−2Z

(
1

qt

)
= q−1t−2 q2t2

(qt− 1)q(t− 1)
=

1

(qt− 1)(t− 1)
.

Y dado que L(t) = (1− t)(1− q)Z(t), tenemos que

L(t) = (1− t)(1− qt) 1

(1− t)(1− qt)
= 1,

además grad(L(t)) = 0.

b) Si g ≥ 1,

Z(t) = qg−1t2g−2 q2t2

(qt− 1)(qt− q)
=

qg+1t2g

(qt− 1)(qt− q)
=

qgt2g

(qt− 1)(t− 1)
,

entonces

L(t) = (1− t)(1− qt) qgt2g

(1− qt)(1− t)
= qgt2g,

y grad(L(t)) = 2g.

ii) Para g = 0 todas las afirmaciones son inmediatas. Veamos para g ≥ 1.

L(t) = (1− t)(1− qt)Z(t) = qgt2g y

L

(
1

qt

)
=

(
1− 1

qt

)(
1− q 1

qt

)
qg−1

(
1

qt

)2g−2

Z

 1

q

(
1

qt

)
 ,

=

(
qt− 1

qt

)(
t− 1

t

)
qt2

(1− qt)(1− t)
,

= 1.

iii) Dado que L(t) = (1 − t)(1− qt)Z(t), reemplazamos Z(t) = F (t) + G(t) definido

en el corolario 2.3(b) y obtenemos

L(t) = (1− t)(1− qt)
[
F (t) +

h

q − 1

(
qgt2g−1 1

1− qt
− 1

1− t

)]
,

= (1− t)(1− qt)F (t) +
h

q − 1

(
qgt2g−1(1− t)− (1− qt)

)
.

Evaluando para t = 1 tenemos que L(1) = h.
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iv) Sea L(t) = a0 + a1t+ ...+ a2gt
2g. Por parte b) tenemos que

L(t) = qgt2gL

(
1

qt

)
= qgt2g

(
a0 + a1

(
1

qt

)
+ ...+ a2g

(
1

qt

)2g
)
.

=
a2g

qg
+
a2g−1

qg−1
t+ ...+ qga0t

2g.

Por consiguiente a2g−i = qg−i, para i = 0, ..., g y aśı hemos probado b).

Ahora comparando los coeficientes de t0 y t1 en (2.8), se observa que a0 = A0

y a1 = A1 − (q + 1)A0 y puesto que A0 = 1 y A1 = N , por definición de An
obtenemos que a0 = 1 y a1 = N − (q + 1). Finalmente, a2g = qga0 = qg por b).

v)

L⊥(t) := t2gL

(
1

t

)
= a0t

2g + a1t
2g−1 + ...+ a2g

= t2g + a1t
2g−1 + ...+ qg.

(2.9)

L⊥(t) es un polinomio mónico con coeficientes en Z, aśı sus ceros α1, ..., α2g ∈ C
son enteros algebraicos y L⊥(t) =

∏2g
i=1(t− αi). De aqúı que

L(t) = t2gL⊥
(

1

t

)
= t2g

2g∏
i=1

(
1− αit

t

)
=

2g∏
i=1

t

(
1− αit

t

)
=

2g∏
i=1

(1− αit) .

Observe que las raices αi de L⊥(t) son los rećıprocos de las raices de L(t) puesto

que L(α−1
i ) = 0.

La ecuación funcional ii) implica que L⊥(α) = 0 si y sólo si L⊥(q/α) = 0, en

efecto, L⊥(α) = 0 si y sólo si α2gL

(
1

α

)
= 0 entonces L

(
1

α

)
= 0. Por otro lado

L⊥(q/α) =
q2g

α2g
L

(
α

q

)
,

=
q2g

α2g
qg
(
α

q

)2g

L

 1

q

(
α

q

)
 ,

= qgL

(
1

α

)
= 0.

Y los ceros de L⊥(t) los arreglamos como

α1,
q

α1

, ..., αk,
q

αk
, q1/2, ..., q1/2, q−1/2, ...q−1/2.
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vi) Si Lr(t) := (1−t)(1−qrt)Zr(t), donde Zr(t) denota la función Zeta de Fr entonces

Lr(t
r) = (1− tr)(1− qrtr)Zr(tr),

= (1− tr)(1− qrtr)
∏

ζr=1 Z(ζt),

= (1− tr)(1− qrtr)
∏
ζr=1

L(ζt)

(1− ζt)(1− qζt)
,

=
∏

ζr=1 L(ζt),

=
∏2g

i=1

∏
ζr=1(1− αiζt),

=
∏2g

i=1(1− αri tr),

entonces Lr(t) =
∏2g

i=1(1− αri t). �

Ejemplo 2.1 : Consideremos F = F64(x, y) con y3 = (x + 1)3(x2 + x + 1)8; entonces

g(F64(x, y)/F64) = 1 y N = 81. En efecto, dado que L(x) = 64x2 + 16x+ 1, corresponde

al L-polinomio de F64(x, y)/F64 entonces g = 1 por teorema 2.1(i), el número de clase

h está dado por L(1) = 81 por teorema 2.1(iii) y dado que a1 = 16 tenemos que

N = a1 + q + 1 = 81 por teorema 2.1(iv).

Observación 2.1 i) En el teorema 2.1 se muestra que

N(F ) := N = |P ∈ PF ; grad(P ) = 1| = q + 1−
2g∑
i=1

αi,

el cual se puede calcular fácilmente si conocemos L(t).

ii) Si r ≥ 1, Nr := N(Fr) = |P ∈ PFr ; grad(P ) = 1| = qr + 1 −
2g∑
i=1

αri , donde Fr es

la extensión por constantes de F/Fq de grado r, entonces si conocemos Nr para

r ≥ 1 podemos encontrar el polinomio L(t). Los siguientes resultados nos dan

alguna información al respecto.

Corolario 2.4 Para cualquier r ≥ 1,

Nr = qr + 1−
2g∑
i=1

αri ,

donde αi, ..., α2g ∈ C son los rećıprocos de las ráıces de L(t). En particular puesto que

N1 = N(F ), tenemos que

N(F ) = q + 1−
2g∑
i=1

αi.
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Corolario 2.5 Si L(t) =
∑2g

i=0 ait
i es el L-polinomio de F/Fq, y

Sr := Nr − (qr + 1).

Entonces tenemos que:

a) L′(t)/L(t) =
∞∑
r=1

Srt
r−1,

b) a0 = 1, y

iai = Sia0 + Si−1a1 + ...+ S1ai−1; con i = 1, ..., g. (2.10)

De aqúı que dados N1, ..., Ng podemos determinar L(t) por (2.10) y las ecuaciones

a2g−i = qg−iai, para i = 0, ..., g; por teorema 2.1(iv).

2.1. Teorema de Hasse-Weil

En esta sección mantendremos la misma notación anterior. F/Fq es un cuerpo de fun-

ciones de género g(F ) = g sobre el cuerpo finito Fq,

ZF (t) =
LF (t)

(1− t)(1− qt)
su función Zeta;

α1, ..., α2g son los rećıprocos de las ráıces deLF (t),

N(F ) = |P ∈ PF ; grad(P ) = 1|, Fr = FFqr , es la extensión por constantes de grado r ,

y Nr = N(Fr).

El principal resultado de esta sección es el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Teorema de Hasse-Weil.

Los rećıprocos de la ráıces de L(t) satisface

|αi| = q1/2,

para i = 1, 2, ..., 2g

Demostración: Ver ([12]-V.2.1).

Utilizando este resultado observemos cómo se puede ver la función Zeta, ZF (t) como

un análogo de la función ζ de Riemman

ζ(s) :=
∞∑
n=1

n−s, (2.11)
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donde s ∈ C y Re(s) > 1.

Recordemos que la hipótesis clásica de Riemman establece que si ζ(s) = 0 entonces

Re(s) = 1/2.

Se define la norma absoluta de un divisor A ∈ DF como

N(A) := qgrad(A).

Por ejemplo, la norma absoluta N(P ) de un divisor primo P ∈ PF es la cardinalidad

del cuerpo de clase residual FP . Aśı la función

ζF (s) := ZF (q−s),

puede escribirse como

ζF (s) =
∞∑
n=0

Anq
−sn =

∑
A∈DF ,A≥0

N(A)−s,

la cual es la análoga de (2.11).

En el caso de cuerpo de funciones algebraicas,

ζF (s) = 0, implica que ZF (q−s) = 0,

entonces q−s es un cero del polinomio L(t) y por el teorema de Hasse-Weil tenemos que

|q−s| = q−1/2.

Ahora, si s = a+ ib entonces

q−s = e−slogq = e(−a−ib)logq,

lo cual implica que |q−s| = q−a = q−Re(s); esto significa que si ζF (s) = 0, entonces

Re(s) = 1/2. Este es el análogo de la conjetura para cuerpos de funciones algebraicas.

Teorema 2.3 Cota de Hasse-Weil

El número N = N(F ) de lugares de grado 1, puede estimarse por

|N − (q + 1)| ≤ 2gq1/2.
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Demostración: Por Corolario 2.4 tenemos que

N − (q + 1) = −
2g∑
i=1

αi,

entonces

|N − (q + 1)| =

∣∣∣∣∣−
2g∑
i=1

αi

∣∣∣∣∣ ≤
2g∑
i=1

|αi| = 2gq1/2,

por Teorema 2.2, es decir, la cota de Weil es una consecuencia del teorema de Weil. �

Si aplicamos el Teorema 2.3 al cuerpo de funciones Fr/Fqr , obtenemos

|Nr − (q + 1)| ≤ 2gqr/2,

para r ≥ 1.

2.2. Mejoramientos de la Cota de Hasse-Weil

Si denotamos por N al número de puntos racionales que una curva de género g puede

tener sobre Fq, la cota de Hasse-Weil implica que

|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q,

pero si q no es un cuadrado entonces |N − (q + 1)| ≤
[
2g
√
q
]
, donde [x] es la parte

entera de x ∈ R.

Sin embargo esta cota puede ser mejorada como sigue:

Teorema 2.4 Cota de Serre: El número de lugares de grado uno del cuerpo de fun-

ciones F/Fq de género g, es acotado por

|N − (q + 1)| ≤ g
[
2q1/2

]
.

Demostración: Para la prueba suponemos que g > 0. Sea A ⊆ C el conjunto de enteros

algebraicos, es decir un número complejo α ∈ A si y solo si α satisface la ecuación

αm + bm−1α
m−1 + ...+ b1α + b0 = 0

con bi ∈ Z. Es conocido que

A es un subanillo de C y A ∩Q = Z. (2.12)
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Consideremos el L-polinomio L(t) =

2g∏
i=1

(1−αit) de F/Fq, donde los αi para i = 1, 2..., 2g

son enteros algebraicos con |αi| = q1/2 por Teorema 2.2, y por Teorema 2.1 estos pueden

ordenarse de tal forma que αiαg+i = q, lo cual implica que αi = αg+i = q/αi para

1 ≤ i ≤ g.

Sean
γi := αi + αi + [2q1/2] + 1 y

δi := −(αi + αi) + [2q1/2] + 1,

por (2.12) γi y δi son enteros algebraicos reales y puesto que

αi + αi = 2Re(αi) ≤ 2|αi| = 2q1/2 ≤
[
2q1/2

]
+ 1,

se tiene que

γi > 0 y δi > 0. (2.13)

Cualquier inmersión σ : Q(α1, ...α2g)→ C permuta α1, ..., α2g puesto que

2g∏
i=1

(t− αi) = L⊥(t) ∈ Z[t],

donde

L⊥(t) := t2gL

(
1

t

)
.

Más aún si σ(αi) = αj entonces

σ(αi) = σ(q/αi) = q/σ(αi) = σ(αi) = αj.

Por tanto σ actúa como una permutación sobre los conjuntos {γ1, ..., γg} y {δ1, ..., δg}.
Ahora, sean

γ :=

g∏
i=1

γi

y

δ :=

g∏
i=1

δi,

entonces γ y δ son enteros algebraicos los cuales son invariantes bajo todas las inmer-

siones de Q(α1, α2, ..., α2g) en C; de aqúı que γ y δ ∈ Q ∩ A = Z.

Dado que γi > 0 y δi > 0 por (2.13), entonces tenemos que

g∏
i=1

γi ≥ 1 y

g∏
i=1

δi ≥ 1.
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La conocida desigualdad entre la media aritmética y media geométrica afirma que :

1

g

g∑
i=1

γi ≥

(
g∏
i=1

γi

)1/g

≥ 1,

entonces

g ≤

(
g∑
i=1

αi + αi

)
+ g[2q1/2] + g =

2g∑
i=1

αi + g[2q1/2] + g,

en consecuencia

0 ≤
2g∑
i=1

αi + g[2q1/2],

y puesto que

2g∑
i=1

αi = (q + 1)−N tenemos que

N − (q + 1) ≤ g[2q1/2].

De igual forma, la desigualdad
1

g

g∑
i=1

δi ≥

(
g∏
i=1

δi

)1/g

≥ 1, implica

g ≤

(
g∑
i=1

−(αi + αi)

)
+ g[2q1/2] + g = −

2g∑
i=1

αi + g[2q1/2] + g,

por tanto

0 ≤ −
2g∑
i=1

αi + g[2q1/2],

y puesto que

−
2g∑
i=1

αi = N − (q + 1),

entonces

N − (q + 1) ≥ −g[2q1/2].�

Teorema 2.5 Cota de Ihara: Para un cuerpo de funciones F/Fq de género g, el

número de lugares de grado uno es acotado por

|N − (q + 1)| ≤


(√

(8q + 1)g2 + 4(q2 − g)g − g
)

2

 .
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Demostración: Sea F/Fq un cuerpo de funciones algebraicas con género g, αi el con-

jugado complejo de αi para i = 1, ..., g con αiαi = q y ai = αi + αi. Para cada entero

positivo m ≥ 1, se define

Nm = qm + 1−
∑g

i=1 (αmi + αi
m) .

como el número de lugares de grado 1 de FFqm/Fqm , entonces

q + 1−
g∑
i=1

αi = N1 ≤ N2 = q2 + 1−
g∑
i=1

(
α2
i + αi

2
)
,

= q2 + 1−
g∑
i=1

(
α2
i + 2αiαi + α2

i

)
+ 2gq,

= q2 + 1 + 2gq −
g∑
i=1

(αi + αi)
2 ,

= q2 + 1 + 2gq −
∑
i=1

a2
i .

Puesto que (
g∑
i=1

ai

)2

≤ g

g∑
i=1

a2
i ,

entonces

N1 ≤ q2 + 1 + 2gq − 1

g

(
g∑
i=1

ai

)2

,

≤ q2 + 1 + 2gq − 1

g
(N1 − q − 1)2 ,

equivale a:
1

g

(
N2

1 − 2N1q + q2 − 2N1 + 2q + 1
)
− q2 − 1− 2qg +N1 ≤ 0.

Por consiguiente,

N2
1 − (2q + 2− g)N1 + (q + 1)2 −

(
q2 + 1

)
g − 2qg2 ≤ 0.

De aqúı que,

N1 ≤
√

(8q + 1) g2 + (4q2 − 4q) g − (g − 2q − 2)

2
,

|N1 − (q + 1)| ≤


(√

(8q + 1)g2 + 4(q2 − g)g − g
)

2

 . �

Definición 2.4 Un cuerpo de funciones F/Fq de género g se dice Maximal si

N = q + 1 + 2gq1/2. (2.14)



2. Función Zeta asociada a un Cuerpo de Funciones 33

Ejemplo 2.2 : El cuerpo de funciones hermitianas Fq2(x, y)/Fq2 definido por la ecua-

ción yq + y = xq+1 con g(C) = q(q − 1)/2 y N = 1 + q3 es maximal, puesto que al

sustituir g en (2.14) se obtiene

N = q2 + 1 + 2 (q(q − 1)/2) q = q3 + 1.�

Un cuerpo de funciones maximal sobre Fq puede existir sólo si q es un cuadrado.

El siguiente resultado muestra que F/Fq no puede ser maximal si el género es mayor

con respecto a q.

Proposición 2.6 Si F/Fq es maximal entonces g ≤ (q − q1/2)/2.

Demostración: Sean α1, α2, ..., α2g las ráıces rećıprocas de L(t).

Puesto que N = q+1−
2g∑
i=1

αi y |αi| = q1/2 por Corolario 2.4 y Teorema 2.2, el supuesto

N = q + 1 + 2gq1/2,

implica que αi = −q1/2 para i = 1, 2, ..., 2g. Ahora, si consideramos N2 el número de

lugares de grado 1 en FFq2/Fq2 , tenemos que

N2 = (q2 + 1)−
2g∑
i=1

α2
i = q2 + 1− 2gq,

y puesto que N ≤ N2 entonces

q + 1 + 2gq1/2 ≤ q2 + 1− 2gq,

⇔ g(2q1/2 + 2q) ≤ q2 − q,

⇔ g ≤ q2 − q
2(q1/2 + q)

,

=
q − q1/2

2
. �

Se puede refinar la prueba de la Proposición 2,6 con el fin de obtener otras cotas para

el número de lugares de grado 1, para ello se procede como sigue.

Sea Nr = N(Fr) = |{P ∈ PFr ; grad(P ) = 1}| , donde Fr = FFqr es la extensión por

constantes de grado r y consideremos para i = 1, ..., 2g,

wi := αiq
1/2,
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donde α1, α2, ...α2g son los rećıprocos de las ráıces de L(t), entonces

|wi| = |αiq−1/2| = |αi||q−1/2| = 1,

(por el Teorema de Hasse-Weil) y podemos suponer que wg+i = wi = w−1
i , para

i = 1, ..., g, (por Teorema 2.1(v)). Puesto que w−1
i = wg+i, tenemos que

2g∑
i=1

wri =

g∑
i=1

(wri + w−ri ),

entonces por el Corolario 2.4

Nr = q + 1−
g∑
i=1

(wri + w−ri ),

multiplicando por q−r/2, obtenemos:

Nrq
−r/2 = qr/2 + q−r/2 −

g∑
i=1

(wri + w−ri ). (2.15)

Dados c1, c2, ... números reales, multiplicamos (2.15) por cr y tenemos que:

Nrcrq
−r/2 = crq

r/2 + crq
−r/2 −

g∑
i=1

cr(w
r
i + w−ri ),

ahora sumamos y restamos N1crq
−r/2 y obtenemos:

N1crq
−r/2 = crq

r/2 + crq
−r/2 −

g∑
i=1

cr(w
r
i + w−ri )− (Nrcrq

−r/2 −N1crq
−r/2, )

sumando la ecuación para r = 1, ...,m tenemos:

N1λm(q−1/2) = λm(q1/2) + λm(q−1/2)−
g∑
i=1

(
λm(wi) + λm(w−1

i )
)
,

−
(
Nrλm(q−1/2)−N1λm(q−1/2)

)
,

N1λm(q−1/2) = λm(q1/2) + λm(q−1/2)−
g∑
i=1

(fm(wi)− 1)−
m∑
r=1

(Nr −N1)crq
−r/2,

N1λm(q−1/2) = λm(q1/2) + λm(q−1/2) + g −
g∑
i=1

fm(wi)−
m∑
r=1

(Nr −N1)crq
−r/2, (2.16)

donde

λm(t) =
m∑
r=1

crt
r,
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y

fm(t) = 1 + λm(t) + λm(t−1). (2.17)

para 0 6= t ∈ C.

Note que fm(t) ∈ R para |t| = 1. Más precisamente si t = cos(θ) + isen(θ), tenemos

que tr = cos(rθ) + isen(rθ) y t−r = cos(rθ)− isen(rθ) entonces

λm(t) =
m∑
r=1

cr (cos(rθ) + isen(rθ)) ,

y

λm(t−1) =
m∑
r=1

cr (cos(rθ)− isen(rθ)) ,

por (2.17),

fm(θ) = 1 + 2
m∑
r=1

crcos(rθ).

La ecuación (2.16) se llama fórmula expĺıcita., ver ([11]) . La selección de las constantes

cr producen una buena estimación para N.

Proposición 2.7 Supongamos que c1, ..., cm ∈ R satisface las siguientes condiciones:

i) cr ≥ 0 para r = 1, ..,m y no toda cr = 0.

ii) fm(t) ≥ 0, para toda t ∈ C con |t| = 1 (donde fm(t) está definido por (2.17).

Entonces el número de lugares de grado 1 está acotado por

N ≤ g

λm(q−1/2)
+

λm(q1/2)

λm(q−1/2)
+ 1.

Demostración: Por (2.16) y puesto que cr ≥ 0 y fm(t) ≥ 0 para t ∈ C, con |t| = 1

tenemos que:

N1λm(q−1/2) ≤ λm(q1/2) + λm(q−1/2) + g.

Por parte i) λm(q−1/2) > 0, entonces si dividimos por λm(q−1/2) obtenemos:

N1 ≤
λm(q1/2)

λm(q−1/2)
+
λm(q−1/2)

λm(q−1/2)
+

g

λm(q−1/2)
,

N1 ≤
g

λm(q−1/2)
+

λm(q1/2)

λm(q−1/2)
+ 1. �

Ilustramos con un ejemplo el anterior resultado.
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Ejemplo 2.3 Sean q = 2, r = 6 y c1 =
184

203
, c2 =

20

29
, c3 =

90

203
, c4 =

89

406
,

c5 =
2

29
, c6 =

2

203
. Por (2.17) tenemos que λ6(

√
2) = 4, 34, λ6(

√
2)−1 = 1, 21,

f6(t) =
406 + 368t+ 280t2 + 180t3 + 89t4 + 28t5 + 4t6

406
+

+
368t−1 + 280t−2 + 180t−3 + 89t−4 + 28t−5 + 4t−6

406
,

puesto que |t| = 1, f6(t) ≥ 0 y por proposición 2.7

N2(g) ≤ g

1, 21
+

4, 34

1, 21
+ 1 = 0, 83g + 5, 35.

Definición 2.5 i) Nq(g) := máx{N(F )|F/Fqtiene género g}.

ii) A(q) := LimSupg→∞Nq(g)/g.

La cota de Serre afirma que Aq ≤ [2q1/2]. Mostraremos a continuación que existe una

cota más refinada para A(q).

Teorema 2.6 Cota de Drinfeld-Vladut:

A(q) ≤ q1/2 − 1.

Demostración: Fijemos m ≥ 1 y definamos cr := 1− r

m
, (r = 1, ..,m).

Para t 6= 1 sea λm(t) =
m∑
r=1

(
1− r

m

)
tr =

m∑
r=1

tr −
m∑
r=1

rtr

m
,

donde
m∑
r=1

tr =
1− tm+1

1− t
− 1 =

t− tm+1

1− t
, (2.18)

y derivando
m∑
r=1

tr, obtenemos que:

Dt

(
m∑
r=1

tr

)
=

m∑
r=1

rtr−1 =
1

t

m∑
r=1

rtr,

ahora al derivar el lado derecho de la igualdad (2.18) tenemos que:

Dt

(
t− tm+1

1− t

)
=
t−mtm − tm +mtm+1

(1− t)2
,
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entonces
1

t

m∑
r=1

rtr =
t−mtm − tm +mtm+1

(1− t)2
,

lo cual implica
m∑
r=1

rtr

m
=

t

m

(
t−mtm − tm +mtm+1

(1− t)2

)
.

entonces

λm(t) =
t− tm+1

1− t
− t2 −mtm+1 − tm+1 +mtm+2

m(1− t)2
=

t

(1− t)2

(
tm − 1 +m−mt

m

)

=
t

(1− t)2

(
tm − 1

m
+ 1− t

)
.

y

fm(t) = 1 + λm(t) + λm(t−1) = 1 +
t

(1− t)2

(
tm − 1

m
+ 1− t

)
+

t−1

(1− t−1)2

(
t−m − 1

m
+ 1− t−1

)

=
m− 2mt+mt2 + tm+1 − t+mt−mt2

m(1− t)2
+
t1−m − t+mt−m

m(1− t)2

=
tm+1 − t
m(1− t)2

+
tm−1 − t
m(t− 1)2

=
2− tm − t−m

m(t− 1)(t−1 − 1)
.

(2.19)

Puesto que t−1 = t para |t| = 1, la ecuación (2.19) afirma que fm(t) ≥ 0 para todo

t ∈ C con |t| = 1 entonces dividimos por g la inecuación dada por proposición 4.2 y

obtenemos:
N

g
≤ 1

λm(q−1/2)
+

1

g

(
1 +

λm(q1/2)

λm(q1/2)

)
.

Si m→∞ entonces

λm(q−1/2)→ q−1/2

(1− q−1/2)2

(
1− q−1/2

)
=

q−1/2

1− q−1/2
=

1

q1/2 − 1
;

entonces para cualquier ε > 0 existe m0 tal que λm0(q
−1/2)−1 < q1/2− 1 + ε/2, ahora si

escogemos g0 tal que
1

g0

(
1 +

λm0(q
1/2)

λm0(q
1/2)

)
< ε/2,
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entonces para cualquier g ≥ g0 se tiene que

N

g
< q1/2 − 1 + ε.

Por lo tanto

A(q) = limSupg→∞ (N/g) ≤ q1/2 − 1.�

Observación 2.2 Si q es un cuadrado, existen secuencias de cuerpos de funciones

F (v)/Fq con género g
(
F (v)

)
→∞ tal que N

(
F (v)/g(F (v))

)
→ q1/2− 1 para ν →∞. De

aqúı A(q) = q1/2 − 1 si q es un cuadrado.



Caṕıtulo 3

Cubrimientos Duplos

En esta sección construiremos cuerpos de funciones algebracias E = E1E2 con cuerpo

de constantes el cuerpo finito Fq donde E1 está definido por una ecuación de Kummer

y E2 por una de Artin-Shreier, tales cuerpos de funciones serán construidos de forma

tal que el número de lugares de grado 1 esté cercano bien sea a la Cota de Weil, Serre

o Ihara.

Por tratarse de extensiones duplas, el cálculo del género de E no obedece a una fórmula

espećıfica, no obstante usaremos las Proposiciones 1.4 y 1.5 para calcular este invariante,

aśı mismo para el conteo del número de lugares de grado uno será necesario hacer un

análisis más detallado que en la Proposición 1.3. Este proceso se desarrollará en las

siguientes secciones.

3.1. Construcciones v́ıa extensiones de Kummer.

En esta sección haremos un análisis detallado de cierto tipo de extensiones de Kummer

introducidas en [2] y usaremos dicha técnica para construir nuevas curvas.

Sea r un divisor de q − 1 y µ(x) ∈ Fq(x). Por la Proposición 1.3, el polinomio

ϕ(T ) = T r − µ(x) ∈ Fq(x)[T ] es irreducible sobre el cuerpo de funciones racionales

Fq(x), siempre y cuando µ(x) 6= w(x)d para todo w ∈ Fq(x) y todo d|r, es decir µ(x)

no es una d - ésima potencia para todo d|r.
Supondremos entonces que ϕ(T ) es irreducible y que E1 = Fq(x, y) con ϕ(y) = 0.

Como en la Proposición 1.3, para cada α ∈ Fq definimos

ϕα(T ) := T r − µ(α) ∈ Fq[T ],

39
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el cual se factoriza como

ϕα(T ) =
r∏
i=1

ψi(T ), (3.1)

con ψi(T ) irreducible en Fq[T ], puesto que nuestro objetivo es el estudio de lugares de

grado 1, deseariamos que ϕα(T ) se factorice como un producto de r factores, es decir

que cada ψi(T ) sea un polinomio de grado 1, aśı las cosas por cada α ∈ Fq tal que

ϕα(T ) =
∏r

i=1 ψi(T ), existirán r lugares de grado 1 en el cuerpo de funciones E1.

Surge ahora la pregunta ¿Cómo debe ser µ(x) ∈ Fq(x) de tal forma que ϕα(T ) se

factorice como un producto de r factores?

Una primera respuesta a este interrogante es que para un α fijo, µ(α) debe ser una r-

ésima potencia, es decir debe existir wα ∈ Fq tal que wrα = µ(α), ahora, por la elección

de r el cuerpo Fq contiene todos las ráıces r-ésimas de la unidad y por lo tanto tenemos

que

ϕα(T ) = (T − wα)(T − ζwα)...(T − ζr−1wα).

Si denotamos por N(E) = {P ∈ PE1 ; grad(P ) = 1}, entonces por lo anterior tenemos

que

#N(E) ≥ r{α ∈ Fq;µ(α) es una r-ésima potencia en Fq}.

Otros lugares de grado uno pueden obtenerse analizando los puntos de rama de µ(x).

Construcción de un µ(x) ∈ Fq(x) apropiado.

Nuestro objetivo ahora es construir un µ(x) ∈ Fq(x) tal que para “muchos”α ∈ Fq,
µ(α) sea una r-ésima potencia. Un primer (y natural) intento es hacer que µ(α) = 1

con α ∈ Fq, para ello procederemos como sigue.

Sean f(x) y `(x) ∈ Fq[x] polinomios tales que mcd (f(x), `(x)) = 1, `(x) tiene todas (o

casi todas) sus ráıces en Fq y grad(f(x)) ≥ grad(`(x)) .

Por el algoritmo de la división existe h(x) ∈ Fq[x] tal que

f(x) = `(x)h(x) + R`(f(x)), (3.2)

donde R`(f(x)) es el residuo de la división de f(x) por `(x). Ahora, si definimos

µ(x) :=
f(x)

R`(f(x))
, (3.3)
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tenemos que todo α ∈ ϑl := {α ∈ Fq; `(α) = 0}, satisface

µ(α) =
f(α)

R`(f(x))(α)
= 1.

Observe que en este proceso hemos transformado el problema de obtener “muchos”lugares

de grado 1 a obtener polinomios `(x) ∈ Fq[x] con “muchosçeros en Fq.

Es conocido ([10]-8.2) que, si q = pn y g(x) es un polinomio irreducible de grado n con

coeficientes en Fp entonces g(x) tiene todos sus ceros en Fq=pn , además para todo m el

número de polinomios irreducibles sobre Fq de grado m es

Nq(m) =
1

m

∑
d|m

µ
(m
d

)
qd,

donde µ es la función de Möbius 7 definida por

µ(x) =


1, si x = 1.

(−1)k, si x = p1p2 · · · pk para distintos primos pi.

0, en otro caso.

Esto implica que siempre es posible encontrar polinomios con coeficientes en Fp que se

descompongan completamente en Fq, más aún bajo ciertas condiciones (que precisare-

mos luego) casi siempre podremos construir polinomios p(x) de cualquier grado con un

número considerable de ceros en Fq.

De otro lado, el producto de todos los polinomios irreducibles de grado m sobre Fp
está dado por

I(p,m, x) =
∏
d|m

(
xp

d − x
)µ(m/d)

,

y en consecuencia una factorización de I(p,m, x) dará como resultado una lista de

polinomios irreducibles sobre Fp de grado m. Como ilustración de lo anterior tenemos.

Ejemplo 3.1 1) Sean p = 2, n = 1 y m = 4. Por un lado tenemos que exis-

ten N2(4) = 3 polinomios irreducibles de grado 4 cuyos ceros están en F16, y

I(2, 4, x) = (x16 − x)µ(1)(x4 − x)µ(2)(x2 − x)µ(4) = x12 + x9 + x6 + x3 + 1.

De otro lado, factorizando I(2, 4, x) obtenemos la lista completa de polinomios

irreducibles de grado 4 sobre F2 a saber

{x4 + x3 + x2 + x+ 1, x4 + x3 + 1, x4 + x+ 1}.
7Ver [9], Teorema 3.25
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Ahora, observe que además de los 3 polinomios de grado 4 citados en el párrafo

anterior, los polinomios x, x+ 1 y x2 +x+ 1 también tienen sus ceros en F16, esto

posibilita la construcción de polinomios p(x) de grados 1 ≤ grad(p(x)) ≤ 16 con

todos sus ceros en F16.

2) Para p = 3, n = 1 y m = 3 tenemos N3(3) = 8 y I(3, 3, x) =
x27 − x
x3 − x

.

La lista de polinomios irreducibles de grado 3 sobre F3 está dada por

{(x3 + 2x+ 1), (x3 + 2x+ 2), (x3 + x2 + 2), (x3 + x2 + x+ 2), (x3 + x2 + 2x+ 1),

(x3 + 2x2 + 1), (x3 + 2x2 + x+ 1), (x3 + 2x2 + 2x+ 2)}.

3) Si p = 2 y m = 5 tenemos que existen 6 polinomios irreducibles sobre F2 de grado

5, estos son {(x5 + x2 + 1), (x5 + x3 + 1), (x5 + x3 + x2 + x+ 1),

(x5 + x4 + x2 + x + 1), (x5 + x4 + x3 + x + 1), (x5 + x4 + x3 + x2 + 1)}, en este

caso no es posible encontrar polinomios de grados 3,4,8,9 etc. con todos sus ceros

en F32. �

Proposición 3.1 Sean r, f(x) y `(x) como antes, entonces el cuerpo de funciones al-

gebraicas E1 = Fq(x, y) definido por la ecuación de Kummer

yr =
f(x)

R`(f(x))
, (3.4)

satisface

#N(Fq(x, y)/Fq) ≥ r · grad(`(x)).

Además, si D =
∑n

i=1 diPi, es el divisor de µ(x) y existe un i tal que m.c.d.(r, |di|) = 1,

entonces el género de Fq(x, y)/Fq está dado por

g(Fq(x, y)/Fq) =
2 + r(n− 2)−

∑n
i=1m.c.d.(r, |di|)

2
.�

Observe que en el proceso de cálculo del número de lugares de grado 1 en el cuerpo de

funciones Fq(x, y)/Fq definido por la ecuación (3.4) sólo hemos considerado los ceros

del polinomio `(x) en Fq, es decir aquellos α ∈ Fq tales que µ(α) = 1, otros lugares de

grado 1 pueden obtenerse de los puntos de rama y además del conjunto

{α ∈ Fq;µ(α) = ζr},

con ζr 6= 1 y ζ ∈ Fq, esto es, para los elementos α ∈ Fq tales que µ(α) sea una r-ésima

potencia en Fq distinta de 1.

El número exacto de lugares de grado uno está dado por el siguiente resultado.
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Proposición 3.2 Sean p un número primo, q = pn y α ∈ Fq.

La congruencia xr ≡ µ(α) (mod q) tiene κ = m.c.d.(r, q − 1) soluciones si y solamente

si

µ(α)
q−1
κ ≡ 1 (mod q). (3.5)

Demostración: Ver ([10]). �

Observación 3.1 Por 3.2, µ(α) será una r-ésima potencia en Fq siempre y cuando el

máximo común divisor d(x) entre xq−x y el numerador de la función racional µ(x)
q−1
r −1

sea diferente de 1, pero de acuerdo a nuestra definición de µ(x) esto siempre ocurre, más

aún `(x) es un factor de d(x). Ahora, observe que el conjunto de ceros del polinomio

d(x) contiene a todos los α de Fq que son enviados por la función µ a r-ésimas potencias,

esto claramente incluye los ceros de `(x).

En consecuencia

#N(Fq(x, y)/Fq) = r · grad(d(x)) + ρ.

donde ρ es el número de lugares de grado uno obtenido de la ramificación de µ(x).

3.2. Construcción v́ıa extensiones de Artin-Schreier.

El objetivo de esta sección es el de construir un cubrimiento E2 del Cuerpo de Funciones

E1/Fq = Fq(x, y)/Fq(x) definido en la sección anterior, por medio de una extensión de

Artin-Schreier,

yp − y = g(x), (3.6)

con g(x) ∈ Fq(x), de tal forma que E = E1E2 tenga “muchos”lugares de grado 1.

De acuerdo con las Proposiciones 1.3 y 1.5, el problema de contar lugares de grado 1

en este tipo de extensiones está estrechamente relacionado con el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Teorema 99 de Hilbert. Sea F una extensión finita de K = Fp.
Entonces para α ∈ F se tiene que

TrF/K(α) = 0⇐⇒ α = βp − β,

para algún β ∈ F .

Demostración: Ver ([9], Tma. 2.25). �

Haciendo F = Fq=pn tendremos que un punto de coordenadas (α, β) en Fq×Fq induce un

lugar de grado 1, P(α,β) en el cuerpo de funciones E2 si y solamente si TrFq/Fp(g(α)) = 0.
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Luego para determinar aproximadamente el número de lugares de grado 1 de E2, es

necesario analizar el polinomio δ(x) = m.c.d.(TrFq/Fp(g(x)), xq − x), puesto que si α es

un cero de δ(x), entonces existirá un β ∈ Fq tal que P(α,β) es un lugar de grado 1 de E2.

Ahora dado que estamos interesados en construir cubrimientos duplos, es claro que debe

haber una relación entre los polinomios d(x) de la sección anterior y δ(x), pues por cada

cero común tendremos p · r lugares racionales en la composición E = E1E2. Precisando

lo anterior tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.3 Sean E, E1 y E2 como antes y si τ(x) = m.c.d.(d(x), δ(x)), entonces

el número de lugares de grado uno del cuerpo de funciones E satisface

#N(E/Fq) ≥ p · r(grad(τ)).

Demostración: Sea E := E1E2 un cuerpo de funciones algebraicas con

E1 := Fq(x, y)/Fq(x) definido por la ecuación de Kummer yr = µ(x) y

E2 := Fq(x, y, z)/Fq(x, y) definido por la ecuación de Arthin-Schreier zp−z = g(x), por

la Observación 3.1 tenemos que

#N(Fq(x, y)/Fq) = r · grad(d(x)) + ρ,

donde ρ es el número de lugares de grado uno obtenidos de la ramificación de µ(x) y

d(x) = m.c.d(µ(x)
q−1
r − 1, xq − x) .

Puesto que δ(x) = m.c.d.(TrFq/Fp(g(x)), xq−x) entonces por cada cero de δ(x) tenemos

p lugares de grado uno en Fq(x, y, z), dado que

τ(x) = m.c.d.(d(x), δ(x)) 6= 1,

existen por cada cero de τ(x), por lo menos p · r lugares de grado uno en E. Otros

lugares racionales pueden obtenerse de la ramificación de µ(x) y g(x).

�

En este trabajo desarrollaremos dos métodos que posibilitan la escogencia de un g(x)

apropiado.

Método 1.

Sea `(x) como en la sección anterior, es decir `(x) ∈ Fq[x] con todos sus ceros en Fq.

Si t(x) y γ(x) ∈ Fq[x] son tales que t(x) es un divisor de `(x) y

m.c.d(γ(x)p − γ(x), t(x)) = 1,
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entonces existen polinomios v(x) y ω(x) tales que

t(x)v(x) + (γ(x)p − γ(x))ω(x) = 1,

dividiendo por ω(x) obtenemos:

t(x)v(x)

ω(x)
+ (γ(x)p − γ(x)) =

1

ω(x)
. (3.7)

Ahora, si α ∈ Fq es un cero de t(x), entonces

0 = TrFq/Fp

(
t(α)v(α)

ω(α)

)
= TrFq/Fp

(
(γ(α)p − γ(α)) +

1

ω(α)

)
,

por la linealidad de la traza y puesto que TrFq/Fp(γ(α)p − γ(α)) = 0, tenemos que

TrFq/Fp

(
1

ω(α)

)
= 0 y en consecuencia por Teorema 3.1 existe ζ ∈ Fpn tal que

ζp − ζ =
1

ω(α)
. (3.8)

Resumimos nuestro análisis en el siguiente resultado.

Proposición 3.4 Sean `(x), t(x), γ(x) y ω(x) como antes, entonces el cuerpo de fun-

ciones algebraicas E2 dado por la ecuación de Artin-Shreier

zp − z =
1

ω(x)
(3.9)

tiene por lo menos p · grad(t(x)) lugares de grado uno.

Observe que aún de acuerdo con la hipótesis de 3.4 debemos garantizar la existencia de

un γ(x) ∈ Fq[x] tal que m.c.d. (γ(x)p − γ(x), t(x)) = 1, esta existencia será justificada

en el siguiente resultado.

Lema 3.1 Con las hipótesis de la Proposición 3.4, si γ(x) = (x − α) con α ∈ Fq,
entonces

m.c.d (t(x), γ(x)p − γ(x)) = 1.

Demostración. : Dado que γ(x) = (x− α) con α ∈ Fq entonces

γ(x)p − γ(x) = (x− α)p − (x− α) = xp − x.

Si suponemos que mcd (t(x), γ(x)p − γ(x)) 6= 1 entonces (xp−x)|t(x) y puesto que t(x)

es un factor de `(x), tenemos que (xp − x)|`(x), pero `(x) es un polinomio irreducible
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o producto de irreducibles sobre Fp, con todos sus ceros en Fq \ Fp, entonces xp − x no

puede dividir a `(x) y en consecuencia

m.c.d (t(x), γ(x)p − γ(x)) = 1.�

En el siguiente ejemplo construiremos un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo

finito F16, con género 20 y 127 lugares racionales utilizando el método 1. No se conoce

aún una curva (o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre F16 de género 20 con

más de 127 puntos racionales. 8

Ejemplo 3.2 Sean p = 2, n = 4 y f(x) = (x2 + x+ 1)4 ∈ F16[x].

Si `(x) = x8 + x7 + x6 + x4 + 1 = (x4 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1) ∈ F16[x], entonces

tenemos que R`(f(x)) = x6(x+ 1).

Consideremos la Extensión de Kummer E1 = F16(x, y) de F16(x) dada por la ecuación:

y5 =
f(x)

R`(f(x))
=

(x2 + x+ 1)4

x6(x+ 1)
.

Afirmamos que E1/F16 tiene género 6 y 65 lugares de grado uno, es decir E1 es un

cuerpo de funciones maximal.

En efecto, dado que la extensión es de grado primo sólo ocurrirá ramificación total y

por 1.4 los lugares correspondientes a x = 0, x = 1, x =∞ y x = ζi con ζ2
i + ζi + 1 = 0

e i = 1, 2 (los cuales denotaremos por p0, p1, p∞ y pζi respectivamente) son totalmente

ramificados, luego el género está dado por

g(F16(x, y)/F16(x)) = 1 + 5(−1) +
1

2
(5(4)) = −4 + 10 = 6.

Para hallar el número de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-

mos d(x) = x12 + x9 + x6 + x3 + 1.

Observemos que `(x) · (x4 + x3 + 1) = d(x), donde los ceros del polinomio x4 + x3 + 1

aportan quintas potencias diferentes de 1.

Entonces tenemos que

#N(F16(x, y)) = 12× 5 + 5 = 65.

Este Cuerpo de Funciones es Maximal puesto que

#N(F16(x, y)) = q + 1 + 2g
√
q = 16 + 1 + 2(6)(4) = 65.

8Ver [5] y [13].
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Ahora si t(x) = x4 + x+ 1 un factor de `(x) y γ(x) = x(x+ 1)5, es fácil comprobar que

t(x) · ((x3 + x+ 1)(x4 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)) + Γ(x) · x(x2 + x+ 1) = 1, donde

hemos denotado por Γ(x) al polinomio γ(x)p−γ(x). Ahora, tomemos ω(x) = x(x2+x+1)

y consideremos la extensión E2 de E1 dada por la ecuación de Artin-Schreier

z2 + z =
1

ω(x)
=

1

x(x2 + x+ 1)
.

De acuerdo con la Proposición 1.5 los únicos lugares que se ramifican son P0 y Pζi , los

lugares correspondientes a P∞ y P1 son no ramificados. Veamos a manera de ilustración

algunos cálculos:

νP0

(
1

ω(x)

)
= e(P0|p0) · νp0

(
1

ω(x)

)
= (5)(−1) = −5, luego mP0 = 5

νP∞

(
1

ω(x)

)
= e(P∞|p∞) · νp∞

(
1

ω(x)

)
= (5)(3) = 15 ≥ 0, luego mP∞ = −1

y por lo tanto, el género está dado por

g(F16(x, y, z)/F16(x)) = 2 · 6 +
1

2
(−2 + 18) = 20.

Para el cálculo de lugares de grado uno, observe que existen 2 lugares que caen sobre

P∞ y P1,(los cuales denotaremos por P∞ y P1 respectivamente), estos lugares son de

grado 1, aśı como también P0 y Pζi , i = 1, 2 (por ser totalmente ramificados) por lo

tanto tenemos 7 lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado,

grad(δ(x)) = grad

(
m.c.d

(
TrF16/F2

(
1

x(x2 + x+ 1)

)
, x16 + x

))
= 13,

más precisamente

δ(x) = x13 + x12 + x10 + x9 + x7 + x6 + x4 + x3 + x+ 1,

y por lo tanto τ(x) := m.c.d (d(x), δ(x)) = x12 + x9 + x6 + x3 + 1.

Ahora, puesto que el polinomio τ(x) coincide con el polinomio d(x), tenemos que

#N(E/F16(x)) = 5 · 2 · 12 + 7 = 127.�

Ahora construiremos un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo finito F8, con

género 25 y 86 lugares de grado 1 utilizando el Método 1. No se conoce aún una curva

(o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre F8 de género 25 con más de 86 lugares

de grado uno.
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Ejemplo 3.3 Sean p = 2, n = 3, y f(x) = x3(x+ 1)3 ∈ F8[x].

Si `(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x3 + x2 + 1)(x3 + x+ 1) ∈ F8[x], entonces

tenemos que R`(x
3(x+ 1)3) = x2 + x+ 1.

Consideremos la Extensión de Kummer E1 = F8(x, y) de F8(x) dada por la ecuación:

y7 =
x3(x+ 1)3

x2 + x+ 1
.

Puesto que la extensión es de grado primo, sólo se presentará ramificación total, y por

la Proposición 1.4 los lugares correspondientes a x = 0, x = 1, x = ∞ y x = ζi con

ζ2
i + ζi + 1 = 0 e i = 1, 2 (denotados por p0, p1, p∞ y pζi) son totalmente ramificados,

luego el género está dado por

g(F8(x, y)/F8(x)) = 1 + 7(−1) +
1

2
(4(6)) = −6 + 12 = 6.

Para hallar el número de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-

mos d(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Observemos que `(x) = d(x), por lo tanto los ceros de `(x) son los únicos lugares que

aportan séptimas potencias.

Entonces tenemos que

#N(F8(x, y)) = 6 · 7 + 3 = 45.

Ahora si γ(x) = x+ 1, se puede probar que

`(x) · 1 + Γ(x) · (x2 + x+ 1)2 = 1,

donde Γ(x) corresponde al polinomio γ(x)p − γ(x), ahora tomemos

ω(x) = (x2 + x+ 1)2

y consideremos la extensión E2 de E1 dada por la ecuación de Artin-Schreier

z2 + z =
1

ω(x)
=

1

(x2 + x+ 1)2
.

De acuerdo con la Proposición 1.5 el único lugar totalmente ramificado es Pζi , i = 1, 2,

los lugares correspondientes a P∞, P0 y a P1 son no ramificados. Veamos a manera de

ilustración algunos cálculos:

νP0

(
1

ω(x)

)
= e(P0|p0) · νp0

(
1

ω(x)

)
= (7)(0) = 0, luego mP0 = −1,

νP∞

(
1

ω(x)

)
= e(P∞|p∞) · νp∞

(
1

ω(x)

)
= (7)(4) = 28, luego mP∞ = −1.
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Si tomamos η =
1

ω(x)
, tenemos que

νPζ1

(
1

ω(x)
+ η2 + η

)
= e(Pζ1|pζ1) · νpζ1

(
1

ω(x)
+ η2 + η

)
= (7)(−1) = −7.

Luego mPζ1
= 7 y por lo tanto el género está dado por

g(F8(x, y, z)/F8(x)) = 2 · 9 +
1

2
(−2 + 16) = 25.

Para el cálculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen

sobre P∞, P1 y P0 respectivamente y únicamente los lugares que caen sobre P∞ son de

grado 1 y sobre Pζi , i = 1, 2 cae un lugar que no es de grado 1, por lo tanto tenemos

sólo 2 lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado grad(δ(x)) = grad

(
m.c.d

(
TrF8/F2

(
1

(x2 + x+ 1)2

)
, x8 + x

))
, más pre-

cisamente

δ(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,

y por lo tanto τ(x) := m.c.d (d(x), δ(x)) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Puesto que el polinomio τ(x) coincide con el polinomio d(x), tenemos que

#N(E/F8(x)) = 6 · 2 · 7 + 2 = 86.�

Método 2.

A lo largo de esta sección supondremos que g(x) ∈ Fq[x] con

TrFq/Fp(g(α)) = 0, α ∈ Fq,

f(x) y `1(x) ∈ Fq[x], tales que m.c.d (`1(x), f(x)) = 1, con

grad(`1(x)) ≤ grad(f(x)),

y `1(x) un divisor de m.c.d (Tr(g(x)), xq − x) el cual denotaremos por `(x), entonces

por el algoritmo de la división existe h(x) ∈ Fq[x] tal que

f(x) = `1(x) · h(x) + R`1(f(x)),

donde R`1(f(x)) es el residuo de la división de f(x) por `1(x).

Si definimos

µ(x) =
f(x)

R`1(f(x))
, (3.10)
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tenemos que todo α ∈ ϑ`1 := {α ∈ Fq; `1(α) = 0}, satisface

µ(α) =
f(α)

R`1(f(x))(α)
= 1.

Ahora consideremos

δ(x) = m.c.d.(TrFq/Fp(g(x)), xq − x), d(x) = m.c.d(µ(x)
q−1
r − 1, xq − x),

y τ(x) = m.c.d.(d(x), δ(x)), como antes y observemos que `(x) = δ(x) y `1(x) es factor

de δ(x), d(x) y τ(x) respectivamente, en consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.5 Con las hipótesis establecidas en esta sección, tenemos que el cuerpo

de funciones algebraicas E = E1E2 donde E1 está dado por la ecuación de Kummer

yr = µ(x) y E2 dado por la ecuación de Artin-Shreier zp−z = g(x) tendrá por lo menos

p · r · grad(τ(x)) lugares de grado 1, donde τ(x) = m.c.d(d(x), δ(x)).

A manera de ilustración tenemos:

Ejemplo 3.4 Sean p = 2, n = 3, g(x) = x ∈ F8[x] con Tr(g(x)) = x4 + x2 + x ∈ F8[x]

y `(x) = x4 +x2 +x = x(x3 +x+1) ∈ F8[x]. Si `1(x) = x3 +x+1 y f(x) = (x2 +x+1)2

entonces R`1(f(x)) = x+ 1.

Consideremos la Extensión de Kummer E1 = F8(x, y) de F8(x) dada por la ecuación:

y7 =
f(x)

R`(f(x))
=

(x2 + x+ 1)2

(x+ 1)
.

Afirmamos que E1/F8 tiene género 6 y 31 lugares de grado uno.

Puesto que la extensión es de grado primo, sólo se presentará ramificación total, y por la

Proposición 1.4 los lugares correspondientes a x = 1, x =∞ y x = ζi con ζ2
i + ζi+1 = 0

e i = 1, 2 (denotados por p1, p∞ y pζi) son totalmente ramificados, luego el género

está dado por

g(F8(x, y)/F8(x)) = 1 + 7(−1) +
1

2
(4(6)) = −6 + 12 = 6.

Para hallar el número de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-

mos d(x) = x4 + x2 + x.

Observemos que `(x) = d(x) por lo tanto los ceros de `(x) son los únicos lugares que

aportan séptimas potencias en F8.

Entonces tenemos que

#N(F8(x, y)) = 4 · 7 + 4 = 31.
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Ahora consideremos la extensión E2 de E1 dada por la ecuación de Artin-Schreirer

z2 + z = x.

De acuerdo con la Proposición 1.5 el único lugar totalmente ramificado es P∞ y los

lugares correspondientes a P0, P1 y a Pζi para i = 1, 2 son no ramificados. Veamos a

manera de ilustración algunos cálculos:

νP0 (g(x)) = e(P0|p0) · νp0 (g(x)) = (1)(1) = 1, luego mP0 = −1

νP∞ (g(x)) = e(P∞|p∞) · νp∞ (g(x)) = (7)(−1) = −7, luego mP∞ = 7.

y por lo tanto el género está dado por

g(F8(x, y, z)/F8(x)) = 2 · 6 +
1

2
(−2 + 8) = 15.

Para el cálculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen sobre

cada uno de los 7 lugares que caen sobre p0, 2 lugares que caen sobre P1 y Pζi , i = 1, 2

respectivamente y solamente un lugar que cae sobre P∞ que además es el único de grado

1, por lo tanto tenemos sólo un lugar de grado uno proveniente de los puntos de rama.

De otro lado, por la escogencia de g(x) tenemos que δ(x) = `(x) y por lo tanto

τ(x) = x4 + x2 + x.

Puesto que el polinomio τ(x) coincide con el polinomio `(x), tenemos que

#N(E/F8(x)) = 4 · 2 · 7 + 1 = 57.

No se conoce aún una curva (o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre F8 de

género 15 con más de 57 lugares de grado uno.

Ejemplo 3.5 Sean p = 2, n = 6, g(x) =
x+ 1

x
∈ F64[x] con

Tr(g(x)) =
1

x32
+

1

x16
+

1

x8
+

1

x4
+

1

x2
+

1

x
∈ F64[x] y

`(x) = x(x+ 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1)(x6 + x3 + 1)(x6 + x5 + 1)

(x6 + x5 + x3 + x2 + 1)(x6 + x5 + x4 + x2 + 1) ∈ F2[x].

Si `1(x) = x6 + x5 + 1 y f(x) = (x2 + x)6 entonces R`1(f(x)) = 1.

Consideremos la Extensión de Kummer E1 = F64(x, y) de F64(x) dada por la ecuación:

y9 =
f(x)

R`1(f(x))
= x5(x+ 1).
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Afirmamos que E1/F64 es maximal puesto que tiene género 3 y 113 lugares de grado

uno.

Puesto que la extensión no es de grado primo, se presentará ramificación débil y total,

y por la Proposición 1.4 los lugares correspondientes a x = 0, x = 1 (denotados por p0

y p1) son totalmente ramificados y el lugar correspondiente a x =∞ denotado por p∞
es débilmente ramificado, luego el género está dado por

g(F64(x, y)/F64(x)) = 1 + 9(−1) +
1

2
(2(8) + 3(2)) = 3.

Para hallar el número de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-

mos

d(x) = x12 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1)(x6 + x5 + 1).

Observemos que `1(x) es un factor de d(x).

Entonces tenemos que

#N(F64(x, y)) = 12 · 9 + 5 = 113.

Ahora consideremos la extensión E2 de E1 dada por la ecuación de Artin-Schreirer

z2 + z =
x+ 1

x
.

De acuerdo con la Proposición 1.5 el único lugar totalmente ramificado es P0 y los

lugares correspondientes a P∞ y P1 son no ramificados. Veamos a manera de ilustración

algunos cálculos:

νP0 (g(x)) = e(P0|p0) · νp0 (g(x)) = (9)(−1) = −9, luego mP0 = 9.

νP∞ (g(x)) = e(P∞|p∞) · νp∞ (g(x)) = (3)(0) = 0, luego mP∞ = −1.

y por lo tanto el género está dado por

g(F64(x, y, z)/F64(x)) = 2 · 3 +
1

2
(−2 + 10) = 10.

Para el cálculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen

sobre cada uno de los 3 lugares correspondientes a P∞, 2 lugares que caen sobre P1 y

únicamente un lugar que cae sobre P0 y todos son de grado 1, por lo tanto tenemos 9

lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado, por la escogencia de `(x) tenemos que `1(x)|δ(x) y d(x)|δ(x) por lo tanto

τ(x) = (x3 +x+1)(x3 +x2 +1)(x6 +x5 +1) y el número de lugares de grado 1 está dado

por

#N(E/F64(x)) = 12 · 2 · 9 + 9 = 225.
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Este Cuerpo de Funciones es Maximal puesto que

#N(F64(x, y, z)) = q + 1 + 2g
√
q = 64 + 1 + 2(10)(8) = 65.

�
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