LA COTA DE WEIL Y CURVAS CON MUCHOS
PUNTOS RACIONALES

ADRIANA ALEXANDRA ALBARRACIN MANTILLA

Universidad del Valle
Facultad de ciencias
Departamento de Matematicas

Santiago de Cali
2006



LA COTA DE WEIL Y CURVAS CON MUCHOS
PUNTOS RACIONALES

ADRIANA ALEXANDRA ALBARRACIN MANTILLA

Trabajo de grado presentado como requisito
parcial para optar al titulo de magister en matematicas

ALVARO GARZON ROJAS, Doctor

Director

Universidad del Valle
Facultad de ciencias
Departamento de Matematicas

Santiago de Cali
2006



Nota de Aceptacion

Doctor Alvaro Garzén Rojas
Director

Doctor Roberto Ruiz Salguero
Jurado

Doctor Carlos Trujillo
Jurado

Santiago de Cali, FEBRERO de 2006



A mis padres Maria E. y Marco A., por su apoyo incondicional.



Agradecimientos

En primera instancia quiero agradecer a Dios por ser el motor de mi vida, al profesor
Alvaro Garzén Rojas por haber aceptado dirigir este trabajo, por su tiempo, y dedi-
cacion y a todos los profesores del Departamento de matematicas que me colaboraron
durante la maestria.

ADRIANA ALEXANDRA ALBARRACIN MANTILLA

Universidad del Valle
FEBRERO 2006



Tabla de Contenido

Resumen
Introduccién:

1. Preliminares
1.1. Anillos de valuacién, lugares, ceros y polos . . . . . . ... .. .. ...
1.2. El cuerpo de funciones racionales . . . . . . . . ... .. ... ...
1.3, Divisores . . . . . . .o

1.4. Extensiones de Cuerpos de Funciones Algebraicas . . . . . .. ... ..

2. Funcién Zeta asociada a un Cuerpo de Funciones
2.1. Teorema de Hasse-Weil . . . . . . . . ... ... .. ... ... .....
2.2. Mejoramientos de la Cota de Hasse-Weil . . . . . . . .. ... .. ...

3. Cubrimientos Duplos
3.1. Construcciones via extensiones de Kummer. . . . . . . . . .. .. ...

3.2. Construccion via extensiones de Artin-Schreier. . . . . . . . . . . . ..

Bibliografia

VI

VII

VIII

N B~ NN =

13
27
29

39
39
43

54



Resumen

En este trabajo se construyen curvas con “muchos”puntos racionales desde el punto
de vista de la construccién de cubrimientos duplos del cuerpo de funciones racionales
F,(z) via extensiones de Kummer y Arthin-Schreier con “muchos”lugares de grado uno,
entendiéndose por esto que el niimero de lugares de grado uno del cuerpo de funciones
algebraicas estda cercano a la cota de Weil. Para esto, se hace un estudio detallado
de la cota de Weil desarrollado por Stichtenoth®, con el objetivo de complementar y

ejemplificar los principales resultados expuestos en ([12]-V).

Wer[12]
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Introduccion

Sea IF, un cuerpo finito con ¢ = p" elementos y IF_‘q la clausura algebraica de F,. Dado
un polinomio f(z,y) € F,[z,y] irreducible sobre F,, el conjunto:

Oy = {(0.8) € Fy x Fy : f(a, ) = 0}

es una curva algebraica afin (sobre el cuerpo finito F,) y los puntos P = (a, 3) € C;
tal que (a, 8) € F, x F, se llaman puntos racionales de Cy sobre F 2.

Durante muchos anos la pregunta sobre cudntos puntos racionales puede tener
una curva de género g mantuvo el interés de los matematicos hasta que en
1940 Andre Weil 3 probé la hipétesis de Riemman para curvas sobre cuerpos finitos
obteniendo, como consecuencia de este resultado una cota superior para el niimero de
puntos racionales de una curva C' de género g sobre un cuerpo finito de cardinalidad q,
a saber:

IC(F,)| < q+ 1429/,

donde C(F,) denota el conjunto de puntos racionales de la curva C. El resultado de
Weil se mantuvo intocable hasta que en 1980 Goppa * introdujo cédigos asociados a
curvas algebraicas conocidos como cédigos geométricos de Goppa. En tal construccion se
destacan dos propiedades que debe tener una curva de tal forma que el cédigo inducido
tenga buenos parametros:

1 . La curva debe ser explicita, es decir debe obtenerse mediante una ecuacién de
la forma f(z,y) = 0.

2 . El namero de puntos racionales de dicha curva debe estar cercano a la cota de
Weil.

2Existe una correspondencia biunivoca entre las curvas algebraicas y los cuerpos de funciones al-
gebraicas, esta correspondencia permite trasladar definiciones y resultados de curvas algebraicas a
cuerpos de funciones algebraicas y vicerversa, Ver [1], [7].

3H. Stichtenoth, Ver [12].

4Goppa, Ver [6].
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Introduccion IX

A partir de este hecho algunos matematicos empezaron a trabajar en el mejoramiento
de la cota de Weil y muchos otros encaminaron esfuerzos hacia la construccion de curvas
con muchos puntos racionales.

En 1981 Thara Smostré que si detonamos por N, el maximo ntimero de puntos racionales
que una curva C' de género ¢ puede tener, entonces

<\/(8q +1)29+4(¢> — q)g — g)
2

NqSQ‘f‘l“r‘

donde [z] es la parte entera de x € R. La importancia de este resultado radica en el

hecho de que para curvas cuyo género satisface g > %& esta cota es mejor que la cota
de Weil. Posteriormente en 1993 Serre ¢ mostré que la cota de Weil puede mejorarse:

N, §Q+1+2[9\/§]-

En cuanto a la construccién explicita de curvas se han disenado diferentes métodos que
conducen a obtener “buenas curvas” (curvas con muchos puntos racionales), la mayoria
de ellas via extensiones de Kummer o extensiones de Artin-Schreier de F,(z).

Este trabajo consta de tres capitulos, en el primer capitulo se hace un breve recorrido por
los conceptos béasicos de la teoria de Cuerpos Finitos ilustrados con algunos ejemplos
para una mejor comprension de los capitulos siguientes. El segundo capitulo es una
revisién bibliogréfica acerca de la Cota de Weil y sus diferentes mejoramientos (Cota
de Serre, Cota de Thara y Cota de Drinfeld Vladut) con aportes en cuanto a ejemplos y
aclaraciones en algunas pruebas y en el tercer capitulo se construyen curvas (cuerpos de
funciones algebraicas) con muchos puntos racionales (lugares de grado uno) entendiendo
por esto, que el numero N (F/F,) de puntos racionales satisface a < N(F/F,) < b, donde
b es la cota de Weil, Thara o Serre para un cuerpo de funciones de género g y a = b/+/2.
Dichas curvas se obtienen por medio de cubrimientos duplos de la recta proyectiva F,(z)
via extensiones de Kummer y Artin-Schreier, es decir torres de cuerpos de funciones del
tipo F,(z) C F,(z,y) C Fy(x,y, 2) donde la extension F,(z,y)/F,(z) es una extensién
de Kummer y F,(z,y, 2)/F,(x,y) una extensién de Artin-Schreier.

®Thara, Ver [8].
6Serre, Ver [11].



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es hacer una presentacion de las definiciones y resultados
de la teoria de cuerpos de funciones algebraicas, esenciales para la comprensién de los
capitulos siguientes. Todos ellos se presentan sin pruebas puesto que aparecen en [12]
y algunas proposiciones se ilustran con ejemplos.

1.1. Anillos de valuaciéon, lugares, ceros y polos

Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas sobre K, es decir F' O K es una extensién
finita de K(x), con x € F trascendente sobre K.

Se dice que O C F es un Anillo de Valuacion de F/K si:
i) KCOCF.
ii) Para cualquier z € F, 2 € 0 6 27! € O.

Puede probarse que todo anillo de valuacién O es un Anillo de Valuacion Discreta, es
decir, un anillo de ideales principales con un tnico ideal maximal P := O — O*. Puesto
que P es principal, entonces existe un t € O el cual llamaremos uniformizante local
para P tal que P =tO y cada 0 # z € F tiene una unica expresion de la forma z = t"u
conu € O yneZ.

Si denotamos por Fp al cuerpo residual O/ P, entonces existe una aplicacion

F — O/P:=Fp
r(P)=xz+P, sixeO
X —
00, six ¢ O



1.2 El cuerpo de funciones racionales 2

Decimos que P es un lugar de F'// K, si P es el ideal méximal de algin anillo de valuacién
de F'/K. Denotaremos por P al conjunto de lugares del cuerpo de funciones F'/K y vp
la valuacion discreta de F// K asociada al lugar P definida como vp(z) =n, si z = t"-u.
Siz € Fy P € Pp, decimos que P es un cero de z si y sélo si vp(z) > 0; P es un
polo de z siy sélo si vp(z) < 0. Sivp(z) =m >0, P es un cero de z de orden m; si
vp(z) = —m < 0, P es un polo de z de orden m.

1.2. El cuerpo de funciones racionales

El ejemplo clasico de cuerpo de funciones algebraicas es el cuerpo de funciones racio-
nales. Todos los conceptos de anillos de valuacién, lugares, ceros y polos de la seccion
anterior que se utilizaran a lo largo de este trabajo se pueden precisar en este cuerpo
de funciones.

Definicién 1.1 Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas, decimos que F/K es un
cuerpo de funciones racionales si existe x € F trascendente sobre K tal que F' = K (x).

Notemos que de acuerdo a la definicién, cada z € F' — {0} tiene representacién unica

en la forma
z:aHpi (x)™, (1.1)

donde a € K — {0}, los p; (z) € K [z] son ménicos e irreducibles y cada n; € Z.

Dado un polinomio ménico irreducible p (z) € K [z], entonces el conjunto

Oy = {58 1), 90 € Kl ¥ o) 90}, (12)

es un anillo de valuacién de K (z) /K. En este caso su ideal méximal viene dado por

Py = {20 f0) g @) e Kl yp@l @) v s 1o a3

En el caso particular de p(x) =z — « con o € K escribimos P,_,, := P,.

Otro anillo de valuacién de K (z) /K es el conjunto

0= {20 10, 00 € Kol v grad 7 (@) S grad o)} (1

cuyo ideal maximal es
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. {f @) ), g(a) € K 2] v grad(f (x)) < grad (g <x>>}, (15)
el cual se llama el lugar infinito de K (z).

Teorema 1.1 Sea F = K(x) el cuerpo de funciones racionales sobre K.

i) Si P = Py es el lugar definido en (1.8), donde p(x) € Klx] es un polinomio
monico irreducible, entonces p(x) es un uniformizante local para P y la corres-
pondiente valuacion discreta vp puede ser descrita en la siguiente forma. Si z €

F—{0} tenemos que z admite la escritura z = p(x)"LI), donde p(z) t f(z), p(x) 1

g(z)

g(x) yn € Z, entonces vp(z) :==n. El cuerpo de clases residuales Fp = Op/P es
isomorfo al cuerpo K|x]/(p(z)) y en consecuencia, grad(P) = grad(p(zx)).

it) En el caso especial p(x) = r—a, con a € K, el grado de P, es uno y la aplicacion
de clases residuales se dd en la siguiente forma, para z € F : z(P,) = z(«a), donde

f(z)

z(a) se define como sigue. Si z = 7(2) donde f(x), g(z) son polinomios en K |x]
g(x

primos relativos entre si, entonces

N St g(Oé) 7é 07

z(a) =

00, sigla) =0 .

iii) Sea Py el lugar definido en (1.5), entonces grad(Ps) = 1 y un uniformizante

local de Py, est = —. La correspondiente valuacion discreta es dada por
x

i (ZE2) = aradtate) - gradts ),

g(z)

donde f(x),g(x) € K|[z].
iv) K es el cuerpo de constantes de K (x)/K.

v) Los tnicos lugares de K(x)/K son P y Py definidos en (1.3) y (1.5), por lo
tanto los lugares de grado uno de K(z)/K estin en correspondencia uno a uno
con K U {oo}.
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1.3. Divisores

A partir de esta seccién F/K denotard un cuerpo de funciones algebraicas de una
variable tal que K es el cuerpo de constantes de F'/K.

La suma formal

con np € Z y np = 0, para casi todo P € Pg se llama un divisor de F/K.

El soporte de D esta definido por :
SOp(D) = {P € PF)”P(D) 7é O}a

asi

D= > np(D)P.

PeSop(D)

Un divisor de la forma D = P con P € Pg, se llama divisor primo.

Un divisor D = ) pp, vp(D)- P, se dice positivo si todo vp(D) > 0y se escribe D > 0,
asi un divisor positivo es la suma de divisores primos.

Dados dos divisores D = Z np(D)Py E = Z np(E)P, definimos el divisor suma

PePp PePR
de la siguiente forma

D+E= Y (np(D)+np(E))-P.

Es fécil verificar que el conjunto de divisores con la suma definida anteriormente forma
un grupo abeliano el cual denotaremos por Dp.

El cero en Dy es 0 := Z np - P, con np = 0, para cada P € Pp.
PePp

Para un divisor D y Q) € Pp se define vg(D) := ng.
Se define el grado de P € P como grad(P) = [Fp : K|. La aplicacién

grad: Dp — 7,
define un homomorfismo de grupos con

grad(D) = Z vp(D) - grad(P).
PePr
Si 0 # x € F definimos el Divisor Cero de x como

()0 := ) (vp(2))P.

bPeZz
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donde Z denota el conjunto de ceros de x en Pr y el Divisor Polar de x como

(@) = ) —(vp(2))P,

PeN

donde N el conjunto de polos de = en Pr. A cada elemento no nulo = de F/K le
asociamos un divisor el cual llamaremos el Divisor Principal de x dado por

(7)== (2)o = ()0

En otras palabras (z) := Z (vp(x))P.

PePp
Cualquier divisor principal tiene grado cero. Ademas si z € F'\ K entonces
grad(z)g = grad(z)s = [F : K(x)].

Sea Pp := {(2)|0 # x € F'} el grupo de divisores principales de F//K. Claramente este
conjunto es un subgrupo de Dg. Observe que para 0 # = € F, entonces (xy) = (x)+(y).

Llamaremos Grupo de Clase de Divisores al grupo cociente Cp := Dp/Pp, y diremos
que los divisores Dy y Dy € Dp son equivalentes (D; ~ Dy), si Dy = Dy + (x) para
algin z € F'\ 0.

La clase de A € D en Cp es denotado por [A] y grad([4]) := grad(A).

Para un divisor A € Dp, se define L(A) := {z € F|(z) > —A} U{0}. Observemos que
si A € D se tiene que:

i) z € L(A) siy sélo si vp(x) > —vp(A) para todo P € Pp.
ii) L(A) # {0} siy sdlo si existe un divisor A’ ~ A con A" > 0.
Lema 1.1 Si A € Dr entonces
i) L(A) es un espacio vectorial sobre K.
i) L(0) = K.
iii) Si A <0 entonces L(A) = {0}.
Se define ahora la dimension del divisor A como dim(A) := dim(L(A)).
Corolario 1.1 i) Sean A, A" divisores tales que A ~ A'. Entonces

dim(A) = dim(A") y grad(A) = grad(A").
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ii) Si grad(A) < 0 entonces dim(A) = 0.

i11) Para cualquier divisor A de grado cero, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

a) A es principal.
b) dim(A) > 1.
c) dim(A) =1.

Definicién 1.2 FEl género de F/K estd definido por
g = max{grad(A) —dim(A)+ 1| A€ Dp}.
El género de F/K es un entero no negativo.

IP)F — F,
P — ap,

Un Adele de F'/K es una funcién « : {

tal que ap € Op para casi todo P € Pg. Un adele es como un elemento del producto
directo [[pep, Iy ademéds se usa la notacién o = (ap)pepy-

El conjunto Ap := {a|a es un adele de F'/K}, se llama el espacio adele de F//K y se
considera como un espacio vectorial sobre K. El adele principal de un elemento x € F
es el adele constante y de valor x. Para un divisor A € D se define

Ar(A) :={a € Ar|lvp(a) > —vp(A) para todo P € Pg},

con vp(a) :=vp(ap).

Un diferencial de Weil de F//K es una aplicaciéon K-lineal
w .AF — K

tal que w se anula sobre Ap(A) + F para algun divisor A € Dp. El mddulo de los
diferenciales de Weil de F'/K se define por

Qp ;= {w|w es un diferencial de Weil de F/K }.
Para un divisor A € Dp, Qp(A) = {w € Qp|w se anula en Ap(A)+ F}.

Definicién 1.3 i) El divisor (w) de un diferencial de Weil w # 0, es un divisor
univocamente determinado por las siguientes condiciones:

a) w se anula en Ap((w)) + F.
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b) Siw se anula en Ap(A)+ F con A € Dp entonces A < (w).
it) Para 0 # w € Qp y P € P definimos vp(w) := vp((w)).
iii) Se dice que un lugar P es un cero (polo) de w, si vp(w) > 0 (vp(w) < 0).

w) Un divisor W se llama un divisor candnico de F/K si W = (w) para algin
w € Qp.

El siguiente teorema es uno de los teoremas mas importantes en la teoria de Cuerpos
de Funciones Algebraicas.

Teorema 1.2 (Teorema de Riemann-Roch): Sea W un divisor candnico de F/K, en-
tonces, para cualquier A € Dp,

dim(A) = grad(A) + 1 — g+ dim(W — A).

1.4. Extensiones de Cuerpos de Funciones Algebrai-

cas

Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas en una variable con cuerpo de constantes
K. Alo largo de este trabajo supondremos que el cuerpo K es perfecto.

Definicién 1.4 i) Un cuerpo de funciones algebraicas F'/K' es una extension al-
gebraica de F/K, si F' D F es una extension algebraica de cuerpos y K' O K.

i1) Una extension algebraica F'/K' de F/K se llama extension por constantes si
F'= FK' es el cuerpo composicion de F' y K'.

iii) Una extension algebraica F'/K' de F/K es una extension finita si
[F': F] < .

Definicién 1.5 Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Se dice que un lugar
P" € Prr cae sobre P € Pr si P C P'. También decimos que P' es una extension de P,
y escribimos P'|P.

Proposicién 1.1 Sea F'/K' una extension algebraica de F/ K. Supongamos que P (P')
es un lugar de F/K (F'/K'), y sea Op C F (Opr C F') el correspondiente anillo de
valuacion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) P'|P.
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ii) Op C Opr.
i11) Existe un entero e > 1 tal que vp/(x) = e - vp(x) para todo x € F. Mas aiun, si
P'|P entonces P=P' NF yOp=0p NF.

Por esta razén, P se llama la restriccion de P’ a F.

Definicién 1.6 Sea F'/K' una extension algebraica de F/K y sea P' € Pp un lugar
de F'/K' que cae sobre P € Pp.

i) El entero e(P'|P) := e convp () = e-vp(x) para cualquier x € F se llama indice
de ramificacion de P' sobre P.

Decimos que P'|P es ramificado si e(P'|P) > 1, y P'|P es no ramificado si
e(P'|P) = 1.

ii) f(P'|P) = [Fp : Fp| se llama el grado relativo de P’ sobre P.

Note que f(P'|P) puede ser finito o infinito; sin embargo el indice de ramificacion
siempre es un numero natural.

En particular si [F': F] < 0o, P € Pp y P, Py, ..., Py, € P son todos los lugares
de F'/K' que caen sobre P entonces [F': F| =3%" e(PF|P) - f(F|P).

Definicién 1.7 Sea F'/F una extension finita y separable del cuerpo de funciones,
entonces el diferente de F'/F, denotado por D(F'/F), es el divisor de F' dado por

D(F/F)= > Y d(P'|P)P

PEP(F) P'|P

Proposicién 1.2 (Formula de Hurwitz):

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas de género g y F'/F una extension finita
separable. Sea K’ el cuerpo de constantes de F' y sea ¢' el género de F'/K'. Entonces
tenemos que:

2 —2= L E oy o) 1 grad((D(F /).
[K': K|
Puesto que uno de los objetivos de este trabajo es el de construir cuerpos de funciones
cuyo numero de lugares de grado uno, sea “grande”, es necesario obtener un mecanismo
que nos ayude a calcular este niamero, el siguiente resultado nos proporciona una técnica
para acercarnos a dicho valor.

Proposicion 1.3 Sea o(T) =T" + fr1(x)T" ' + ... + fo(z) € K(2)[T] un polinomio
irreducible sobre el cuerpo de funciones racionales K(z).
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Consideremos el cuerpo de funciones K (x,y)/K donde y satisface la ecuacion ¢(y) =0
y un elemento o € K tal que fj(a) # oo para cualquier 0 < j < n — 1. Denotemos
por P, € P () el cero de x — a en K(x). Supongamos que el polinomio

0a(T) :=T" + fo1(a)T" 1 + ...+ fola) € K[T],

se descompone en el anillo de polinomios K|[T] de la siguiente forma:

T

Spa(T> = H wz<T)7

donde ;(T') € KI[T] corresponden a polinomios irreducibles, mdonicos y distintos. En-
tonces tenemos que:

i) Para cualquier i=1,...,r existe un unico lugar determinado por el lugar
P, € Pi(ay) tal que v — a € Py y ¥(y) € P;. Ademds e(P|P,) =1 y el cuerpo de
clase residual de P; es isomorfo a K[T|/ (¢¥:(T)) .

De agui f(P|P,) = grad (4,(T)).

i1) Si grad (Y;(T)) =1 a lo mds para i € 1,...,7, entonces K es el cuerpo de cons-
tantes de K(x,y).

i11) Si po(T') tiene n raices distintas en K, donde n = grad (o(T')), entonces existe
para cualquier 3 con ¢o(B) = 0 un tnico lugar P, g € Pr(qy), tal que v—a € Py g
Y, Yy — B € Pyg. Pyg es un lugar de K(x,y) de grado 1.

Como una ilustracién del anterior resultado tenemos

Ejemplo 1.1 Sean o(T) =T*+ T + 2° + x € Fo(2)[T] y E = Fy(z,y) con p(y) = 0.
Observe que en este caso fi(z) =1y fo(z) = 2° + z, ademés para cada « € F; se tiene
que fi(a) =1y fo(a) = 0.

De otro lado, los polinomios ¢o(T) = ¢1(T) = T? + T € Fy[T] se factorizan como
wo(T) = @1(T) =T(T + 1) con T'y T + 1 polinomios irreducibles sobre Fy[T].

Ahora, para cada o € Fy, el polinomio p,(T) = T? + T tiene 2 = grad(p(T)) raices
distintas (en IFy), luego por cada (3 que satisfaga ¢, () = 0 tenemos un lugar de grado
uno en E a saber P, g); es decir, tenemos ademéds de Py (el polo de x), 4 lugares de
grado uno que simbolizaremos por P 0),0,1),71,0) ¥ P1,1)- O

Observacién 1.1 i) El ejemplo anterior es un caso muy particular de la Proposicién
1.3. De hecho los ejemplos que consideraremos en este trabajo serdan dados por
polinomios p(T) = T" + f,_1(2)T" ' + ... + fo(z) € K(z)[T] para los cuales
fi(x) =0, para 1 < j <n — 1, este hecho se justificara a lo largo del trabajo.
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ii) Los lugares racionales que hemos “ contado.®® este ejemplo corresponden a los
llamados “Puntos de Rama”, es decir son aquellos lugares obtenidos después de
analizar el conjunto de ceros y polos de la funcién racional fo(x) = 2% + .
Posteriormente precisaremos coémo calcular el nimero exacto de lugares de grado

uno.

Hasta el momento hemos presentado resultados que nos permiten, por un lado, calcular
el género de un cuerpo de funciones (Férmula de Hurwitz) y por otro, un acercamiento
al numero de lugares de grado uno (Proposicién 1.3). No obstante, debe observarse que
la formula de Hurwitz requiere del calculo del diferente de la extension en consideracion.
Afortunadamente y atn cuando en general este calculo es muy dificil, los dos teoremas
siguientes indican como calcularlo en un tipo particular de extensiones.

Proposicién 1.4 (Eztensiones de Kummer). Sea F/K un cuerpo de funciones alge-
braicas, ¢ una raiz r-ésima primitiva de la unidad contenida en K (conr > 1 yr primo
relativo con la caracteristica de K) yu € F que satisface:

w#wl, YweF ydr, d>1.

La extension
F'=F(y) con y" = u,

se llama una extension de Kummer de F, y tiene las siguientes propiedades:

i) El polinomio ¢(T) =T" — u, es el polinomio minimal de y sobre F'(en particular
éste es irreducible sobre F.) F'/F es una extension de Galois de grado r, cuyo
grupo de Galois es ciclico y todos los automorfismos de F'/F estin dados por
o(y) = Cy, donde ( € K es una raiz r-ésima de la unidad.

ii) Sea P € Pp y sea P' € Pr una extension de P. Entonces
r r

e(P'|P) = o d(P'|P) = — —1,

mp

donde
mp :=med(r,vp(u)) > 0,

iii) Si K' denota el cuerpo de constantes de F', g y ¢’ denotan el género de F/K y
F'/K' respectivamente, entonces:

mp

9_1+W<9—1+% (1—7>gmd(P)>.
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Ejemplo 1.2 Sea F' = Fy5(x) el cuerpo de funciones racionales y

o 25(x+1)°
M) = )+ 20 1 3)8

Tomando r = 12, afirmamos que p no es una d-ésima potencia para cualquier divisor d

e F= F25($).

de 12. Definamos F’ = Fo5(x, y) dado por la ecuaciéon de Kummer

o °(x +1)°
(w4 3) (22 + 22+ 3

Yy Ji = p(z).

Observe que los tnicos lugares P € Pr que pertenecen al soporte de (u) son
POaP—1>P—3aP007PC1 y PC2>
con (? +2¢ + 3 = 0. A manera de ilustracién analizaremos la ramificacién de Py, Py y

Fe

1

12 12
12 12
12 12
mp<1=4, €(P</1|P<1>:Z:3 yd(PC/1|PC1>:Z_1:2

en consecuencia los lugares Py, P_1, P_3 v Py, son totalmente ramificados, mientras que
P, v P, son débilmente ramificados en F’/Fy;5.

Finalmente, para calcular el género del cuerpo de funciones F’/Fo5 usamos la parte c)
del teorema y obtenemos

g=1+12(-1+3(4(5)+2(2)) =190
Proposicién 1.5 (Eztensiones de Artin-Schreier).

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas de caracteristica p > 0. Supongamos que
u € F es un elemento que satisface la siguiente condicion:

uFw’ —w, VweF.

Sea
F'=F(y) cony? —y=u,

de F. Para P € Pr se define el entero mp asi:

s m, siexiste z € F tal que vp(u — (2P —2) = —m < 0 y m = 0 mod p,
P -1, sivp(u— (2P —2)) >0 para algin z € F.

Entonces tenemos que:
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i) F'/F es una extension ciclica de Galois de grado p. Los automorfismos de F'/F
son dados por o(y) =y + (, con ¢ € F,.

it) P es no ramificado en F'/F si y solo si mp = —1.

iii) P es totalmente ramificado en F'/F siy solo simp > 0. Se denota por P’ el inico
lugar de F' que cae sobre P. Entonces el exponente diferente d(P'|P) estd dado
por

d(P'|P) = (p— 1)(mp +1).

i) Si al menos un lugar Q) € P satisface mg > 0, entonces K es algebraicamente
cerrado en F', y

g =p g+ p%l <—2 + Z (mp + 1)grad(P)> : (1.6)

PePp

donde g y g’ son los géneros de F/K y F'/K' respectivamente.

Observacién 1.2 Debe notarse que de acuerdo con la definicién de mp (cuya exis-
tencia esta garantizada por ([12]-II1.7.7)) y del exponente diferente, en este tipo de
extensiones solamente ocurre ramificacion total, lo cual hace que el género se vea al-
tamente afectado cuando un lugar se ramifica. Por lo tanto para construir cuerpos de
funciones con un género pequeno el conjunto de polos del divisor (u) asi como sus
6rdenes deben ser pequenos.

Ejemplo 1.3 Sea E el cuerpo de funciones definido en el ejemplo 1.1. En este caso
u = 23 + z y no es dificil probar que f(T) = T?> + T — u no tiene ceros en Fos(x).
Observe que los tnicos lugares P € Pr que pertenecen al soporte de (u) son Py, Py y
P,.. Ademas tomando z = 0 tenemos que

vp,(u(z)) > 0,vp, (u(z)) >0y vp(u(z)) <O.

es decir, P, es totalmente ramificado mientras los lugares Fy y P; no se ramifican en
F’/F,. Finalmente, para calcular el género del cuerpo de funciones F’/Fy utilizamos
(1.6) y obtenemos

1
g':2~0+§(—2+(3+1)):1.D

Resumiendo los ejemplos 1.1 y 1.3, tenemos que el cuerpo de funciones algebraicas F
definido por la ecuacién de Artin-Shreirer y? +y = 2° +x tiene género 1 y por lo menos
5 lugares de grado 1. Para este caso (¢,¢g) = (2,1) la cota de Weil, Thara y Serre es
5, es decir F tiene exactamente 5 lugares de grado 1 y es un ejemplo de un cuerpo de
funciones sobre Iy de género 1 con el mayor nimero de lugares racionales que se puede
obtener.



Capitulo 2

Funcién Zeta asociada a un Cuerpo
de Funciones

En esta seccién asociamos al cuerpo de funciones F'/F, una cierta funcién Z(t) semejante
a la funcion Zeta de Riemman en variable compleja:

((s) =) n".

Es conocido que sobre la funcién Zeta se conjetura que si (x) = 0 entonces Re(x) = 1/2.
Aun cuando no ha sido posible probar esta conjetura, veremos que, para el caso de
nuestra funcién Z(t) asociada al Cuerpo de Funciones F/F,, se tiene un resultado
similar al de la conjetura de Riemman.

Este resultado obtenido por A.Weil, tiene como consecuencia un hecho trascendental en
el estudio de los cuerpos de funciones algebraicas con cuerpo de constantes finito, como
es el de establecer una cota superior para el nimero de lugares de grado 1. Esta cota,
conocida como cota de Weil dependera tinicamente del género del cuerpo de funciones
y de la cardinalidad del cuerpo de constantes.

Como en los Preliminares, en este capitulo Dy denota el grupo de divisores de F//F, y

A€ Dr con A > 0 un divisor positivo.

Lema 2.1 Para cualquier n > 0 existe solo un numero finito de divisores positivos de
grado n.

Demostracion: Dado que un divisor positivo es la suma de divisores primos, es sufi-
ciente probar que el conjunto S := {P € Pr| grad(P) < n} # 0 es finito.

Tomemos un = € F'\ F, y consideremos el conjunto

So = {PO € P[pq(z)| gTCLd(PO) < n}

13
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Para cualquier P € S tenemos que P NF,,) € Sy en efecto:
PNFyx)=Fyygrad(P)=[Fp:F,| =[Fp:Fpl[Fp : F,] <n,
entonces
grad(Py) = [Fp, : F] <n,

y en consecuencia Py € Sy. Ahora bien, dado que para cualquier P, € Sy existe un
nimero finito de extensiones en F, sélo debemos mostrar que Sy es finito. La finitud
de Sy se tiene puesto que los lugares de Fj(z) (excepto el polo de x) corresponden a
polinomios ménicos e irreducibles p(z) € F,(x) de algin grado menor o igual an. O

Definicién 2.1 Sea F/F, un cuerpo de funciones algebraicas. Denotaremos por
DY = {A € Dp|grad(A) = 0}, al conjunto de divisores de grado cero, por C% al
conjunto {[A] € Cr|grad([A]) = 0}, al cual llamaremos el grupo clase de divisores de
grado cero.

Proposicion 2.1 C% es un grupo finito.
Demostracién: Sean B € Dp con grad(B) =n>gy
Cpr =A{[C] € CF |grad[C] = n}.
Consideremos la funcién
p: Cp — Ch,

definida por
o([4]) = [A+ B],

afirmamos que ¢ es una biyeccion, en efecto:

[A+B]=[C+B| < [Al+[B]=[C]+ Bl e [A =[C].

De otro lado, sea [C] € C} entonces el divisor
A=C-B,

satisface que grad([A]) = 0, de aqui ¢([A4]) = [C]. En consecuencia todas las clases de
divisores de cualquier grado de F'/F, tienen el mismo cardinal h.

Ahora veamos que C es finito. Por el Teorema de Riemann-Roch, para todo [C] € C%
tenemos que
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entonces existe A € [C] con A > 0; es decir, cualquier clase de divisores de grado n
tiene representante positivo. Ademas existe s6lo un nimero finito de divisores positivos
de grado n, lo cual implica que C} es finito. 0

El nimero h := hp = |C%| es llamado el ntiimero de clase del Cuerpo de funciones
algebraicas F/IF,,.

Definamos
0 :=min{grad(A)|A € Dp y grad(A) > 0}.

La imagen de la funcién grado
grad: Dp — 7,

es un subgrupo de Z generado por 0 y el grado de cualquier divisor de F/F, es un
multiplo de 0. Més adelante mostraremos que 0 = 1, es decir que la funciéon grad es un
homomorfismo sobreyectivo.

En lo que sigue estudiaremos los niimeros
A, ={A € Dptal que A >0y grad(A) =n}|.
Por conveniencia Ay := 1y A; corresponde al niimero de lugares de grado 1.

Mis atin observe que si 0 1 n entonces A,, = 0 en efecto: Supongamos que existe A € Dp
con grad(A) = n y puesto que grad(A) € 07 entonces 0|n, en consecuencia A, = 0.

Lema 2.2 i) Para una clase de divisores fija [C] € CF se tiene

1
{AelCT]|A=0} = -1 (" ~1).
ii) Para cualquier n > 2g — 2 con Jln
W,
— n _ 1
n -1 (q )

Demostracion:

i) Puesto que A € [C] entonces existe 0 # x € F tal que A = C+ (z) y como A >0
entonces x € L(C) \ {0}.

De otro lado 6([C]) := dimy,L(C), en consecuencia existen exactamente ¢°“J — 1
elementos no nulos en L(C) y dado que dos elementos de L(C) \ {0} tienen el
mismo divisor si y sélo si difieren por una constante entonces

SC _ 1

. _ 49
{A€[C]; A= 0} e
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ii) Dado que existen h = hp clases de divisores de grado n digamos: [Cy], [Cy], ..., [Ch].
entonces por parte i) y por Teorema de Riemman-Roch tenemos

{AelCfiaz oy = — (ol —1y =T =Ly ooy
y puesto que cualquier divisor de grado n pertenece a una de las clases [C4], [Cs], ..., [Ch],
entonces
" h
Z {AelCaz0}l=— ("t —1).0
q —
=1

Definicién 2.2 La serie de potencias
Z(t) = Zp(t) = Y _ A" € C[t]
n=0

se llama la funcion Zeta de F/F,.

Si consideramos a t como una variable compleja, observemos que Z(t) es una serie de
potencias sobre el Cuerpo de los niimeros complejos. Debemos mostrar ahora que esta
serie de potencias converge en una vecindad de 0.

Proposicién 2.2 La serie de potencias Z(t) = Y .- At es convergente para
[t| < q~'. Mds precisamente para |t| < q~' tenemos:

_ . . 1 q 1
Si FJF, t 2 =0 entonces Z(t) = - :
Z) ] / q vlene genero g entonces ( ) q 1 <1 (qt)a 1— ta)

it) Si g > 1 entonces Z(t) = F(t) + G(t) con
Flt) = —— S O greac)
0<grad[C]|<2g—2

( donde [C] recorre todas las clases de divisores [C] € Cr con

0 < grad([C]) < 2g — 2).

h 1—g 9g—2 1 1
e e =)

Demostracién: Ver ([12]-V.1.6).

Corolario 2.1 Z(t) puede extenderse a una funcion racional sobre C que tiene un polo
simple en t = 1.
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Demostracion: Observemos que en la proposicién anterior T’ es un término de

1
Z(t) y como . tiene un polo simple en ¢ = 1 de orden O entonces Z(t) puede

ta
extenderse a una funcién racional sobre C. O

Al estudiar el comportamiento de la funcién Zeta de F'/F, bajo extensiones por constan-
tes es conveniente tener una segunda representacién de Z(t) como un producto infinito.
Recordemos que un producto infinito [[;°, (1 +a;) (con nimeros complejos a; # —1) es
convergente con limite a € C, si lim,, .o [ [}, (1 +a;) = a # 0. Este producto es abso-
lutamente convergente si Y -~ |a;| < co. Es bien conocido que la convergencia absoluta
implica la convergencia del producto y que el limite de un producto absolutamente
convergente es independiente del orden de los factores.

Ademds, si el producto de [[;2,(1 + a;) = a es absolutamente convergente, entonces
[T52,(1+ a;)~! también converge absolutamente y [[;° (1 +a;)"' =a™t

Proposicién 2.3 (Producto de Euler). Para |t| < q7', la funcion Zeta puede represen-
tarse como un producto absolutamente convergente

z(t)= ] (1 —tored®)™". (2.1)

PePp
En paticular Z(t) # 0 para |t| < ¢~

Demostracién: Por la proposicién 2.2, tenemos que Y A,t" < co para |t| < ¢~y
puesto que Y pep,. |tgradP) < N0 AL |¢|™ entonces tenemos que [Ipep, (1— tgrad(P))=1
es absolutamente convergente. De otro lado cada factor de (2.1) lo podemos escribir
como una serie geométrica y asi obtenemos

H (1 . tgrad(P))_l _ H f:tgrad(nP)

PcPp PePp n=0

= ) = iAnt”:Z(t). O
n=0

A€EDy,A>0

En lo que sigue, fijamos una clausura algebraica Fq de IF, y consideramos la extension
por constantes F' = FF, de F/F,.

Para cualquier » > 1 existe exactamente una extensién Fy- /F, de grado r con F,» C Fq
y F,:=FF, CF.
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Lema 2.3 i) F./F es una extension ciclica de grado r y Gal(F,./F) es generado
por el automorfismo de Frobenius o que actia sobre Fyr asi: o(a) = af.

ii) Fyr es el cuerpo de constantes de F,.
iii) F,./F tiene el mismo género de F/F,,.
iv) Sea P € Pp,un lugar de grado m. Entonces
Cong,p(P) =P+ P+ ... + Py,
con d =m.cd(m,r), P, € Pg. y grad(P;) =m/d.
Demostracién:

i) Es conocido que la extension F,/F, es ciclica de grado r y que Gal(F, /F,) es
generado por la funciéon de Frobenius a — af.

Dado que F,/F, es una extension por constantes de F/F,, se puede ver
que [F, : F] =r = [Fy : F,] por ([12]-111.6.3), asi la afirmacién (i) se tiene
inmediatamente.

ii) y iii) se tienen por ([12]-111.6.1-111.6.3).

iv) P es no ramificado en F,/F por ([12]-111.6.3). Consideremos P' € Pp,. tal que
P'|P. Por ([12]-111.6.3 (g)) el cuerpo de clase residual de P’ es la composicién de
;- con el cuerpo de clase residual Fp de P as:

F,

Tpr

:FP'qu.

Sea | = m.c.m.(m,r), dado que Fp = F;m, tal composicién es:

]Fql - ]qu . ]qu,

m
y puesto que [ = , entonces

grad(P") =[F, , :F,] = [F

m
rpr [ qu] == E
De otro lado, por ([12]-111.6.3.(c)) tenemos que

grad(Cong, /p(P)) = grad(P) = m,

y dado que
grad(Cong, /p(P)) = Z e(P'|P)grad(P"),

P’E]P’FT
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entonces

COTLFT/F<P)) == P1 + P2 + ...+ Pd,

con lugares P; € Pr. de grado % O

La siguiente proposicién relaciona la funcién Zeta de un cuerpo de funciones algebraicas
F/F, con la del cuerpo de funciones F} /F -, para ello necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.4 Sim>1 yr > 1 son enteros y d = m.c.d.(m,r), entonces

(X1 = T = ¢, (2.2)

¢r=1

Demostracién: Ambos lados de (2.2) son polinomios mdnicos del mismo grado, y

cada raiz (r/d)-ésima de la unidad tiene multiplicidad d, en efecto, si (" = 1 entonces

( = Euxp (27”’“) para algin £ = 0,1,2,...,r — 1, elevando a la m obtenemos que

(™= FEuxp (27”’””) m € Z, ahora dado que d divide a m existe t € Z* tal que m = dt y

al reemplazar tenemos que (" = Exp (Z24) = Exp (2“““’5) asi que (™ = Exp (27”"”) .
d

Observe que cuando k recorre el conjunto 0,1, ..., % — 1, obtenemos las diferentes raices

r-ésimas de la unidad, luego para k = %, tenemos que

2mik
Exp( ™ ) =1,
d

a partir de este valor las raices se repiten, es decir cada % enteros tenemos el conjunto

de raices 4-ésimas de 1 y puesto que hay d grupos, tendremos la igualdad polinomial

deseada.

Ahora, si sustituimos X = ¢~ en (2.2) y multiplicamos por ¢™", tenemos

(gl = 1) iy = (H (7 cm)) (™),

¢r=1
[(t=mr/d = 1) (] =TT (@™ =™ - ™), (2.3)
(r=1
(1 — /) - II - tm
(r=1

Proposicién 2.4 Sean Z(t) y Z.(t) las funciones Zeta de F y F,. respectivamente,
entonces
=[] 2z, (2.4)
¢r=1
para todo t € C.
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Demostracién: Es suficiente probar (2.4) para [t| < ¢”!. En esta regién la represen-
tacion del producto de Euler nos conduce a:

A\ —1
AGERINII (1 —t?"'gmd(P>) . (2.5)
PEPp P/|P

Para un lugar fijo P € P, definimos m := grad(P) y d := m.c.d.(m,r), entonces

H <1 _ tr-grad(P/)> — (1 . tm-r/d)d,

P'|P
=[[a-«m = JJ (-,
¢r=1 ¢r=1

por (2.3) y Lema 2.3(d). Ahora de (2.5) obtenemos:

z,) =TT IT (- cor®) " =] 2.0

(=1 PePp ¢r=1

Corolario 2.2 0 = 1.

Demostracién: Si (? = 1 entonces

Z(Ct) = [T a- @)

PEPF

_ H (1 _ Cgrad(P)tgrad(P))fl _ H (1 _ CBntgrad(P)>71
PcPp PcePp
_ H (1 _ 75gmd(P))—1 _ Z(t),

PePp
con n € 7Z y para cualquier P € Pp.
Ademas por la Proposicién 2.4 tenemos que

2o(t%) = [ z(ct) = T 20 = zv)”.

¢?=1 ¢o=1

Puesto que Z(t) tiene un polo simple en t = 1, podemos afirmar que Zy(t%) tiene un
polo simple en t = 1y Z(t)? tiene un polo en t = 1 de orden 9. En consecuencia 9 = 1.0J

Observe que el anterior resultado no establece que siempre existan lugares de grado
1, s6lo que existen divisores de cualquier grado.

Corolario 2.3 i) Cualquier cuerpo de funciones F/F, de género 0 es racional, y su

funcion Zeta es
1

(1—8)1—qt)

Z(t) =
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ii) St F'/F, tiene género g > 1, su funcion Z(t) puede escribirse en la forma
Z(t) = F(t) + G(1),

con
Flt) = —— Z g1 . gorad(C])

0<grad([C))<2g—2

h 1 1
Gt) = —— (¢t - .
Y (®) q—l(q 1—qt 1—t)

Demostracién: Puesto que un cuerpo de funciones de género 0, es racional si tiene
un divisor de grado 1, ([12]-(1.6.3.)), entonces por proposicién 2.2 y dado que 0 = 1
tenemos las afirmaciones a) y b). O

Proposicién 2.5 (Ecuacion Funcional de la Funcion Zeta): La funcion Zeta de F/F,
satisface la ecuacion funcional

Z(t) = q* "2 Z(1/qt).
Demostracion:

a) Para g =0,

Entonces

¢ (%) =q 't ((qt — Cf;fzt - q)) " (gt - S(t -1) 200

b) Para g > 1, tenemos que Z(t) = F(t) + G(t) como en el corolario 2.3. Sea W un
divisor candnico de F', entonces

(q—1)F(t) = Z ¢l . gorad(C])
0<grad([C])<29—2

_ Z qgrad([C}H»lngrdim[WfC] . tgrad([C’}).

0<grad([C])<2g—2
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Multiplicando y dividiendo por ¢9~'#292, obtenemos
(q—1)F(t) = ¢7 11?972 Z ¢#rad(CN—(2g=2)+dimW—C] _ ygrad((C))~(29-2)

0<grad([Cl)<2g—2
qg—lt2g—2 Z qdim[W—C] (C]t)grad([C])—grad([W})

0<grad([C])<2g—2

Y

9

1 )gmd([W—C])

_ qg—thg—2 Z qdim[W—C] (_
0<grad([C]) <292 at

1
— 92 (g~ 1) F [ — ).
q (¢—1) < . t)
(2.6)
Observe que hemos usado el grado del divisor canénico (grad(W) = 2g—2) y si la
clase de divisor [C] recorre todas las clases de divisores con 0 < grad([C]) < 2g—2,

tiene sentido la clase [W — C]. Ahora para G(t), obtenemos:

1 h 1\*" 1 1
— 122G =) = —— (g9 14292 9 —
(1) (qt) o1 V7o —— |

1 qg71t2g72

= 1 _
t qt

(2.7)
Sumando (2.6) y (2.7) obtenemos

g 14202 (F @) +G <%>) — F(t) + G(b),

1
9142027 [ — — Z(1).
q (qt) (t)
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Definicién 2.3 El polinomio L(t) := Lg(t) := (1 — t)(1 — qt)Z(t) se llama el L-
polinomio de F/F,.

Por Corolario 2.3 es claro que L(t) es un polinomio de grado menor o igual a 2g.
Observemos que L(t) contiene toda la informacién acerca de los nimeros A,

(con n > 0), puesto que

Lt) = (1—t)(1 — qt) iAnt”. (2.8)

n=0
Teorema 2.1 1) L(t) € Z[t] y grad (L(t)) = 2g.
i) L(t) = qot*gL(1/qt) (Ecuacién Funcional).
iii) L(1) = h.
w) si L(t) = ag + a1t + ... + asyt*? entonces:
a) ap =1y asy = ¢*.
b) asg—i = ¢ ‘a;, para 0 < i < g.
¢) ag=N —(q¢+1), donde N es el nimero de lugares P € Pr de grado 1.
v) L(t) se factoriza en Clt] en la forma:

2g

L(t) =] (1 - ait).

i=1
Ademds los ai;, coni = 1,2, ...,2g son enteros algebraicos y pueden ser reordenados

de tal forma que: ajogy; = q, para j =1,2,..,g.

vi) si L.(t) .= (1 —t)(1 — q"t)Z,.(t) denota el L-polinomio de la extension por cons-
tantes I, = IF'F, entonces

2g

L.(t) = H(l — ajt),

i=1

donde «; € C.
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Demostraciéon:

i) a) Para g =0, la funcién Zeta de F/F, satisface la ecuacién funcional

TS B U N P 4 _ 1
20 =q Z(w) D) @D

Y dado que L(t) = (1 —t)(1 — q)Z(t), tenemos que

ademds grad(L(t)) = 0.

b) Sig=>1,
Z(t) = ¢ 1t?97? ¢t = i = (i 5
(¢t —=1)(gt—q) (gt —1)(gt —q) (gt —1)(t—1)
entonces
L) = (1— (1 — gt)— I 9120
= - —q =dq )
(1 —qt)(1—1)

y grad(L(t)) = 2g.
ii) Para g = 0 todas las afirmaciones son inmediatas. Veamos para g > 1.

L(t) = (1= t)(1 = q) Z(t) = ¢?t* y

iii) Dado que L(t) = (1 — t)(1 — qt) Z(t), reemplazamos Z(t) = F(t) + G(t) definido
en el corolario 2.3(b) y obtenemos

10 = -0 -an) [+ 2 (e 2 - )]

qg—1 —qt 1t
=(1—-t)(1—qt)F(t)+ thl (¢t (1—t)— (1—qv)).

Evaluando para t = 1 tenemos que L(1) = h.
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iv) Sea L(t) = ag + a1t + ... + agyt??. Por parte b) tenemos que

L(t) = ¢%t*¥ L L =¢t¥ (ag +ay L + .t ay L ! :
qt qt I\ gt

a aAoq—
=29 T2l L 90t

¢ ¢!
Por consiguiente as,—; = ¢Y*, para i = 0, ..., g y as{ hemos probado b).

Ahora comparando los coeficientes de tV y ¢! en (2.8), se observa que ag = Ag
y a; = Ay — (¢ + 1)Ag y puesto que A9 = 1y A = N, por definicién de A,
obtenemos que ap =1y a; = N — (¢ + 1). Finalmente, ay, = ¢%ao = ¢9 por b).

1
LE(t) =YL (;) = agt? + a;t*¥ 1t + ... + ay,

=129 4 t?97 gl

(2.9)

LA(t) es un polinomio ménico con coeficientes en Z, asf sus ceros ay, ..., az, € C
: 2 .
son enteros algebraicos y L*(t) = [[2,(t — o). De aqui que

L(t) = t2L* (%) = 12 ﬁ (1 _to”t)

=1

_ f_g[z (1 _to‘it> - 12_9[(1 — oyt).

i=1

Observe que las raices a; de L1(t) son los reciprocos de las raices de L(t) puesto
que L(a; ') = 0.
La ecuacién funcional ii) implica que L*(a) = 0 si y sélo si L(g/a) = 0, en

1 1
efecto, L1 (a) = 0 siy sélo si a®IL (—) = 0 entonces L (—) = 0. Por otro lado
o} a

/)= (%),

29

q q
A1y — ey Oy — q1/27 "‘7q1/27q

—1/2 —1/2
, , s e .
(€3] (6773
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vi) SiL.(t) := (1—t)(1—¢"t)Z.(t), donde Z,(t) denota la funcién Zeta de F, entonces
Le(@") = (1 =17)(1 = ¢"t") Z,(t"),

= (=11 = q"t") [Termy 2(CH),

) i . L((t)
=(1-t")(1—q"t )}1 (1—Ct)(1 — gCt)’

= qu:1 L(¢t),
= H?il HCTzl(l — (1),

= [, (1 = ajtr),
entonces L,(t) = [[22,(1 — ajt). O
Ejemplo 2.1 : Consideremos F = Fgy(z,y) con y* = (x + 1)3(z* + z + 1)8; entonces
9(Fss(w,y)/Fes) =1 y N = 81. En efecto, dado que L(z) = 642 + 16z + 1, corresponde
al L-polinomio de Fgq(x,y)/Fes entonces g =1 por teorema 2.1(i), el nimero de clase

h estd dado por L(1) = 81 por teorema 2.1(iii) y dado que ay = 16 tenemos que
N =a;+q+1=281 por teorema 2.1(iv).

Observaciéon 2.1 i) En el teorema 2.1 se muestra que
2g
N(F):=N =|P € Pp;grad(P) =1| =q+1- ) a,
i=1

el cual se puede calcular facilmente si conocemos L(t).

29

it) Sir > 1,N, := N(F,) = |P € Pr;grad(P)=1]=q¢"+1— Za,}", donde F, es
i=1

la extension por constantes de F'/F, de grado r, entonces si conocemos N, para

r > 1 podemos encontrar el polinomio L(t). Los siguientes resultados nos dan
alguna informacion al respecto.

Corolario 2.4 Para cualquier r > 1,
29
NT:qT—F]_—ZO[;?
i=1

donde a, ...,z € C son los reciprocos de las raices de L(t). En particular puesto que
Ny = N(F), tenemos que

2g
N(F):q+1—Zozi.
i=1
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Corolario 2.5 Si L(t) = 3.7 ait' es el L-polinomio de F/F,, y
S, =N, —(¢"+1).

Entonces tenemos que:

a) L(t)/L(t) =) S,

b) apg = 1, Yy
iai = Sia,() -+ 51;104 + ...+ Slai,l; con 1= 1, -y g. (210)

De aqui que dados Ny, ..., Ny podemos determinar L(t) por (2.10) y las ecuaciones
asg—i = ¢*"a;, para i =0, ..., g; por teorema 2.1(iv).

2.1. Teorema de Hasse-Weil

En esta seccién mantendremos la misma notacién anterior. F'//F, es un cuerpo de fun-
ciones de género g(F') = g sobre el cuerpo finito F,,

Lp(t)

Zp(t) =
STy

Qq, ..., oy son los reciprocos de las raices deLp(t),

N(F)=|P € Pp;grad(P) =1|,F, = FF,, es la extension por constantes de grado r,

y N, = N(F,).

su funcion Zeta;

El principal resultado de esta secciéon es el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Teorema de Hasse-Weil.

Los reciprocos de la raices de L(t) satisface
|Oé7;| - q1/27
para 1 =1,2,...,2¢g

Demostracién: Ver ([12]-V.2.1).

Utilizando este resultado observemos cémo se puede ver la funcién Zeta, Zp(t) como
un analogo de la funcién ¢ de Riemman

C(s):=> n", (2.11)
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donde s € Cy Re(s) > 1.

Recordemos que la hipétesis cldsica de Riemman establece que si ((s) = 0 entonces
Re(s) =1/2.
Se define la norma absoluta de un divisor A € Dr como

N(A) 1= g,

Por ejemplo, la norma absoluta N(P) de un divisor primo P € Pp es la cardinalidad
del cuerpo de clase residual Fp. Asi la funcién

puede escribirse como
o
Cr(s) =) Awg" = Y N4,
n=0 A€Dp,A>0

la cual es la andloga de (2.11).

En el caso de cuerpo de funciones algebraicas,
Cr(s) = 0, implica que Zp(g™) = 0,

entonces ¢~ ° es un cero del polinomio L(t) y por el teorema de Hasse-Weil tenemos que

=l =q "2

Ahora, si s = a + b entonces
q—s _ e—slogq _ 6(—a—ib)logq7
lo cual implica que |¢7¢| = ¢~ = ¢~ esto significa que si (p(s) = 0, entonces

Re(s) = 1/2. Este es el anédlogo de la conjetura para cuerpos de funciones algebraicas.

Teorema 2.3 Cota de Hasse-Weil
El niimero N = N(F) de lugares de grado 1, puede estimarse por

IN = (¢ +1)| < 294"
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Demostracién: Por Corolario 2.4 tenemos que

2g
N-(qg+1)==> a;
=1

entonces
29

<Y el = 294",
i=1

por Teorema 2.2, es decir, la cota de Weil es una consecuencia del teorema de Weil. [

IN—=(¢+1)]= '—Z@z’

Si aplicamos el Teorema 2.3 al cuerpo de funciones F, /F,, obtenemos
[N, = (g + 1)| <29¢"",

para r > 1.

2.2. Mejoramientos de la Cota de Hasse-Weil

Si denotamos por N al nimero de puntos racionales que una curva de género g puede
tener sobre [y, la cota de Hasse-Weil implica que

[N = (¢+ D] <29v4,

pero si ¢ no es un cuadrado entonces |[N — (¢ + 1) < [29\/6] , donde [x] es la parte
entera de x € R.
Sin embargo esta cota puede ser mejorada como sigue:

Teorema 2.4 Cota de Serre: El nimero de lugares de grado uno del cuerpo de fun-
ciones F/F, de género g, es acotado por

[N —(g+ 1) <g[24"?].

Demostracion: Para la prueba suponemos que g > 0. Sea A C C el conjunto de enteros
algebraicos, es decir un nimero complejo a € A si y solo si « satisface la ecuacién

Q™ 4 by ™ bia+ by =0
con b; € 7. Es conocido que

A es un subanillode Cy ANQ = Z. (2.12)
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2g
Consideremos el L-polinomio L(t) = H(l—ait) de F//F,, donde los a; parai = 1,2...,2¢
i=1

son enteros algebraicos con |a;| = q'/? por Teorema 2.2, y por Teorema 2.1 estos pueden

ordenarse de tal forma que a;a44; = ¢, lo cual implica que @ = a4+, = ¢/a; para
1<1<g.

Sean
vi = o +ag+ 212+ 1 Y
6= —(o; + @)+ [2¢"% + 1,

por (2.12) ~; y d; son enteros algebraicos reales y puesto que
o; + @ = 2Re(oy) < 2|ay] = 2¢'* < [2(]1/2} + 1,
se tiene que

Cualquier inmersién o : Q(ay, ...any) — C permuta aq, ..., ag, puesto que

2g

[[¢t- ) =L ez,

=1

LE(t) =L G) |

Maés atin si o(q;) = a; entonces

donde

o(@;) =o(q/ei) = q/o(;) = o(a;) = ;.
Por tanto o actia como una permutacion sobre los conjuntos {v1, ..., 7.} ¥ {01, ..., 04}

Ahora, sean
g
V= H%’
i=1

g

5::1‘[51-

i=1
entonces v y 0 son enteros algebraicos los cuales son invariantes bajo todas las inmer-
siones de Q(a1, g, ..., az5) en C; de aqui que yy 6 €e QN A = Z.

Dado que v; > 0y §; > 0 por (2.13), entonces tenemos que

g

Izt yf[éim

i=1 i=1
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La conocida desigualdad entre la media aritmética y media geométrica afirma que :

17 g /g
> v > (H%) > 1,
9 =1 =1

entonces

g 29
g < (ZO"'—FE) +9[2¢"7 +g =) ai+g2¢"% +g,

i=1 i=1

en consecuencia
29

0 <> a;+g[2¢"7,

i=1

29
y puesto que Z a; = (q¢+ 1) — N tenemos que
i=1

N —(g+1) < g[2¢"7.

g g 1/g
De igual forma, la desigualdad l Z 5 > (H 5i> > 1, implica
9= i=1

g 29
g < (Z—(aﬁm)) +9124"°) +g == ai+gl2¢' + g,

i=1 =1

por tanto
y puesto que

entonces
N—-(g+1)> —g[2q1/2].D

Teorema 2.5 Cota de Ihara: Para un cuerpo de funciones F/F, de género g, el
numero de lugares de grado uno es acotado por

(\/(8q +1)g? + 4 — g)g — g)
2

IN = (g+1)] <
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Demostracién: Sea F'/F, un cuerpo de funciones algebraicas con género g, @; el con-
jugado complejo de a; para i =1,...,9 con o;a; = q y a; = «; + a. Para cada entero
positivo m > 1, se define

Np= ¢q"+1=37 (& +a@").

como el nimero de lugares de grado 1 de FIFm /F m, entonces

g g
q—l—l—Zai: Ny < N :q2+1_Z(Q?+&_i2)’
=1

=1
g

=¢+1-> (o} +2mm + of) + 29q.

=1
g

= +1+290—) (i +m)°,
i=1

=q2+1+29q—2a?.

=1

Puesto que

g 2 g
2
D | <9 al,
i=1 i=1
entonces

2
N §q2+1+2gq—g<iai) ,
i=1
§q2+1+2gq—é(N1—q—1)27
equivale a: é(Nf—2N1q+q2—2N1+2q+1)—q2—1—2qg+N1 <0.
Por consiguiente,
NP —(2¢+2-g)Ni+(¢+1)° = (¢ +1) g —2g4*> <0.

De aqui que,

VB +1) g2+ (4¢2 —4q) g — (9 — 2¢ — 2)
< 5 7

N

(\/(8q +1)g? +4(¢> — g)g — g)
2

[Ni—(g+1)] < H

Definicién 2.4 Un cuerpo de funciones F/F, de género g se dice Mazimal si

N =q+1+2gq"2 (2.14)
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Ejemplo 2.2 : El cuerpo de funciones hermitianas Fp(x,y)/Fp definido por la ecua-
cion y? +y = 29 con g(C) = q(¢ —1)/2 y N = 1+ ¢ es mazimal, puesto que al
sustituir g en (2.14) se obtiene

N=¢+1+2(ql¢g—1)/2)qg=¢*+ 1.0

Un cuerpo de funciones maximal sobre F, puede existir sélo si ¢ es un cuadrado.

El siguiente resultado muestra que F/F, no puede ser maximal si el género es mayor
con respecto a gq.

Proposicién 2.6 Si F/F, es mazimal entonces g < (q — ¢'/?)/2.

Demostracién: Sean oy, as, ..., (g, las raices reciprocas de L(t).
29

Puesto que N = g+1— Z a; v |a;| = ¢*/? por Corolario 2.4 y Teorema 2.2, el supuesto
i=1

N =q+1+2gq"?,

implica que o = —¢*/? para i = 1,2, ...,2¢g. Ahora, si consideramos N, el nimero de
lugares de grado 1 en FF2/FF 2, tenemos que

2g
Ny = (¢ +1) =) ol =¢ +1—2gq,

i=1

y puesto que N < N, entonces
q+1+29¢"7 <¢*+1-2gq,
& 9207 +29) <¢—q

¢ —q
~ 2(¢"?+q)’

— g\
1797 g
2

Se puede refinar la prueba de la Proposicién 2,6 con el fin de obtener otras cotas para
el nimero de lugares de grado 1, para ello se procede como sigue.

Sea N, = N(F,) = |{P € Pg,;grad(P) = 1}|, donde F, = FF, es la extensién por
constantes de grado r y consideremos para ¢ = 1, ..., 2g,

e 1/2
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donde aq, g, ..., son los reciprocos de las raices de L(t), entonces

_1/2| _ —1/2| — 17

|w2-| = |04z'q |04z'||q

(por el Teorema de Hasse-Weil) y podemos suponer que wgy; = w; = w; ! para

i=1,..,9, (por Teorema 2.1(v)). Puesto que w; *

Zw —Zw%—w;”),
i=1

= Wy, teNemos que

entonces por el Corolario 2.4

g

NTZQ+1_Z(WZ+U)¢_T)7

i=1
multiplicando por ¢~"/2, obtenemos:

g
NP =P gy (] ). (2.15)
i=1

Dados ¢y, ¢z, ... nimeros reales, multiplicamos (2.15) por ¢, y tenemos que:

g
Noerg ' = g+ g7 =) ep(wf )
ahora sumamos y restamos Ny¢,q~"/? y obtenemos:

g
Nlc,,q_r/2 = ch”/Q + crq_r/2 — Z cr(w] +w; ") — (Nrcrq_r/2 — Nlcrq_r/Q,)

=1

sumando la ecuacion para r = 1,..., m tenemos:

N (@) = An(qY?) + Am(q~?) — Z (Am<wi) n )\m(wi_l)) |
— (Nr)\m(q_l/2) _ Nl)\ml(_q_l/Z)) :

g

Nidm(q72) = An(@?) + An(g™2) =) (fn(wi) = 1) = Y J(Ne = Ni)epg ™72,
=1 r=1

g m
Nidm(q %) = An(@) + A7) + 9 =) fnlwi) = Y (Ne = Ni)eog™/?, (2.16)
i=1 r=1

donde .
An(t) =D et
r=1
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fn(t) = 14 Xp(t) + A (). (2.17)

para 0 #t € C.

Note que f,,(t) € R para |t| = 1. Mds precisamente si t = cos(#) + isen(f), tenemos
que t" = cos(r0) + isen(rf) y t=" = cos(rf) — isen(rf) entonces

Am(t) = Z ¢, (cos(rf) +isen(rf)),
y m
An(t7h) = Z ¢, (cos(rf) —isen(rd)),
por (2.17),

fm(0) =142 Zcrcos(re).

r=1
La ecuacién (2.16) se llama férmula explicita., ver ([11]) . La seleccion de las constantes

¢, producen una buena estimacion para V.

Proposicion 2.7 Supongamos que cq, ..., ¢, € R satisface las siguientes condiciones:

i) ¢, >0 parar=1,..m y no toda ¢, = 0.

it) fm(t) > 0, para toda t € C con |t| = 1 (donde f,,(t) estd definido por (2.17).
Entonces el nimero de lugares de grado 1 estd acotado por

1/2
N < g Am(q'7?)

1.
= @) ) "

Demostracién: Por (2.16) y puesto que ¢, > 0y f,(t) > 0 parat € C, con [t| =1
tenemos que:
Nl)‘m(q_l/Q) < )‘m(ql/2) + )‘m(q_l/2> +g.

Por parte i) \,(¢~'/2) > 0, entonces si dividimos por A,,(¢g~'/2) obtenemos:

1/2 —1/2
N, < )‘m(q ) /\m(q ) g 7
)‘m(q_l/Q) /\m(q_l/z) )‘m(q_l/Q)
g )‘m(ql/Q)
N; < 1. ]
P (1) * Am(q712) "

[lustramos con un ejemplo el anterior resultado.
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184 20 90 89
Ej lo 2.3 S =2, 6 — 3= — = —
Jemplo ean qg=24r=90yc = 203’ Co 29703 503’ Cq 106
2 2
%= 59°% = 503" Por (2.17) tenemos que Xg(V2) = 4,34, Xs(v/2)7! = 1,21,

406 + 368t + 280t% + 180t3 + 89t* + 28¢t° + 46 N

fo(t) = 106

368t~ + 280t72 4 180t 3 + 89t ~* + 28¢5 4 4¢~6
+ 106 !

puesto que |t| =1, fe(t) > 0 y por proposicion 2.7

4,34
9 120,839 + 5, 35.

Nolg) <
09)s T 1o

Definicién 2.5 i) N,(g) := mdx{N(F)|F/F tiene género g}.
ii) A(q) == LimSup,—ocNy(g9)/9.

La cota de Serre afirma que A, < [2¢/?]. Mostraremos a continuacién que existe una
cota mas refinada para A(q).

Teorema 2.6 Cota de Drinfeld-Vladut:

Alg) < ¢ -1,

Demostracion: Fijemos m > 1 y definamos ¢, := 1 — L, (r=1,..,m).
m
- - rt’"
Para t # 1 sea A, Z(l——)t’”— Zt’”
r=1 r=1
donde
tm+1 t— tm+1
t" = - 1=— 2.18
Z 11—t 1—t "’ (2.18)

m
y derivando Ztr, obtenemos que:
r=1

D, (i tT> = irt“l = %irtr,
r=1 r=1 r=1

ahora al derivar el lado derecho de la igualdad (2.18) tenemos que:

A t —mt™ — t™ 4+ mtmt!
Di| —— | = 5 ;
1—1¢ (1—1)
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entonces

] — t—mt™ — ™M 4 mtm !
Z =
t;T (1 —1)2 ’

lo cual implica

ottt (t—mtm—tm+mtm+1)
S — '
—~ m m (1—1)
entonces
)\(t)_t—tm“ 2 —mt g ot t" —14m —mt
S m(1 —t)? (1 —1)2 m
t tm—1
o (S )
y

Jm(@) =14+ Ap(t) + An(t™) =1+ ! <tm_1+1_t>

(1—1)2 m
N 1 t—m—1+1 -1
(1—t71)2 m
_m = 2mt +mt? + " —t + mt — mt? N t"m —t4+mt —m
B m(1 —t)? m(1 —t)? (2.19)
tm+1 —¢ tmfl —t

m—1?  mi—17

2 — ™
m(t— 1)t —1)

Puesto que t~! = { para |t| = 1, la ecuacién (2.19) afirma que f,,(t) > 0 para todo
t € C con |t| = 1 entonces dividimos por ¢ la inecuacién dada por proposicién 4.2 y

N _ 1 +1 1+Am(q1/2)
g9 " Aalg?) g Am(q'?) )

obtenemos:

Si m — oo entonces

—-1/2

—-1/2 1
—1/2 q o —1/2\ q _ .
/\m(q ) - (1 — q—1/2)2 (1 q ) 1= q—1/2 o q1/2 -1’

entonces para cualquier £ > 0 existe mg tal que A\p,(¢~/?)7! < ¢'/2 — 14 ¢/2, ahora si
escogemos go tal que
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entonces para cualquier g > gq se tiene que
N
7 < ¢ —1+e

Por lo tanto
A(q) = limSup, .o (N/g) < ¢"* = 1.0

Observaciéon 2.2 Si q es un cuadrado, existen secuencias de cuerpos de funciones
F® /F, con género g (F")) — oo tal que N (F™/g(F"))) — ¢"/? —1 para v — oc. De
aqui A(q) = ¢*/*> — 1 si q es un cuadrado.



Capitulo 3

Cubrimientos Duplos

En esta seccién construiremos cuerpos de funciones algebracias E = F1FE5 con cuerpo
de constantes el cuerpo finito IF, donde E) esta definido por una ecuaciéon de Kummer
y E5 por una de Artin-Shreier, tales cuerpos de funciones seran construidos de forma
tal que el nimero de lugares de grado 1 esté cercano bien sea a la Cota de Weil, Serre
o Thara.

Por tratarse de extensiones duplas, el calculo del género de E no obedece a una férmula
especifica, no obstante usaremos las Proposiciones 1.4 y 1.5 para calcular este invariante,
asi mismo para el conteo del nimero de lugares de grado uno sera necesario hacer un
analisis mas detallado que en la Proposicién 1.3. Este proceso se desarrollara en las
siguientes secciones.

3.1. Construcciones via extensiones de Kummer.

En esta seccién haremos un analisis detallado de cierto tipo de extensiones de Kummer
introducidas en [2] y usaremos dicha técnica para construir nuevas curvas.

Sea r un divisor de ¢ —1y p(z) € Fy(x). Por la Proposicién 1.3, el polinomio
o(T) = T" — p(z) € Fy(x)[T] es irreducible sobre el cuerpo de funciones racionales
F,(x), siempre y cuando u(z) # w(z)? para todo w € F (x) y todo d|r, es decir pu(z)
no es una d - ésima potencia para todo d|r.

Supondremos entonces que ¢(T) es irreducible y que Ey = F,(z,y) con ¢(y) = 0.

Como en la Proposicién 1.3, para cada a € F, definimos

pa(T) :=T" — p(a) € F[T],

39
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el cual se factoriza como

0a(T) = HwT), (3.1)

con 1;(T) irreducible en F [T, puesto que nuestro objetivo es el estudio de lugares de
grado 1, deseariamos que ¢, (T') se factorice como un producto de r factores, es decir
que cada ;(7T") sea un polinomio de grado 1, asi las cosas por cada a € F, tal que
0o(T) =TT, ¥i(T), existirdn r lugares de grado 1 en el cuerpo de funciones Ej.

Surge ahora la pregunta ;Cémo debe ser p(x) € F,(x) de tal forma que ¢, (T) se
factorice como un producto de r factores?

Una primera respuesta a este interrogante es que para un « fijo, u(a) debe ser una r-
ésima potencia, es decir debe existir w, € F, tal que w], = p(«), ahora, por la eleccién
de r el cuerpo F, contiene todos las raices r-ésimas de la unidad y por lo tanto tenemos
que

a(T) = (T — wa)(T = Cwa)...(T = ¢ Hwa).

Si denotamos por N(E) = {P € Pg,;grad(P) = 1}, entonces por lo anterior tenemos
que

#N(E) > r{a € F,; u(a) es una r-ésima potencia en F,}.

Otros lugares de grado uno pueden obtenerse analizando los puntos de rama de pu(z).
Construccién de un pu(z) € F,(z) apropiado.

Nuestro objetivo ahora es construir un pu(x) € F,(z) tal que para “muchos’a € Fy,
p(a) sea una r-ésima potencia. Un primer (y natural) intento es hacer que u(a) = 1
con a € ¥, para ello procederemos como sigue.

Sean f(x)y ¢(x) € F,[z] polinomios tales que med (f(z), {(z)) = 1, ¢(x) tiene todas (o
casi todas) sus raices en F, y grad(f(x)) > grad({(x)) .

Por el algoritmo de la divisién existe h(x) € F,[x] tal que

f(@) = (x)h(z) + Re(f (), (3.2)
donde Ry(f(x)) es el residuo de la divisién de f(x) por ¢(x). Ahora, si definimos
(=)

plz) == R(F(2) (3.3)
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tenemos que todo a € ¥, := {a € F; £(a) = 0}, satisface

f(@)

M) = R~ -

Observe que en este proceso hemos transformado el problema de obtener “muchos”lugares
de grado 1 a obtener polinomios ¢(z) € F,[z] con “muchosgeros en F,.

Es conocido ([10]-8.2) que, si ¢ = p™ y g(z) es un polinomio irreducible de grado n con
coeficientes en F, entonces g(x) tiene todos sus ceros en F,_,», ademdas para todo m el
numero de polinomios irreducibles sobre I, de grado m es

Ny(m) = %Zu (%) ¢,
dim

donde p es la funcién de Mobius 7 definida por

1, six=1.
pw(x) =< (=1)* six=pps---pp para distintos primos p;.
0, en otro caso.

Esto implica que siempre es posible encontrar polinomios con coeficientes en [F,, que se
descompongan completamente en F,, mas atn bajo ciertas condiciones (que precisare-
mos luego) casi siempre podremos construir polinomios p(x) de cualquier grado con un
numero considerable de ceros en F,.

De otro lado, el producto de todos los polinomios irreducibles de grado m sobre I,
esta dado por

(m/d)
I(p,m,x)zH(xpd—x)u ,

dlm

y en consecuencia una factorizacién de I(p,m,z) dard como resultado una lista de
polinomios irreducibles sobre ), de grado m. Como ilustracién de lo anterior tenemos.

Ejemplo 3.1 1) Sean p = 2,;n = 1 y m = 4. Por un lado tenemos que exis-
ten Ny(4) = 3 polinomios irreducibles de grado 4 cuyos ceros estan en Fig, y
1(2,4,2) = (26 — 2)PW (g — 2)@) (22 — )W = 212 4 2% 4+ 25 + 23 + 1.

De otro lado, factorizando 1(2,4,z) obtenemos la lista completa de polinomios
irreducibles de grado 4 sobre Fy a saber

{*+2 + 22+ + Lt + 28 + L2t + o+ 1),

"Ver [9], Teorema 3.25
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Ahora, observe que ademas de los 3 polinomios de grado 4 citados en el parrafo
anterior, los polinomios z, x +1 y 22+ + 1 también tienen sus ceros en Fyg, esto
posibilita la construccién de polinomios p(x) de grados 1 < grad(p(x)) < 16 con
todos sus ceros en Fyg.

22—z

2) Parap=3,n=1ym =3 tenemos N3(3) =8y I(3,3,7) = — )
3 —

La lista de polinomios irreducibles de grado 3 sobre F3 estd dada por

{(@®+20+1), (2 +20+2), (2 +22+2), (P + 22 +2+2), (> + 22+ 22+ 1),
(23 +22% + 1), (® + 222 + 2z + 1), (2 + 222 + 22 + 2) }.

3) Sip =2y m =5 tenemos que existen 6 polinomios irreducibles sobre Fy de grado
5, estos son {(z° + 22 + 1), (2° + 23 + 1), (2® + 2* + 22 + v + 1),
@PB+at+22+ao+1), (@ +at + 23+ 2+ 1), (@5 + 2+ 2% + 22 + 1)}, en este
caso no es posible encontrar polinomios de grados 3,4,8,9 etc. con todos sus ceros
en [Fs,. O

Proposicién 3.1 Sean r, f(z) y (x) como antes, entonces el cuerpo de funciones al-
gebraicas £y = F,(x,y) definido por la ecuacién de Kummer

Re(f ()’

satisface
#N(Fq(2,y)/Fy) = r - grad({(z)).

Ademds, si D =Y " | d; P, eseldivisor de pu(z) y existe un ¢ tal que m.c.d.(r,|d;]) = 1,
entonces el género de F,(z,y)/F, estda dado por

24+r(n—2)—=>" m.cd(r]|di) 0O

Q(Fq(xay>/Fq) = 9

Observe que en el proceso de calculo del nimero de lugares de grado 1 en el cuerpo de
funciones F,(z,y)/F, definido por la ecuacién (3.4) s6lo hemos considerado los ceros
del polinomio ¢(x) en F,, es decir aquellos o € F, tales que p(a) = 1, otros lugares de
grado 1 pueden obtenerse de los puntos de rama y ademas del conjunto

{a S Fq§ M(a) = Cr})

con (" # 1y ¢ € F,, esto es, para los elementos a € F, tales que p(a) sea una r-ésima
potencia en [, distinta de 1.

El ntmero exacto de lugares de grado uno esta dado por el siguiente resultado.
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Proposicién 3.2 Sean p un nimero primo, ¢ =p" y o € F,.

La congruencia =" = u(«) (mod ¢) tiene k = m.c.d.(r,q — 1) soluciones si y solamente
si

p(a) = =1 (mod q). (3.5)
Demostracién: Ver ([10]). O

Observacién 3.1 Por 3.2, () serd una r-ésima potencia en F, siempre y cuando el
Lot . .- Ny . a—1
maximo comun divisor d(z) entre 27—z y el numerador de la funcién racional pu(x)+ —1

sea diferente de 1, pero de acuerdo a nuestra definicién de u(x) esto siempre ocurre, més
aun /(z) es un factor de d(z). Ahora, observe que el conjunto de ceros del polinomio
d(z) contiene a todos los a de [, que son enviados por la funcién u a r-ésimas potencias,
esto claramente incluye los ceros de £(z).

En consecuencia
#N(Fy(z,y)/F,) =1 - grad(d(x)) + p.

donde p es el nimero de lugares de grado uno obtenido de la ramificacién de p(x).

3.2. Construccion via extensiones de Artin-Schreier.

El objetivo de esta seccién es el de construir un cubrimiento Ey del Cuerpo de Funciones
E,/F, =F,(z,y)/F,(z) definido en la seccién anterior, por medio de una extension de
Artin-Schreier,

Y —y=glx), (3.6)
con g(z) € Fy(z), de tal forma que E = E; E, tenga “muchos”lugares de grado 1.

De acuerdo con las Proposiciones 1.3 y 1.5, el problema de contar lugares de grado 1
en este tipo de extensiones estd estrechamente relacionado con el siguiente teorema.

Teorema 3.1 Teorema 99 de Hilbert. Sea F' una extensién finita de K = ).
Entonces para o € F' se tiene que

T?”F/K<Ck):0<:>()é:ﬁp—ﬁ,
para algin (§ € F.

Demostracién: Ver ([9], Tma. 2.25). O

Haciendo F' = F,_,» tendremos que un punto de coordenadas (a, ) en IF, xF, induce un
lugar de grado 1, P, ) en el cuerpo de funciones FEj si y solamente si T, /r, (g(cr)) = 0.
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Luego para determinar aproximadamente el niimero de lugares de grado 1 de FEs, es
necesario analizar el polinomio 6(z) = m.c.d.(Trg,/r,(9(x)), % — ), puesto que si a es
un cero de §(x), entonces existird un § € F, tal que P, ) es un lugar de grado 1 de E.
Ahora dado que estamos interesados en construir cubrimientos duplos, es claro que debe
haber una relacién entre los polinomios d(x) de la seccién anterior y §(z), pues por cada
cero comun tendremos p - r lugares racionales en la composicion £ = E; FE,. Precisando
lo anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3 Sean E, F; y FE, como antes y si 7(z) = m.c.d.(d(x),d(x)), entonces
el numero de lugares de grado uno del cuerpo de funciones E satisface

#N(E/Fy) = p-r(grad(r)).

Demostracién: Sea FE := E;F, un cuerpo de funciones algebraicas con

= pwz) y
Ey :=F,(x,y,2)/F,(z,y) definido por la ecuacién de Arthin-Schreier 2? — z = g(z), por

T

E, = F,(z,y)/F,(x) definido por la ecuacion de Kummer vy

la Observacion 3.1 tenemos que

#N(Fy(x,y)/Fy) = r - grad(d(x)) + p,

donde p es el numero de lugares de grado uno obtenidos de la ramificacién de p(z) y
d(x) = m.c.d(,u(ac)q%1 —1,27—1z) .

Puesto que 6(z) = m.c.d.(Trg,/r,(9(x)), v — ) entonces por cada cero de §(r) tenemos
p lugares de grado uno en F,(z,y, z), dado que

7(x) = m.c.d.(d(z),d(z)) # 1,

existen por cada cero de 7(z), por lo menos p - r lugares de grado uno en E. Otros
lugares racionales pueden obtenerse de la ramificacién de p(z) y g(z).

O
En este trabajo desarrollaremos dos métodos que posibilitan la escogencia de un g(x)
apropiado.
Método 1.

Sea ((x) como en la seccién anterior, es decir ¢(x) € Fy[x] con todos sus ceros en F,.

Si t(x) y y(x) € F [z] son tales que t(x) es un divisor de ¢(x) ¥y

m.c.d(y(z)” —~(z),t(z)) = 1,
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entonces existen polinomios v(z) y w(z) tales que
t(z)o(z) + (v(z)" = v(2))w(z) = 1,

dividiendo por w(x) obtenemos:

t(z)v(x) 1

+ (y(@)P = (7)) = ——. (3.7)

w(x) w(z)

Ahora, si a € F, es un cero de t(x), entonces

0= Trs, e, (A ) = Tre s, (0107 =20+ 5 ).

w(e)

por la linealidad de la traza y puesto que Trg sk, (7(a)? — y(a)) = 0, tenemos que

Try,/F, (ﬁ) = 0 y en consecuencia por Teorema 3.1 existe ¢ € F,» tal que

- b
P —¢ o) (3.8)

Resumimos nuestro anélisis en el siguiente resultado.

Proposicién 3.4 Sean ((z),t(x),vy(z) y w(x) como antes, entonces el cuerpo de fun-
ciones algebraicas Fy dado por la ecuacion de Artin-Shreier

P L
z ) (3.9)

tiene por lo menos p - grad(t(z)) lugares de grado uno.

Observe que atun de acuerdo con la hipotesis de 3.4 debemos garantizar la existencia de
un y(x) € F,[z] tal que m.c.d. (y(x)? —~(z),t(z)) = 1, esta existencia serd justificada
en el siguiente resultado.

Lema 3.1 Con las hipdtesis de la Proposicién 3.4, si y(z) = (z — a) con a € Fy,
entonces

m.cd (¢(z), 7(z)" — 5(x)) = 1.
Demostracién. : Dado que y(z) = (z — a) con a € F, entonces

(2)? = A(2) = (& — @) — (& —a) = a? —x.

Si suponemos que med (t(x), y(z)? — y(x)) # 1 entonces (xP — z)|t(z) y puesto que ¢(z)
es un factor de ¢(z), tenemos que (z¥ — x)|¢(x), pero £(x) es un polinomio irreducible
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o producto de irreducibles sobre F,,, con todos sus ceros en F, \ F,, entonces 2 — x no
puede dividir a ¢(z) y en consecuencia

m.c.d (t(z),y(x)? —v(z)) = 1.0

En el siguiente ejemplo construiremos un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo
finito 14, con género 20 y 127 lugares racionales utilizando el método 1. No se conoce
aun una curva (o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre Fig de género 20 con
més de 127 puntos racionales. ®

Ejemplo 3.2 Seanp =2, n=4y f(z) = (2* + z + 1)* € Fys[z].

Sil(x)=a8+2"+2°+2' +1= (2 + 2+ 1) (2 + 23+ 22 + 2+ 1) € Fig[z], entonces
tenemos que Ry(f(z)) = 25(z + 1).

Consideremos la Extensiéon de Kummer F; = Fig(x,y) de Fig(x) dada por la ecuacién:

. f(x) _ (2?2 + 2+ 1)*
Re(f()) 2%(z + 1)

Afirmamos que E)/Fi¢ tiene género 6 y 65 lugares de grado uno, es decir F; es un

cuerpo de funciones maximal.

En efecto, dado que la extension es de grado primo sélo ocurrird ramificacion total y
por 1.4 los lugares correspondientes ax =0,z =1,z =coyz = con (? +¢+1=0
e i = 1,2 (los cuales denotaremos por pg, p1, P ¥ P¢; T€Spectivamente) son totalmente
ramificados, luego el género esta dado por

9(Fis(,9)/Fao(x)) = 145(~1) + 3 (5(4)) = ~4+ 10 = 6

Para hallar el nimero de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-
mos d(z) = 2" + 2% + 2% + 2% + 1.

Observemos que /() - (x* + 2° + 1) = d(x), donde los ceros del polinomio z* + z3 + 1
aportan quintas potencias diferentes de 1.

Entonces tenemos que

Este Cuerpo de Funciones es Maximal puesto que

#N (Frs(z,y) = ¢+ 1+ 29/ =16+ 1 4 2(6)(4) = 65.

8Ver [5] y [13].
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Ahora si t(z) = 2 + x + 1 un factor de £(x) y y(x) = x(x + 1)5, es facil comprobar que
tx)- (P +rx+Da*+z+D)(a*+ 23+ 22+ 2+ 1)) +T(z) - z(2*+2+1) = 1, donde
hemos denotado por I'(z) al polinomio v(x)?—~(z). Ahora, tomemos w(z) = z(z*+z+1)
y consideremos la extension F, de E; dada por la ecuacién de Artin-Schreier

1 1
w(z) z@2+z+1)

De acuerdo con la Proposicién 1.5 los unicos lugares que se ramifican son Py y F,, los
lugares correspondientes a Py, y P, son no ramificados. Veamos a manera de ilustracion
algunos calculos:

VP, (ﬁ) = e(Polpo) - vy <$> = (5)(-1) = -5, luego mp, =5
vp.. (55) = e(Plpc) vy (55) = (5)(3) = 15 0, Tuego mp_ = —1

y por lo tanto, el género esta dado por

9(Fi6(z,y, 2)/Fi6(z)) =2 -6 + % (—2+ 18) = 20.

Para el calculo de lugares de grado uno, observe que existen 2 lugares que caen sobre
P, y Pi,(los cuales denotaremos por P, y P; respectivamente), estos lugares son de
grado 1, asi como también Py y P, = 1,2 (por ser totalmente ramificados) por lo
tanto tenemos 7 lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado,

erad(6(x)) = grad (m.c.d (ngw . (ﬁ) L x)) 13,

(x2+x+1

mas precisamente
() =aB a4 20 2 + 2"+ 24t P 1
y por lo tanto 7(z) := m.c.d (d(z),d(x)) = 2" + 2% + 25 + 23 + 1.
Ahora, puesto que el polinomio 7(x) coincide con el polinomio d(z), tenemos que
HN(E/Fig(z)) =5-2-12+7 = 127.0

Ahora construiremos un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo finito Fg, con
género 25 y 86 lugares de grado 1 utilizando el Método 1. No se conoce aun una curva
(o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre Fg de género 25 con més de 86 lugares
de grado uno.
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Ejemplo 3.3 Sean p=2, n=3, y f(zx) =2*(+1)% € Fg[z].

Silx)=ab+2°+at+2® + 22+ +1= (23 + 22+ 1)(2® + 2 + 1) € Fg[z], entonces
tenemos que Ry(z3(z +1)%) =22 + 2 + 1.

Consideremos la Extensién de Kummer E; = Fg(z,y) de Fg(z) dada por la ecuacién:

;_ (z+1)°
LA B
Puesto que la extensiéon es de grado primo, sélo se presentara ramificacion total, y por
la Proposicion 1.4 los lugares correspondientes a ¢ = 0,z = 1, = co y © = (; con
(?+¢+1=0ei=1,2 (denotados por py,p1,Pec ¥ P¢;) SON totalmente ramificados,
luego el género esta dado por

9(Fs(z,y)/Fs(x)) = 1+ 7(=1) + 5 (4(6)) = =6+ 12 = 6.
Para hallar el nimero de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-
mos d(z) = 2%+ 2° + 2t + 2* + 2? + x + 1.

Observemos que ¢(x) = d(z), por lo tanto los ceros de ¢(x) son los tinicos lugares que
aportan séptimas potencias.

Entonces tenemos que

#N(Fg(z,y)) =67+ 3 = 45.
Ahora si y(x) = z + 1, se puede probar que
(z) - 1+T(z) (2* + 2 +1)% =1,
donde I'(z) corresponde al polinomio y(z)? — v(z), ahora tomemos
w(z) = (2 + 2+ 1)

y consideremos la extension Fy de E; dada por la ecuacién de Artin-Schreier

1 1
wz) (224 +1)?

De acuerdo con la Proposicién 1.5 el tnico lugar totalmente ramificado es F,,i = 1, 2,
los lugares correspondientes a P, Py y a P; son no ramificados. Veamos a manera de
ilustracién algunos calculos:

1
VP, (W) = e(Polpo) - Vp, (ﬁ) = (7)(0) =0, luego mp, = —1,

1
(

Ve, — e(Palpoe) vy (55) = (T)(4) = 28, Iuego mp, = 1.
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Si tomamos 1 = , tenemos que

1
e
ony (i 7 +0) = e(Balb) g, (s +40) = (D(-1) = .

Luego mp, = 7y por lo tanto el género esta dado por

9(Fs(x,9,2)[Fo(a)) = 29+ 1 (-2 4 16) = 25,

Para el calculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen
sobre P,., Py y P, respectivamente y unicamente los lugares que caen sobre P,, son de
grado 1 y sobre F,,¢ = 1,2 cae un lugar que no es de grado 1, por lo tanto tenemos
solo 2 lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

1
De otro lado grad(d(z)) = grad (m.c.d (TT]FE;/FQ (m) ¥+ x)), mas pre-
22+

cisamente
S(r)=a+ 2> +at + ¥ 2?4+ 1,

y por lo tanto 7(z) := m.c.d (d(z),d(x)) =28+ 2® + 2t + ¥ + 2 + v + 1.
Puesto que el polinomio 7(z) coincide con el polinomio d(z), tenemos que
N (E/Fs(x)) =6-2-7+2 =860

Método 2.

A lo largo de esta seccién supondremos que g(z) € Fy[z] con

Tre, v, (9(a)) =0, € Fy,
f(z) y li(z) € F,[z], tales que m.c.d (¢1(z), f(z)) =1, con

grad(f1(z)) < grad(f(z)),

y £1(z) un divisor de m.c.d (Tr(g(x)),x? — z) el cual denotaremos por ¢(x), entonces
por el algoritmo de la divisién existe h(z) € Fy[x] tal que

f(x) =bi(z) - h(x) + Re, (f (2)),

donde Ry, (f(x)) es el residuo de la divisién de f(z) por ¢1(x).

Si definimos
f(z)

pu(z) = R (f(2) (3.10)
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tenemos que todo a € ¥y, := {a € F,; (1(a) = 0}, satisface

fla)

M) = B e~ &

Ahora consideremos

§(x) = m.c.d.(Tre,r,(g(x)), 27 — x),d(x) = rn.(:.d(/uc(x)q%1 — 1,27 — z),
y 7(x) = m.c.d.(d(x), d(x)), como antes y observemos que {(x) = d(x) y ¢1(z) es factor
de d(x),d(z) y 7(z) respectivamente, en consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.5 Con las hipotesis establecidas en esta seccién, tenemos que el cuerpo
de funciones algebraicas £ = FE;FE5 donde E; estd dado por la ecuacién de Kummer
y" = p(z) y By dado por la ecuacién de Artin-Shreier 2P — z = g(x) tendré por lo menos
p-r-grad(7(x)) lugares de grado 1, donde 7(z) = m.c.d(d(z), d(z)).

A manera de ilustracién tenemos:

Ejemplo 3.4 Sean p = 2,n = 3,g(r) = z € Fg[z] con Tr(g(z)) = 2* + 2* + = € Fy|x]
vilz) =2+ 2?2 +rx=x(x®+x+1) € Fg[z]. Sily(x) =23 +a+1y f(z) = (2®+2+1)2
entonces Ry, (f(x)) =x + 1.

Consideremos la Extensién de Kummer E; = Fg(z,y) de Fg(z) dada por la ecuacion:

G _ @ tat1)y
Re(f(2)) (z+1)

Afirmamos que E;/Fg tiene género 6 y 31 lugares de grado uno.

Puesto que la extension es de grado primo, sélo se presentard ramificacion total, y por la
Proposicién 1.4 los lugares correspondientes a z = 1, = ooy z = (; con (?+(+1=0
e i = 1,2 (denotados por pi,ps ¥ D¢;) son totalmente ramificados, luego el género
esta dado por

o(Fs(x,9)/Fs(x) = 1+ 7(~1) + 3 (4(6)) = ~6 + 12 = 6.

Para hallar el nimero de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-
mos d(z) = z* + 2% + .

Observemos que ¢(x) = d(z) por lo tanto los ceros de ¢(z) son los unicos lugares que
aportan séptimas potencias en [Fg.

Entonces tenemos que

#N(Fs(z,y)) =4-7+4 =31
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Ahora consideremos la extension Fs de E; dada por la ecuacién de Artin-Schreirer

z2+z:a:.

De acuerdo con la Proposicién 1.5 el unico lugar totalmente ramificado es P, y los
lugares correspondientes a Py, Pi v a P, para ¢ = 1,2 son no ramificados. Veamos a
manera de ilustracién algunos calculos:

vry (9(2)) = e(Folpo) - v (9(2)) = (1)(1) = 1, luego mp, = —1
Vpy (9(2)) = (Pos|Poo) - Vps, (9(2)) = (T)(=1) = =7, luego mp, =1T.
y por lo tanto el género estd dado por

g(Fs(x,y,2)/Fg(x)) =26+ % (—2+8) =15.

Para el calculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen sobre
cada uno de los 7 lugares que caen sobre py, 2 lugares que caen sobre P, y P, 1 = 1,2
respectivamente y solamente un lugar que cae sobre P,, que ademas es el inico de grado
1, por lo tanto tenemos sélo un lugar de grado uno proveniente de los puntos de rama.

De otro lado, por la escogencia de g(x) tenemos que é(x) = ¢(z) y por lo tanto
() = ' + 2% + z.
Puesto que el polinomio 7(z) coincide con el polinomio ¢(z), tenemos que

AN(E/Fs(z)) =4-2-T+1=5T.

No se conoce ain una curva (o su equivalente un cuerpo de funciones) sobre Fg de
género 15 con mas de 57 lugares de grado uno.

Ejemplo 3.5 Sean p=2,n=6,¢g(x) = € Fey[z] con
1 1 1 1 1 1
TT’(g(x))_ﬁ—i-ﬁ-i-—S-i-g-i-P-i-— € Fey[z] y

Uz) = 2@+ 1)@ +z+ 1)@+ 22+ 1) (2% + 23+ 1)(2® + 2° + 1)
(2 + 25 + 23 + 22 + 1)(2® + 25 + 21 + 22 + 1) € Fy[z].
Sili(x)=2°+2°+1y f(x) = (22 + z)°® entonces Ry, (f(z)) = 1.

Consideremos la Extension de Kummer Fy = Fgy(z,y) de Fey(z) dada por la ecuacién:

9 f(x)

SRy Y
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Afirmamos que E;/Fg; es maximal puesto que tiene género 3 y 113 lugares de grado
uno.

Puesto que la extensién no es de grado primo, se presentara ramificacién débil y total,
y por la Proposicién 1.4 los lugares correspondientes a z = 0,2 = 1 (denotados por pg
y p1) son totalmente ramificados y el lugar correspondiente a x = oo denotado por pe
es débilmente ramificado, luego el género esta dado por

9(Fsa(,9) [Fan(w) = 1+ 9(~1) + 5 (2(8) +3(2)) = 3.

Para hallar el nimero de lugares de grado 1, resolvemos la congruencia (3.5) y obtene-
mos

diz) =2 +a2°+2' + 2%+ 2% +2+1= (2 +2+1)(2° +2° + 1)(2° + 2° + 1).

Observemos que ¢ (z) es un factor de d(z).

Entonces tenemos que

#N (Fes(z,y)) =12-9+5 = 113.

Ahora consideremos la extension Ey de E; dada por la ecuacién de Artin-Schreirer

2 r+1
2+ 2z = .
x

De acuerdo con la Proposicién 1.5 el tunico lugar totalmente ramificado es Py y los
lugares correspondientes a P,, y P son no ramificados. Veamos a manera de ilustracién
algunos calculos:

vr, (9(x)) = e(Polpo) - v, (9(2)) = (9)(=1) = =9, luego mp, = 9.
vp, (9(2)) = e(Px|Pso) - Vpo (9(2)) = (3)(0) =0, luego mp, = —1.
y por lo tanto el género estd dado por

9(Fea(x,y, 2) /Fes(x)) =2 -3+ % (—2 + 10) = 10.

Para el calculo de lugares de grado uno, observemos que existen 2 lugares que caen
sobre cada uno de los 3 lugares correspondientes a P,,, 2 lugares que caen sobre P; y
unicamente un lugar que cae sobre F y todos son de grado 1, por lo tanto tenemos 9
lugares de grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado, por la escogencia de ¢(x) tenemos que ¢4 (z)|0(x) y d(z)|0(z) por lo tanto
7(x) = (®+2+1)(23+22+1)(2%+2°+1) y el nlimero de lugares de grado 1 estd dado
por

AN(E/Foy(z)) = 12-2-9+9 = 225.
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Este Cuerpo de Funciones es Maximal puesto que

#N (Feu(x,y, 2)) = q+ 1 + 29,/q = 64 + 1 + 2(10)(8) = 65.
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