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Glosario
Controlador (o también compensador) es un dispositivo que toma una decisién con base en la
comparacion de la informacién medida con respecto a condiciones deseadas de operacion. A dicha

decision se le denomina accion de control.

Controlar es asignar valores a la variable manipulada para lograr que la variable controlada siga

un valor de referencia.

Perturbacion sefal indeseada que afecta negativamente el valor de la variable controlada del

sistema.

PID sigla que refiere la accion combinada de control proporcional, integral y derivativo.

Sistema conjunto de elementos que interactian de manera organizada para cumplir con un fin u

objetivo comtn.

Variable Controlada es la cantidad o condicién que se mide y controla.

Variable Manipulada es la cantidad que el controlador modifica para afectar los valores de salida

de la planta.
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Resumen

Titulo: Verificacién de Conjuntos Estabilizantes para Disefio de Controladores PI de Ziegler & Nichols

Autor: Emerson Rey Ardila

Palabras Clave: Conjunto Estabilizante, Controladores PI, Disefio Gréfico de Compensadores, Método de Ziegler &

Nichols.

Descripcion: El presente proyecto presenta el cdlculo de conjuntos estabilizantes para sistemas SISO LTI controlados
por compensadores de estructura simple. Se estudia la fragilidad de controladores PI calculados empleando el método
Ziegler & Nichols, técnica de referencia en multiples aplicaciones de ambito industrial. A partir de la definicién para
una métrica basada en la interpretacién geométrica para los margenes de estabilidad del sistema controlado, se verifica
que el controlador disefiado con el método en cuestién no necesariamente tolera variaciones significativas en sus
valores de pardmetro. Por el contrario, asume comportamientos cercanos a los limites de estabilidad proporcionados
mediante el cdlculo de su conjunto estabilizante. Lo anterior se convierte en informacién importante tomando en
cuenta que generalmente los métodos de disefio se someten a un ajuste fino. Como métrica, se define el espacio planar
correspondiente con la interseccion entre una elipse y una linea recta que representan lugares geométricos de margen
de fase y/o ganancia constantes. Adicional a lo anterior, se desarrollé una interfaz en MATLAB que permite calcular
graficamente los parametros del controlador a partir de un conjunto admisible de especificaciones con base en su
conjunto estabilizante. Trabajo complementario incluye la utilizacién de técnicas computacionales para el cdlculo de

conjuntos estabilizantes sobre plantas arbitrarias.

Trabajo de grado
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Abstract

Title: Stabilizing Set Verification for the Ziegler & Nichols PI Controller’s Design Method *
Author: Emerson Rey Ardila ™
Keywords: Graphical Design of Compensators, PI Controllers, Stabilizing Set, Ziegler & Nichols Classical Method.

Description: In this work the calculation for stabilizing sets of SISO LTI plants controlled by single structure com-
pensators is presented. In particular, the fragility of PI controllers calculated by employing the classical method of
Ziegler & Nichols is tested by defining a measure based on geometrical interpretation of margins of stability for the
controlled loop. As we already now, the Ziegler & Nichols method is a reference technique for many industrial appli-
cations in practice but surprisingly after tuning parameters for desired performance the controlled system sometimes
will operate riskily closed to stability boundaries determined after calculation of its corresponding stabilizing set. As
a measure of the distance to instability, the intersection sets between an ellipse and a straight line constructed for
constant gain and/or phase margin, is proposed. This measure shows that the controller calculated is not tolerant to
changes in the parameter values, a situation typical in practice by the so-called fine tuning procedures. Also, a software
interface was developed to perform graphical calculation of controller parameters using the achievable specifications
set obtained from the stabilizing set of the controlled system. Ongoing work includes the automatic calculation for

stabilizing sets in arbitrary plants by using computational tools already developed for that goal.

Bachelor Thesis

Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenierfas Eléctrica, Electrénica y telecomunicaciones.
Director: Ricardo Alzate Castafio, Doctorado en Ingenierfa Informatica y Automadtica.
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Introduccion
Disefiar un controlador, puede considerarse como el arte de determinar la estructura y los para-
metros de un sistema para modificar a conveniencia el comportamiento de otro. En este proceso,
llevar a la practica dicha idea formulada en modo simple, implica satisfacer requerimientos con

recursos limitados en general.

La teoria del control, tanto de tipo cldsico como moderno, ha intentado resolver este proble-
ma de disefo atendiendo diferentes criterios de desempefio que incluyen consideraciones de error,

criterios de optimalidad, robustez, incertidumbre y adaptabilidad.

A pesar de los diferentes criterios y puntos de vista que atienden la tarea del disefio de
un controlador, siempre serd necesario cumplir con una premisa bdsica: la estabilidad del sistema

controlado.

Bhattacharyya y Keel (Keel and Bhattacharyya, 1997) mostraron que aun las estrategias

mads refinadas dedisefio de controladores pueden presentar problemas, al no garantizar estabilidad.

Estudios complementarios al anterior, incluyen minuciosos trabajos de alta componente
tedrica orientados a formular técnicas refinadas para el cdlculo de controladores de bajo orden, que

garanticen no solamente las premisas requeridas de desempefio dindmico para el sistema controla-
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do, sino también el elemento mas importante: “su estabilidad” .

El conjunto estabilizante, se define por tanto como todos los posibles valores de pardmetro
para un controlador, que garantizan las condiciones de estabilidad absoluta para el sistema (Alzate
and Oliveira, 2016). Estas condiciones de estabilidad absoluta son facilmente verificables en siste-
mas de bajo orden a través de procedimientos simples como el criterio de Routh-Hurwitz (Ogata,
2010). Sin embargo, cuando el orden del sistema, o la cantidad de pardmetros del controlador au-
menta, dichas inecuaciones constituyen sistemas no lineales de dificil solucion analitica. Algunos
autores han propuesto soluciones més generalizadas para resolver este tipo de problemas, basadas
en el teorema de Hermite-Bielher (Fernandez da Silva, 2008) (Ho et al., 1999) (Keel and Bhatta-

charyya, 1997).

En particular, se han obtenido resultados aplicados sobre plantas tipicas ante controlado-
res PID, como se referencia en (Elizondo et al., 2013) (Oliveira et al., 2003) (Silva et al., 2002),
complementado por anélisis de lazos de control bajo la accién de retardos en (Farkh et al., 2014)
(Fernandez da Silva, 2008) (Oliveira et al., 2003). Algunas aplicaciones para el caso de disefio
de controladores sobre convertidores de potencia pueden encontrarse en (Keel and Bhattacharyya,

1994) (Data and Bhattacharyya, 2000) (Loera et al., 2014).

Tomando en cuenta lo anterior, se evidencia la importancia del andlisis de conjuntos estabi-

lizantes en el disefio de un sistema de control para garantizar su operacion ante distintos escenarios
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que pueden experimentarse en situaciones practicas. Por tanto, se analizard un caso de estudio
ampliamente empleado como lo es el método de Ziegler & Nichols, buscando mostrar la relacién
que tiene su formulacion bésica (expresiones matemaéticas y métodos de cdlculo) con los conjuntos

estabilizantes de sus pardmetros solucion.

A partir de la ejecucion del presente trabajo de grado, se buscan respuestas ante interrogan-
tes como los siguientes: ;Como se relacionan los pardmetros de un controlador PI calculado por el
método de Ziegler & Nichols con su conjunto estabilizante? ;Qué tan propensa al estado de ines-
tabilidad es una planta controlada a partir del andlisis anterior? ;Demuestra el método de Ziegler
& Nichols sensibilidad ante cambios de parametro del sistema? ;Es facil llevar a la inestabilidad
un sistema controlado mediante un controlador PI disefiado empleando el método de Ziegler &
Nichols? En otras palabras ;Qué tan fragil es el método para célculo de controladores P1 de Ziegler

& Nichols?
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1. Objetivos

Objetivo general

Analizar las condiciones de estabilidad del conjunto de parametros PI calculados empleando

el método de disefio de controladores de Ziegler & Nichols.

Objetivos especificos

Interpretar las tablas de disefio de pardmetros PI de Ziegler & Nichols en términos de con-

juntos estabilizantes;

Desarrollar un algoritmo que permita verificar las condiciones de estabilidad para controla-

dores PI disefiados mediante dicho método;

Implementar una interfaz para cdlculo de controladores PI a partir de seleccion de pardmetros

en el dominio del tiempo, admisibles respecto al conjunto estabilizante correspondiente.
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2. Conjunto estabilizante para sistemas LTI

En el presente capitulo se formula el conjunto de ecuaciones que delimitan la region de estabilidad
(conjunto estabilizante) para una planta de segundo orden, compensada con un controlador de tres
parametros (k, &, ). Este estudio se realiza haciendo uso del Criterio de estabilidad de Routh-
Hurwitz. Laregion de estabilidad del sistema se formula asumiendo & de valor conocido en el plano
(o, B) de parametros del controlador, mediante deducciones analiticas y simulaciones numéricas
en MATLAB.

2.1. Estabilidad para un sistema LTI

Considere el sistema de control con realimentacion unitaria ilustrado en la Fig. 1. Para este sistema
R(s) representa la sefial de entrada, E(s) la sefial de error, Y (s) la sefial de salida, P(s) la funcién
de transferencia de la planta y C(s) la funcion de transferencia para un controlador de estructura

fija y 3 pardmetros, dado por:
k(s+a)

OB

6]

R(s) —> Es) C(s) P(s) Y(s)

Figura 1. Sistema de control con realimentacion unitaria

Para efectos de ilustracion, se asumird una planta genérica de segundo orden con un polo
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en el origen, a partir de:

1 N(s)
PO =56+2) ~ by @

definiendo a su vez el siguiente polinomio caracteristico:

O0(s) = N(s)k(s+a)]+D(s)(s+ )
= k(s+a)+s(s+a)(s+pB)

= S+ Q2+B)s*+ (2B +k)s+ka, 3)

cuyas raices establecen la estabilidad del sistema.

Como es bien sabido, el Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz (Ogata, 2010) permite
determinar las condiciones para la estabilidad absoluta de un sistema dindmico, mediante un mé-
todo tabulado que define la posicion de las raices en el plano, para un polinomio que representa el

denominador de la funcidn de transferencia del sistema.

As{ entonces, se aplica dicho criterio a partir de los siguientes pasos:

1. Se escribe el polinomio caracteristico en la forma 8(s) = 0y se verifican las condiciones
para que todos sus coeficientes sean diferentes de cero y del mismo signo. De esta mane-

ra, asumiendo una convencion positiva, los coeficientes de (3) serdn mayores a cero si se
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cumplen las siguientes condiciones:

(2+B)>0; (2B+k)>0; ka >0,

a partir de lo cual, asumiendo que k > 0 es un pardmetro constante conocido, las condiciones

para estabilidad recaen sobre los parametros restantes { ¢, B}, siendo:

B>-2, B>—-—=; oa>0. 4)

. Se construye el arreglo de Routh y se analizan los elementos en la primera columna. La

condicion necesaria y suficiente para que todas las raices de (3) se encuentren en el semi-

“_

plano izquierdo del plano “s”, es que no existan cambios de signo en la primera columna

del arreglo (Ogata, 2010). A partir de ello se tiene:
s 1 (2B +k)
s | (2+B) ka
5! M 0

s ko

siendo

B +k) (2+B) — kot
(2+B) ’
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de lo cual, M > 0 implica

(2B +k)(2+B) —ko >0,

puesto que (2+ ) > 0y asf entonces:

2B% 4 (4+k) B+ 2k — ko > 0.

Despejando o en la expresion anterior se obtiene:

2 2
a<%<(ﬁ+(k:4)) Sy ) )
tomando en cuenta que:
282+ (4+K)B+2k g(ﬁ2+(k+4)ﬁ+k>
k k 2

2 (k+4) . (k+4)° (k+4)°
B S AR S A T T +k>
) (k+4)\* 16k— (K*+8k+16)
Tk <B+ 4 ) i 16
) (k+4)\* (K*—8k-+16)
Tk <B+ 4 ) B 16

2 (k+4)\> (k—4)
Tk <B+ 4 )_ 16 )

3. A partir de las restricciones obtenidas sobre los términos de la primera columna del arreglo

de Routh, se determina el rango de valores que asegura para cada pardmetro la estabilidad
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absoluta del sistema. Por tanto, para k > 4 la condicién que prevalece sobre el parametro 3
sera:

B> 2. (6)

Asimismo se tiene:

2 2
O<a<%(([3+<k:4)> ‘(kI:) ) (7

2.2. Conjunto estabilizante
Dada una estructura de controlador fija C(s) para una planta P(s), el conjunto estabilizante .¥ se
define como todos los posibles controladores C(s) que brindan una solucion estable para el sistema

realimentado mostrado en la Fig. 1.

En este punto es importante resaltar que en la mayoria de métodos cldsicos para el disefio
de controladores, el cdlculo de los parametros del controlador se realiza sin incluir restricciones
explicitas de estabilidad. En general, un disefio viene acompanado por pruebas de verificaciéon no
s6lo para las condiciones de operacion del sistema controlado sino también para su estabilidad,

constituyendo procedimientos iterativos muchas veces del tipo ensayo y error.

En otras palabras, los métodos de disefio se formulan para cumplir con condiciones de de-

sempeio sobre un sistema controlado estable, pero no toman en cuenta que atin cuando matemati-
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camente el controlador pueda satisfacer el problema, existe un conjunto restringido de pardmetros

de control que aseguran la estabilidad del sistema.

El conjunto establizante . es fécil de definir. Por ejemplo, para la combinacién de planta
y controlador dada por las ecuaciones (1)-(2) en la Seccioén 2.1, dicho conjunto puede escribirse
como:

S ={(k,a,B): (6)y (7) se satisfagan simultdneamente } . 8)

El conjunto estabilizante . es dificil de calcular. Para sistemas de bajo orden, el criterio
de estabilidad de Routh-Hurwirtz puede ser empleado segun ilustrado en la Seccién 2.1. Sin em-
bargo, para un orden elevado la cantidad de expresiones no lineales que se requiere combinar para
determinar los rangos de pardmetros estables justifican la utilizacién de métodos computacionales
refinados. El método de la signatura propuesto por Keel y Bhattacharyya es una opcién viable para
estos casos (Keel and Bhattacharyya, 2008).

2.2.1. Incidencia de .# en la estabilidad de un lazo de control. Para verificar la im-
portancia del conjunto estabilizante, considere el problema de disefio de un compensador C(s)
de la forma (1) para el sistema P(s) definido en (2), de manera tal que el sistema compensado
y realimentado como en la Fig. 1 exhiba una respuesta escalon con las siguientes caracteristicas
dindmicas:

Mp%O%; l‘s‘z%%O.S [S] 9

Inicialmente, se deben traducir las especificaciones de respuesta temporal dadas en (9) al
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dominio de la frecuencia. A partir de ello, los polos deseados para el sistema compensado corres-
ponden con:

s =—8.231+£0j. (10)

[I9%4)

Ahora bien, evaluando este valor para “s” en P(s), se verifica una deficiencia angular de:

/C(s) = 180, (11)

que a su vez corresponde con la contribucion de fase que debe aportar el compensador en el polo
deseado. A partir de ello, la localizacion para el polo y el cero del compensador se realiza em-

pleando el siguiente anélisis:

- Para obtener 180 de fase en el compensador, el cociente resultante debe ser un numero real

negativo teniendo en cuenta el caracter real del polo deseado;

- Posteriormente se selecciona una distribucion en el eje real negativo para la localizacion del
polo deseado y el polo y el cero del compensador, que conserve una simetria dada por un

factor:

Q

| ©
W | W

en modo tal que:

a=ys~ 1321, B==-r~484;

<=

- Por ultimo se determina la ganancia k del compensador, como aquel valor que satisface la
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condicion de magnitud para el lugar geométrico de las raices:

k(s+13.21)
s(s+2)(s+4.84) | __g3140;

=1, (12)

a partir de lo cual k ~ 34.93.

Una vez disefiado el compensador, se procede a verificar el desempeno del sistema contro-
lado empleando herramientas de simulacion. Es asi como la Fig. 2 muestra la respuesta tempo-
ral ante un estimulo de tipo escalén unitario, calculada empleando el Control System Toolbox de
MATLAB® en el sistema compensado y realimentado, siendo sin embargo de naturaleza inestable.
A partir de lo anterior, surge la pregunta: ;Por qué un disefio que se realiza empleando apropiada-

mente las herramientas matematicas, conduce a un sistema inestable?

8 3<1024

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t[s]

Figura 2. Respuesta escalon de sistema compensado manifestando inestabilidad

La respuesta para este interrogante se explica facilmente a partir de (8), justificando que los
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requerimientos dados en (9) no son viables para la estructura del compensador seleccionada, segin
se detalla a continuacion.
2.2.2. Escenarios dinamicos viables en . para el sistema compensado. El conjunto es-

tabilizante . definido en (8) depende de las inecuaciones (6) y (7), establecidas a su vez para k > 0.

De los resultados presentados para el cdlculo del compensador se observa que k = 34.93
satisface la dltima premisa. Por tanto, el controlador serd estable si tanto o0 como f3 satisfacen para
este valor de k, las desigualdades que relacionan los elementos en la primera columna del arreglo

de Routh.

Asi entonces, reemplazando (4)-(5) para k =34.93 en (6) y (7), se obtiene:

B = 4.84
> -2
o = 1321
> 0
2 34.93+4)\? (34.93—4)?
N (TR R
£ 8.73,

de donde la dltima desigualdad muestra la raz6n por la cual el controlador calculado representa un

sistema realimentado inestable.
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De hecho, es posible graficar el plano de pardmetros (&, ) que representa los controla-
dores con estructura (1) que para k = 34.93 garantizan la estabilidad del sistema controlado y
realimentado. Dicha grafica se presenta en la Fig. 3, siendo el interior de la region gris el conjunto
estabilizante ., mientras el tridngulo indica el controlador calculado en la Seccién 2.2.1 eviden-

ciando su condicidn de realizacion inestable para el sistema.

Figura 3. Conjunto estabilizante en el plano (¢, ) para k = 34.93

Mais interesante atdn es transformar dicho conjunto estabilizante en términos de pardmetros
del controlador hacia un espacio de especificaciones de desempefio. Por ejemplo, observe en la

Fig. 4 el plano (M, ;) equivalente para el conjunto estabilizante mostrado en la Fig. 3.

De este diagrama se observa la manera en la cual los pardmetros de desempefio requeridos
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para el disefio presentado en la Seccién 2.2.1, no forman parte de los escenarios dindmicos viables
en el conjunto estabilizante para el sistema compensado. Visualmente se observa una discontinui-
dad del conjunto . al ser mapeado desde el plano (&, B) hacia el plano (M), t;). Un andlisis
detallado del efecto anterior involucra topologia matemdtica, superando los alcances del presente

trabajo de grado.

20 T

‘»-——-/ .: . .
181 -/ R
B e »—'/

14| : et R

12 + : ) e i

M [%]

. “eea,. enstt . .
10 F . feassnenrt ~ .|

. N .

. . . 30 .

. ., ot .

t [s]

Figura 4. Conjunto estabilizante en el plano (M, ;) para k = 34.93

Por tanto, dada la dificultad matematica que implica un mapeo analitico entre el conjunto
estabilizante .’ y los pardmetros de una respuesta escalén, el plano presentado en la Fig. 4 fue
generado empleando simulacion de fuerza bruta (es decir, punto a punto) a partir de las funciones

del Control Systems Toolbox de MATLAB® .
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De esta manera es posible realizar una seleccion visual para los pardmetros del controlador
(método grdfico de diseiio) a partir de una eleccion de las especificaciones de desempefio requeri-

das en la respuesta escalon, al interior del conjunto admisible dado en la Fig. 4

La Fig. 5 ilustra la seleccion para varios escenarios dindmicos al interior de la regioén de

estabilidad, con su correspondiente mapeo al plano de parametros del controlador.

A partir de lo anterior, pueden emplearse herramientas computacionales para realizar, de
manera grafica, el cdlculo de un compensador de estructura predeterminada para una planta cono-
cida y con base en el conjunto de especificaciones de desempeiio admisible proporcionadas por el
conjunto estabilizante, segun se detalla en la siguiente seccion.

2.3. Diseiio grafico de controladores a partir del calculo de .7

Tomando en cuenta la alta capacidad de cédlculo y portabilidad de las herramientas computacionales
actuales, resulta simple aceptar que las dificultades analiticas en la determinacion de parametros
de control puedan ser reducidas ostensiblemente a partir de paquetes como MATLAB, que integra
funciones optimizadas para aproximar con muy alta precision los valores de variables importantes

en un sistema de control realimentado, ante simulacion para diversos escenarios de operacion.

Tomando en cuenta lo anterior, se construy una interfaz para realizar el disefio de contro-
ladores simples (i.e. compensadores en adelanto o en atraso), a partir de un enfoque grafico basado

en el calculo del conjunto estabilizante para sistemas SISO LTI. El disefio de la interfaz se presenta
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Figura 5. Respuesta dindmica y controlador correspondiente para diferentes especificaciones al
interior de .% en el plano (M), t,)
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a continuacion empleando como base la descripcién propuesta por Roa y Ayala en (Roa Cano,
2016) para este tipo de desarrollos.

2.3.1. Descripcion general de requerimientos. Se requiere construir una interfaz de soft-
ware que permita disefiar un controlador de estructura simple pre-establecida, a partir de infor-
macion del conjunto admisible de pardmetros de respuesta dindmica, calculados con base en el
conjunto estabilizante . para un sistema realimentado de manera negativa y unitaria. La interfaz
deberd permitir modificar la ganancia k de baja frecuencia del controlador, asi como los rangos
de variacion del pardmetro 3 y la resolucion de puntos para el conjunto estabilizante calculado,
permitiendo visualizar dicho conjunto en el plano (¢, ), su mapeo correspondiente hacia el plano
de pardmetros de respuesta (M), ;) y la respuesta escalon del sistema realimentado para un punto
arbitrario dentro de ..

2.3.1.1. Nivel superior de detalle. Posterior a la descripcién (en palabras) de los reque-
rimientos del sistema (interfaz), se procede a crear un diagrama general de entradas y salidas a

manera de nivel superior de detalle. Dicha representacion se muestra en la Fig. 6.

| —  p» Representacidén de “S”

Paréumletros en (o, B)
del sistema

|—  » Representacién de “§”
Parametros de en (M_,t.)

. . —P p’ s
simulacién Interfaz

| m Controlador admisible

seleccionado

Para
a?imeFros de
anédlisis Respuesta temporal

controlador seleccionado

.

Figura 6. Representacion de nivel superior de detalle para desarrollo de interfaz
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2.3.1.2. Particion de primer nivel. Una primera particion se logra con la incorporacién del

bloque que realiza el célculo del conjunto estabilizante .#’, mediante evaluacién de las expresiones

6), (M y 8).
Parédmetros de
simulacién i
Calculo de S=(a, B) __ Representacién
wgr
Parametros del s de “§” en (o, B
sistema
Calculo respuesta ¢ Calculo (M, t.) S=(M_,t_) »
escalén a partir S0 a partir de £ » Representacion
de (a,B) y(t) de “§”en (M, ty)
Parametros de Eleccién de punto (Mffts*) i?“virSlOH Putto (0%, p*) _ Con?rolidor
analisis admisible en (M, t.) (Mp*, t5*) a punto admisible
s (o, ) dentro de S seleccionado

'

Calcu}o respu9§ta ¥ -~
escaldén a partir
de (a*,B*)

Respuesta temporal
controlador
seleccionado

Figura 7. Representacion de primer nivel de particion para desarrollo de interfaz

Asimismo, los resultados en esta etapa son la informacion de entrada a un nuevo bloque
encargado de construir la representacion gréfica del conjunto estabilizante en el espacio de para-
metros (M, ;). Lo anterior se realiza en una secuencia de dos pasos: /) se calculan las respuestas
escalén y(¢) para el sistema realimentado con cada uno de los pardmetros de controlador dados por

'y 2) se determina el valor correspondiente en el plano (M,, ) para cada caso.

Con esta informacidn, el usuario puede proceder a seleccionar un punto admisible (M;;, t;‘),

que posteriormente es representado en su version equivalente de parametros del controlador de-
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seado (a*, ). Finalmente, se calcula para este punto la respuesta escalén y*(z) para el sistema

realimentado.

De esta manera, el primer nivel de particién se configura con la unién de los anteriores
subprocesos, tal y como se ilustra en la Fig. 7.

2.3.1.3. Particiones de segundo nivel. A su vez, cada uno de los subprocesos descritos en
el item anterior, se descompone en etapas constitutivas fundamentales segin se describe a conti-

nuacion:

- Cdlculo de .7 para determinar el conjunto estabilizante se debe establecer para un k dado
y un intervalo de variacién conocido para f3, el rango de M valores para la variable @ que
satisface las restricciones impuestas por las ecuaciones (6), (7) y (8). El esquema para estas

subrutinas se muestra en la Fig. 8;

- Cdlculo respuesta escalon a partir de (o, B): una vez calculado .#, es posible evaluar cada
punto (,f) en la estructura de control realimentado mostrada en la Fig. 1. De esta ma-
nera puede calcularse, a través de comandos del Control System Toolbox de MATLAB, la

respuesta escalon para el sistema. El esquema para estas subrutinas se muestra en la Fig. 9;

- Eleccion de punto admisible en (M),ts): a través de seleccion gréfica el usuario seleccionard
un punto de interés (M,,7;). Posteriormente, se deberd verificar si dicho punto pertenece
al conjunto de pardmetros admisibles (M), ). En caso afirmativo, el punto se denominard

(M e t;“) El esquema para estas subrutinas se muestra en la Fig. 10;
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- Conversion punto (M oty ) a punto (a,B) dentro de . tomando en cuenta que los planos
(Mp,ts) y (a0, B) poseen las mismas dimensiones y son una relacién uno a uno, la posicion del

punto (M e ts*) equivale al conjunto de pardmetros (a*, *) del controlador que lo produce.

El esquema para estas subrutinas se muestra en la Fig. 11.

Parametros del

. Valor de k
sistema » wyer Determino ot

valor de o
Parametros de Valor de M
simulacién M7
Calculo P
> > —> S=
rango de [ S S=(op)

Figura 8. Representacion de segundo nivel de particion para subproceso de Cdlculo de .

S= (o, B)

Parametros del k (s+a) Calculo

sistema

C =
(=) s+B

funcién de
transferencia
de lazo

cerrado

Determino la
respuesta
escalén

— y(t)

Figura 9. Representacion de segundo nivel de particién para subproceso de Cdlculo respuesta

escalon a partir de (o, )

El esquema definitivo para las etapas que constituyen la interfaz, implica la combinacién de

los esquemas presentados en las Figs. 7y 8-11.

2.3.2. Seleccion de herramienta para implementacion. A partir del diagrama obtenido

en la Fig. 7, es claro que el corazdn de la interfaz a ser disefiada es la rutina que calcula los para-

metros de respuesta escalon en el sistema compensado para cada punto de prueba. Como ya men-

cionado, estas tareas facilitan su ejecucion empleando los comando del Control System Toolbox de

MATLAB. Por tanto, se considera a dicha herramienta como la primera opcién para desarrollar la
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s=(M,, t.)

Pardmetros de o s
andlisis —> (Mpr t5) ;Pertenece a (M*, £ %)

§?

Zoom, Cursor

Figura 10. Representacion de segundo nivel de particion para subproceso de Eleccion de punto
admisible en (M, t;)

Determino
(M*, t5*) ————» Busco posicién posicién
de (Mp*,ts*) en » cquivalente de [——® (a*,p*)
s=(M,,t) — 5= (M, tg) (M*, tg*)  en
(o, B)

A

§= (o, B)

Figura 11. Representacion de segundo nivel de particion para subproceso de Conversion punto
(M3,t7) a punto (e, B) dentro de .

interfaz de software requerida.

Mas atin, MATLAB posee ademads de la consola de comandos y el entorno de programacién
grafico SIMULINK, un entorno para el desarrollo de interfaces de usuario denominado GUIDE

(Graphical User Interface Development Environment).

Tomando en cuenta lo anterior, se selecciona MATLAB vR2017a para construir la inter-
faz de usuario que satisface los requerimientos de disefio ilustrados en los diagramas de nivel de

particién previamente presentados.
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Figura 12. Presentacion final para interfaz desarrollada

2.3.3. Descripcion de interfaz disefiada. Procediendo con el disefio, se realiza codifica-
cion en MATLAB para la combinacién de los diagramas de bloques de las Figs. 7-11, asumiendo

las siguientes variables de entrada:
= Pardmetros de simulacion: [Bin, Bmax> M, N1;
= Pardmetros del sistema: [k, P(s), estructura para C(s)];
» Pardmetros de analisis: [M,, 7],
y de salida:
= Representaciéon de . en (a,f): [ = («, B)];

» Representacion de .7 en (M, t,): [ = (M), 1)];
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» Controlador admisible seleccionado: [(a*, B*)];

= Respuesta temporal controlador seleccionado: [y*(z)].

Todo lo anterior fue adecuado como se presenta en la Fig. 12, ilustrando la presentacion

final de la interfaz desarrollada.
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3. Modelado matematico del dron

En el presente Capitulo se formula el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el com-
portamiento dindmico del dron; es decir, su modelo matematico. Partiendo de principios fisicos y
trigonométricos fundamentales, se estudia el movimiento de la particula en el espacio a partir de
simulacion numérica de modelos efectuada en MATLAB. Esta informacion del comportamiento
temporal del sistema, serd base para el disefio de estrategias de control abordadas en Capitulos
posteriores.

3.1. Vehiculos aéreos no tripulados

La siguiente descripcion general de vehiculos aéreos no tripulados (UAV del inglés unmanned
aerial vehicles) del tipo cuadrotor, es una adaptacion de los contenidos reportados a manera de

revisién en (Gupte et al., 2012).

Los cuadricopteros o cuadrotores (ver Fig. 13), son un tipo unico de UAV que posee la
habilidad de despegue y aterrizaje vertical. Este tipo de vehiculo se considera un sistema subac-
tuado, debido a que posee menos entradas que salidas, lo cual lo hace un reto desde el punto de
vista del control de su dindmica. Histéricamente los UAV fueron concebidos para la industria mili-
tar. Sin embargo, actualmente el abaratamiento de costos y desarrollo de materiales han permitido
masificar su uso en aplicaciones civiles con popularidad en aumento.

3.1.1. Mecanismo de vuelo. La mayor diferencia entre un cuadrotor y un helicptero

tradicional estd en su modo de propulsién de rotor fijo, en el cual la direccion de navegacion
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Figura 13. Vehiculo aéreo no tripulado tipo dron cuadrotor

en cualquiera de sus ejes puede variar con s6lo modificar la propulsiéon a partir de una cierta
combinacion de velocidad en sus motores. La distribucion de los cuatro motores puede realizarse
en forma de x o de +, teniendo cada una sus respectivas ventajas.

3.1.2. Control del sistema. Con el aumento de posibilidades de uso de vehiculos UAV
tipo cuadrotor, se han verificado progresos en los algoritmos orientados a una mayor maniobra-
bilidad y efectividad en aplicaciones cada vez mas complejas. En la literatura técnica se reportan
técnicas de control aplicadas en cuadrotores que van desde control PID elemental hasta controlado-
res basados en redes neuronales. Asimismo, ha sido interesante la comparacion realizada entre el
comportamiento de especies de la naturaleza y este tipo de vehiculo, en la bisqueda por sincronizar
operacion colaborativa explotando su versatilidad y velocidad de respuesta.

3.1.3. Sensérica. A nivel de tecnologia, desarrollos en materiales y miniaturizacion elec-
trénica han permitido dotar cuadrotores con dispositivos como sistemas microelectromecanicos
(MEMs), unidades de medida inercial (IMUs) y sistemas de posicionamiento geoestacionario

(GPS). Algunas aplicaciones también adicionan sistemas de visién y localizacion basada en ra-
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diofrecuencia. A pesar de ello, la precision en las trayectorias del dispositivo y la estabilidad ante
condiciones adversas de operacion (principalmente de tipo climdtico) ain imponen restricciones
en la operacion del sistema.

3.1.4. Aplicaciones. Una aeronave tripulada estd limitada por las habilidades y la fatiga
del piloto. Desde ese punto de vista, la automatizacion de un cuadrotor permite emplearlos en apli-
caciones donde sea latente el riesgo o se perjudique la integridad humana. Piense por ejemplo en
una expedicidn al créter de un volcédn o el sobrevuelo de un drea contaminada por radioactividad.
El potencial para este tipo de aplicaciones depende del entendimiento de la operacion del sistema a

través de la formulacion de modelos matemaéticos adecuados, tal y como se describe a continuacion.

3.2. Coordenadas en el espacio de movimiento

Formular las ecuaciones que describen el modelo dindmico del dron implica definir sus coorde-
nadas en el espacio de movimiento. Cuando un objeto gira alrededor de un eje, el andlisis del
movimiento puede simplificarse si se considera un cuerpo rigido; es decir, formado por varias par-

ticulas puntuales que guardan distancias constantes entre si (Sears et al., 2005).

Por tanto, asumiendo que el dron de la Fig. 13 es un cuerpo rigido, su dindmica se des-
cribe en el espacio de movimiento a través de tres cantidades principales ilustradas en la Fig. 14,
correspondientes con los dngulos de: 1) balanceo ¢ (roll), 2) cabeceo 0 (pitch) y 3) guifiada y
(yaw). Estos dngulos se miden en un sistema de referencia fijo con respecto a la tierra (o inercial),

denotado como O y definido con base en los ejes coordenados (Xp,¥o,Z0)- A su vez, se considera
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un sistema variante en el tiempo alineado con el cuerpo del dron y denotado como B en la Fig. 14,

con centro de masa en el origen de sus ejes coordenados (Xg,¥5,Z5).

Figura 14. Diagrama de cuerpo libre del dron cuadrotor. Adaptado de (Vianna Raffo, 2007)

Para transformar las coordenadas de un punto entre el marco de referencia del cuerpo y el
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marco de referencia inercial, se utiliza la expresion:

X0 XB
Yo YB

20 ZB

donde (Spong and Vidyasagar, 2008):

cosycosO cosysinOsing — sin Yy cos P
sinycosO sinysinOsin¢ + cosycosP

—sin 0 cos Osin¢

cos ysin 0 cos ¢ + sin Y sin @
sin y'sin 6 cos ¢ — cos Ysin ¢

cos O cos ¢

42

(13)

Asimismo, es posible definir una relacion entre el vector de velocidades angulares en el

marco de referencia del cuerpo:
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con respecto a la variacion temporal de los dngulos en el marco de referencia inercial:

¢
n=16|:
y
a partir de la siguiente expresion:
v=Wn, (14)
siendo (Spong and Vidyasagar, 2008):
1 0 —sin@

W=1lo cos¢ sin¢cos6

0 —sing cos¢cosH

Las matrices de transformacion de coordenadas Ry W son ortogonales; es decir, son matri-
ces cuadradas cuya matriz inversa coincide con su matriz transpuesta (Grossman, 1993). Dicha ma-
triz transpuesta (o inversa) corresponde por tanto con la transformacién inversa del sistema de coor-
denadas. Para el caso particular de la matriz W la inversa se define s6lo si 0 # (2k— 1) ¢ /2Vk € Z

(Luukkonen, 2011).

Finalmente, el movimiento traslacional puede expresarse en términos de las velocidades
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lineales para el marco inercial:

Xo

20

y para el marco de referencia del cuerpo:

XB

VB

ZB

relacionadas entre si a través de la expresion (Vianna Raffo, 2007):

v = RV.

3.3. Ecuaciones del movimiento
A continuacidn, se determinardn las ecuaciones para la dindmica del dron empleando la formula-
cién de Newton-Euler (Sears et al., 2005).

3.3.1. Movimiento de traslacion. Se considera inicialmente la segunda ley de Newton

aplicada al movimiento de traslacion, con respecto al marco de referencia del cuerpo en el diagrama
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de la Fig. 14. A partir de ello se obtiene:

Y F=mV+(vxmV), (15)

siendo mV el vector de fuerza debida a la velocidad en la direccién del movimiento y (v x mV) la

fuerza centrifuga que afecta cualquier movimiento no inercial.

En la mecdnica clésica, la fuerza centrifuga es una fuerza ficticia que aparece cuando se
describe el movimiento de un cuerpo en un sistema de referencia en rotacion, o equivalentemente
la fuerza aparente que percibe un observador no inercial que se encuentra en un sistema de refe-

rencia rotatorio (Sears et al., 2005).

La masa total del dron se asume concentrada en la cantidad m. Por tanto, considerando
como fuerzas externas de traslacion a los estimulos { 1, 2, f3, f4} producidos por los motores (ver

Fig. 14) y el peso del dron, es posible escribir:

0 0
F= 0 —mR™! ol
i fi 8

siendo g la constante de gravitacién universal, cuyo vector de fuerza afecta el eje z en el
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marco de referencia inercial, o equivalentemente los tres ejes del marco de referencia del cuerpo a

través de la matriz de rotacion R.

Asimismo, la fuerza de estimulo de cada motor se asume proporcional al cuadrado de su ve-
locidad angular Q por un factor de amortiguamiento viscoso b, permitiendo reescribir la expresion

anterior en la forma:

0 0
F = 0 — mel 0
Y bQ7 g

También, es posible definir un vector de fuerzas de perturbacién al movimiento de trasla-
cién, correspondientes con efectos aerodinamicos debidos a friccion de aire en oposicion al despla-

zamiento. Dichas fuerzas aerodindmicas, se consideran proporcionales a la velocidad de traslacién
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inercial mediante coefficientes constantes, es decir:

Axx @]

Ayf’O

AZZO

Todo lo anterior, permite obtener la siguiente expresion para la dindmica de traslacion en el

marco de referencia del cuerpo:

mV + (v xmV) =F —F,, (16)
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con correspondiente expresion equivalente en el marco de referencia inercial dada por:

RmV = RF—RF,

1
v = —(RF—RF,)
m
XO 0 0 AXXO
_ R 1
550 - n_1 0 10| — l’l_’l AyyO
ZO Z?:] leZ 8 AZZO
Xo cos Ysin 0 cos ¢ + sin Ysin ¢ 0 Ao
Y 1
Jo| T 5, |sinysinfcosd —cosysing | ~ |0| . |Ayo|> (17)
Z0 cos B cos ¢ g A Zo

tras anularse el efecto de la fuerza centrifuga y para

U=

4
bQ?,

i=1

definiendo la fuerza de empuje.

3.3.2. Movimiento de rotaciéon. De manera equivalente, la segunda ley de Newton de
rotacion con respecto al marco de referencia del cuerpo en el diagrama de la Fig. 14 permite

obtener:
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Y t=Jv+(vx]v), (18)

donde Jv y (v x Jv) son respectivamente, el vector de torques debidos a la velocidad an-

gular en la direccion del angulo de movimiento y su fuerza centrifuga correspondiente.

Siendo el dron un cuerpo rigido, se asume que su momento de inercia se distribuye a través
de una estructura simétrica, expresada en términos de una matriz diagonal de contribuciones de

momento de inercia en cada eje:

Le 0 0
J=10 1, 0
0 0 I

Como fuerzas externas de rotacién, se consideran los torques {74, Tg, Ty } generados por la
rotacion de las hélices de los motores. Por tanto, tomando como referencia la convencion empleada
en el sentido de giro para las velocidades angulares de la Fig 14, se hacen validas las siguientes

combinaciones:

T = b} Q)
T9 = bI(Q3—-Q7); (19)

Ty = k(Q+Q-0QF-0F),
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siendo / la distancia del centro de masa a cada rotor y k; un coeficiente ponderando el par de arras-

tre.

A su vez, se considera un par de fuerza inercial 75 debido al efecto giroscopico y definido

en el modo siguiente:

(20)

siendo Jg el momento de inercia total de los rotores y

Q=0Q)—Qr+Q3—Qy

la velocidad de precesion. En el Anexo A se realiza una breve reflexion acerca del efecto giroscépi-
co y las fuerzas inerciales, asi como un repaso de las operaciones de producto vectorial empleadas

para el célculo presentado en (20).
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De esta manera, es posible reescribir (18) como se muestra a continuacion:

Ty p Ly 0 Of |p
9| ~ WG = Jv+ gl ~ 0 Ly, 0] |q
_7:1,,_ r_ _() 0 IZZ_ _r_
—r¢_ _ q _ —P_ _Ixxp_
To —JGQ —p| = Jv+ q| * | Lyq
_Tlll_ I 0 | _r_ _Izzr_
Tp — gl qr (I; — Iy)
To+pJcQ| — Jv+ pr (Lo —Iz)
I Ty | _Pq (Iy _IXX>_
Tp — qJGQ gr(I; — Iy)
To+plcQ| ~ | prila—1) | v
| | pally L)

v = J!
T + pJcQ+ pr (Izz — Ixx)

Ty + pq (Lo — 1y)

Ty —qJGQ—i-qr(lyy—Izz)

IXX

= T9+I7JGQ+I7V(IZZ_[XX)
Iyy

; 1)

TW+Pq(Ixx_1yy)
I
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representando la dindmica de los dngulos del dron con respecto al marco de referencia del cuerpo.

En la prictica, se obtienen medidas para esta clase de vehiculos empleando sensores iner-
ciales (o IMU de su sigla en inglés: Inertial Measurement Unit) y por tanto, conviene relacionar la
expresion (21) con los dngulos (medibles) del sistema de referencia inercial, empleando la relacién

dada en (14); es decir:

¢ p
d -1
0| — 4 W q
174 r
L b L
1 0 —sin@ p
d
~ 4t | |0 cos¢ singcos6 q (22)
0 —sing cos¢dcosO r

3.3.3. Simplificaciones del modelo. Las expresiones (17) y (22) resumen la dindmica del
sistema. Sin embargo, si se observa con detalle se puede notar que estas expresiones son altamente
no lineales. Por tanto, se asume una operacién para pequeios valores de los dngulos v, 0 y ¢

cercana al punto de equilibrio (es decir, para los tres dngulos en cero).
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Bajo estas condiciones:

cos(y) =cos(0) =cos(§) ~ 1;

53

sen(y) =sen(0) =sen(¢) ~ 0,

y asi, las expresiones dindmicas en el marco de referencia inercial se reducen a lo siguiente:

Xo

Yo

20

IS

; (23)

(24)
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3.4. Anadlisis del comportamiento en lazo abierto
Para verificar el comportamiento del sistema constituido por las expresiones (23)-(24), se realizé
integraciéon numérica en MATLAB® empleando la funcién ode45 (ver Anexo B) junto con los

valores de parametro incluidos en la Tabla 1, tomados de (Tayebi and Mcgilvray, 2006).

Tabla 1
Pardametros empleados para simulacion del modelo
Pardmetros! Valor Unidades

g 9.81 m/s?
m 0.468 kg
I 0.225 m
kr 2.980 x 10°%  kgm?/rad?
b 1.140 x 1077 kgm/rad?
JG 3.357 x 1073 kg m?
L 4.856 x 1073 kg m?
Ly 4856 x 1073 kgm?
L. 8.801 x 1073 kg m?
A, 0.25 kg/s

' Nota explicativa de la tabla, en caso de requerirlo.

Los analisis de simulacion se realizaron considerando translacion tinicamente en la coorde-

nada zp; es decir, para xp = yo = 0. De esta manera (23) puede reducirse a lo siguiente:

. Y 1.
o = ——g——AZo. (25)
m m
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Por tanto, considerando como vector de estados:

Y1

2

y3

Y4

Y5

Y6

yi

8

<0

20

55

(26)
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la dindmica del sistema puede ser expresada como sigue:

2
,% —8— %ZAZ)’Z

Y4

Ty —y6JG2+Y6y8 (Iyy *Izz)

IXX

y= . @7)

Y6

To+Y4lGQ4y4ys (Iz—Lx)
Iy.V

8

Ty+Yaye (Ixx *Iyy)

IZZ

Para determinar los valores de equilibrio en las variables del sistema, se iguala a cero el

lado izquierdo de (27), obteniendo:

2 =0
y4 = 0
Vo = 0

y = 0 (28)
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Asimismo:

0 = ~—g——AF
m m
0
= ——&
m
U = mg,

corresponde con el impulso de propulsién nominal para la condicion de equilibrio.

Un razonamiento similar permite obtener:

fq) _)76JGQ+)_’6)_’8 (Iy _Izz)

0 —
I.xx
T
IXX
Z = 0,
0 - Te + 54J6 Q2+ Fays (I — Lix)
Iyy
_ T
Ixx
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Ty +54Y6 (Lex — 1yy)

0 —
IZZ
_ f‘l’
Ixx
fll/ - 0,

como los valores de torque aplicado por los motores en las direcciones angulares correspondientes,

durante la condicién de equilibrio.

La Fig. 15 muestra resultados de simulacion para el sistema de ecuaciones (27) emplean-

do condiciones de equilibrio y despreciando los efectos de la fuerza giroscopica (es decir, para

=0 0 ol"

Como se observa en la Fig. 15(a), la condicidn inicial para z tomada como 10m es des-
plazada a una posicion diferente hasta alcanzar un valor cercano a 12 m, debido a una velocidad
z no nula. Como se muestra en la Fig. 15(b) esta velocidad posee un valor inicial de 1 m/s que
se desvanece rdpidamente hacia cero en alrededor de 10 s, periodo de coincide con el transitorio
en z antes de alcanzar un nuevo valor constante. Con respecto a los dngulos, se observa que tanto
posiciones como velocidades angulares se mantienen invariantes desde una condicion inicial cero.
Todo este comportamiento es consistente con las caracteristicas esperadas para el sistema, pues se

considera como entrada la propulsién nominal U.
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Una situacion diferente se verifica a partir de # = 30, instante en el cual se aplica un desba-
lance en la fuerza f; siendo reducido su valor nominal en un 1 %. Como se observa en la Fig. 15(a)
esto ocasiona un desplazamiento lineal en la direccion z con velocidad constante negativa (ver Fig.
15(b)). Dicho desbalance afecta también a los dngulos ¢ y w (Figs. 15(c) y 15(g)) junto con sus
respectivas derivadas (Figs. 15(d) y 15(h)) debido a la influencia de f4 en Ty y Ty a través de €y,
segun evidenciado en (19). La influencia sobre y es cuadratica (Fig. 15(g)) y por consiguiente el
incremento de su velocidad es lineal (Fig. 15(h)). En el caso de ¢ (Fig. 15(c)) el dangulo tiende a
establecerse en un cierto valor de manera altamente oscilatoria aunque amortiguada. Existe esta-

blecimiento debido a que la velocidad angular ¢ oscila alrededor de cero (Fig. 15(d)).

La razén por la cual la dindmica de ¢ no se comporta igual a la dindmica de y se explica
por el término de acoplamiento en (27), que se anula para y dado que I, = I, (ver Tabla 1). Esta
dindmica de acoplamiento también causa alteracion en el comportamiento del dngulo 6 y su deri-

vada 6 segtin se aprecia en las Figs. 15(e) y 15(f), respectivamente.

De otro lado, la Fig. 16 permite realizar observaciones similares para el caso en que se
consideran los efectos de la fuerza giroscopica 7, a partir de lo cual se reproduce el escenario
para las dindmicas de z y y. Con respecto al comportamiento de ¢ y 6 no es posible realizar

conclusiones debido al acople dindmico mencionado.
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4. Controladores PI y su conjunto estabilizante

Como complemento a los desarrollos presentados en el capitulo anterior, se analiza a continuacion
la incidencia de conjuntos estabilizantes en controladores clédsicos del tipo proporcional/integral
(més conocidos como PI), sintonizados empleando las reglas de Ziegler & Nichols. La manera de
abordar el problema involucra una revisién general de conceptos, el cdlculo de . para un caso de
estudio y la definicién de una métrica para valorar la fragilidad del controlador disefado.

4.1. Controladores PID

La accién de control proporcional/integral/derivativo (o simplemente PID), constituye la estrate-
gia de control mas empleada en automatizacion de procesos industriales (Astrom and Hagglund,

1995).

Entre las razones por las cuales se prefiere el uso de controladores PID, se incluye la sim-
plicidad de su estructura que con tan s6lo 3 términos permite asegurar rechazo ante perturbaciones,
velocidades de respuesta apropiadas y la eliminacién de errores en estado estacionario. Lo anterior,
facilita el célculo de pardmetros de control al igual que su operacién y mantenimiento (Diaz and

Bhattacharyya, 2016) (Diaz, 2017) (Méndez et al., 2008).

Fundamentalmente, la estructura de una accién PID estd constituida de una parte propor-

cional al error:

up = kpe(l),
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siendo e(t) el error de medida y kp la ganancia proporcional; una parte proporcional a la historia

del error (a partir del operador de memoria integral en el tiempo):

t
ur = k[/o e(t)dt,

con ganancia integral k; y finalmente, una parte proporcional al cambio reciente del error (a partir

del operador anticipativo derivada temporal):

d
up = kDEE(l),

con ganancia derivativa kp. La superposicion de las tres acciones anteriores permite constituir la

siguiente expresion para el esfuerzo de control:

upip(t) = up+ur+up (29)
= kpe(t) +k1/0te(t)dt+k0%e(t) (30)

| d
= kp (e(tH_T[/o e(t)dH—TDEe(t)) : 31)

siendo 77 el tiempo integral y Tp el tiempo derivativo. El esquema general para la realizacion de

un controlador PID en forma paralela, se presenta en la Fig. 17.

4.1.1. Reglas de sintonizacion. La determinacion de los pardmetros del controlador (kp,

Tr y Tp), que satisfagan condiciones deseadas de desempefio para el sistema controlado, se deno-
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u(t)

Y
=~
—

e(t) -

Y
b‘«“
|2

Figura 17. Controlador PID en forma de realizacion paralela

mina procedimiento de sintonizacion.

Existen fundamentalmente dos grandes tipos de métodos de disefio o sintonizacién de con-
troladores PID: 1) los métodos analiticos basados en el modelo y 2) los métodos empiricos o

experimentales basados en datos reales del proceso.

Dentro del primer grupo, se encuentran los métodos clasicos en el dominio de la frecuencia
como el lugar de las raices o la respuesta en frecuencia mediante diagramas de Bode y de Nyquist.
Sin embargo, estos métodos requieren el conocimiento de un modelo matematico suficientemente

apropiado para la dindmica de la planta.

En ocasiones sin embargo este modelo de la planta no se encuentra disponible o simplemen-
te su determinacion es inviable, por ejemplo por falta de informacion de la constitucion interna del
sistema. Ante esta situacién los métodos de control basados en datos (data-driven control (Safonov

and Tsao, 1997)) adquieren particular relevancia.
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A nivel de técnicas de sintonizacién de controladores PID basadas en datos se destaca el
trabajo cldsico desarrollado por Ziegler & Nichols en 1942 (Ziegler and Nichlos, 1942), el cudl
ha sido la base hasta nuestros dias de métodos de sintonizacién para controladores que operan en

aplicaciones industriales de diferente naturaleza.

Métodos adicionales de sintonizacién para controladores PID incluyen: el de sintonizacion
de relé (Diaz, 2017); el Cohen-Coon (Alfaro, 2002) y otros mas modernos involucrando optimi-
zacion de margenes de estabilidad a partir de herramientas computacionales (Alzate and Oliveira,

2016) (Diaz and Bhattacharyya, 2016) (Fung et al., 1998) (Ho et al., 1995) (Toscano, 2005).

Para una revision detallada de métodos de sintonizacién para controladores PID, se reco-
mienda al lector interesado consultar (Correa et al., 2008).
4.2. Analisis de estabilidad para un controlador PI
A pesar que un controlador PID concentra en una misma estructura las acciones de control nece-
sarias para asegurar una forma de onda adecuada en la respuesta del sistema controlado, la accion

derivativa se considera nociva en términos de amplificacién de ruidos.

Por esta razon, el controlador proporcional/integral o simplemente PI es una estructura to-
davia mds simple, que concentra los mayores beneficios de simpleza y utilidad préctica en aplica-

ciones. La funcién de transferencia para un controlador PI (o PID con accién derivativa nula) viene
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dada por:

Cls) = kp(1+i)

Trs
k k
_ TR (32)
s
4.2.1. Sintonizacion PI por Ziegler & Nichols. Considere el sistema dado por:
N 1
pis) = N _ (33)

y proceda a calcular los pardmetros de un controlador PI para el mismo empleando las reglas de

Ziegler & Nichols.

Inicialmente, se recuerda que existen dos posibles métodos (Ogata, 2010):

- Lazo cerrado: donde para una accion proporcional pura en el sistema realimentado, se apli-
can cambios de tipo escaldn en la referencia buscando identificar el valor de kp para el cual el
sistema oscila con amplitud sostenida. Este valor de ganancia se denomina ganancia critica

ker y al periodo de oscilacién correspondiente periodo critico Pp,;

- Lazo abierto: cuando no existe un valor k., que produzca oscilaciones sostenidas, se recurre a
aplicar un estimulo de tipo escal6n al sistema en lazo abierto buscando obtener una respuesta
en forma de s tal y como la ilustrada en la Fig. 18, siendo Ty L las cantidades a ser tomadas

en cuenta.
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Figura 18. Respuesta escalon en forma de s del método en lazo abierto

Una vez obtenidos los valores importantes para cada caso, los pardmetros del controlador PI (i.e.
ganancia proporcional kp y tiempo integral 77) se determinan con base en las equivalencias presen-

tadas en la Tabla 2.

Tabla 2
Equivalencias cdlculo controlador PI para métodos de Ziegler & Nichols

Método kp T;
Lazo abierto 0.45k., %PC,
Lazo cerrado 0.9% 0—%

Nota: Adaptado de (Ogata, 2010).

En el caso particular de una configuracion realimentada como la presentada en la Fig. 1
para la combinacion de planta y controlador dada respectivamente por las expresiones (33) y (32),
es posible mostrar que el lugar geométrico de las raices para el sistema realimentado cruza el eje

imaginario cuando kp = k., = 30, con oscilaciones sostenidas de periodo P, = 2.81 [s].
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De esta manera, el controlador disefiado corresponde con kp = 13.50; T; = 2.34; es decir:

1

13.50s+5.76

S

(34)

Los parametros de respuesta para el sistema compensado empleando dicho controlador,
corresponden con:

Mp =104.05[%]; 1, =249.54]s),

segun ilustrado en la respuesta escalon de la Fig. 19.

Esta respuesta dindmica a pesar de ser estable, no representa un resultado satisfactorio en
términos de velocidad de convergencia hacia el valor de estado estacionario, dadas las evidentes
oscilaciones del régimen transitorio y el prolongado tiempo de establecimiento. Dicha condicién
es susceptible de mejora a través de un ajuste fino. N6tese sin embargo, que la accién de control es

simple (PI) y la planta es de un orden significativo (tercero).

4.2.2. Conjunto estabilizante para sistema ante control PI. Empleando un tratamiento
similar al utilizado para el andlisis del conjunto estabilizante de la Seccion 2.1, es posible deducir

que la combinacién de planta + controlador definida en (33) y (32), permite delimitar una region
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Figura 19. Respuesta escalon del sistema compensado

de estabilidad en el plano (kp, k;) dada por:

0 < kp<30;

2
0 < k< kB30

36

definiendo a su vez el siguiente conjunto estabilizante:

& ={(kp,kr) : (35) y (36) se satisfagan simultdneamente} .

punto correspondiente al controlador disefado y definido en (34).

)
350

(37
La Fig. 20 ilustra el conjunto estabilizante (37), resaltando en su interior mediante un asterisco el

Como se observa, el controlador analizado en la Fig.19 se encuentra cerca de los limites de
estabilidad, justificando la alta oscilacion de su respuesta dindmica.

(35)

(36)

69
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0 5 10 15 20 25 30
kp

Figura 20. Conjunto estabilizante en el plano (kp, k7)

La siguiente Seccion realizard un andlisis alrededor de la fragilidad del controlador PI.
4.3. Fragilidad de controladores PI
Los métodos de Ziegler & Nichols para la sintonizacién de controladores PI y PID han sido la
referencia empleada por ingenieros en diversos campos de aplicacion desde su aparicién en 1942.
Sin embargo, como se observo en el ejemplo presentado en la Seccidn anterior, no siempre se logra
una respuesta dindmica adecuada a las exigencias de una respuesta deseada, aunque la misma sea

estable.

La forma tradicional de corregir esta situacion, es considerar que los pardimetros del con-
trolador PI o PID obtenidos por el método de Ziegler & Nichols son el valor inicial de un proceso
iterativo denominado ajuste fino, que permitird eventualmente obtener una respuesta mejorada en

términos de nuevos valores sintonizados.



CONJUNTOS ESTABILIZANTES EN CONTROLADORES PI 71

El objetivo de la presente Seccion no es discutir el proceso de sintonia fina de pardmetros en
los métodos de Ziegler & Nichols, sino evaluar la fragilidad del controlador disefiado con dicho

método, en términos de su conjunto estabilizante.

En (Keel and Bhattacharyya, 1997) Bhattacharyya define la fragilidad de un controlador
como aquel fendmeno que implica para el mismo margenes de estabilidad extremadamente peque-
nos. Otra manera de entender el concepto es a través de la mds pequena perturbacién admisible en
los pardmetros de un controlador tal que el sistema realimentado pierda su estabilidad. La fragi-
lidad es un concepto muy cercano a la robustez, y por tanto conviene enfatizar en que la primera
estudia la manera en que alteraciones leves en los valores de pardmetro de un controlador afectan
la estabilidad del sistema realimentado, mientras que la segunda realiza el estudio independiente-
mente de donde hayan ocurrido las variaciones paramétricas.

4.3.1. Geometria para margenes de estabilidad en un controlador PI. Una interpreta-
cion geométrica del margen de fase para un sistema realimentado ante un control PI, se propone en
(Alzate and Oliveira, 2016). El desarrollo presentado en el presente numeral se basa en el trabajo
referenciado y sugiere la manera de aplicar el mismo resultado en términos del margen de ganancia

del sistema.

Para ello, asuma P(jo) y C(j®) como la respuesta frecuencial de la planta y el controlador

PI definidos en (33) y (32), respectivamente. En el sistema realimentado estable que se obtiene a
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partir de esta combinacion planta + controlador, los margenes de ganancia A,, y fase 6,, se pueden

determinar analiticamente a partir de las condiciones de magnitud y fase:

P(ja)||C(jwg)| = 1,

ZP(j(D@)-{-ZC(j(D@):TL'n; n==1,3,5...

de manera que:

 |P(jwg)||C(jwg)|’

O = LP(jog) + £C(jwg) — T,

siendo wg y wg las frecuencias de cruce de ganancia y fase, respectivamente.

(38)

(39)

(40)

(41)

Alternativamente, estos margenes de estabilidad pueden obtenerse a partir de una relacion

geométrica en el plano de pardmetros (kp,k;) de un controlador PI, con respecto al conjunto esta-

bilizante .#” de la planta bajo esta accién de control.
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Asi entonces, tomando en cuenta que:

ky
C(jo) = kp+—
(jo) P+ o
ky
= kp——jJ 42
P (DJ ) ( )
la fase del controlador PI puede expresarse como:
/ZC(jw) = arctan ./ (43)
J - ka )
o equivalentemente:
—(katall(ZC(j(D)) = k. (44)

Si en la expresién anterior se asume ® = @, la fase del controlador ZC(jw,) debe satis-
facer un margen de fase 6,, ante una respuesta frecuencial P(j®) conocida para la planta, segin
definido en (41). Por tanto, ante esta situacion la expresion (44) define una linea recta en el plano

(kp,kr) con pendiente —mtan (ZC(jw)), cuyos puntos satisfacen dichas restricciones.

Asimismo, a partir de la condicion de magnitud del controlador se tiene:

k;?

clo) = k’+ 5 (45)
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o equivalentemente:

kp? k?
IC(jo)|” |C(jo)] @

= 1. (46)

Bajo la misma suposicién de @ = @, la expresion anterior representard una elipse en el

plano (kp,k;), que intersecta a la recta (44) segtin ilustrado en el diagrama de la Fig. 21.

El punto de interseccidn, dard la coordenada (kp,k;) del controlador PI que satisface 6, y

o,, representando un método grafico para el disefio de controladores.

Al respecto del método se resaltan los siguientes detalles adicionales:

- La interseccion entre la elipse y la linea recta se da para dos puntos del plano. Sin embargo,
puede observarse de la Fig. 21 que s6lo uno de ellos tiene sentido practico por encontrarse

al interior del conjunto estabilizante .7;

- La magnitud para C (jw,) se deja como un pardmetro libre de disefio y de este depende la

amplitud (i.e. radio mayor y radio menor) de la elipse en el plano;

- El margen de ganancia no se involucra expliticamente en el método sugerido, aunque se
entiende que la eleccién arbitraria para |C (j@,) | influencia dicho valor. La Seccién siguiente

abordard con mayor detalle este aspecto;

- El procedimiento sugerido puede abordarse explicitamente desde el margen de ganancia,
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seleccionando @ = @y y forzando de (40) a la magnitud del controlador |C(jwy )| a satisfacer
un margen de ganancia A,, ante una respuesta frecuencial P(j®) conocida para la planta.
Ante esta situacidn, el punto de interseccién en el plano (kp,k;) para la elipse y la linea recta
representard la coordenada (kp,k;) del controlador PI que satisface A,, y @y, dejando como
parametro libre a la pendiente de la recta y a través de ella, al margen de fase para el sistema

controlado.

4.3.2. Definicion de métrica para calcular distancia a inestabilidad. Como ya definido
al principio de la presente Seccidn, un buen disefio para un controlador debe ir mas alld de la simple
respuesta dindmica del sistema controlado y por tanto, debe ademads garantizar la estabilidad para

el lazo de control atin ante leves variaciones en sus pardmetros.

Complementando las ideas de Bhattacharyya y Keel en (Keel and Bhattacharyya, 1997), se

empleard la vision geométrica propuesta por Morarescu et al adaptada en el presente documento

para el caso de lazos PI sin retardo (Méndez et al., 2008) (Morarescu et al., 2010).

Para ello, se define la distancia euclidea:

d =\ kp = kp) + (k] — 2 (47)

siendo (kp,k;) las coordenadas para un controlador en el limite del conjunto estabilizante . y or-

togonal a (kp,ks), que define el radio para una circunferencia de puntos que representan un rango
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0 5 10 15 20 25 30
kp

(b)

Figura 21. Interseccion en el plano (kp, k;) para linea recta y elipse, dados @ = @y y 6y,
ilustrando: (a) panordmica general de la interseccion y (b) detalle del punto de interseccién
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o margen de estabilidad.

A partir de lo anterior, dado un controlador PI al interior de . es posible cuantificar su
fragilidad a través de esta métrica, al menos en un modo relativo; es decir, dados dos controladores

estables serd mas frdgil aquel para el cual se obtenga el menor d.

Sin embargo, no es claro el significado de fragilidad para un valor d en un contexto abso-

luto.

En cualquier caso, el célculo para d en (47) implica conocer las coordenadas del punto
(kp,kj ). Dichas coordenadas representan un valor en la frontera de ., que conecta con el punto
de andlisis (kp,ks) a través de una linea recta y por tanto, en teoria habra una solucién para (kp,k; )
en cada direccién posible de proyeccion para el vector (kj —kp,k; —ky) en el plano. En (Méndez
et al., 2008) (Morarescu et al., 2010) por ejemplo, los resultados presentados se realizan a partir
de una proyeccion sobre la vertical. Una soluciéon més general implica el minimo valor para d en
un barrido de 360 lo cual no es trivial, al menos analiticamente, si se piensa en que la descripcion
para la frontera de . corresponde con funciones definidas por tramos (es decir, con transiciones

condicionadas).

Como alternativa, se presenta en el presente apartado una forma de calcular dicho punto li-

mite a partir del enfoque geométrico discutido en la Seccion 4.3.1. Para ello, considere el problema
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de cuantificar la fragilidad del controlador PI calculado en (34).

Dicho controlador representa un punto en el conjunto estabilizante . en (37) y a su vez,
la interseccion entre una linea recta y una elipse dadas respectivamente por (44) y (46), con los
siguientes pardmetros: @, = 1.49rad /sy 6,, = 1.18 (el cdlculo para dichos pardmetros fue reali-

zado empleando la funcion allmargins(.) de MATLAB).

En términos practicos, la regla de disefio indica que un buen margen de fase es alrededor
de 60 (Ho et al., 1995). Como se observa el margen de fase 6,, obtenido por Ziegler & Nichols es

muy cercano a la inestabilidad y por tanto sugiere fragilidad.

Para determinar los valores limite (kp,k; ), se mantiene constante la pendiente de la recta
(44) a la misma frecuencia @ = w, = 1.49 rad /s y se incrementa la amplitud de la elipse (46) a

partir del pardmetro |C (jw,) | (ver Fig.22(a)).

Ante estas condiciones, el margen de ganancia A,, del sistema puede determinarse mediante

el cociente entre las distancias euclideas correspondientes a los puntos (kp,kr) y (kp,k); es decir
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(Diaz and Bhattacharyya, 2016):

) )?
kp\/l—l—(—a)tan(ZC jo)))?
_ &
ke
k*
= k—i (48)

De este resultado se observa que si (kp,k;) se encuentra en la frontera de .¥ entonces
A = 1; si (kp,kj) se encuentra fuera de . entonces A, < 1y si (kp,k;) se encuentra dentro de
% entonces A,, > 1, lo cual coincide con el comportamiento esperado segin la teoria para dicho

margen en términos de la estabilidad del sistema.

De esta manera, igualando (44) para k; con la condicion de frontera dada por (36), se obtie-
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ne:

o kbtan (£LC(joy)) = _(k;);%o"?’
(kp)? — 30kp — 36@ckptan (Z/C(j,)) = 0
(kj)? — 30k} — 53.64k)tan (—0.2789) = 0
(kp)* —30kp+15.36kp = 0
ks (kp—14.64) = 0, (49)

tras reemplazar los valores conocidos para @g, kp y k7. A partir de ello, kj, = 14.64 corresponde
con la solucién valida en el conjunto estabilizante .’ mostrado previamente en la Fig.20. Dicho

valor evaluado en:

K = —okptan(LC(joy)

= 6.24, (50)

permite obtener como coordenada de frontera: (kj,k;) = (14.64,6.24) y por ende, un margen de

ganancia:

14.64
13.50
6.24
5.76

— 1.08,
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para el controlador (34), que a su vez representa una distancia (ver Fig.23):

d = \/(14.64 — 13.50)2 4 (6.24 —5.76)2

= 1.2369.

Como se observa, el valor de d por si solo no es tan diciente como los margenes de estabilidad A,,

y 6,, obtenidos, ambos de valor muy pequefio.

Una formulacién similar podria haberse realizado calculando a partir de (34) el valor de A,,
y g, y con base en ello determinar los valores limite (kp,k;) tras mantener constante la amplitud
de la elipse modificando la pendiente de la recta hasta alcanzar la frontera del conjunto estabili-

zante .7, y a través de ello el margen de fase 6,, para el sistema (ver Fig.22(b)).

Finalmente, se debe mencionar que la interfaz desarrollada en la Seccidn 2.3 fue comple-
mentada incorporando el cdlculo gréfico para controladores PI, junto con una determinacién para
sus margenes de estabilidad y para la distancia d, como medida de su fragilidad.

5. Recomendaciones
Al momento de ejecutar la interfaz desarrollada es importante que el usuario tenga una nocién
respecto al rango de valores que desea visualizar, pues esto hace mds fino el detalle de los pun-

tos sobre los cuales se calcula el conjunto estabilizante y por ende, la exploracién de los valores
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Figura 22. Representacion geométrica en el plano (kp,k;) para margenes de estabilidad: (a) A,,
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manteniendo fija la recta y variando la elipse; (b) 6,, manteniendo fija la elipse y variando la recta
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Figura 23. Distancia a la inestabilidad ilustrando: (a) panordmica general de la métrica y (b)

detalle de la métrica

d =1.2369 4

d =1.2369

(b)
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admisibles para el control en la préictica.

6. Trabajo futuro
Actividades complementarias a los desarrollos presentados, incluyen el calculo automético para
conjuntos estabilizantes en plantas arbitrarias empleando el método de la signatura desarrollado

por Keel y Bhattacharyya en (Keel and Bhattacharyya, 2008).

Asimismo es importante explorar otras topologias de compensador y controladores PID, en
sus versiones de tiempo continuo y discreto.
7. Conclusiones
A partir de los desarrollos presentados y los resultados obtenidos en el presente trabajo de grado,

es posible enunciar la siguiente conclusion general:

Se analizaron las condiciones de estabilidad del conjunto de pardmetros PI calculados em-
pleando el método de disefio de controladores de Ziegler & Nichols. Fue posible definir una
métrica para la inestabilidad del sistema controlado en el plano de pardmetros (kp, k), a par-
tir de una interpretacion geométrica de los margenes de estabilidad del sistema. A partir de

lo anterior fue posible valorar la fragilidad del controlador PI disefado.

De manera mas puntual:
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Se interpretaron las tablas de disefio de pardmetros PI de Ziegler & Nichols en términos de
conjuntos estabilizantes. Tal y como fue abordado en la Seccion 4.2, se ilustré el disefio de
un compensador PI para una planta y posteriormente se analiz6 la posicion de dicho punto
en el plano (kp,k;) de controladores factibles con base en su conjunto estabilizante. A partir
de ello, es claro que el método de Ziegler & Nichols siempre dard como resultado un contro-
lador estable, tomando en cuenta su caracter empirico. Sin embargo, a partir de la definicion
de una métrica en la Seccion 4.3.2, fue posible mostrar a través de una cuantificacién para
su fragilidad que no necesariamente el controlador calculado es estable ante ligeras varia-
ciones en sus valores de pardmetro. De otro lado, la definicién de conjunto estabilizante fue
ampliamente abordada en la Seccion 2.2 y posteriormente aplicada al caso PI en la Seccion

4.2.

Se desarrollé un algoritmo que permitié verificar las condiciones de estabilidad para con-
troladores PI disefiados mediante el método de Ziegler & Nichols. Inicialmente, se realizé
una discusion general de conjuntos estabilizantes en la Seccion 2.2, posteriormente comple-
mentada en la Seccion 4.2.2 con medidas de inestabilidad a través de una métrica basada
en la interpretacion geométrica para margenes de estabilidad en un lazo de control sometido
a control PI. El método (o algoritmo) consistié fundamentalmente en calcular el conjunto
estabilizante en el plano de pardmetros del controlador, para posteriormente transformar las
especificaciones de controladores viables a cantidades igualmente viables en el dominio del

tiempo. Posteriormente un usario podria seleccionar el controlador deseado a partir de un
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punto en el conjunto de pardmetros admisible, para el cual se provee ademads indicacion de
sus margenes de estabilidad como medida de fragilidad. El procedimiento anterior se de-
sarroll6 para los casos de un compensador de 3 parametros (uno de ellos conocido) y un

controlador PI.

Se implement6 una interfaz para célculo de controladores PI a partir de seleccion de parame-
tros en el dominio del tiempo, admisibles respecto al conjunto estabilizante correspondiente.
El algoritmo descrito en el item anterior fue codificado en una interfaz en MATLAB segtin

se describe en la Seccion 2.3, empleando una metodologia de disefio del tipo fop-down.
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Apéndices

Apéndice A. Fundamentos de sélidos rigidos

Un sélido rigido, es un cuerpo formado por varias particulas puntuales que guardan distancias

constantes entre si (Sears et al., 2005).

Una operacion fundamental para definir cantidades en el espacio de movimiento de un soli-

do rigido es el producto vectorial (también denominado producto cruz (Grossman, 1993)), el cual

produce un vector perpendicular (normal) al plano formado por otros dos vectores que se multipli-

can.

Sean dos vectores d y b definidos en R3. El producto vectorial entre @ y b (denotado a x b)

es otro vector (digamos ¢ € R3) cuyo célculo puede ser efectuado a través de determinantes como

sigue:

ol
|
QL
X
SHl
|

a aj dag

bi bj by

i— i+ k (51)
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De esta manera, siendo @ = (1,—1,2) y b = (3,—4,5) se obtiene:

i j k
~ -1 2 1 2 1 -1
axb= 1 —1 2= 1 — j+ k=3i—j—k (52)
—4 5 35 3 4
3 45

Figura 24. Tlustracién grafica para producto vectorial

Condicion de rigidez
Considere el sélido rigido presentado en la Fig. 25. Para cada pareja de puntos (P;, P;j) pertenecien-

tes al solido, se cumple:

d d
Sllri=rill= = lrll =0, (53)

lo cual significa que la distancia entre puntos de un sélido rigido se mantiene invariante. Esto

ultimo se conoce como la condicion de rigidez.
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Figura 25. Sélido rigido

Asimismo, a partir de (53) se obtiene:

d
Sllri=rill=r=1 =0, (54)
y por tanto, sabiendo que 7 es el vector velocidad ¥ para un punto del sélido visto desde el obser-

vador, es posible escribir:

vil = v, (55)

con lo cual la velocidad de traslacion para cualquier punto del sélido serd la misma, y asi, una vez
definido el movimiento de un punto cualquiera del cuerpo rigido que se traslada en el espacio, es
posible definir la totalidad de su movimiento.

Movimiento de rotacion

En la Fig. 26 se ilustra un punto que rota alrededor de un eje fijo, localizado en el cuerpo del sélido.

A partir de ello, es posible definir la velocidad angular que experimenta el punto P alrededor
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r |

Figura 26. Rotacién de un punto del sélido alrededor de un eje fijo

del eje de rotacion, en el modo siguiente:

w=—6 (56)

Tambien, puede escribirse del diagrama la velocidad tangencial v del punto mediante:

V=7x @, (57)

siendo 7 el vector que marca la distancia del punto P al eje de rotacién O.

Por tanto, el vector de aceleracion puede ser formulado como:

i = Fxa, (58)
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con d y @ representando, respectivamente, los vectores de aceleracién lineal y angular. Note que
se asume %? = (0 debido a que el eje de rotacion es fijo.

Conservacion del momento angular

En un movimiento traslacional, el principio de conservaciéon del momento lineal establece:

d., d
Zp=mi=0, (59)

a partir de lo cual el momento p serd constante en ausencia de fuerzas externas.

De manera similar, es posible definir el momento angular L. de una particula de masa pun-

tual que rota alrededor de un eje fijo, en el modo siguiente:

=
Il
~U
X
S

(60)

siendo 7 el vector de distancia a la masa desde el centro de rotacion.
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Por tanto, el principio de conservaciéon del momento angular puede establecerse como sigue:

siendo 7 el torque neto aplicado.

d

E[?Xﬁ]
d
E[rxmv]
d_
ma[rxv]
m ([?x 1\7] + [17>< \7])
dt dt

Empleando (58) puede relacionarse este torque con la aceleracion angular @, a partir de:

donde, si 7 es perpendicular a @, entonces el producto vectorial se reduce al producto de las mag-
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nitudes:

T = mrfa

siendo I el momento de inercia de las partes rotativas del cuerpo rigido.

97

(61)

La expresion (61) es la segunda ley de Newton de rotacidn, y podra ser definida siempre que

sea valido un / constante. Dicha situacién no siempre es posible, principalmente si se asume que

el eje de rotacién puede variar en el tiempo. En tal caso, 7 en la Fig. 26 no es constante y por tanto

no es vélida la solucién propuesta para d en (58), resultando en la siguiente definicion alternativa

para T:

El término

representa los efectos (torques) debidos a las variaciones del eje de rotacion, que evidentemente
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también representan variaciones del vector de momento angular L. Dichos efectos se denominan
fuerzas inerciales, puesto que tienen sentido en un marco de referencia de un cuerpo en rotacion.

Los tipos més representativos de fuerza inercial son los efectos giroscopicos y la fuerza de Coriollis

(Sears et al., 2005).
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Apéndice B. Funcién ode45 de MATLAB

La funcién ode45 esta basada en un algoritmo de tipo Runge-Kutta, que se desarroll6 a partir del
método de Euler mejorado (Chapra and Canale, 2007). La funcién recibe tres pardmetros esencia-
les: f(¢) dentro de un script en el que se define la ecuacion diferencial acompafiado por un simbolo
@, el vector de limites de tiempo [to t f} y el vector de condiciones iniciales yg. En otras palabras

el prototipo basico para usar ode45 es el siguiente:

[t,y] = oded5(@f(1), [to 7] ,¥0); (62)

En este caso la solucion numérica se almacenard en el vector y para cada uno de los instantes de

tiempo presentes en el vector z.

La funcién oded5, resuelve ecuaciones del tipo y = f(¢,y), por tanto si se desea resolver
ecuaciones de orden superior estas deben escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales

de primer orden.

A manera de ejemplo, se ilustrard la forma de resolver la ecuacion diferencial de segundo
orden

i—p(1—2)i+x=0, (63)

donde p > 0 es un pardmetro escalar.
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Por tanto, definiendo

YI=X, Y2=X

la expresion (63) puede ser reescrita como

Y2 =m(1=y7)y2+y1

es decir, transformando la ecuacion diferencial original de segundo orden y una variable, en una

ecuacion diferencial equivalente de primer orden y dos variables. Asi entonces, es posible construir

el vector
Vi
y =
Y2
cuya dindmica viene representada por
. f 1 (t Y )
y =
f2 (t’ y)

siendo

filty) =y Ay =u(1=y) v+

De esta manera, evaluar la expresion (62) permite obtener una matriz de salida y con filas repre-

sentando los vectores solucion para y; e y, como funcién de ¢.
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Inicio

4
Asignacién de f@®
parametros
para funcién S Yo
ode45 [to 7]
'

t+Yo
¥ = f f®

!

Yo =¥(1)
to=t

l

t=t+6t

Figura 27. Diagrama de flujo para algoritmo de integracion numérica de la funcién ode45 de
MATLAB

En la Fig. 27 se ilustra el diagrama de flujo del algoritmo empleado para hallar la solu-
cién de una ecuacién diferencial mediante integracién numérica empleando la funcién ode45 de

MATLAB.

Inicialmente, se deben asignar los pardmetros definidos en la ecuacién (62).



CONJUNTOS ESTABILIZANTES EN CONTROLADORES PI 102

Posteriormente, un bucle interno hace llamado iterativo a la funcién f(¢) evaluada para
valores de tiempo entre o y ¢ a partir de las condiciones iniciales yq. Para cada ciclo la condicion
inicial se recalcula siendo la condicion final del ciclo anterior. El tiempo se incrementa en un
tamafio de paso 6t de forma adaptativa, si no se especifica lo contrario. Tras alcanzarse el tiempo
final 77, el bucle interno termina y entrega como resultado el vector de puntos de la trayectoria

solucion y(¢) al igual que el vector de tiempos 7.
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Apéndice C. Interfaz de animacion de la dinamica del sistema
En ausencia de un prototipo real para verificar el comportamiento dindmico del sistema controlado,
se optd por construir una animacion que permitiera recrear el movimiento del dron de una manera
cercana al comportamiento fisico real. A continuacién se presentan las etapas importantes para
este desarrollo.
Descripcion general de requerimientos
Se requiere construir una interfaz de software que permita visualizar el comportamiento del dron
en el espacio de movimiento, como aproximacion a la operacion real del sistema para diferentes
condiciones de simulacion (lazo abierto, lazo cerrado controlado PID y por realimentacién de
estados) ante la presencia de perturbaciones. La interfaz deberd permitir modificar pardmetros del
sistema y los pardmetros de simulacion, asi como también entregar informacion de las trayectorias
de variables con respecto al tiempo.

Nivel superior de detalle. Posterior a tener una descripcion, en palabras, acerca de los
requerimientos del sistema (interfaz) a desarrollar, el paso siguiente es crear un diagrama general

de entradas y salidas a manera de nivel superior de detalle. Dicho diagrama se presenta en la Fig.

Paré del'si Comportamiento en el tiempo
arametros del sistema —> ——>» de variables para el Dron
Parametros de simulacion Interfaz

Seleccion del tipo de — Iy Emulacion del Dronen el

escenario de control espacio de movimiento

Figura 28. Representacion de nivel superior de detalle para desarrollo de interfaz
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Parametros de la planta

—>
Parametros de simulacién Slmu!acnon de Comportamiento en el tiempo de
> ecuagones del > variables para el Dron
Seleccion de tipo de sistema
—>

escenario de control

Figura 29. Representacion de primer nivel de particion para subproceso de simulacion

Comportamiento en el tiempo
de variables del Dron
Animacién Emulacpn del Dro.n gn

el espacio de movimiento

Parametros de simulacién

Figura 30. Representacion de primer nivel de particion para subproceso de animacion

Particion de primer nivel. Una primera particién se logra incorporando el bloque que
realiza la solucién numérica de las ecuaciones del sistema, a partir de los pardmetros de entrada en

el modelo y los valores que configuran la simulacidn, segtin se muestra en la Fig. 29.

Asimismo, los resultados de este simulador serdn la entrada de un nuevo bloque encargado
de construir una animacién para emular el comportamiento del dron en el espacio de movimiento.
Una ilustracién para este segundo bloque se presenta en la Fig. 30 donde se observa también que

serd necesario configurar algunas opciones de simulacién incorporadas como sefial de entrada.

Finalmente, este primer nivel de particién se completa uniendo los dos subprocesos tal y
como se ilustra en la Fig. 31.

Particion de segundo nivel. A su vez, es posible abrir el bloque correspondiente a la si-
mulacién de las ecuaciones del sistema (segtlin se observa en la Fig. 32) para permitir incorporar la

seleccion del escenario de control que define una configuracion importante como lo es la forzante
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Pardmetros de la planta > .
P Comportamiento en el

Simulacién de i i
y . " tiempo de variables
ecuaciones del Animacién
del Dron

sistema

Seleccién de tipo de
escenario de control

Parametros de simulacion

Figura 31. Representacion de primer nivel de particion para desarrollo de interfaz

Parametros de la planta

¢Lazo abierto o
Seleccion del tipo de Lazo cerrado PID o u(t) Integracién Comportamiento en el tiempo
escenario de control realimentacion de numérica [ devariables del Dron

estados ?

Parametros de simulacién

Figura 32. Representacion de segundo nivel de particién para subproceso de simulacion

de entrada A7(¢) en el modelo. De manera similar, el bloque que realiza la solucién en el tiempo

para las ecuaciones del sistema es un integrador numérico.

Por tanto, en la Fig. 33 se muestra el diagrama de bloques resultante para este segundo y
definitivo nivel de detalle.

Seleccion de herramienta para implementacion. A partir del diagrama obtenido en la
Fig. 33, es claro que el corazén de la interfaz a ser disefiada es el integrador numérico que re-
suelve las ecuaciones del sistema. Como ya ilustrado en el Anexo 2, este integrador numérico ha
sido codificado empleando la funcién ode45 de MATLAB. Por tanto, con el objetivo de facilitar
la utilizacién de los desarrollos numéricos a disposicion, se presenta a MATLAB como la primera

opcidn para desarrollar la herramienta de software requerida.

Abhora bien, el segundo elemento importante de la interfaz es la animacién que permite emu-
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Parametros de la planta

¢Lazo abierto o
Seleccion del tipo de Lazo cerrado PID o u(t) Integracion
escenario de control realimentacion de numérica
estados ?

Comportamiento en el tiempo

Parametros de simulacién I, c
Animacién > de variables del Dron

Figura 33. Diagrama de interconexion de susbsistemas que conforman la interfaz de animacion
de la planta

lar el comportamiento del dron en el espacio de movimiento. Por tanto, aunque no es restriccion
que ambas componentes de la interfaz (simulador y bloque de animacién) sean desarrollados en
el mismo lenguaje de programacion, si se considera conveniente esta opcion por motivos ligados
principalmente a la reduccion en tiempos de desarrollo y a una mayor compatibilidad entre com-

ponentes.

Adicional a esto, se recuerda que MATLAB posee ademads de la consola de comandos y el
entorno de programacion grafico SIMULINK, un entorno para el desarrollo de interfaces de usua-

rio denominado GUIDE (Graphical User Interface Development Environment).

Tomando en consideracion todo lo anterior, se selecciona MATLAB vR2014a para construir
la interfaz de usuario que satisface los requerimientos de disefio ilustrados en el diagrama de nivel

de particién presentado en la Fig. 33.
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Controlador v2 -

Disefio de Controlador

Rls)—- Ps) )

i e [

Planta Contraladar

1 _k(sta) 12
s(s+2) cs) = +B) Parimetros
k= Bumin= Bimax= 1
@ o "
k= o= pr= 03

P(s) =

3483 1.05047 5859 = - =

i I 2225 0

Figura 34. Presentacion final para interfaz desarrollada

Descripcion de interfaz disenada. Procediendo con el disefo, se realiza codificacion en

MATLAB para el diagrama de bloques de la Fig. 33, asumiendo las siguientes variables de entrada:

= Pardmetros de la planta: [g, m, [, k¢, b, Jg, L, Ly, L7, A;];

= Seleccidn del tipo de escenario de control: [lazo abierto, lazo cerrado, PID, regulado espacio

de estados, seguimiento espacio de estados];

= Pardmetros de simulacion: [tiempo de simulacion, tiempo de perturbacion, amplitud de per-

turbacién],
y de salida:

= Comportamiento en el tiempo de variables para sistema dron: [posicién en eje z; dngulos
de balanceo ¢, cabeceo 0 y guifiada y; vector de velocidades de traslacién v; vector de

velocidades angulares 1; vector de forzantes de control At].

Asimismo, se requieren los comandos de control de interfaz siguientes:
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Reset: para reiniciar las variables del programa;

Tipo de visualizacion: para seleccionar el grafico de salida a visualizar;

Simular: para llamar el inicio de una simulacion;

Salida: para terminar el programa.

Todo lo anterior fue adecuado como se presenta en la Fig. 34, ilustrando la presentacion final de

la interfaz desarrollada.
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