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1. Los niimeros p-adicos

Los nimeros p-adicos fueron introducidos por Kurt Hensel en 1897 cuando mostré la relacién de las estruc-
turas de los anillos de factorizacién dnica Z y C[X] (el anillo de polinomios con coeficientes complejos),
con su cuerpo de fracciones respectivo, @ y C(X) . Esta relacién estaba dada asi:

U

Sim € Z y p- primo, con n; € N entonces existe B; € C,1 < j < k tal que m = £(p{*---p*) y
P(X) = a(X — By)™ -+ (X — By)™, luego se puede ver claramente que los niimeros primos son a Z
como los polinomios lineales a C[X]. (Z y C[X] son dominios de ideales principales, en los cuales todos
los ideales primos no nulos son maximales).

Ademds, dado que para un polinomio P(X), B € C, m € Z* y p -primo, es posible expresar

P(X)=) oj(X-BY,a;€CneN

Jj=0

m:Zajpj, Ogaj <p-—1,
=0

es evidente que en ambos casos se obtiene informaciéon sobre el comportamiento de series de potencias.
En la primera si B anula P(X) y en la segunda, si p divide a m. En el caso de P(X) observe que
se pueden considerar potencias negativas y en ese caso, se tiene una serie de Laurent, asi f(X) =
Yoaj(X —a), f(X)eC(X)yparaX €Q, X =3 a;p’, de esta forma Hensel vio que el conjunto

Jj=no j=no
de las series formales de Laurent en p forman el cuerpo de nimeros p-adicos, Q, 2 Q.

Operaciones en base p .

Para el caso decimal se tiene la descomposicién en base 10, por ejemplo
12453 = (1)10* + (2)10% + (4)10% + (5)10" + (3)10°.

Ademds, de 10, se puede hacer para cualquier p € Z \ {0}, en particular se trabajara con p primo.

Ejemplo 1.1. : Calcular 1244 y 725 en base 7.
1244 = (177)7+ 5= ((25)7 + 2)7T+ 5= (25)7* 4+ (2)7+5
=(7T+)TP+QT+5=3)T"+ D7+ (2)7T+5
725 = (103)7+ 4 = ((14)7+5)7+ 4= (14)7° + (5)7 + 4
= (N7 +(B)T+4=2)7+ (5)7 +4

Se denotara 1244 = (...003425); y 725 = (... 002054);.
Sean n,m € Ny p primo, existen k, 7 € N tal que

n=_(...a505_1...a100),

m = ( .. bjbj—l cee blbo)p
se define {¢;} como

C()an+b0 médp@a0+bozsop+607
ci=a1+bi+sy mod p< a; + by + sg = s1p+ ¢,

ci=a;+b+s,_1 méd p< a; +b; +s;i_1=s;p+ ¢,



entonces
n+m=(...Cp41Cn - - - C1C0)p,

donde M =méx{k,j} y0<cys1 <p-—1

Ejemplo 1.2. : Sean 10320 = (...042042); y 1244 = (...003425);, entonces

0 4 2 0t 4%t 2
+ 00 3 4 2 5
045 5 0 O

(-..042042)7 + (...003425)7 = (...045500),
(4)7* + (5)7% + (5)7% = 11564 = 10320 + 1244.

Ejemplo 1.3. : Calcular —12 en base 7.

-12=2 méd7& —12=(-2)7+2& —12=—-7—-T+2,
—12=(=7)+(=7)+(2)
= (...66660)7 + (...66660)7 4 (...00002)7 = (...66652)7.

Ejemplo 1.4. : Tomando 1140 = (3216); y 216 = (426)7, es claro que 1140 — 426 = 924 y 924 =
(2460)7. Pues bien,

(3216); = 3-7 + 2.7 + 1-7 + 6
- (426); = 4-7 4+ 2:7 + 6
3-7 — 2.7 — 1-7 + 0
Al igual que para la suma, el resultado obtenido no es un desarrollo 3-ddico. Para lograrlo, se debe

operar de la siguiente manera:

3.7 —2.77—-1.740=2-7+1-7"=2-77-1-740
=247 7P=2.7"—-1-740
=2-74+5-77—-1-740
=27 4+4-7?+1-7"-1-740
=274+ 4-TP+7-7—1-740
=2.74+4-74+6-7+0.

Luego, la resta se realiza de forma andloga a la usual restando las cifras correspondientes y cada
vez que debamos restar una cifra mayor a una que es menor, se debe tomar prestado de la cifra
anterior p unidades, en este caso 7, y se resta 1 a la cifra siquiente, es decir, utilizando congruencias
y "sustrayendo unidades”:

371 +7271 +71 6
— 4 2 6
2 4 6 0

Lema 1.1. Sea a = (...axa5_1 ...a109), la expansion en base p de a € N, entonces el desarrollo de
—a es el siguiente

—a=(..p=Dp-Dlp—1) —al...[(p—1) —a](p — a0))y-
Sean n,m € Ny p primo, existen k, 7 € N tal que

n=(...apa5_1...a100)p

m = ( .. bjbj—l e b1b0>p’

por otra parte

m ( .. b]b],1 ce blbO)p

(...b;...00), 4+ -+ (...0...000), 4+ (...00...0bp),,



entonces

nm = (...aga-1...a1a0)p(...bj...00), + -+
+ (. ap@r—1 ... a1a9)p(. .. 00...0bg),.

Sean n,m € Ny p primo, existen k, 7 € N tal que

n=_(..apak_1...0100),
m = ( . bjbjfl Ce blb(])pa

por otra parte

m ( .. b]b],1 N blbO)p

(...b;...00), 4+ (...0...5,0), + (...00...0b)p,

entonces

nm = (...akak—1 . ..a100)p(...bj...00), + -+
+ (- apag_1 - .- agag)y(. .. 00. .. 0by),.

Ejemplo 1.5. 1244 = (...03425)7 y 256 = (...00514);

00034235
x 0000514
0020336
+ 00 3 4 2 5
2406 4
0 2464316

ast
(...03425)7(...00514); = (...02464316)-.

Ejemplo 1.6. El desarrollo en base p de p" conn € N es

p" = (...0010...00),.

n—cCceros

Para el caso cuando la potencia es negativa se hard

p™=(...0,000...001),.

(n—1)—ceros

Se mostrard un algoritmo basado en el algoritmo de divisién de polinomios, que permite escribir a los
niimeros racionales en Q,,.

Note que hay racionales que ya se pueden escribir en base p. Por ejemplo

7 2:3+1 2 1

. = §+§:2.3*3+1.3—4:(o,0021).

Ahora, escribiendo % en base 5, se obtiene

2_;5 ()5 +5g2)5 s @5 4 (1572,

entonces
36

5 =
Pero hay racionales en @), cuyo desarrollo no es tan evidente. Dado que se admiten infinitas cifras a la
izquierda, para realizar la divisién, se pondra el divisor a la izquierda y el dividendo a la derecha, es decir,
con el orden inverso. Asi dados a = (...asa1a9), y b = (...babiby),, se desea hacer el cociente ¢, se

expresa:
ce b2b1b0 apa1as . ..

(...01,21)s.



Ejemplo 1.7. 1. Escribir % en base 3.

Dado que 7= (...0021)3 y 23 = (...000212)3 luego

20110

..0021 | 21200000. . .
—21100000. . .
00100000. . .
—0000000.. .

010000 ..

—12000.....

012222 ..
—12000. ..
00222...

Por lo anterior, 55 = (...0110201102)s.
23
2. Calcular T base 5: Claramente 23 = (---0043)5 y 11 = (---0021)5.

33324
...0021 | 340000 ..
—311000...
0344444444 . ..
—311000000...
033444444 . ..
—3110000. ..
0234444 . ..
—240000. ..
043444 . ..
—043100. ..
00340. ..

23
Por lo anterior, - (+--04233042333)s.

Definicién 1.1. Sea p un numero primo. Se define el orden p-ddico, ord,(z), de un x € Q de la
siguente manera:

i) St x € Z entonces ordy(x) es igual a la potencia mds grande de p que divide a x.
it) Six =%, cona,beZ yb#0, entonces ord,(z) = ordy(a) — ord,(D).
i11) ordy(0) = +00.
Sea p =7, se calculard ord;(28) y ordy (32)
» Puesto que 28 = 227!, entonces ord;(28) = 1.
= Dado que 13 es primo y 98 = 272, entonces ord; (52) =0 —2 = —2.
El orden p-adico también se denomina valuacién p-adica y se denota por v, ().

Lema 1.2. Para todo x,y € Q se cumple:
i) ord,(xy) = ord,(x) + ordy(y)
it) ordy(z +y) > min{ord,(z), ord,(y)}
Seap=17,
w ord;(28 - 98) = ord;(237%) = 3 = ord;(2%7") + ord;(2'7?)
» ord;(28 + 98) = ord,;(2'3*7') = 1 > min{1, 2}.



2. Valores absolutos sobre campos

Sea k un campoy R™ = {z € R : > 0} el conjunto de los nimeros reales no negativos. Un valor

absoluto sobre k es una funcidn
| ]:k — RT

que satisface las siguientes condiciones:
i) |x| =0siy sélosiz=0.
i1) |zy| = |x||y| para todo z,y € k.

iii) |z +y| < |z|+ |y| para todo z,y € k.

Un valor abosluto sobre un campo k es llamado no arquimediano si satisface ademas
|7+ y| < méx {|z], [y}

para todo z,y € k. En otro caso se dice que el valor absoluto es arquimediano.

Observacion 1

La condicién |z + y| < max {|z|, |y|} implica la condicién iii) de la definicién de valor absoluto porque
max {|z[, [y[} <[]+ |yl

Ejemplo 2.1. Sea k = Q, se define un valor absoluto sobre k como:

1.
r stx>0.
|x|: —z stx<0.

FEste wvalor absoluto se conoce como valor absoluto wusual, y se denotard por | - | y es
arquimediano, pues st x =y = 1 se tiene

|z + y[ =2 > mda{|z|, [y} = 1.

2. Sea k un campo, se define un valor absoluto sobre k como:
\x| _J 0 six=0.
11 sixz#0.
Este valor absoluto se conoce como valor absoluto trivial.

Proposicién 2.1. Si k es un campo de orden finito entonces el unico valor absoluto que se puede
definir sobre k es el trivial.

Demostracion. Sea |- | : k — R™ un valor absoluto sobre k. Para 0 se tiene que |0] = 0 por la
definicién de valor absoluto.
Si x € k es tal que x # 0 entonces 2™ = x, donde n € N es el orden de k. Luego,

2" = 2] = [2]" = |2| = |2 =1 = |z| = 1.
Asi, | - | es el valor absoluto trivial. O
Definicién 2.1. Sea p € Z un nimero primo fijo. La valuacion p—ddica sobre Z. es la funcion
v,: Z—{0} — R

definida como sigue: Para cada entero n € Z,n # 0, sea vy(n) el unico entero no negativo que
satisface

n=p*™n/, donde pitn'.



El dominio de la funcién v,(n) se extiende al campo de los nimeros racionales de la siguiente manera:
. _a
siz =% € Q—{0} entonces

vp(7) = vy(a) — v,(D),

con la convencion de que v,(0) = 4o0.

Observacion 2

El teorema fundamental de la aritmética garantiza la existencia y unicidad de la funcién v,(n),Vn € Z,
en la definicién anterior.
La valuacién p—3&dica de cualquier x € @ — {0} estd determinada por la férmula

x = p”p(“”)% donde a,b € Z y ptab.

Lema 2.1. Sim,n € Z entonces v,(mn) = v,(m) + v,(n).

Demostracion. Sean m,n € 7., se tiene

n = p™n’ donde ptn'.

y
m = p*™m/ donde ptm'.
Luego,
mn = p*™m/pr™p’ donde ptm'n'.
Asi,
mn = perm+e®min’ donde ptm/n'.
Por tanto, v,(mn) = v,(m) + v,(n). O

Proposicién 2.2. La valuacion p—adica cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualquier x € Q, el valor de vy(x) no depende de su representacion como cociente de dos
enteros.

2. vy(xy) = vy(z) + v,(y), para todo x,y € Q.

3. vp(z +y) > min{v,(x),v,(y)}, para todo x,y € Q.

Con la convencion de que x < 400 para todo x € R y x + co = 4o00.

Demostracion. 1. Sea x € Q tal que x = ¢ = § con a,b, c,d € Z. Se tiene que
ad = bc
= vp(ad) = wv,(bc),
= vp(a) +vp(d) = vp(b) + vp(c),
= vpla) —vp(b) = vy(c) —vy(d),
= w(3) = v (5)

Asi, el valor de v,(x) no depende de su representacién como cociente de dos enteros.

2. Para el caso en el que x = 0 0 y = 0 la condicién se cumple claramente. Sean z,y # 0 y ademas
r=73yy=7g, se tiene

vp(x) +up(y) = vp(a) —v,(b) +v,(c) — v,(d)

= vp(a) + vp(c) — (vp(b) + v,(d))
= vy(ac) — v,(bd)

= ()

= Up(xy)'



3. Para el caso en el que x = 0 o y = 0, las condicién se cumple claramente. Sean x,y # 0y
ademés x = 3 y y = 3, por la observacion anterior,

vy (z) @ v c
/ C/
_ pt (pvp(z) tb/ _'_pvp(y)tg) :

donde ¢ =min {v,(z),v,(y)}. La dltima igualdad implica que

(2 +y) = minfu,(z), vp(y)}-

Definicién 2.2. Para cualquier x € Q, se define el valor absoluto p-ddico de x como

2], = p @ sz 40,
P o six=0.

Proposicién 2.3. La funcidn |-|, definida anteriormente es un valor absoluto no arquimediano sobre

Q.
Demostracion. 1. Por definicién |z|, = 0 si y sélo si x = 0.
2. Sean z,y € Q, si alguno de ellos es cero entonces |zy|, = 0 = |z|,|y|,.
Para z,y # 0 se tiene
|:L=y|p — p_vp(xy) — p—’Up(I)—’Up(y) — p_vp($)p_vp(y) — |x|p|y|p‘
3. Sean z,y € Q, si alguno de ellos es cero entonces |x + y|, =max{|x|,, ly|,}-
Para x,y # 0, sea k :=méax{—v,(z), —v,(y)}, luego k = —min{v,(x),v,(y)}.
Por la proposicién anterior,
vl +y) > —k
= k> —vy(r+vy)
— pk > porlety),
Asf, méx{[z|,, [yl,} = |2+ ylp-
[
Propiedades

Algunas propiedades de los valores absolutos se enuncian en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4 ( Proposition 1.6, [1] ). Sea k un campo y |- | un valor absoluto sobre k, para todo
x,y € k se cumple:

11 =|-1=1,

2. |zl =] —=zl,
S|zl = lyllr < |z £yl
4. o =yl < x|+ yl,

5. |5 = 2 donde y # 0.

ly|
| - |r denota el valor absoluto usual definido en R.

Demostracion. 1.
1 =1 =11]= 1] =1.

Por otro lado,

L= |1 = [ = | -1 -1 = |- 1P = | -1 = 1.



2. | =zl =|(-1)z| = | = 1[z] = |=].
3. Se tiene

yl=1ly+ (@ —2)] =y +2)+(=2)| <[y + 2|+ - 2| = |y + 2] + ]

= —ly+al <fzf=1lyl. (1)

Por otro lado,

| =lz+ -y =@+y)+ (Y| <|z+yl+| -yl =|z+yl+ |yl

= [z =yl <lz+yl (2)

De (1) y (2) se obtiene

—ly + | <lz| =yl < lz+yl = llz] = ylle < |z +yllr = |z +yl.

De la desigualdad anterior se sigue que

2] = [ =yl < o+ (=y)l = [lz] = |ylls < |z —y].
4o fw =yl <ol +| =yl = z[ + [y].

D.

X
= |yl |-
y

] 'x‘
— — = |—.

lyl |y

ol = |0

La siguiente es un caracterizacién de los campos no arquimedianos.

Teorema 2.1. Sea A C k la imagen de Z bajo la funcion f : 7 — k definida de la siguiente manera

1+1+---4+1 sin >0
—_—

f(n)= 0 sin=20
—(1+1+---4+1) sin<O.

—n veces

Un valor absoluto | -| sobre k es no arquimediano si y sdlo si |a| < 1 para todo a € A. En particular,
un valor absoluto sobre Q es no arquimediano si y sélo si |n| <1 para todo n € Z.

Demostracion. Sea |- | un valor absoluto no arquimediano sobre k.
Se probard por induccién que |f(n)| < 1 para todo n € IN.

Para n = 1 se tiene que |f(1)] = |1| = 1, asi la proposicién es valida para n = 1.
Supéngase que la proposicién es valida para n, es decir, si [f(n)| < 1, entonces para n + 1 se tiene

)] = L1+ 4 141 < mx{] f(n)], 1} = 1

n

Asi, |f(n)| <1 para todo n € IN.

Por propiedad, |z| = | — x|, sin € Z y n < 0 entonces
fn)|=]-Q+1+---+1)|=[1+1+---+1| <1
G ~— -4 N ——— —

Para n = 0, se cumple que |f(0)] = 0 < 1. Por tanto, |a| < 1 para todo a € A.

Inversamente, sea | - | un valor absoluto sobre k, tal que |a| < 1 para todo a € A.
Se probard que |z + y| < max{|z|, |y|} para todo z,y € k.
Si y = 0 entonces se cumple que |z + y| < max{|z|, |y|} para cualquier z € k.
Si y # 0 entonces se cumple la siguiente equivalencia
1 1} .
)

|z +y| < méx{|z], |y|} <= '% + 1‘ < méx{‘—




Asi, basta con probar que |z + 1| < méx{|z|,1} para todo z € k.
Sea x € k, para m cualquier entero positivo se tiene

> (1)

k=0

|z + 1™ =

Luego,

implica -
1" <Y el
k=0

Si |z| > 1 entonces |z|* < |z|™ para todo k = 0,1,--- ,;m y si |z| < 1 entonces |z|* < 1 para todo
k=0,1,--- ,m. Asi,

D laf* < (m+ Dmax{1, [}
k=0

= |z + 1] < ¥Ym+ 1 (max{1,|z|}).
Lo anterior se hizo sin importar el nimero m, es decir, la tultima desigualdad es véalida Vm € IN.
Haciendo m — oo y usando lim,, .o, ¥/m + 1 = 1, se obtiene
2+ 1] < max{e], 1},

tal como se queria demostrar.

]

Ahora se puede justificar de alguna manera la diferencia entre un valor absoluto arquimediano y un valor
absoluto no arquimediano.

Definiciéon 2.3. Un valor absoluto es arquimediano si tiene la siguiente propiedad:
Dados z,y € k, © # 0, existe un entero positivo n tal que |nz| > |y|.

La propiedad anterior es conocida como la propiedad arquimediana. Esta propiedad se cumple para Q y
R con el valor absoluto usual. Se puede ver que la propiedad arquimediana es equivalente a

sup{|n| : n € Z} = +o0.

Es decir, hay enteros arbitrariamente “grandes”. Con esta caracterizacion, se observa que un valor absoluto
no arquimediano no tiene la propiedad arquimediana.

Métrica inducida por un valor absoluto

Sea k un campo y | - | un valor absoluto sobre k, se define la distancia d(z,y) entre dos elementos
x,y € k como

d(x,y) = |z —yl.
La funcidén d(x,y) es llamada la métrica inducida por el valor absoluto.
El nombre de métrica esta justificado por la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5. Sea k un campo y |- | un valor absoluto sobre k, entonces la métrica inducida por
el valor absoluto es efectivamente una métrica.

Demostracion. Para cualquier valor absoluto sobre k se cumple:
1. d:k — R*.

2.
d(z,y)=lz—y|=20 Vryek

Ademas,
dlz,y)=|lr—yl=0cr—y=0&z=4y.



4.
d(z,y) = |z—y|
= |z —y+(2—2)|

= |z -2)+(z-y)|
< Jz—z+lz -yl
d(z,z) +d(z,y) Vz,y,z €k

De 1,2,3 y 4 se concluye que la métrica inducida por el valor absoluto es una métrica.

[
Proposicién 2.6. La funcion valor absoluto, |- | :k — RT | es continua.
Demostracion. Sea x € ky e > 0, si |x — y| < € entonces
2] = lylle < o -yl <e.
Asi, | - | es continua en x.
Como z € k se tomé de manera arbitraria se obtiene que | - | es continua. [

La siguiente proposicién da una primera consecuencia de dotar a un campo con una topologia inducida
por un valor absoluto.

Proposicién 2.7. Sea k un campo con un valor absoluto | - |. Las operaciones de suma, producto y
tomar inversos son funciones continuas.

Demostracion. 1. Sean xg, 1o € k fijos. Para cualquier ¢ > 0, tomando § = £, se tiene que si

€

29
lzo — x| <d y |yo—y| <o

entonces

€

€
(o +30) = (@ +y)l < 2o — 2]+ yo —yl < 5+ 3

— €.

Por lo tanto, la suma es una funcién continua.

2. Sean z¢, yo € k fijos.

Para cualquier € > 0, tomando 6 =min{ 57 T 1}, se tiene que si

B0l T 1) 2071
lzo—| <y |yo—yl <4,

entonces

[yl = |y —yo +yol < |y — ol + 1ol <1+ |yl
Asi,

|zoyo — xy| \oyo — oy + Toy — Ty,

< |zollyo — y| + |y||zo — |,
€ €
< |wolz——n + (1 + |y <—)
ol Ty T D S
€+€
2 2’

= e
Por tanto, el producto es una funcién continua.

3. Sea z( € K fijo. Para cualquier € > 0, tomando § = € se obtiene

|t —xo] <d=|—2z— (—x0)| =|zo— 2| <I=¢.

En consecuencia, la operacién de tomar inversos aditivos es continua.



4. Sea zo € k \ {0} fijo. Para cualquier € > 0, tomando § =min{!2l M}, se tiene que si

2 2
|zg — x| < 6,
entonces
o] = |zolle < Jo—=zol < 2,
— bz — | < %,
= Blo< el < %
N 1 < Z
|| |zol
Asi,
1 1 |z — 2]
o T |~”C||$o|’
() (o) (55°)
ENYARNES 2 )’
= €.

Por tanto, la operacién de tomar inversos multiplicativos es continua.

]
Proposicién 2.8. Sea k un campo y sea | - | un valor absoluto no arquimediano sobre k. Si x,y € k
y |x| # |y| entonces
|z +y| = mda{|z], [y]}.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea |z| > |y|. Se tiene que
[z 4yl < || = max{[z],[y[}. ()
Por otro lado,
z=(z+y) -y = lo| <méx{|lz +yl |yl},
como |x| > |y, implica
max{lz +yl, |y} = |z +yl = [z] < [z +y[. (xx)
De () y (**) se obtiene |x + y| = |z|. O
Corolario 2.1. En un campo con un valor absoluto no arquimediano | - |, todos los “tridngulos”son

1sdsceles.

|z = 2]

ly — 2|

Demostracion. Sean x,y y z tres puntos del espacio (los vértices del triangulo). Las longitudes de
los lados del triangulo son las tres distancias

Dado que (z —y)+ (y — 2) =2 — 2.
Si |z —y| = |y — 2| el tridngulo ya es isdsceles.
Si |x — y| # |y — z| entonces por la proposicién anterior se obtiene

|z —z| = [(z —y) + (y — 2)| = méx{|z — yl, |y — 2]}

Asi, todos los tridangulos son isésceles. O]



3. Valores Absolutos sobre ()

El objetivo es caracterizar los valores absolutos sobre @), de acuerdo a la topologia que generan. Dos

valores absolutos | - |1 y | - |2 sobre un campo k se dicen equivalentes si definen la misma topologia sobre
k.

Lema 3.1. Sea k un campo y |- | un valor absoluto definido sobre él. Se tiene que

lim 2" =0 < |z| < 1.

n—oo

Demostracion. Supéngase que lim,,_,, ™ = 0 entonces para € = 1 existe N € IN tal que |z — 0] =
2" | = |z|™ < 1.

paran > N.

Luego, |z|Y < 1. Esto implica que |z| < 1.

Reciprocamente, si x = 0 no hay nada que probar. Para = # 0, sea € > 0.
Como |z| < 1 entonces I?l\ > 1.

Luego, existe h € R con h > 0 tal que ﬁ =1+h.
Por la desigualdad de Bernoulli se tiene

1 k
(E) =(1+hF>1+kh VkeN.

Por la propiedad Arquimediana existe N € IN tal que Nh > % — 1, es decir,
1+ Nh> 1
Luego,

1

1 N
—— > - = > |zV.
Pk |z

Asi, para n > N se tiene que |z|" < €.
Por tanto, lim,,_,., 2™ = 0. O

Lema 3.2. Sean | - |1 y | - |2 valores absolutos sobre un campo k. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) |11y |- |2 son valores absolutos equivalentes;
1) Para cualquier x € k se tiene que |z|; < 1 si y sdlo si|z|y < 1;
i1i) Existe un nuimero real positivo « tal que para cada x € k se tiene

|z = |2[3.

Demostracion. Para demostrar que ¢) implica ii), sea x € k tal que |z|; < 1, por el Lema 3.1 se tiene
que lim,,_,, ™ =0 con | - |;.

Como los valores absolutos son equivalentes entonces todo abierto de (k, d).|, ) es un abierto en (k, d}.}, ).
Asi, lim, oo 2™ = 0 con | - |2 y por el lema anterior se obtiene |z|y < 1.

De manera andloga se prueba que si |z]o < 1 entonces |z]; < 1.

Para demostrar que i) implica #i7), se distinguen dos casos. Si | - |; es el valor absoluto trivial para
x # 0,1 se tiene que si |z|; = 1 entonces |z|o = 1, pues de lo contrario se obtiene que |z|; # 1 siendo
una contradiccién a que | - |; es el valor absoluto trivial.

Si |- |1 no es el valor absoluto trivial entonces existe xy # 0, 1 tal que |zo|; < 1.
Luego, |zg|2 < 1. Sea
a = l0g|g,|,|Tol1-

Con esto |zgl1 = |zol$-

Se tiene que o > 0 pues de lo contrario se obtiene |zo]; > 1, lo cual no es posible por que |zg]; < 1.
Dado z € k, se tienen los siguientes casos:

Si |x|; = 1 entonces |x|s = 1 pues de lo contrario se obtiene que |z|; # 1 siendo una contradiccion.
Asi, |z]y = |z]3.



Si |z[1 = |zo|1 entonces [z = |zg|a, por que si |z[z < |zol> entonces |-|o < 1 esto implica que
251 <1y ast |z]1 <|2ol1, que es una contradiccién a la suposicién inicial. Analégamente se obtiene
una contradiccién al suponer |z|y > |zo]2.

As, ]y = [zol1 = |2ol5 = [2]5-

Si|z|y # 1y |z]1 # |wo|1 entonces sea

m m
S:{r:E:m,nelN y x| <|$0|1}.

Se tiene
m m m n xm
— €S = |z|];" <ol = |2|]" < ||} = || <1,
n Lo 1
de ahf que |%-| < 1 implica que |z|5" < |xo|h, por lo anterior, |x|2% < |zola-
2
Asi,

m m m m
S:{r:g:m,nG]N y |zly <|x0|2}:{r:g:m,nE]N y |zl <|x0|1}.

Es decir,

m n m n
S={r=g:m,nelN y lelz <lawoly}y ={r=—:mmneNy Ix|1<|wolr}-

Sean

s = logjwe, |1 Yy t = 10g|zy|s|T]2-

Se obtiene,

1 1
S—{T—T:m,nE]N Y 3<—}—{r—m:m,n€]N Y t<—}.
n n T

r

Sis#tsetiene que s <tdét<s.

Si s < t entonces existe p € Q tal que s < p < t, luego se tiene que % € S pues s < T = p. Por

SIS

otro lado, }—17 ¢ S pues T+ = p < t, luego }D eSy ]lj ¢ S con contradiccién. Andlogamente si t < s se

p
obtiene una contradiccién, entonces s =t y por lo tanto,

|1 = |2ol] = (|z0l3)” = (|wo]*)* = |25
Para demostrar que #i4) implica i), sea B), (z,r) una bola abierta en (k,d|.,).
Como para cualquier z € k se tiene que
|21 = |23

con < un nuamero real positivo.
Luego,

yeB(r,r)<=lr—yh<r<=lz—ylf <r<=|z—y| < Ir

en consecuencia, y € By, (z, {/T).
Asi, toda bola abierta en (k, d|,,) es una bola abierta en (k, d|.,). Por tanto, |-|1 y |-|2 son equivalentes.
[l

Los siguientes corolarios se obtienen como consecuencia inmediata del Lema 3.2.

Corolario 3.1. En el campo de los numeros racionales, el valor absoluto usual no es equivalente a
ningun valor absoluto p—ddico.

Corolario 3.2. En el campo de los nimeros racionales, si p,q son primos distintos entonces | - |, y
| - |4 mo son equivalentes.

Lema 3.3. Sea | -| un valor absoluto definido sobre Q. Si se conoce |n| para todo n € IN entonces se
puede determinar |z| para todo x € Q.

Demostracion. Por definicién se tiene |0] = 0. Para n entero negativo se tiene que —n € N, entonces
In| = | — n|. Para cualquier n € Z — {0} se tiene que |+| = ﬁ Asi, si ¢ € @Q se tiene || = |al|3| =

la|
o] - [l



Lema 3.4. (Ostrowski) Cada valor absoluto no trivial sobre Q) es equivalente a uno de los valores
absolutos | -|,, donde p es un nimero primo o p = 0o, recordando que |- | es el valor absoluto usual.

Demostracion. Sea | - | un valor absoluto no trivial sobre @, se distinguen dos casos:

1. Si |- | es arquimediano, sea ng el menor entero positivo para el cual ng > 1, existe tal entero
por que de lo contrario | - | serfa no arquimediano. Sea a = logy,|no|, entonces |ng| = ng. Se
probard que |z| = |z|% para todo x € Q, por el lema anterior basta con verificar esto para
n € IN. Sea n € IN escribiendo n en base ng se obtiene

2 k
n = ag+ a1Ng + AoNg + - -+ + agnyg

con0<a;<ng—1lparai=1,--- ,kyas#0.

Tomando valores absolutos se obtiene

lag + aino + agng 4+ -+ akn’3|
< Jao| + |a1||no| + laz||nol* + - - - + |a||nol*

= |ao| + |a1|ng + |as|ng® + - - - + |ak|ng®,

7]

como ny es el entero mas pequeno cuyo valor absoluto es mayor que 1 se tiene que |a;| < 1 para
1=1,---, k. Luego,

L+ng +nd* + - +nge,

nE (1 4+ ng® +ng 2 + - +ng*),

[oe)
ka —ia
U E:”o )
=0

«
— pka "o
O \ng -1

Sea C' = —8_ Se tiene que C' > 0. Entonces In| < Cnk~ < Cn®. Esta tltima desigualdad es

ny—1"
valida para cada n € IN, pues n se tomé de manera arbitraria.
N

IN

Aplicando la desigualdad a un entero de la forma n" se obtiene

InV| < OnNY = |n| < VCn?,

haciendo que N — oo se obtiene |n| < n® pues limy_,o vV C = 1. Esta desigualdad, es vélida
para cualquier niimero natural n por ser n arbitrario.

Por otro lado, como ni™ > n > nk se tiene

ng = g,
< ||+ Ing™ —nl,
Luego n(()kﬂ)a — [nf™ — n| < |n|, implica nékH)a — (nf™ —n)® < |n|. Ahora como n > nk se
obtiene
[l 2 ng™V = (ng™ —ng),
1 (03
()
No
= C”nék+l)a,
> (O'n®,

donde C"=1—- (1 — nl—O)a > 0 y no depende de n.



Aplicando la desigualdad a n¥ se obtiene

N > O0'nN = |n| > VO'n®
]

haciendo que N — oo se obtiene |n| > n® pues limy_,o, VC’ = 1. Asi, |n| = n®. Por tanto,
In| = |n|%, para todo n € IN, tal como se queria probar.

2. Si|-| es no arquimediano se tiene que |n| < 1 para todo n € Z. Luego, por ser |- | distinto del
trivial, al menos para un m € Z se tiene que |m| < 1.

Sea ng el menor nimero natural para el que |ng| < 1, ng es primo, por que de lo contrario
existen enteros a,b tales que 1 < a,b < ng y ng = ab, por la eleccion de ngy se tiene que
la| = |b] =1y asi |ng| = 1, contradiciendo el hecho de que |ng| < 1.

Sea entonces ng = p. Se probard que |z| = |x|;‘; para todo x € Q, por el lema anterior basta
con mostrar esto para n € IN.

Sean n € Ny o = logi|p|. Si p 1 n entonces n = pg + r donde 0 < r < p, por la eleccién de p
P
se tiene que |r| = 1.

Ademéds, |pg| < 1 pues |p| < 1y |g| < 1. Esto implica que |n| =max{|pq|,|r|} = 1, esto dltimo
es consecuencia de la Proposicion 2.8.

Por otro lado, para n tal que p|n se tiene que n = p’n’ con p 1 n/. Entonces

v v 1 s «
inl = pP"In] = [pl" = (—) s

p

Por tanto, | - | es equivalente a | - |,.

]

Este teorema dice que si se quiere estudiar ) con algun valor absoluto no trivial, esencialmente sélo se
tienen dos opciones: el valor absoluto trivial y algin valor absoluto p-adico.

Completaciones

El objetivo es obtener el campo de los nlimeros p—adicos, @), mediante un proceso de completacién al
campo de los niimeros racionales ().

4. Sucesién de Cauchy
Sea k un campo y sea | - | un valor absoluto sobre k.

1. Una sucesién de elementos de k, {z,}, es llamada una sucesién de Cauchy si para cada ¢ > 0
existe M € N tal que |z, — z,,,| < € siempre que n,m > M.

2. El campo k es llamado completo con respecto a | - | si cada sucesién de Cauchy de elementos
de k tiene un limite en k.

Lema 4.1. Una sucesion {z,} de nimeros racionales es una sucesion de Cauchy con respecto a un
valor absoluto no arquimediano | - | si y sdlo si se tiene

lim |z,41 — x| = 0.
—00

Demostracion. Sea e > 0, por ser {x,} sucesiéon de Cauchy existe N € IN tal que si m,n > N,
entonces |z, — Z,,| < €. En particular, si n > N entonces |z,+1 — z,| < €. Asi,

lim |x,41 — 2, =0.
— 00
Reciprocamente, sea € > 0, como lim,,_, |z,+1 — 2, = 0 existe N € N tal que si n > N

entonces |T,41 — T,| < €.
Sean n,m > N, sin pérdida de generalidad se considera m > n, entonces m = n + r. Luego,



Ty — l'n’ = ‘anrr — Tngr-1 + Tptr—1 — Tn4r—2 + Tpgpr—2 — =+ Tpy1 — xn’
S méx{|'rn+7‘ - xn+r—l|7 |xn+r—l - xn+r—2|a Ty |xn+l - xn|}
<

€.

Asi, {z,} es una sucesién de Cauchy. O

Teorema 4.1. El campo Q de numeros racionales no es completo con respecto a cualquiera de los
valores absolutos no triviales.

Demostracion. Por el Lema de Ostrowski (Lema 4) es suficiente probar esto para los valores absolutos
| - |, donde p es un niimero primo é p = oo.

Es bien sabido que @ no es completo con |- |, entonces solamente se analiza el caso cuando p es un
nimero primo.

Sea Q) con el valor absoluto | - |,, donde p es un nimero primo fijo. Considérese la sucesion
@y =1+p+p +p°+- - +p"
Se tiene que la sucesion (a,) es de Cauchy, pues

lfm |a,y1 — anl, = Hm [p"*, = lim p™ ' = 0.
n—oo n—o0 n—oo

Ademss, a, converge al ntimero 1 +p+p?> +p> +---+p* +---.

Sil+p+p>+p>+---+p*+--- es un nimero racional s, se tiene que
s=1+p+p*+p*+-4p"+- - =14+pl+p+p* +p*+-- 4" +---)=1+ps.

Es decir, s es igual a un nimero mayor que el, lo que es una contradiccién. Asi, 1+ p + p? + p* +

<+« 4+ p" +--- no es un numero racional.

Por tanto, Q con el valor absoluto | - |, no es completo. [

Definicién 4.1. Sea |-| = |- |, un valor absoluto no arquimediano sobre Q. Se denota por C o C,(Q),

el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de Q con respecto a | - |,, es decir,

C=0C,(Q) ={(xn) : (x,) es una sucesion de Cauchy con respecto a |- |,}.

Proposicién 4.1. Definiendo

(@) + (Yn) = (@0 +Yn),
(xn) ’ (yn) = (xnyn)a
0 = (0)y
1 (1).

Se tiene que C es una anillo conmutativo con unidad.

Demostracion. Para ver que la suma es cerrada en C sean (x,), (y,) € C y € > 0, existen Ny, Ny €
IN tal que si m,m > N; entonces |z, — x,,| < € y si m,n > N, entonces |y, — ym| < €. Sea
N =méx{Ny, Na}. Si n,m > N entonces

|xn+yn_(xm+ym)| = |(In—xm)+<yn_ym)|v
S méX{’$n—$m’,\yn—ym|},

= €.

Asi, (@, +yn) € C.

Para probar que el producto es cerrado en C primero se vera que toda sucesién de Cauchy es acotada.
Sea (x,,) una sucesién de Cauchy, para e = 1 existe N € IN tal que si n,m > N entonces |z, —z,,| < 1.
En particular |z, — xy| < 1 si n > N, entonces



2] = |z|n|R < |20 —2N8] <1

Luego, —1 < |z,| — |xny| < 1 si n > N. Esto implica que |z,| < |zy|+1sin > N.

Sea k =max{|zy|, |xa|,- - ,|zn]|, |zn| + 1}. Se tiene que |z,| < k para todo n € IN. Asi, la sucesién
(x,) estd acotada. Se probara ahora que el producto es cerrado.

Sean (x,), (y,) € Cy € > 0, por lo anterior existen ki, ka € R mayores que cero, tal que |z,| < ki y
|yn| < ko para todo n € IN.

Sea k =méx{ky, ko}. Para ; existen Ny, Ny € N tal que si n,m > N; entonces |z, — Tp| < 7 ¥ si
m,n > Ny entonces |y, — ym| < £. Sea N =mdx{Ny, No}. Si n,m > N entonces

|yn(xn - xm) + xm(yn - y’m)|7

méx{|yn||xn - xm|a |xm||yn - ym|}7

méx{k%,ki},

IN

A\

€.

Asi, (z,y,) € C.

Las propiedades de Anillo se heredan por ser Q un campo y de la definicion de las operaciones,
también comprobar que el elemento neutro es 0 = (0) y el elemento unidad es 1 = (1) se sigue de la
definicion de las operaciones. O

Lema 4.2. La funcion f: Q — C definida por f(x) = (x) es una inclusion de Q en C.

Demostracion. La funcién estd bien definida y es inyectiva pues

7=y (@) = (y) <= f(&) = f(y).

Ademds es un morfismo de anillos, pues f(x +y) = (x+y) = () + (y) = f(x) + f(y), fF())=(1) y
flzy) = (zy) = (2) - (y) = f(z) - f(y). H

Definicién 4.2. Se define N' C C como el conjunto

N ={(zn) : 2n — 0} = {(x,) : nh_g)lo |[Znlp =0, }

es decir, el conjunto de sucesiones que convergen a cero con respecto al valor absoluto | - |,.
Proposicién 4.2. N es un ideal en C.

Demostracion. Se tiene,
1. (0) € N pues lim,_ [0], = 0.
2. Si (x,), (yn) € N para € > 0 existen Ny, Ny tal que si n > Ny y m > Ny entonces
[Talp <€ Y |Tmlp <e
Sea N =max{Ny, No}. Para n > N se tiene |x, + yn|p <max{|z,|p, |ynlp} < €

— lim z, +y, = 0.

Ast, (zq) + (yn) €N

3. Sea (yn) € Cy (x,) €N, se tiene (2,)(yn) = (TnYn), luego |TuYnlp = |Znlp|ynlp, como (y,) € C
entonces existe k € R tal que |y,|, < k para todo n € IN.

Luego,

lm |z, |p|ynl, < lim klz,|, = 0= lm |z,y,|, = 0.
n—oo n—oo n—oo

Asi, (x,)(yn) € N



Lema 4.3. La funcion f : Q — C definida por f(x) = (x) es una inclusion de Q en C. Si (x,,)
es una sucesion de Cauchy tal que x,, - 0 entonces existen ¢ > 0 y N € IN tal que |x,|, > ¢, para
n > N.

Demostracion. Puesto que z,, - 0 existe e > 0 tal que para todo M € IN se cumple |zy|, > € para
algin k > M.

Para este € > 0 existe N € N tal que si m,n > N’ entonces |z, — z,,|, < €. Sea N € IN tal que
|zNn|, > €y N > N'. Para cualquier n > N se tiene

|z, — xN]p <,
= ||z, — |zn]lr < |zn — 2Ny <,
= —e <z, — |zNn]p <§,
= |zn|p — € < |Tulp

Poniendo ¢ = |zy|, — € se cumple que |z,|, > ¢ > 0, para todo n > N. ]
Proposicién 4.3. N es un ideal mazimal en C.

Demostracion. Sea I un ideal de C tal que N C I y N # I, se probard que I = C.
Como I # N existe (z,) € I tal que x,, - 0, usando ademds, que (z,,) es una sucesién de Cauchy,
por el Lema 4.3 existen ¢ > 0y N € IN tal que si n > N entonces |z,|, > c. Se define (y,,) como

- 0, sin<N,
Yn = xl sin > N.

?
n

Se tiene

1 1

\ynﬂ - yn’p = m - iU_n

_ |xn - xn+1|p |xn - xn+1’p
2

para n > N.

p |Tnrlplzaly c
La sucesion (z,) es de Cauchy y por Lema 5, se tiene lim, o0 [Zn41 — Znlp = 0,

‘xn - xn+1|p

— 1 |yni1 — ynlp < lim - =0 = 1fm |yps1 — Ynlp = 0.
n—o0 n—00 C n—00

Entonces por Lema 5, se obtiene que (y,) es sucesién de Cauchy.
Luego, (2,,)(yn) € I por ser I un ideal de C.
Por otro lado,

( )_ 0 sin< N
Tn¥n) =11 sin>N

Entonces 1 — (z,y,) € N, sea (z,) = 1 — (z,yn). Luego, 1 = (z,yn) + (2,) € I pues (z,), (x,y,) € 1.
Asi, I = C y por tanto N es maximal en C. O

Definicién 4.3. Se define el campo de los numeros p—ddicos como el campo
Qp = ./T/

Observacion 1 La inclusién natural de los niimeros racionales Q en Q,, Q — Q,, es la funcién que a

cada = € Q le asigna la clase de equivalencia de la sucesién constante (x), esto porque dos sucesiones
constantes nunca difieren por un elemento de N .
Para extender el valor absoluto al campo Q),,, se mostrara primero un hecho de las sucesiones de Cauchy.

Lema 4.4. Sea (x,) € C, (x,) ¢ N. La sucesidn de nimeros reales es eventualmente estacionaria,
es decir, existe un entero N tal que |x,|, = |Tm|p, si m,n > N.



Demostracion. Como (z,) es una sucesién de Cauchy que no tiende a cero, por el Lema 5 existen
c>0y N; € N tal que

n> Ny = |z,|, > c¢>0.

Por otro lado, existe Ny € IN tal que

n,m > Ny = |z, — x|, < c.

Sea N =méax{Ny, No} si n,m > N entonces

[T = Tmlp << Tnlp ¥ [T0 — Tilp < ¢ <amlp

Luego, si n,m > N entonces |z, — |, <max{|Zy|p, [Tmp}-
Como todos los tridngulos son isdsceles, se obtiene |z,|, = ||, si n,m > N. O

Definicién 4.4. Si A € Q, y (x,,) es cualquier sucesion de Cauchy representante de X, se define

Alp = nlgrolo |Znlp-

Observacion 2

Abusando de notacién, se suele usar el mismo simbolo (| - |,) para representar al valor absoluto p—adico
sobre Q y Q,, porque después solamente se trabajara con Q,,.

Proposicion 4.4. El limite de la definicion anterior estd bien definido.

Demostracion. Se tiene,

1. EIl limite existe pues por el lema anterior existe N € IN tal que

|Tnlp = |Tmlp st myn > N. Asi, limy, o0 |[T0]p = |28 ]p-

2. El limite no depende de la eleccién de la sucesién representante de A, pues si (z,) y (y,) son
representantes de \ entonces (z,,) — (yn) = (2, — yn) € N.

Sea € > 0, existe N € IN tal que si n > N entonces |z, — yn|, < €. De donde

||xn|p - |yn’p|1R < |z, — yn’p <€= Hxn’p - |yn‘p|]R <€

— lim [anlp = [ynlp = 0 = lm ||, = Hm [yap.

Proposicién 4.5. La funcion | - |, : Q, — RT, definida anteriormente es un valor absoluto no
arquimediano.

Demostracion. Se tiene,

1. Si |A|, = 0 entonces lim,,_, |2,|, = 0 para toda sucesién representante de la clase A. Entonces
(xn) € N, es decir, A = 0.

Por otro lado, si A = 0 entonces para algin representante (z,,) de A se tiene que lim,,_, |2, |, =
0, ast [A[, = 0.



2. Se tiene,

AlplBly = Hm |z, lm [y, ],
=l [z, [ynlp,

= Hm |xnyn|107
n—o00

= |/\5|p'

3. Por el Lema 4.4 existen naturales Ny, Ny y N tales que |z,], = |z, [p st n > Ni, [Ynlp = [Ynslp
sin> Noy |z, + Ynlp = [TN, + Ynylp 51 > Ns.

Sea N =max{Ny, N2, N3}, entonces |A + 5|, = limy, o0 |Tn + Ynlp = |28 + yn]p,

’)‘|p = limy, 00 |$n|p |IN|p y |5|p = limy, 00 |yn|p ’yN|p

Usando la desigualdad |zn + yn|, <max{|zy|,, |yn|p} se obtiene
A+ Blp <méx {[Al,, [B],}-

De 1,2 y 3 se concluye que | - |, es un valor absoluto no arquimediano. O

Observacion 3 De la definicién se puede observar que la imagen de QQ bajo | - |, es igual a la imagen de

Qp bajo | - |,.
Ademas, si x € Q y A, es su imagen bajo la inclusién, por la definicién se obtiene que |x|, = |\;|,-

Proposicién 4.6. La imagen de Q bajo la inclusion QQ — Q, es un subconjunto denso en Q,.

Demostracion. Sean € > 0y A € Q,. Se construird una sucesién constante que esta contenida en
B(\€).

Sea (z,,) una sucesiéon de Cauchy representante de A y sea ¢ > 0 tal que € < e.

Como (x,) es de Cauchy existe N € N tal que si m,n > N entonces |z, — x,,| < €. Sea y = xy, se
construye la sucesion constante (y).

Si p € Q, es representada por (y), se tiene que 5 es la imagen de y € Q bajo la inclusién. Luego,
A — [ es representada por la sucesién (z,, — y) y entonces

(2, — y)|p = 7}1_{20 | — y|P‘

Para n > N se tiene |z, — y| = |z, — zn| < €.
Asi,

lim |z, —y|, <€ <e

n—0o0

Por tanto, 8 € B(),¢). O
Proposicién 4.7. Q, es completo con respecto a | - |,.

Demostracion. Sea (\,) una sucesién de Cauchy de elementos de Q.
Por la proposicién anterior, para cada ¢ € IN existe 3; que es clase de equivalencia de una sucesion
constante de nimeros racionales (y;) y satisface

1
N — Bilp < o

Sea z; = y; para todo ¢ € IN.

Se tiene que (z;) es una sucesién de ntumeros racionales, se probara que es sucesiéon de Cauchy.

Sea € > 0, existe k € IN tal que L < ¢, luego por ser (\,) sucesién de Cauchy existe N € IN tal que si
n,m > N entonces |\, — Ap|p < %
Sea N =méx{k, N}, usando que f3, — (3, es la clase de equivalencia de la sucesién constante (z, —
Zm) = (z;), si n,m > N’ se obtiene



t = Zmly = lim |,

|Bn _ﬁm‘pv
= |ﬂn_)‘n+)\n_)\m+/\m_ﬁm|pa

< max{|Bn — Aalps [An = Amlps [Am = Bulp}
, {1 1 1}
< max<{ —, =, — 5,
n' k'm
1
=
< €.

Asi, (z,) es sucesién de Cauchy en Q. Sea A la clase de equivalencia de (z,) en Q,, se probard que
lim, oo Ay = A.

Sea € > 0, existe k € N tal que ¢ < e. Como (2,) = (y,) es sucesién de Cauchy en Q, existe N € IN
tal que si m,n > N entonces |ym, — Ynlp < 3.

Sea N' =max{k, N}, si n > N’ se tiene

|)\n - )"p = ’)‘n - Bn + Bn - )‘|p S méX{’)‘n - ﬁnl% |ﬁn - )\‘p}

como n > k se cumple |\, — B,], < % < %, ademas |5, — A, = Moo |20 — 2mlp < % pues si

m,n > N entonces [y, — Ynlp, < 7. Entonces,

1
|)\n_>\’p<E<6

Asi, lim,, oo A, = A. Por tanto, @, es completo. n

El siguiente teorema es muy importante, dado que resume todo el trabajo realizado.

Teorema 4.2. Para cada primo p € Z existe un campo Q, con un valor absoluto no arquimediano
|- |p, tal que:
P

1. Eziste una inclusion Q — Q,, y el valor absoluto inducido por | - |, sobre Q via esta inclusion
es un valor absoluto p—ddico.

2. La imagen de Q bajo esta inclusion es densa en Q, (con respecto al valor absoluto |- |,); y

3. Q, es completo con respecto al valor absoluto | - |,.

El campo Q, que satisface 1,2 y 3 es unico salvo isomorfismos que preservan valores absolutos.

Demostracion. Los incisos 1,2 y 3 fueron probados en las proposiciones previas al teorema.

Resta ver la unicidad. Sea K un campo que satisface las condiciones 1,2 y 3 del teorema, entonces
existe una inclusion h de Q en K tal que la imagen de QQ es densa en K con respecto al valor absoluto
’ ) ‘p-

Sea g la inclusién de Q en Q,, entonces se forma la funcién f : Q, — K de la siguiente manera: si
A € Q, entonces por la densidad de ¢g(Q) existe una sucesion (z,) tal que z, — Ay z, = g(z},) donde
21 € Q para todo n € IN.

El valor absoluto se mantiene igual en Q y en g(Q) entonces (z],) es sucesién de Cauchy en Q y luego
(h(z})) es sucesién de Cauchy en K, pues el valor absoluto se mantiene igual en K y en h(K).
Como K es completo existe k € K tal que k = lim,,_,, h(z],). Definiendo f(\) = k, se tiene

1. f estd bien definida y es inyectiva: sean (2,), (y,) C g(Q) tal que
lim,, o0 2n, = A = limy, o0 Y- Entonces z, = g(z,) v yn = g(y.,) con 2!y, € Q implica

lim z, = A= lim y, <= lim 2, —y, =0,
n—oo n—oo n—oo

si y sélo si

lim [g(z,) = 9(wn)lp = 0 <= lm [g(z,) — g(yn)|x =0,

n—oo

equivalente a

lim h(z,) — h(y,) =0 <= lim h(z)) = lim h(y,).

n—oo n—o0 n—o0



2. f es sobreyectiva. En efecto, sea w € K, existe (w,) C h(Q) tal que

lim,, 00 w, = w y w, = h(w),) donde w!, € Q para todo n € IN.

Se tiene (w!)) es sucesién de Cauchy en Q entonces (g(w

A € Q, tal que lim,,_,~, g(w],) = A entonces f(\) = w.

/

') es sucesion de Cauchy en Q,. Sea

3. Ahora se probara que f es morfismo. Por definicion se tiene f(1) = 1* donde 1* es la unidad
en K.

Luego, sean z,y € Q,, existen (g(z},)), g((y,,)) tal que

n

lim g(27,) =2 lim g(y,) =y.

n—oo n—oo
Ademas,
lim h(zl,) = f(z)  lim h(g)) = f(y).
n—oo n—oo
Se tiene,

f@) + fy) = lim A(z}) + m A(y,) = lm A(z,) + h(y,).

Por otro lado,

Jim g(a,) +9(y,) = @ +y = M h(z,) +h(y,) = f(z) + f(y).
Asi, f(x +y) = f(x) + f(y). Por tanto, f es morfismo.

De manera andloga se obtiene f(zy) = f(z)f(y).

De 1,2 y 3 se concluye que f es un isomorfismo. Para ver que f preserva valores absolutos, sea A € Q,
entonces existe (z,) tal que z, = Ay z, = ¢g(z,) donde 2/, € Q para todo n € IN.
Se tiene

‘)“p = nh_)nolo |Zn|p = nh_{f)lo |h(Z:z)|K’

como | - |k es continua entonces lim,, . |h(z))|x = |f(N)|x-
Asi, (A, = |f(V)]|k- O

El teorema anterior permite fijar la atencién solamente en los elementos de @), y considerar a () como un
subconjunto de Q),, exactamente igual a como se trabaja en R.

5. El campo Q,

Hasta el momento se construyé para cada niimero primo p, el campo de los nimeros p—adicos (Q,), a
manera de resumen se presentan los siguientes hechos:

1. Hay un valor absoluto no arquimediano, | - |,, sobre Q, y Q, es completo respecto a este valor
absoluto.

2. Existe una inclusién Q — @, cuya imagen es densa en Q,, y la restriccién del valor absoluto | - |, a
la imagen de @ coincide con el valor absoluto p—adico definido en Q.

3. El conjunto de valores de Q y Q, bajo | - |, es el mismo, especificamente,

{zeRT 2=\, €Q} = {zeR":z= |\, €Q,}
= {p":neZ}uU{0}.

4. Como consecuencia del inciso anterior se tiene que para cada x € Q,, x # 0, existe un entero v,(z)
tal que |z|, = p~(®). En otras palabras, la valuacién p—adica se extiende a Q,,.



Definicién 5.1. El anillo de enteros p—ddicos es el conjunto

Z,={re€Q,:|z|, <1}

Observacién 4

Las unidades de Z, son aquéllos elementos z € Z, tales que |z|, = 1.

Definicién 5.2. El anillo Z, de enteros p—ddicos es un anillo local cuyo ideal mazimal es el ideal
principal pZ, = {z € Q, : |z|, < %} Ademas, cada elemento del complemento Z, — pZ, es invertible
en Z,, siendo los unicos elementos invertibles en Z,.

Demostracion. 1. Para probar que Z, es subanillo de Q,, hay que observar lo siguiente:

a) Sean z,y € Z, entonces |z|, <1y |y[, < 1.

Luego, |z — y|, <méax{|z|,,| — y|,} =max{|z|,, |y|,} < 1. Asi, v —y € Z,.
b) Sean z,y € Z, entonces |zy|, = |z|,|yl, < 1. Asi, zy € Z,.
¢) 1 €Z,pues |1],=1<1.

De a),b) y ¢) se obtiene que Z, es subanillo de Q,.

2. Para probar que pZ, es ideal de Z,, hay que observar lo siguiente:
a) 0 € pZ, pues [0, =0 < %.
b) Sean z,y € pZ, entonces |z|, < i v lyl, < zl?'
Se tiene que |x — y|, <méx {|z|,, |y[,} < 119.
Por tanto, (pZ, ,+) es subrgrupo de (Z, ,+).
¢) Seanr € Z, y x € pZ,. Se tiene
1

|T|p <l= |rx|p = |T|plx|p < |$|p < ]_)

Asi, rx € pZ,.
De a), b) y ¢) se obtiene que pZ, es un ideal de Z,.

3. Sea I ideal de Z,, se tiene que I C Z,. Si existe z € [ tal que z ¢ pZ,, entonces |z|, = 1.

Luego, la igualdad |1|, = |z|,|27!|, implica que |27, = 1 por tenerse que |z|, = 1. Entonces
z~v €7,y por ser I ideal de Z, se obtiene 1 = 2271 € I.

Para cualquier z € Z, se tiene que 1o € I, es decir, x € I. Luego, Z, C I, es decir, I = Z,,.

Entonces cualquier ideal de Z, distinto de Z, consta de elementos que no son unidades de Z,,

asi estd contenido en pZ,.
Por tanto, pZ, es el inico ideal maximal de Z,, es decir, Z, es un anillo local.
. _ . _ 1
4. Six € Z, — pZ, entonces |z[, = 1. Luego z # 0 y 27" € Q,. Se tiene [z7[, = - = 1.

Entonces ™! € Z, — pZ,. Asi, cada elemento de Z, — pZ, es invertible en Z,.

Si z € pZ, fuera invertible se tendria que existe y € Z, tal que xy = 1, es decir, |z|,|y[, = 1,
pero esta es una contradiccién pues |z|,|y|, < |z|, < é. Asi, los tnicos elementos invertibles de
Z.,, son los elementos de Z, — pZ,.

[

La proposicidn anterior permite establecer la siguiente definicion.

Definicién 5.3. El grupo de unidades de Z.,, es

Z, ={x €Zy:|z|, =1}



6. Limites proyectivos

Un sistema proyectivo de grupos contiene:
= Un conjunto dirigido (/, <).
» Una familia (G;);e; de grupos.

» Una familia de homomorfismos de grupos 7} : G; — G}, si i < j, tal que los siguientes axiomas se
satisfacen:
m=1Idg, y monl=nf sii<j<k

(2

Note que, comparando con el sistema directo, los homomorfismo se recorren en direccidn opuesta.

Ejemplo 2
Sean p primo, I = N con el orden usual. Para n € N, considere G,, = Z/p"Z y para m > n, la proyeccion
canénica " : Z/p"7Z — Z./p"Z, entonces (G, ") forma un sistema proyectivo de grupos.

Definicién 4
Sea (Gi,ﬂf) un sistema proyectivo de grupos. El limite proyectivo del sistema es el conjunto G = lim G;
F

de todos los a € [] G; tal que a; = ﬂf(aj) se tiene para cada par i < j en [.
icl

Proposicién 2

El limite proyectivo G del sistema (G;) es un subgrupo del producto [[ G;. Sea m; : G — G; sea una
iel

aplicacién dada por la proyeccién a la i -ésima coordenada. Entonces 7; es un homomorfismo de grupos.

El limite proyectivo tiene la propiedad universal: Si Z es un grupo con un homomorfismo de grupos

a; : Z — G, tales que a; = m o ay se cumple para todos i < j, entonces existe exactamente un

homomorfismo de grupos o : Z — G, tales que los diagramas conmutan.

«

A - G

Ur

a; = 7TZJ-OO[J' Gl

Definicién 5
Suponga que los grupos G; es un sistema proyectivo dado son grupos topolégicos y que los homomorfismos

7 son continuados, entonces se equipa G = limG; con la topologia inducida por las proyecciones
—

i
p; + G — G; y recibe el nombre de limite topoldgico proyectivo.
Dado que la topologia del producto [[ G; es inducida por las proyecciones, también el limite proyectivo G

(2
envia al subespacio con la topologia del producto.

Proposicién 3

Sea (G}, 7ri) un sistema proyectivo de grupos topoldgicos con limite GG. Entonces G es un subgrupo cerrado
del producto []. G;, de ahi que éste es un grupo topoldgico. Si todos los GG; son Hausdorff, entonces G
es Hausdorff. Si todos los GG; son localmente compactos y si un nimero finito son compactos, entonces
G es localmente compacto.

Definicién 6

Un grupo profinito es un grupo localmente compacto isomorfo al limite proyectivo de grupos finitos.

Ejemplo 3 Sea p primo. El grupo profinito Z, = li%n Z/p"Z, es llamado el grupo de enteros p-adicos.

7. Topologia en Q),

Definicién 7.1. Se define la bola con centro en a y radio p" al conjunto

B(a,p") ={r € Q,: |z —al, <p"}, relZ



Observacion 5

Es irrelevante hacer distincién entre la bola abierta y la bola cerrada, pues

Bla,p)={reQ,: |z —al,<p }={reQ,:|r—al|, < pr_l} = E(a,pr_l).

Definiciéon 7.2. La esfera con centro en a y radio p”" es el conjunto

S(a,p")={xe€Qy:|r—al,=p"}, reZ.

Proposicién 7.1. Se cumple lo siguiente:

1. B(a,p") es un conjunto abierto y cerrado.
2. Sibe Bla,p") entonces B(a,p") = B(b,p").

3. Sia,b € Q, entonces B(a,p")NB(b, p*) # 0 siy sdlo si B(a,p") C B(b,p*) d B(b,p*) C B(a,p").

Demostracion. 1. El conjunto B(a,p") es abierto por definicién de abierto en un espacio métrico.
Para probar que B(a,p”) es un conjunto cerrado, sea ¢ ¢ B(a,p"), entonces |c — al, > p”. Sea
B(c,|c —al, — p"), para cualquier z € B(c, |c — al, — p") se tiene

|a = 2|, < méx{la —clp, |z — clp}.
Como todos los triangulos son isdsceles, entonces
la — z|, = max{|a — ¢|p, |z — ¢|,}.

Luego, |a — z|, = |a —¢|, > p". Asi, B(c,|c —al, —p") C B(a,p")°. Por tanto, B(a,p") es un
conjunto cerrado.

2. Seax € B(a,p") entonces |z—al, < p". = |z—b|, = |(z—a)+(a—0b)|, < max{|x—al,, [b—al,} <
p" = x € B(b,p") = B(a,p”) C B(b,p"). Anédlogamente se obtiene B(b,p") C B(a,p").

Asi, B(a,p”) = B(b,p").

3. Si B(a,p”) N B(b,p*) # () entonces existe ¢ € B(a,p") N B(b, p*). Por 1, se tiene que B(c,p") =
B(a,p") y B(c,p*) = B(b, p*).
Sin pérdida de generalidad sea p" < p*

= B(e,p") C B(ce,p’) = B(a,p") C B(b,p°).

Asf, B(a,p") C B(b,p%).

Reciprocamente, las contenciones implican que la interseccién es distinta del vacio.

Proposicién 7.2. Seana € Q, yn € 7Z, los conjuntos a+p"Z, son bolas en Q,, es decir, a+p"Z, =
B(a,p™).

Demostracion. Se tiene x € a +p"Z, <= =a+p'ycony € Z, <z —a=p'y < |v —al, <
p "< x € Bla,p™"). O



Proposicion 7.3. Sea a € Q, y n € Z, los conjuntos a + p"Z,; son esferas en Q,, es decir,
a+p"Zy = S(a,p™).

Demostracion. Se tiene r € a +p"Z) <= v =a+p'ycony € Z; <= r—a=p'y < |[r—al, =
p " <=z € Sa,p™"). ]

Proposicién 7.4. Q, es un espacio de Hausdorff totalmente disconezo.

Demostracion. Todo espacio métrico es de Hausdorft, asi Q, es un espacio de Hausdorff.

Sea S # () un subconjunto de Q. Si ,y € S con x # y, sea p" = |v — y|,, entonces B(z, %) es un
conjunto abierto y cerrado que contiene a x y no contiene a y.

Luego, Q, — B(z, %) es un conjunto abierto que contiene a y y no contiene a x. Entonces, existen dos

. . 7 7 . . / . L / z
conjuntos abiertos B(xz, %) y Q, — B(z, %) distintos del vacio y cuya interseccién es vacia, ademas

s (sn(=2)) o (s0 (0 8 (=2))).

Asi, S es disconexo, Luego, ningin conjunto con dos o mas puntos puede ser conexo, es decir, los
tnicos subconjuntos conexos son de la forma {x}.
Por tanto, Q, es totalmente disconexo. O

Proposicién 7.5. La inclusion Z. — 7, tiene una imagen densa. En particular, dado x € Z, y
n>1 existe o« € Z con 0 < o < p" — 1, tal que |x — al, < p~". El entero a con estas propiedades es
unico.

Para cualquier x € Z,, existe una sucesion de Cauchy «,, que converge a x con las siguientes carac-
teristicas:

(i) an € Z para todon y0 < «a, <p"—1.
(i1) Para cada n se tiene o, = a,_; (méd p~t).
La sucesion (ay,) con estas propiedades es unica.

Demostracion. 1) Por las propiedades de | - |, basta verificar que cada bola centrada en un entero
p—adico y de radio p~" con n € IN contiene un entero. Sea x € Z, y n € IN.

Como Q es denso en Q,,, existe § € Q, con m.c.d(a,b) = 1, tal que [z —¢|, <p™" < 1. Ademas,

a
<1
Lyt

a

b

a
- —Ir+x

b

p

xr — —

< mix{Ja,
p

esto implica que p 1 b.

Como p 1 b entonces p™ 1 b y en consecuencia (p™,b) = 1. Luego, existen b',c € Z tal que
bb' + cp™ = 1. Esto implica que bb' =1 (méd p"). Entonces

a_ a — abt/ a(l —bb')
— —aQ — — ,
b, b b,
usando el hecho de que p1by p"|1 — bb' se obtiene
a(l—bb’) _ ta’ . . a(l—bb’) 1 _ a a
7 =p'%, t>nimplica T’p < =, por lo tanto |z —al|, = |$ -3t 45— ab"p <

méx{|z —§| .|§ —al| } <p

Asi, al’ es un entero contenido en B(x,p~"). Por tanto, la imagen de Z es densa en Z,.

Para la segunda parte, sea « el inico entero que satisface 0 < a < p”"—1y a =ab (mdd p"),
se tiene

[z —al, < |z —ab +ab — af, <méx{|z —ab'|,, |ab’ —al } <p™".

Asi, « es el tinico entero que satisface 0 <a <p"—1y |z —af, <p™



2) Sea x € Z,, usando lo probado en 1), se tiene que para todo n € IN existe un tnico a,, que
satisface

0<a,<p"—1 y |z—au, <p™

Sea (ay,) la sucesion descrita. Se tiene

|1 — il = g1 — T+ T — aylp < max{|op — )y, [2 — ol } =077,
entonces lim,, o |11 — aplp < limy, oo p™™ = 0, implica lim,, o |41 — @], = 0.

Luego, por el Lema de Cauchy se tiene que () es de Cauchy. Por otro lado

T —a,l, <p™ VneN= lim |z —a,| =0= lim o, = x.

n—oo n—oo

La sucesién (a,,) satisface (i) por como fue escogida. Ademds, por como se escogié la sucesién
se tiene que

| — an_ilp = o — 2+ & — ap_1|p, < max{|a, — zlp, | — an_1|p} = p (D).

esto tltimo implica o, = a,,_1 (méd p™~1).Asi, se satisface (ii).

Por dltimo, la unicidad en 1) garantiza la unicidad de ().

Corolario 7.1. Sea n € N se tiene

7,/ "L, = 7./ p"7.

Demostracion. Para x € Z, sea a,, € Z el tinico entero que cumple [z —ay|, <p™y0 < a, <p"—1

Se define

f:72,/p"2, — 7,/p" L.
dado que

[ +p"2y) = aw + p"Z.

f esta bien definida:
Six+p"Z, =y + p"Z, entonces x —y € p"Z,, es decir, |z —y|, < p~", luego se tiene que

|0433 - CVy|p = |O‘w —T+yY—ay+r-— y|p < méx{|oz$ - x|p7 |y - CVy|pa |x - y'p} =p "
por lo que
a; =0ay (méd p") = o, +p"Z =0y +p"2Z = f(x+p"Zy) = f(y +p"Z).

f es biyeccién:
f es inyectiva pues

fle+p"Zy) = fly+p"2Z) = o, +p"Z = oy + p"Z = 0o, = oy  (m6d p").
Luego,

|z — ylp =z -+ o, — Qy + ay — y|p < méx{|z — O‘m|pv oy — O‘y|p7 |O‘y - y|p} <p ™"

Por lo tanto,
x—y P ly = v +p"lp=y+Dp"Zy.

f es sobreyectiva pues para cualquier k + p"Z se tiene f(k + p"Z,) =k + p"Z.

f es homomorfismo:

1. Se tiene que f(1+p"Z,) =1+ p"Z.



2. Se tiene que f(x +p"Zy,+y +p"Z,) = f(r +y+D"Zy) = iy +P"Z = 0y + vy + PL =
f@+p"2y) + [y +p"Zy).
La cadena de igualdades se justifica por,

lap + oy —ppyly = |l —T+ay —y+T4+Yy— uiylp,
< méx{|a — 2|y, [y — Ylp. [T+ Y — qurylp},
< p"

entonces
0+ ay = apry  (mOd p*) = iy + "2 = ay + ay + P L.

3. Setiene f((x+p"Z,)(y+p"Zy)) = f(xy+p"Z,) = Cuy+p"Z = ayo,+p"Z = f(x+p"Zy) f(y+
PZLy).
La cadena de igualdades se justifica usando

|y — apayl, = |auy — 2y + 2y — Yoy + yo, — a0y,
< max{|owy — 2ylp, [Ylplr — aulp, aulply — aylp}
< p"
Luego,
Qpoy = 0y (m6d p") = agy +p"Z = oy, + p"Z.
m

Proposicién 7.6. Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.
Demostracion. Puesto que Z, = Zy, — pZy, el Corolario 1 afirma que si n € IN entonces Z,,/p"7Z, =
7.,/ p".
Esto implica que los ntimeros 0,1, 2, --- , p" —1 son representantes de las clases de Z, /p"Z.,, es decir,

p"—1 p—1

Z,=||i+p'2z, =2 =||i+pZ,

i=0 i=1

En consecuencia,
p—1 p—1

S(a,p") =a+p "7, = |_| a+ip " +p "VZ, = |_| B(a+ ip™™,p~ ).
i=1 1=1
Asi, S(a,p™) es un conjunto abierto y cerrado, para cada a € Q, y n € Z, pues las bolas son conjuntos
abiertos y cerrados. O]

Los siguientes resultados son necesarios para introducir un proceso de integracién en Q,,.
Corolario 7.2. Z, es compacto.

Demostracion. Puesto que Z, = B(0, 1) es un conjunto cerrado y ademéas Z,, C Q, que es un conjunto
completo entonces Z, es completo.
Por otro lado, por el Corolario 1, si n € IN entonces Z, /p"Z, = 7,/ p"Z.

Entonces, los numeros 0,1,2,--- ,p™ — 1 son representantes de las clases de Z,,/p"Z,, es decir,
pr—=1 pr-1
Z,=||i+p"2, = 2Z,= | | BG,"),
=0 1=0

por la Proposicion 5. Luego, para cualquier € > 0 existe n € IN tal que p™™ < € y se obtiene

p"—1 p"—1
Z,= | | B(i,p") c | B,e).
=0 =0

Asi, Z, es totalmente acotado.
Como Z,, es completo y totalmente acotado, por el teorema de Heine Borel se concluye que Z, es
compacto. ]



Proposicién 7.7. Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.

Demostracion. Para cualquier n € Z y a € Q, se tiene que B(a,p") = a + p "Z,.

Sea h: {p™"} x Z,, — Q, definida por h((x,y)) = zy.

Se tiene que h es la operacién producto restringida al conjunto {p~"} X Z, y como la operacién
producto es continua se obtiene que h es continua.

Luego, B(0,p") = h({p~™} x Z,), entonces B(0,p™) es un compacto pues es la imagen continua de
un compacto.

Sea g : {a} x p™"Z, — Q, definida por h((z,y)) =z +y.

Se tiene que g es la operacién suma restringida al conjunto {a} x p~™Z, y como la operacién suma
es continua se obtiene que g es continua.

Luego, B(a,p") = g({a} x p™"Z,), entonces B(a,p™) es un compacto pues es la imagen continua de
un compacto.

Asi, las bolas son conjuntos compactos.

De manera andloga se prueba que las esferas son conjuntos compactos. O

Corolario 7.3. Q, es localmente compacto.

Demostracion. Para a € Q,, basta con tomar B(a, 1) que es un conjunto compacto por la proposicion
anterior. u

Proposicion 7.8. Z; es compacto.

Proposicion 7.9. Q' es localmente compacto.

Ejercicios 1:

49
1. Determine las valuaciones indicadas: v3(18), v2(1728) y vs (%)

15
2. Encuentre los valores absolutos: |93, [24]2 vy %8

7

3. Demuestre que un campo no contiene divisores de cero.

‘7 T 1 ‘g T 1 . .
4. Encuentre la expansién p -adica de o luego halle la expansién p-adica de 5 si p es un primo impar.

5. Sia € Q, tiene una expansién p -adica candnica - - - a,, - - - A2a1G0a_1 - * - A_y,,, { Cudl es la expansién
canédnica p -adica de —a?

6. Encuentre la norma p- adica de (p")!
7. Encuentre la norma p -adica de n!.

8. Pruebe que Z,NQ = {5 € Q: p b}, luego muestre que Z; N Q = {3 € Q : p fab}.



8. Series en ),

Ahora, se muestra la forma de representar un niimero p—adico como una serie de potencias, es importante
conocer esta forma pues permite operar con estos nimeros.

Proposicién 8.1. Cada = € Z, puede escribirse en la forma

T =by+bip+byp’ 4 +bp" + -

con 0 < b; <p—1. Ademds, esta representacion es unica.

Demostracion. Sea x € Z,, entonces existe una sucesién de Cauchy () que converge a z, y satisface
1. a, € Z y ademas 0 < o, < p" — 1.
2. a, = a, 1 (méd p*1).

La sucesién con estas propiedades es unica. Poniendo los «,, en base p se obtiene una serie de la
siguiente manera

1. Oélzbo dOHdGOSbO Sp—]_

2. ag=by+bpcon 0<b,by <p—1y0<ay<p*—1.
Como ay = oy (méd p) entonces byp + by = by (mdd p), luego by = by (méd p).
Esto implica que b, = by y asi ag = by + b1p.

3. En general se tiene que si
Qpi1 =0y +Uip+Uhp* + -+ 0 p" con 0 <, <p—1y0<a, <p*t—1
i1 =bo+bip+bop* + -+ by p" teon0<bh; <p—1y0<a,<p"—1

Como a1 = a,, (méd p™) entonces
by + bip + byp® + -+ bLp" = bo + bip 4 bap® + -+ + by p" " (mdd p")

= bo+bip+bop?+ -+ byip”t = b+ Vip+ Ut 4+ D"

— b = b Vi:1,..,n—1.
Asi, se obtiene
ay = by 0<by<p-—-1
ag = by + bip 0<b <p-—-1
oy = by + byp + bop? 0<b<p-—1
o = by + bip 4 bop® + -+ + by p" 0<b,.1<p-—1

Qo1 =by+bip+bop?> + -+ by p" P+ bp" 0<b, <p-—1

Como las sumas parciales de la serie recién construida son los a,, que convergen a x se cumple que
la serie construida converge a x. Asi, x puede escribirse en la forma

T=by+bip+bp’+ - +bp" 4

con 0 < b; < p— 1. La unicidad se obtiene de la unicidad de la sucesién (a,). ]

Corolario 8.1. Cada x € Q, puede ser escrito en la forma

T = gD ™ A b1 p " bt bap b = Y bl

n>—ng

con 0<b, <p—1yb_,, #0. Esta representacion es unica y ademds v,(x) = —ny.



Demostracion. Sea x € Q.
Si x € Z, entonces por la proposicién anterior

x=by+bp+bp’+-+bp" 4

con 0 < b; < p— 1y esta representacion es tnica.
Por otro lado, sea nj el menor entero positivo tal que b,, # 0 se tiene

xr = Z bnpn == bnkpnk + Z bnpn7

n>ng n>ng+1
= |x|]3 = ‘Znan bnpn p’
< mAX 4 by, P, ‘ZnanJrl bnp"‘p} )
> |{L‘|p = 1max p*"k’ {annk bnpn‘p} 7
= ’x‘P = p
= () = ny.
Six & 7Z,, sea ng = —v,(x) se tiene que ng € Z, ng > 0y ademés xzp™ € Z,. Luego,
wp" = bup",
n>0

con by # 0. Entonces

x=p " Z b,p" = Z b,p".

n>0 n>—ng

La unicidad de la representacién se deduce de la unicidad de zp™ y ademads se tiene v,(x) = —ng. [

Ejemplo 8.1. 1. Se tiene que
~l=@p-D+{@-p+{@-1p"+--

Tomando sumas parciales se obtiene

n+1
sn=@—-1)+@-p+{@-Dp*+--+@-1p"= =)= = =» -1
Luego,
Iim s, = lim p"™' + lim —1 = —1,
n—oo n—oo n—oo
pues

3 n+l| _ 14 —n—1 __ 7 nt+1l __
lim [p"™|, = lim p =0= lim p""" =0.
n—oo n—oo n—oo

2. En el ejemplo anterior se obtuvo

~1=(p-1) Zp"-

Esto implica que

1 > .
i B

Teorema 8.1. Una sucesion {a,} en Q, es una sucesion de Cauchy, y por lo tanto convergente, si
y solo si se satisface que limy, oo |Gpi1 — an|p =0.



Demostracion. —. Si {a,} es de Cauchy entonces, si € > 0 existe N € N tal que si m,n > N
entonces |a, — a,[, < ¢, tomando m = n + 1, se obtiene lo deseado.

<. Si
limy, 00 |an+1 - an|p =0,

entonces para € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces
|an+1 - an|p <€,

ahora bien, sean m,n > N entonces

|am - an’p = |an+r — Qpyr—1 + Qpyr—1 — - .. T Apy1 — an’pa
< méx{|an+r - Cln—H‘—1|p )t ‘an—i-l - an‘p}a
< €,

y esto completa la prueba

Definicién 8.1. Se dice que una serie y .o, a;, converge en Q, si la sucesion de sumas parciales

Sn = i1 @i, converge en Q, y se dice que converge absolutamente si ", |a|, converge en R.

o o » . . o0 oo
Proposicién 8.2. Si la serie )., |a;| , converge en R, entonces Y ._, a; converge en Q.

p7

Demostracion. Como Y.~ |a;l , converge, la sucesion de sumas parciales es de Cauchy, por lo tanto
si € > 0 existe N € N tal que si m,n > N se tiene que > 1" ., |ai|p < €, por la desigualdad triangular
S — Shl,, = 1> &@'|p < >t lail, <€ lo que implica que {S,} es de Cauchy y por lo tanto

la serie converge en Q). O]

Proposiciéon 8.3. Una serie 220:1 a, con a, € Q, converge en Q, si y solo si lim,_,sa, =0, con
. o0 s
lo que se tiene [3 .7, an|, < mdz, |an|, .

Demostracion. La serie converge si y solo si la sucesién de sumas parciales S, = Y " | a; conver-
ge. Pero a, = S, — S,_1, se sigue por el teorema previamente visto que lim, ,,.a, = 0. Ahora

suponga que » >~ a, converge. Si » >~ a, = 0, no hay nada que demostrar. En otro caso, para

. . N , .
cualquier suma parcial |Y " a,| < maxj<,<n |ay] ,» entonces para un N lo suficientemente grande
p

MAX]<p< N |an|p = max, |an|p. Dado que lim,,_,a, =0, y

o] N
E Ap| = E Qp | -
n=1 p n=1 p

Definicién 8.2. Se dice que una serie > - . a, converge incondicionalmente si para cualquier reor-
n=1 o
denamiento de los términos a, — a, la serie Y >~ a) también converge.

Teorema 8.2. Si >~ a, converge, esta converge incondicionalmente, y la suma no depende del
reordenamiento.

Demostracion. Sea e > 0 entonces existe un N € N tal quesin > N se tiene que [} 372, a; — -0, aif, <
€. Defina S =57 a;y S"=> 1, a vy denote por Sy y Si, la suma de todos los términos de S para
los cuales [a, |, > €, y de todos los términos de S para los cuales |ay [, > €, respectivamente. Es claro
que S; y S tienen los mismos términos; por lo tanto S; = S]. Con esto se tiene que |S — Sllp <€
y |8 =51, <€ por lo cual [S — 5|, < e. Con lo cual se logra obtener |> 7, a; — > 7, aj, < ey

como € — € y n — 00 se ve que la serie Y ', a} convergey > oo, a; = » oo, al. O

1= 7



Teorema 8.3. Eziste una serie Y .~ a; en Q, que converge, pero no converge absolutamente.

Teorema 8.4. Sean b;; € Q,, 1,7=1,2,..., tal que para cualquier ¢ > 0 existe un entero N =
N(e) para el cual mdx(i,j) = N — |b;|, < €. Entonces las series ), <Z] bij> and Y5 (32 bij)
cONVErgen, Y sus sumas son iguales.

Demostracion. Se tiene que las series > bi; v >, bij convergen, ademds, para todo i > N se tiene
> bij
J

dobles convergen.
Por 1ltimo,

< méx b, < €, y similarmente, para todo j > N |32, b;[, < €. Por lo tanto las series

<€

() S5

que solo puede ser cierto para cualquier € solamente si las series son iguales. O

() 2 (Zw)

i=1 \j=n+1 i=n+1 \j=1

p

Para cerrar esta seccién se presenta un resultado importante sobre extensiones algebraicas de ), y una
funcién que conecta con los niimeros complejos.

Lema 8.1. (Lema de Hensel) Sea f(x) = co + 1oz + -+ + cpa™ con ¢; € Zy,i = 0,...,n y sea
f'(x) = c1 4 2c0z + ... + ne,a™ b su derivada formal. Si ag € Z, tal que f(ag) = O modp Yy
f'(ap) Z0 mdd p, entonces existe un unico entero p—ddico xoy sujeto a xog = ag mod p que satisface

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser consultada en [1]. O

El Lema de Hensel permite ver, por ejemplo, que el polinomio 22 + 1 es reducible en @5, pero no lo es en
Q7, en efecto, note que en Q5 se tiene que

224+1=5=0 mébd b5,
324+1=10=0 mdbd 5,

ademas, se tiene que

2(2) =4#0 méd 5,
2(3)=6#0 méd 5.

Por lo tanto, existen x9, 23 € Zs tal que f(z2) = f(x3) = 0, pero nétese que en Q7 se tiene que para
r=1,2,3,...,6;22+1#0 mdbd 7. Esto implica que el polinomio 22 + 1 es irreducible en Q.

Por lo tanto, existen polinomios en (Q, que no son reducibles, lo cual permite pensar en extensiones
algebraicas.

Sea K un campo tal que K = Q,(u) donde u es raiz del polinomio

1
"+ an_12" 4+ a1+ ao,
entonces se define

NK/QP Hu“

donde u; son los conjugados de u = u; sobre @,
La norma algebraica N /q, cumple las siguientes propiedades

» Ng/q,(uww) = Ngjq,(v)Nk/q, (v).
» Para un cuerpo intermedio ), se tiene que Ng/q,(Nk/p(u)) = Nk/q,(u).
» Ngjq,(a) =a", para a € Q,.

esto permite ver el siguiente resultado.

Teorema 8.5. Sea K una extension finita de grado n sobre Q,. Entonces

1/
[l = [Nicsq, ()],
Demostracion. La demostraciéon de este resultado se puede consultar en [2]. ]

Por dltimo se dard la definicién del caracter multiplicativo definido sobre Q,,.



Definicién. 1. Sea e : Q, — C definida de la siguiente forma

e(x) = ™ (252w asr] :

donde x esta representado como en el Corolario 1.4. Esta funcién es conocida como caracter multi-
plicativo sobre Q,.

Ejercicios 2

Demuestre que:
1. > 2 nlxn=—1, en Q, para cualquier p.

2. 32 n*(n+ 1)l =2, en Q, para cualquier p.

9. Integraciéon en Q),.

Teorema 9.1. Sea (G,+) un grupo topolégico localmente compacto, existe una medida regular de
Borel, inica salvo multiplicacion por constantes positivas, tal que

1. fU dx > 0, para cada conjunto de Borel U, distinto del vacio.
2. [,.v = Jydx, para cada conjunto de Borel.

La medida dx descrita en el teorema anterior es una Medida de Haar sobre G.
En las secciones anteriores se vio que (Q,,+) es un grupo topoldgico abeliano localmente compacto, asi
por el Teorema 1.5 existe una medida de Haar dx sobre (Q,, +). Por otro lado, Z, es compacto y por ser
dxr una medida regular se obtiene
/ dr < oo.
ZP

Asi, se puede normalizar esta medida por la condicién

/ dr =1,
ZP
y asi dx es unica.

Los abiertos compactos de Q,, B,-n(a), generan la o-dlgebra de Borel. La medida dz asigna a cada
subconjunto abierto compacto U un nimero real no negativo fU dz, que ademas satisface

dx = /d,

para todos los subconjuntos abiertos compactos U,, en Q,,, que son disjuntos dos a dos, tales que | .-, U,
es igualmente compacto. También cumple,

/ da::/dx.
xzo+U U

Proposicién 9.1. Sea d(ax) definida por d(ax)(U) = dx(alU), entonces d(ax) es una medida de
Haar y
d(azx) = |a|pdz a€qQ,).

/ dx = |a|p/dx.
alU U

T, : Qp%Qpa

de la siguiente manera, si x € Q, entonces T,(z) = az. Es facil ver que T, estd bien definida y que
es biyectiva.
Se tiene que T, es la restriccién de la operacién producto al conjunto {a} x Q,, esto implica que T,

Es decir,

Demostracion. [3] Se define la funcién



es continua, ademas, por la continuidad de la operacién “tomar inversos multiplicativos”se obtiene
que T, ! es continua.

Por todas las caracteristicas anteriores se tiene que 7; es un homeomorfismo de Q, en Q,; entonces
d(ax) es una medida de Borel regular sobre Q.

Se puede observar que la invarianza de traslaciéon de d(az) es consecuencia de la invarianza de
traslacion de dz, esto es, para cualquier y € Q,, se tiene

d(az)(y + U) = dz(a(y + U)) = dz(ay + aU) = dz(aU) = d(az)(U).
Por tanto, d(az) es una medida de Haar sobre Q.

Por Teorema 8.5 existe una constante positiva C'(a) tal que [  do = C(a) [, dz. Para calcular C(a)
se puede usar cualquier conjunto abierto compacto U, en este caso se toma U = Z,.
Suponga que a € Z,, entonces |a|, = p~* con k € N.

Se tiene
pF-1
Z,= | |i+9z,
i=0
asi,

pF-1 pF-1
1:/dx: / dr = / dyc:pk/ dx,
Z Z i+pkZy ; pFZy pFZy

2 i=0
/ dr =p* = |al,.
Pz

P

por lo tanto,

— ok — ok X _ ;
Como |al, = p~" entonces a = p*u con u € Z,, usando que Z, = uZ, se obtiene,

/ dx:/ dx:/ = |al,,
alp pruZy PrZy
/ dx = C(a)/ dz,
alyp Z

P

y dado que

se concluye que C(a) = |al,, el caso a & Z, se trata de manera similar. Por tanto,

d(az) = |a|,dz a€Q.

En los siguientes ejemplos, se calcula las integrales sobre los conjuntos B,(a) y S,(a) con a € Q,.

Ejemplo 9.1. /3]
/ de=p" y / de =p"(1—p').
B,r(a) S,r(a)

En efecto, dado que
Byr(a) = a+p™"Zy,

J

se tiene

dr = / dx,
r(a) a+p~ "Ly

= / dz.
P "Ly

Entonces para cada x € Byr(a) se puede hacer la sustitucion x = p~"y, donde y € Z,, con lo que
dr = |p*7"|p dy, asi por el resultado anterior.

P

Ahora bien, para



Se tiene en cuenta que
Byr(a) = Syr(a) U Byr-1(a),

/ dr = / dx — / dx,
Spr(a) B,r(a) Bprfl(a)

b b
=
=p"(1-p7).
Un dltimo resultado que serd de utilidad para el desarrollo de este trabajo, permite calcular la integral
sobre la funcién caracter.

Ejemplo 9.2. /3]

por lo tanto

p,ost g, <p
e(éx)dr = ‘ P=",
/BT-(O) (€2) { 0, si |§|p >p

P

En efecto, si €], <p™" se tiene que |§x|, <1 por lo tanto e({x) =1, asi

/ e(&x)dx :/ dx,
B, (0) B, (0)

p p

=7,

ahora bien, si |£], > p~ "t entonces para 2’ € Syr(0), se cumple que Byr(0) = Byr(2'), luego se tiene
que [§2', > p, por lo tanto e(€x') # 1, asi se se hace la sustitucion x = y — a2’ y se obtiene que

dx = dy, por lo tanto,
[, =] cletv—aniy
Bpr(z')

/ e(¢x)dr = / e(€y)e(—€a)dy,
7‘(0 Bpr(x/)

— d

dr = e(— éw)/BT e(§y)dy,

/Bpr 7 (0)

(1—e(— =0,

con lo que se concluye que

con esto se puede ver que

p—pY) s e, <p
/ e(er) =4yt sifel = p,
S r

pr (0) 0 si ’§|p > p—r+2_
Para extender estas idea a dimensidn n, se tiene que
Q) =Qpx Qpx...xQ,,
y sobre el cual define la norma
|||, = maxi<jcnla;lp.
Se puede verificar de manera sencilla que la anterior norma es no arquimediana.

Este espacio hereda de @), varias caracteristicas, entre ellas tener une medida de Haar que se notard por
d"x y hasta se puede normalizar de la siguiente manera.

/ d"z = 1.

Un dltimo resultado importante en este trabajo es el siguiente.

Teorema 9.2. Teorema de Fubini. Sea f(x,y) con v € Q) ey € Q' tal que la integral iterada

| ( 5 f(x,wdy) i,

existe, entonces la funcion f es integrable sobre Qg*m y todas las integrales iteradas de f existen, y

,y)dy | dx = ,y)dydr = ,y)dz | dy,
/H(Wﬂxy)y) o= [ Syt /;n(%f(xy) x> y

P

de forma contraria, si una funcion f es (absolutamente) integrable sobre QZ*’” entonces todas las
integrales iteradas existen y son iguales entre ellas.



Ejercicios 3

1. Escribir el nimero entero 2351 en base 5.

2. Escriba la operacién 60 — 16 en base 3.

3. Escribir el desarrollo 7-adico de —12.

4. Pruebe que si p # 2, una unidad p-adica u = ¢q + ¢1p + cop® + ... es un cuadrado en Z, si y solo
si ¢g es un residuo cuadratico médulo p.

5. Muestre que

_ In(p)
/zp In(|z],)dz = PEEE

10. La formula de la fase estacionaria

La férmula de la fase estacionaria es un método elemental para calcular integrales p—adicas.

Definicién 10.1. Se dice que f(z) =Y ;' € Q,[[x1,- - , )] es una serie de potencias especial
restringida, abreviada SRP, si f(0) = 0, es decir co = 0, y ¢; = 0 (méd pl!=) para cualquier
i€ IN", i #0, donde |i]| =iy 4+ -+ iy.

Lema. 1. Sea fi(x) € Z,[[z1,- - ,z,]], parai=1,--- ,n, si cada
fi(x)en f(x) = (fi(x), -+, fu(z)) esSRP en xy, -+ ,x, y det [i—ﬂ % 0 (méd p), entonces la funcién
bicontinua de Z7 en Z; definida por y = f(z) preserva la medida de Haar de Qj.

Se identifica al conjunto I, con {0,1,--- ,p — 1}. Sea “—" la funcién reduccién médulo p, es decir, la
funcion

Z, — T,
zo+p(--) — .

Esta funcion puede extenderse a Z; — IF}. La reduccion médulo p de un subconjunto £ C Z sera
denotado por E C F2. Si f(z) € Zy[z1, -+ ,xy] \ pZy[x1,- -+ ,2,] entonces f denota su reduccién
médulo p.

Si A es un conjunto finito # A denota su niimero de elementos.



Formula de la fase estacionaria

Sea £ C F7 y se denota por S el subconjunto de E que consiste en todos los @ € E tales que

f@) = 8f( )=0paral <i<n. SeanSyEIasprelmagenesdeSyEbaJoZ”—HF"yseaNel
niimero de ceros de f(z) en E. Entonces la funcién zeta asociada al polinomio f(x) estd dada por:

_ —n=s(1 — p 1) (N — #5)
[ @l =y -+ U I

Demostracion. Por definicién

Luego,

Liwgee = S [ e

aclk

-y / @+ / @),
EEE\? a+(pr)n GS a+(pr)

- ¥ [ w@hess [1r@ges
7GE\S (pr) S

_ z/ fla+ po)l3lp" Ipd”rv+/|f o,
ack\S p

- "Z/ flapa)fs+ [ |l

acE\S

Tomando @ € E — S tal que f(a@) # 0 se tiene |f(a + pz)|, = 1, en este caso

/\f(a—i—px)\;d"m:/ d"z = 1.

El niimero de estos @ es #FE — N. Asi, la contribucién de estos @ es p™™(#E — N).

Sea ahora @ € E — S tal que f(a) =0, a—f( ) # 0 para algun ¢, sin pérdida de generalidad se puede
suponer que ¢ = 1.
Se define
flatpr)—fla) ;-1
p 7 Y
gi (x) =
X, sie > 1.
Se tiene que las funciones gy (z),- -+, gn(z) son SRP’s en xq,--- 2, y
det[2(0)] = 2(0) % 0 (m6d p).
Por el Lema 1 (y1,--+ ,yn) = (91(7), -+, gn(z)) es una funcién de Z; en Zj que preserva la medida
de Haar.
Asi,
/ |fla+pz)d'z = lpy1 + f(a)l,dyn,
p Zyp
s a)l|’
=D / v+ % dyn,

!
= / lyilpdy: = —13

Est4 tltima integral ya se calculd, el niimero de estos @ es N — #S. Asfi, la contribucién de estos @ es



(L= p (N = #S)
1 _p—l s

Por tanto,

— (1 —p (N — #8S)
J L o e LR AT

Observacion 6

Tomando

fla+pz) = pe“f(x) con  f(x) € Zyplxy, - ,xn| \ DLp[x1, - -, T4)

Lip™)=1—=p " )(p " (#E = N)) +p " (1 —p ") (N — #5).

La férmula de la fase estacionaria, abreviada FFE, puede ser re-escrita como

[ @l - Lﬁ% / @) s,

L( n
= - it 2 Z/ fla+px)d'x

L(p_s) —N—eqgSs ry s Jn
= RIS T
1-— Y% ~ Jzn
aes
Se puede aplicar nuevamente FFE a cada una de las integrales [, |f(x)|§d”x
P

Igusa conjeturé que aplicando recursivamente FFE es posible establecer la racionalidad de integrales
. < : . . .

del t.IpO fE ]f(a:)|pd z, en .eI caso en que el polinomio f tiene coeficientes en un campo completo no

arquimediano de caracteristica arbitraria.

Observacién 7
Sea f(z) € Zp|z1,- -+ ,xn] \ pZplx1,- -, x,]. Si el sistema de ecuaciones
—_of
f@) =

no tiene soluciones en ]F;‘ entonces S = () y por FFE,

(@) =0, 1<i<n,

i

Ejemplo 10.1. 1. Sea f(z,y) = 2* + bz*y* + y* € Z,[x,y] donde b* # 4 (méd p) y p # 2.
Para calcular la funcion zeta asociada a este polinomio se procede a utilizar la FFE.

Se tiene £ = ]Fi y B = Zf,. Para calcular S se tiene que resolver el sistema

flz,y) = o' +ba%y? +y* =0,

Of(z,y)

= 4y +2b2%y =0,
Ay




en IF,. Una solucion es x =y =0 y se cumple v = 0 si y solo y = 0. Suponiendo que x,y # 0
entonces

42° 4 2byPxr = 0 = 22(22% + by?) = 0 = 22 + by* = 0,
4y + 2bxy = 0 = 2y(2y* + b2?) = 0 = 2% + b2 = 0,
— 2% = —27'y? AyP=—2"1ha?
s o2 = —271p(—271he?) — 4710

—4=0  contradiccidn a la hipotesis.

Ast, S ={(0,0)} y S = pZ, X pZ,.
Aplicando FFE se obtiene

p PPl —p H(N-1)
1 _p—l—s

+ / 2" + ba®y® + y*[Sdady.
PZip XpZp

Z(s,f) = p?(*—N)+

Haciendo el cambio de variables x = pu, y = pv donde u,v € Z, se obtiene dzdy = p~*dudv y
entonces

o) = e BTN

—I—/ Ip*ut + bp*uv® + pto? ;p_2dudv,
Zip X Zyp

_ 21 —-pH(NV -1
— 2(p2—N)—|—p (1_];—1)—(5 )+

+p 12 / |u4 + buv? + v4|;dudv,
Zip X Zp

p el -p H(VN 1)
1 _p—l—s

= p*(p*—N)+

+p 2 Z(s, f).

Por lo tanto,

20,) = gy {2 = £ 0D,

1 — p—l—s

. Sea f(x,y) = pr + 2> —y? € Z, donde p # 2,3. Con la notacion de la FFE se tiene E = ]FIQ, Y
E =172
p

Para encontrar S se tiene que resolver el sistema de ecuaciones

flz,y) = 2 —y* =0,

= r =
o z =0,
87($7 y) 2
ay - 3y - Y

sobre ). Se tiene

20 =0= 2 =0,
-3y’ =0=y=0.

Ast, S ={(0,0)} y entonces S = pZ, x pZ,.

Para encontrar N, hay que resolver x* —y® = 0 en F,,. Una solucién es x =0 yy = 0, ademds
se cumple que x = 0 si y sdlo si y = 0. Por otro lado, sea g un generador de (Z.,/pZ)*,
escribiendo © = g* yy = g* donde t y k pertenecen al conjunto {1,2,--- ,p — 1}, la ecuacion
22 — 3 = 0 es equivalente a la ecuacién g** = ¢** (méd p), que se convierte en la ecuacién

sobre los exponentes 3k = 2t (méd p — 1). Para la dltima ecuacion se distinguen dos casos:



a) St m.cd(3,p—1) =1 entonces 3k =2t (méd p — 1) tiene solucion tinica en la variable k
para cada t € {1,2,--+ ,p—1}. Asi, hay p — 1 soluciones.

b) Sim.c.d.(3,p— 1) = 3 entonces la ecuacion 3k = 2t (méd p) tiene solucion para k si y
sélo si 2t = 0 (méd 3), hay exactamente 7%1 valores de t que son maltiplos de 3. Luego,
fijando t tal que 2t =0 (méd 3) hay exactamente m.c.d.(3,2t) = 3 soluciones de 3k = 2t
(méd p) — 1 en la variable k. Asi, hay 3(’%1) = p — 1 soluciones.

Por tanto, hay p soluciones de z* —y* = 0 en F,, es decir, N = p.

Aplicando la FFFE se obtiene

p (I —pHp—1)
1 — p—l—s

+ / lpx + 2 — y3|;da:dy.
PLipXpZlip

Z(s,f) = p(p?-p)+

Haciendo el cambio de variables v = pu y y = pv con u,v € Z, en la ultima integral, se obtiene

9 p 21 —p Hp—1)

Z(s,f) = p (07 —p)+ i +
+ p? Ip*u + p*u? — p3v3|;dudv,
z3
20, —2 p (1 —=p Hp—-1)
= p (P —p)+ +

1 — p—l—s

+ p 7 Ju+® - po*fdudv.
z3

Para aplicar la FFE al polinomio g(u,v) = u + u? — pv® se tiene E = ]Ff, y B = Zi.

Ahora, el sistema de ecuaciones

g(u,v) = u+u?=0,

X P P
ou ’
dg(u,v)
ov = 0

no tiene soluciones, entonces S = ().

Ademds, {(m,n) € F2:u+u* =0} = {(0,n) :n € F} U{(=1,m):m € F,}, luego el mimero
de ceros de u+u* =0 en ¥, es 2p.

Aplicando la FFE al polinomio g se obtiene

p (1 —ph)2p
1 — p—l—s :

Z(s,9) = /2 |u+ u? — po*[Sdudv = p~*(p* — 2p) +
7

P

Por tanto,

p PPl -p -1
1 _pflfs

o o B 2p7173 1 _pfl
+p 2-2 {p 2(p2_2p>+ 1_(p_1_5 ) ]

Z(s,f) = p(p*—p)+

Ejercicios 4

1. Calcular la integral [, |f(z)|5d"z, si f(x) = x* — p.

2. Calcular la integral [, |f(z)[5d"z, si f(z,y) = pr+ 2* — y* € Z, donde p # 2,3.



11.

Solucion

Ejercicios 1:

1.

Escribiendo 18 en sus factores primos se tiene que

18 = 2% 3%
por lo tanto
V3(18) = 3.
Escribiendo 1728 en sus factores primos se tiene que
1728 = 20 % 33,
por lo tanto
15(1728) = 6.

Teniendo en cuenta que cuando = € Q con = = a/b entonces
vp(x) = vp(a) — vp(b),
ahora bien, escribiendo 49 en sus factores primos se tiene que
49 = 7%,
ademas, escribiendo 50 en sus factores primos se tiene que
50 = 2% 5%,

por lo tanto

" (4_9> — 05(49) — 15(50),

50
=0-2,
= 2.
. Teniendo en cuenta que si x € QQ se tiene
— ()
entonces.
Escribiendo 9 en sus factores primos se tiene
9 =3
asi v3(9) = 2, por lo tanto
9|5 = 372
Escribiendo 24 en sus factores primos se tiene
24 =23 % 3,
asi 15(24) = 3, por lo tanto
24], =277,
Escribiendo 24 en sus factores primos se tiene
24 = 2% % 3,
asi 115(24) = 3, por lo tanto
24], =277,
Escribiendo 15 en sus factores primos se tiene
24 = 3 %5,

ademas, escribiendo 28 en sus factores primos se tiene
24 =224 7,
se tiene entonces
15
124 (%) = Z/7(15) — I/7<28),
=0—-1.

por lo tanto




3. El enunciado de este problema se puede leer como. Sea F un campo, entonces [F no tiene divisores
de cero. Esta demostracion sera efectuada por reduccién al absurdo. Suponga que F es un campo
y que existen a,b € F tal que a,b #0y axb =10, comoaxb=0yF es un campo entonces se
tiene que

axb=0,

alxaxb=a"1%0,
exb=0,
b=0.

lo cual es una contradiccion.

4. Teniendo en cuenta que si z € Q, entonces

00
)
Tr = E a;p-,

i=—ng
donde, np e N, 0O <a_,, <p—-10<aq <p—-1parai = —ng,—nog+1,...,0,1,...y
vp(z) = —ng, por lo tanto |x\p = p"°, es bastante sencillo ver que la expresiéon p—adica de 1/p se

escribe tomandong=1,a_,, =1y a; =0parai=0,1,....
Ahora bien, se quiere hallar la expresiéon p—adica de 1/2 para p primo, p # 2, es facil notar que
vp(1/2) = 0 por lo tanto se tiene que
1 &,
5= 2 b
=0

ahora bien, se tiene que

2= Z aipi7

i=0
donde ag =2y a; =0, parai=1,2,..., ademas
1= ap,

=0
donde ap =1y a; =0 parai=1,2,..., ahora bien como

1

2% —=1,
2

por la definicién del producto en nimeros p—adicos se debe tener que
2%xbyp=1 mébdp

esto implica que by es congruente al inverso multiplicativo de 2 en el campo de p elementos, para
calcularlo note lo siguiente

1 mod p,
1

+ +

p

2

en la anterior ecuaciéon modular se esta abusando de la notacién, pero esta ecuacién dice que
el inverso multiplicativo de 2 en el campo de p elementos es congruente con (p + 1)/2, como
0<(p+1)/2 <p-—1 se tiene que

N = =

mod p,

_p+1

T2

de nuevo por la definicién de la multiplicacidon en los nimeros p—adicos se tiene que ahora se debe
cumplir la ecuacién

bo

26y +1 =0 mod p

esto implica que

201 +1 =0 mod p,
2b; = —1 mad p,
2b =p—1 mad p,
—1
blzp— mod p,
2
com00<p%1<p—1setieneque
p—1
by

2 )



de aqui en adelante, por la definiciéon de multiplicacién en los nimeros p— adicos se debera siempre
resolver la ecuacién modular
2b; +1 =0 mod p,

donde 7 = 2,3, ... por lo tanto se tendrd que
p—1
bi = T a5
2
parai=2,3,..., asi
1 p+l p—1
= 4 !
27 2 2 ;p
. Dado la expresién que se tiene de a se tiene que v,(a) = —m, y dado que |a|, = |—al, se tiene que
vp(—a) = —m por lo tanto

—a= io: bip'

donde 0 <b_,, <p—1y0<b <p-—1, ahora bien, como a + (—a) = 0 se tiene por la definicién
de la suma en los nimeros complejos que se debe cumplir que

Gy +b_y =p mbd p,
esto implica que

bom =p—a_, mod p,

como 0 <p—a_,, <p—1 setiene que
by =p—a_p.

Continuando, por la definicién de la suma de nimeros p— adicos se puede ver que para ¢ =
—m+1,...,0,1,...,n se debe cumplir la ecuacién modular

a; +b;+1=p mbd p,
esto implica que
bi=p—a;—1 mbd p,

como
0<p—a;—1<p-—1,

se tiene que
bi=p—a;—1,

por ultimo, de nuevo por la definicién de la suma de los nimeros p— adicos se tiene que para ¢t > n
se debe cumplir la ecuacién modular

bi+1=p mdd p,

lo que implica
bi=p—1 mdbd p,

por lo cual b; = p — 1, por lo tanto
—a=(p—anp "+ Y, p—a-Dp+(p-1) > 7
i=—m-+1 i=n+1
. Para resolver este ejercicio se toman los siguientes conjuntos
Ay ={keN:kp=p"},
Ay ={keN:kp*=p"},
Ay = {k € N: kp® = p"},

A, ={keN:kp"=p"}.

Se puede notar que el cardinal de cada uno de estos conjuntos es igual al aporte de cada multiplo

de p,p?,...,p" a la valuacién p— adica de p"!, ahora bien, se tiene que
#(Al) = pnila
#(AQ) = pn—2’
#(A3> = pn—37

#(A,) =1



por lo cual

vp(p™!) = an_i-
i=1
7. Es claro que si n < p entonces
vp(n!) =0
ahora bien, si n > p, sea K = méax{s € N: p* < n}, entonces defina los siguientes conjuntos
Ay ={keN:kp<n},
Ay ={k € N: kp*> < n},
Az ={k € N: kp® < n},
Ag ={keN:kp <nl.

Se puede notar que el cardinal de cada uno de estos conjuntos es igual al aporte de cada multiplo

de p,p?,...,p" a la valuacién p— &dica de n!, ahora bien, se tiene que
n
# A) = _J )
(A1) E
n
#aw = | 5|
n
# Az) = _J )
( 3) _pg
n
# A = \‘_J )
(Ax) R
por lo cual

Sea x € Z, N Q por lo tanto |z, < 1y z = a/b con (a,b) = 1, como [z|, < 1 se tiene que
vp(z) > 0, ademas v,(z) = v,(a) — v,(b), por lo cual, v,(a) — v,(b) > 0 como (a,b) = 1 se
debe tener que pla o p|b pero no ambas a la vez, si p { a entonces p|b con lo que se tendrd que
vp(x) = —1,(b) < 0, lo cual no es posible, por lo cual p | b, por lo tanto = € {a/b: p{b}.

Sea x € Z, NQ por lo tanto |z|, = 1y x = a/b con (a,b) = 1, como |z[, = 1 se tiene que
vp(z) = 0, ademAjs v,(z) = v,(a) — v,(b), por lo cual, v,(a) — v,(b) = 0, o lo que es lo mismo
vp(a) = v,(b) como (a,b) = 1 se debe tenerquepfayp1b, porlotantox € {a/b: ptay p1b}.

Ejercicios 2:
1. Note que
nlxn=nl*x((n+1)—1),
=(n+ 1! —nl
por lo tanto
N N
Zn!*n: Z((n—l—l)! —nl!)
n=1 n=1
=(N+1)!-1
ahora bien, sea € > 0, se tiene que
N N
Zn!*n— (-1 = Zn!*n+1 ,
n=1 p n=1 p
= ](N—i—l)!—l—l—l]p,
=[N+ D),
—vp((N+1)})



como
Ii N+ =
Jin v, (N +1)1) = o0
se puede encontrar N tal que
pr (VD) ¢

)

por lo cual
N
‘Zn! xn—(—1)] <e,
n=1 P
esto implica que
Zn! xn = —1,
n=1
2. Note que
n*(n+ 1) =(n—1)(n+2)! — (n —2)(n + 1)..
por lo tanto
N N
d P+ 1))=Y (n—1Dn+2)!—(n—2)(n+1))),
n=1 n=1

= (N —1)(N +2)! +2.

ahora bien, sea € > 0, se tiene que

St D=2 =|(N =DV +2)! 22,

p
= [(N =1D)(N +2)1],,
—vp((N=D(N+2)!)

como
lim v,((N —1)(N +2)!) =00
N—oo
se puede encontrar N tal que
PN
por lo cual
N
ZnQ(n + 1) =2 <e,
n=1 P

esto implica que

ZnQ(n + 1)l =2
n=1

Ejercicios 3

1. Se tiene que

2351 = (470)(5) + 1
470 = (94)(5) + 0
94 = (18)(5) + 4
18 = (3)(5) + 3

por lo cual nuestra expansién en base 5 es

2351 =14+0%5+4%52+3%5 +3x5%

2. Se tienen las expresiones (- --251453)7 y (- --121132); estas representan

(+--251453); =3+ 5% T+ 4+ TP + 1+ +5x T  + 2% 7%,
(+--121132); =24 3% T+ 1« TP+ 1« TP+ 257 + 157,



por lo cual
(-+-251453)7 + (- 121132)7 =(34+2) + (5+3) x T+ (4 + 1)« 7> + (1 + 1) x T°+
+GB+2)*TH2+1) 7,
=5+ 14T+6%T +2%T +0*7T" +4x7°.

se obtiene que
(+--251453)7 + (- - - 121132)7 = (- - - 402615);

. Se tiene que

60 =20%340
20=6%3+2
6=3%x2+0

asi 60 = (---2020)3, ahora bien,
16=5%x3+1
5=1x3+2
asi 16 = (---0121)3 por lo que se tiene que —16 = (- --2102)3 asi
60 — 16 = (- - - 2020)5 + (- - - 2102)s
= (---1122),
. Se tiene que (---0121)3 x (---2020)3, y

(++-0121)3 % (---2020)3 =(0% 1)+ (0% 2+2x 1) x3+ (0% 1 +2%2+0x1) x 3°
+(0%0+2%14+0%1+2%1)%3°
+(0%x04+2%x04+0%1+2%2)*3*
+(0%0+2%x04+0%0+2%1)*3°
+(0%0+2%04+0%0+2%0)*3°

=2%3+1%3%+2x3%+2x3"+0%x3"+1%3°

por lo tanto,
(+--0121)3 x (---2020)3 = (- --01022120)3.

. Se tiene que
12=7T%x1+5.
por lo tanto 12 = (- --00015)7 por lo cual —12 = (- - - 6652)7.

. Note primero que v/3 & Qs, en efecto, se busca un elemento

o
a = E a;2"
i=0

tal que
A2=1+1%x2+0x22+0%2>+---

de ahi que
ag = 1(mod 2),
por lo cual ag = 1 por lo que se tiene
(1+(11*2)*<1—|—CL1*2) :1+(CL1+CL1)*2+CL%*22,
=1+ 2a; %2+ a? % 22,

se puede notar que aunque se tome a; = 1, no se podria cumplir la la igualdad.
ahora bien, se tiene el polinomio

fla)=a" -3,
entonces
2% — 32 0(mod 2),
2?2 1(mod 2).

asi se tiene que x = 1 es una raiz de f(z) médulo 2, pero no tiene raiz en Qs, ya que v/3 & Q..



7. Como u es un cuadrado en Z, se tiene que la ecuacién
22 —u=0
tiene solucién es Z,. Esto implica que

2 —u = 0(mod p)
2 = u(mod p)
y dado que ¢y = u(mod p) se tiene
x* = ¢o(mod p)

por lo cual ¢y es un residuo cuadratico.
Ahora suponga que ¢y es un residuo cuadrdtico, entonces

2% = ¢o(mod p)
ademds
2¢co # 0(mod p)
por Lema de Hensel, el polinomio
f(z) =2 —u
tiene solucién y ademas, esa solucidn es congruente con ¢y por lo tanto debe tener la forma
a:a0+a1p+a2p2+...
y cumple que
aj = co(mod p)

por lo tanto u tiene la forma u = ¢y + c1p + cop® + . ..
8. Se tiene el polinomio f(z) = x* — 1, asA
>—1=0 méd 7
=1 méd 7

se sabe que esta congruencia tiene como soluciones x = 1, x = 2 y x = 4, para resolver este
ejercicio se usa x = 2, se tiene ademas que

7(2) = 3(2)2
=12,
=5 mod 7.
por lo tanto f'(2) £ 0 mdd 7, asi por Lema de Hensel existe un entero p-adico a tal que f(a) =0
y a =2 mod 7, se sigue la construccién vista en la demostracién del Lema de Hensel para hallar
sus primeros tres digitos p-adicos.
primero suponga a; = 2 + by x 7, entonces
Flar) = 2+b x 7P — 1,
=(2°+32)% *x T+t + T -1,
(22 =14 3(2)%, * T+t % 77,
(2> = 1+3(2)%, %7 méd 7%
1%743(2)% *7 moéd 72,

por lo tanto

1+3(2)%, =0 mdd 7,
126y =6 mdbd 7,

50 =6 mdbd 7,
by =18 mdd 7,
by =4 mdd 7,

entonces a; = 2 + 4 x 7, suponga ahora as = 2 4 4 * 7 + by * 72, se tiene entonces que

flag) = 24+ 47 —1+3(2+4%7)%,7° méd 7%,
=T7+3(2)%(4) x 7+ 3(2)(16)7° + 3(2 + 4 % 7)?b97>  méd 7%,
(14+3(2)%(4)) * 7+ (96)7% +3(2 + 4% 7)*b7>  méd 73,
= (49) * T+ (47 + T)T* + 3(2+ 4% 7)%b, 7 mdd 7°,
= (UT) *T*+3(2+4*7)%by 7> mobd 73,
=5%T°+3(2+4%7)%,7> mod 7.



por lo tanto

54+32+4%7)%, =0 mdd 7,
3(30)%b; =2 mdd 7,

5by =2 mébd 7,

by =6 mod 7.

asi @y =2+ 4 %7+ 6% 7%, y estos son lo tres digitos p-adicos que se busca.

= D

Qp —oo<y<oo

[ ae=pa-p,
S’Y

/f|x| iz = 3 /f|x| v,

—oo<y<o0

y ademds

entonces se tiene que

dado que z € S, se tiene que |x|p =p?, asi

/f!x\ iz = 3 /f!x\

—oo<Ly<o0

= 3 [ s

—oo<Ly<o0

Zf/

—oo<Ly<o0

> e (i-ph),

—oo<y<oo

—00<y<00

por lo tanto se tiene que

/Z In(z])de = (1—p) 3 In(p~1)p,

P 0<y<oo
=—(1-p) Y ypp,
0<y<o0
= —( )In(p) > p
0<y<oo
y dado que
Z = —L
0 (p—1)°
se tiene

[ mlelyde = (1=p7) 30t

P 0<y<0

——(1—p ") > vl(pp 7,

=—(1-pY :Z;;;Z;OO w7
(5570 (52 )




Ejercicios 4

1. f(x) = 2% —p € Z,|x]. Para calcular la funcién zeta asociada a este polinomio se procede a utilizar
la FFE.
Se tiene £ =F, y £ = Z,. Para calcular S se tiene que resolver el sistema

f(ac):ﬁ:()
%(z)zszO

en IF,,. La tnica solucién es z = 0, asi S = {0}, S = pZ,y N =1, por lo que

(1 —-pH(1 -1
2.5 =y -1+ IS [ e s
—D PZ

P

o -1)+ / 2 — plida
pr

haciendo el cambio de variable x = pu se obtiene doz = p~'du y asi

11—
_ p (1 —p)(1—-1
2.0 =5 - )+ RN s
pLp

—p 1)+ / (pu)? — plipdu,
pZ

P

=p tp—1D+ [ [p*u®—plp du,
ZP

=p'p—1+ [ |p(pu®—1)[p~"du,
Zp

—pp—1)+ / Pl (pu — 1) du
ZP

=pp—1)+p " [ |pv®—1du.
ZP

Ahora bien, aplicando FFE al polinomio f(u) = pu®? — 1, se tiene que E = F, y E = Z,. Para
calcular S se debe resolver el sistema

flu)=-1=0,
of
%(u) = 0.

en F,. Se puede notar que el sistema no tiene solucién, asi S = ) y ademas N = 0 por lo tanto

lpu? — 1ydu =1,
Zp

por lo tanto

 flzyy,2) = 2t + 43 + 2% € Z,|z,y, 2], para calcular la funcién zeta asociada a este polinomio se
procede a usar FFE.
Se tiene que F = IE‘;; y B = Zi. Para calcular S se tiene que resolver el sistema

if s
—:4 pr—
O x 0,
of s
a—y—By —0,
of

L —9,=0.
35, z=20

en F,. La tnica solucién esz =0, y =0y 2 =0 asi S = {0} y S = (pZ,)?, por lo que se obtiene

p Pl -p H(N - 1)
1 _psfl

Z(s, f) =p°(p® = N) + +/( . |2t 4+ y* + 22 dedydz,
pr



haciendo el cambio de variable x = pu, y = pv y 2z = pw se obtiene dzdydz = p~3dudvdw y asi

p Pl —p (VN -1
1 _ps—l

Y

Z(s, f)=p*(p* — N) +
+ [ 1w + (p)® + (pw)*[rp~ dudvdw,

. (1 — p (N — 1)

—37..3
- N
P (p >+ 1_p5—1

+ / P*[p*u + pv? + w?[5p~  dudvduw,
z

p Pl -p HIN -1)
1 _ps—l

=p (P’ = N) +

9

4 p 23 / |p*u* + pv® + wﬂj;dudvdw.
z3

De nuevo se aplica F.F.E, pero ahora a la integral

/Z3 p*ut + pv’® + w? S dudvdw.
p

Se tiene que £ = F3, asi E = Z3, ahora bien, para calcular S, con g(u, v, w) = p*u* + pv® + w?

se debe resolver el sistema

g(u,v,w) = w?

05
o0~

05

a0~V

05

ZZ —w =
B w =0,

por lo tanto S = F2 x {0}, por lo cual S = Z2 x pZ, y N = p? + 1, por lo cual

p (L —p (P> +1) — (p* +1))
1 _p—l—s

)

/3 Ip*u* + pv® + wQ\;dudvdw =p?(p® — (p* + 1)) +
ZP
+ / p*ut + pv® + w?|Sdudvdw,
Z2xply

=p (0" — (0" + 1)) + / PPt + po® + w?[Sdudvduw,

ZEXpLy

haciendo la sustitucién w = pw; se obtiene p~'dw;, asi

pPut + pv® + w?Edudvdw =p~*(p* — (p* + 1)) + put +pv’ + w?fydudvduw,
P p
Zg Z;%XPZP

=p (" — (* + 1) + / p*u’ + pv® + (pw1)*[p~ dudvdw,,

Z;

=p*(P* — (P + 1)) + [ [p*u’ +pv® + pPwiip  dudvdw,,

z

50— 0P )+ [ oot o+ pdp dududun,
Z

P

=p (- + 1) +p " [ put 07+ pwi |sdudvduwy
z;

de nuevo se repite el proceso con
/ lpu* 4 v + pwﬂ;dudvdwl—
73
p
Asi se tiene que E = F? asi E = 73, ahora bien, para calcular S, con g(u,v,w) = pu' + v* + pw? se
debe resolver el sistema
g(u,v,w) = v°,

Jg

au

dg 2
%9 32—
ov v ’
o

9 _ .

dw



por lo tanto S = F, x {0} x F,, por lo cual S =Z, x pZ, x Z, y N = p* + 1, por lo cual

lput +v® + pw%@dudvdwl =p PP - (*+1)+ / lput 4 v + pw%\;dudvdwl

z3 Ly X pip X Ly

haciendo la sustitucién v = pvy, se tiene dv = p~'dv;, asi
lput + v® + pw%];dudvdwl =p 20— (P + 1))+ lput + (pv1)® + pwf|;p_1dudv1dw1
z3 z3

=p (0 =+ 1))+ | |pu' +p*] + pwilip dudviduy
7

= = 0P 0)+ [ Iplphet 9+l dudusdu
Zp

=p (P’ - @+ 1) +p ! / lu* + p*vd + w%|;dudvldw1

Z;

de nuevo se repite el proceso con
lu* + p*v? + w%|;dudv1dw1.
z3
p

Entonces se tiene que E' = 3 asA E = Z3, ahora bien, para calcular S, con g(u,v,w) = u* + p?v} + w?

se debe resolver el sistema

g(u,v,w) = ut + wf,

Jg 3

— =4u> =0
ou “ ’
Jg

0

ov ’

9
8—5}:211)1:0,

por lo tanto S = {0} x F? x {0}, por lo cual S = pZ, x Z, x pZ, y Ni, luego

p (1 —p (N1 = (p+2))

1 _p—l—s +

u* + p*v} + wildudvidw, =p~°(p® — Ny) +
z

4., .23 2
+/ [u” + p vy + wi | dudvydw,
Dl X Lop X Py

haciendo la sustitucién u = puy, w; = pws, se tiene dudw; = p~2du,dw,, asi

PP —p (Vi = (p+2))
1 _p—l—s

/ u* + p*of + wi|idudvidw, =p~*(p® — Ny) + ,
VA

3
P

+ [ lpw)' + p*0) + (pw2)?[5p~ dusduiduw,

z
—3—s 1 1 N _ + 2
- Ny P )(_; (p+2)
1—pt=s
+ [Pt ol + PP dudviduws,
ZP
—3—s —1
3,3 p Al =p ) (Vi —(p+2)
= ~N
(p° — Ni) + — 4
w [ Pl o+ udlgp dudundu,
ZI’
—3—s —1
3,3 p (1 —p )Ny — (p+2))
= ~N
(p 1) + i +
+p 272 [ pPut + o + wiliduydvydws,
73

P

de nuevo se repite el proceso con

2.4 3 2

[p~uy + vy + w; |y duy dvydws,
7.3
P



y se obtiene E = F3 asi /' = Z3, ahora bien, para calcular S, con g(u, v, w) = p*uf + v} + w3 se debe

resolver el sistema

glu,v,w) = v} + w3,

Jg

ou =

Jg

F 3v} =0,
57

(9_3) = 211)2 = 0,

por lo tanto S =T, x {0} x {0}, por lo cual S = Z, x pZ, x pZ, y Ny, por lo cual

“3=3(1 = p1)(Ny — (p + 2
/ p*ut + v} + wi|dudvidwy =p~*(p® — Ny) + P ]1) );123 (b +2)) +
z3 -

2 4 3 2
+ / [p~uy + vy + ws |y duydvydws,
Lip Xy X iy

haciendo la sustitucién v, = puvy, wy = pws se tiene dvidw, = p~2dvodws, asi

p (1 —p )Ny — (p+ 2))+
1 _pl—s

. Ip*uf + vl + w§|;dudvldw2 =p?(p® — No) +
Zp

+ [ [PPui + (pr2)® + (pws)?|5p~>dusdvadus
3

P YN = (0+2)
1 — plfs

:p_3<p3 — No) +

+ [ P*ui + pPos + pPwilip T dusdoadws,
z3
p (1 —p (N2 — (p+2))
+
1— pl—s

:Pfg(pg — No) +
+ / P[5 ut + pvs + w32 pdusdvaduws,
z3

P ) (M= (0+2)
1— pl—s

=p3(p® — Ny) +

L2 / Jut + pv} + wi|3dus dvsduws,
Z;

de nuevo se repite el proceso con

/3 lui + pvs + w§|;dudv2dw3
z

p
Nuevamente se tiene que £ = IF]?; asi [ = Z;;, ahora bien, para calcular S, con g(u, v, w) = u} + pvs +w3?
se debe resolver el sistema

g(ua v, w) = uzll + w%?

o7 .
%:4’&?:0,
dg

20

ov ’

oa
8—5}:211)2:0,

por lo tanto S = {0} x F, x {0}, por lo cual S = pZ, x Z, x pZ, y N3, por lo cual

=351 = p ) (N3 — (p +2
[ b o+ wdlyduduaduy =0~ N+ 2 Lor ;(_11 w2,
z3 -

4 3 2
+ / [uy + pvy + w3lsduydvadws
DLy X Loy X



haciendo la sustitucién u; = puy, w3 = pwy, se tiene que duydws = p~2dusdwy, asi

(1 =p (N3 = (p+2))
1 _p—l—s

/ |ut + pus + w%];dudvgdwg =p?(p® — N3) + P
z3

+ |(pu2)* + pvs + (pw4)2|;p_2du2dvgdw4,

p (1 — )Ny — (p+ 2))

1 _p—l—s +

=p3(p® — N3) +

s

+ [ ptuy + pos + pPwilPp dusdvaduwy,
z3

p (1 —p " )(Ns — (p+2))

1 _p—l—s +

=p*(p* — N3) +

+ [ Wl + o+ pud v,
7.3

p (1 — p )Ny — (p + 2))

1— pflfs +

=p(p® — N3) +

—2

+ pis ’pSU;l + 'Ug) -+ pwi’;dUdegdw4,
73

P

de nuevo se repite el proceso con

3.4, 3 2
[P sy + vy + pwilsdusdvadwy
7.3
p
Asi que E = IF]?; asi £ = Zf;, ahora bien, para calcular S, con g(u,v,w) = p*uj + v5 + pw? se debe
resolver el sistema

g(“? U? w) = 037

Jg

ou

Jg

By = 3v3 =0,
Jg

ow

por lo tanto S =T, x {0} x F,, por lo cual S = Z, x pZ, x Z, y Ny = 1, entonces

P A —p )1 = (p+2)
1 _pflfs

/ [p*us + 05 + pwilSdusdvadws =p~>(p* — 1) +
3
+ / [pPus + v3 + pwji[Sduidvadws
Ly X plopy X Ly

haciendo la sustitucién v, = pv; se tiene que dvy = p~duvs, asi

pP (1 —p (A —(p+ 2))+
1 _p—l—s

pPus + v3 + pwi[Sdusdvadw, =p~3(p® — 1) +

Z;

+ [ |PPus + (ps)® + pwilsp~ duydvsduy,

- )= (p2)
1 _pflfs

=p 3 (p* — 1) +

+ [ |PPuy + pPu3 + pwilip T dusdusduy,

3
ZP

P —p 1= (p+2)
1 _p—l—s

=p(p* — 1)+

+/ \p|;\p2u3+p2v§+wi|§p‘1du1dv3dw4,
Z3

P

=p(p* — 1)+

pP (1 —p (1 —(p+ 2))+
1 _p—l—s

+p / [P + p*05 + wifsdurdvsduws,
7.3

D



de nuevo se repite el proceso con
/ |pusy + p*ui + wi|;du1dv3dw4.
Z3
Se tiene que E = F3 asA E = Z3, ahora bien, para calcular S, con g(u,v,w) = p*u3 + p*v3 + w3} se debe

resolver el sistema

g(u, v, w) = wj,

8@_

au
8@_

a0 O
o
8_5}:211)47

por lo tanto S =T, x F, x {0}, por lo cual S =Z, x Z, x pZ, y N5 = 1, por lo cual

)4 pP (1 —p (1 - (p*+1))

1 _p—l—s +

/ |p*uy + p*vs + wi|;du1dv3dw4 =p?(p® —1
z;

204 2.3 2
+ / [p“uy + p7us + wilsduydvsdwy,
ZLop X Lp X DLy

haciendo la sustitucién w, = pws, se tiene dw, = p~*dws, asi

—3-s 1 2
; _ p (1 —p A= (p* +1))
/Z3 |p?usy + p?ud + wi |2 duydvsdwy =p~°(p° — 1) + p=— +
p

+ [ [pPup + pPo3 + (pws)|p durdusdu,
73

p (1 —=p (1 = (p* + 1))

1— p—l—s +

=p°(p* - 1) +
+ / [p*us + pPui + pPwiop ! duy dvogduws,
Z3

o — 1) + Pl —119:1;(11—8 (P +1)

+ / \p2|;\u§ + 03 + wi|5p~ duydvsduwy,
z3

o — 1)+ Pl —1p:1;(11—8 (P +1)

+ p72871 / ’Ug + 'Ug + wg\;duldvgdw4.
zZ
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