Ultrafiltros en R

YU TAKEUCH]

1. Introduccidn: Ses F un ultrafiltro regular en N, decimos que una sucesién (a)
satisface una propiedad “p” para casi_todo n si

nla, satisfacela propiedadple r

En R se establece una relacién de squivalencia *-*
(a,) - (b)) si y sélo si s, * b, pare casi tedo n.

®* es el conjunto de todas las clases de equivalencia, R* = R“/-,- en el presente trabajo
lo denctaramos por R"/F ya que R* as{ obtenido depende del ultrafiltro F (ver (3}).

Dado un 0 ¢ R+-R, sea U, la coleccién de los conjuntos reales definide por:
U,={8cRl oes),

S | R

ANy

S* o o R*




entonces U, s un ultrafiltro no-triviat en R, donde $* es la extension elementsl Sean Rs RY/F, X = [(1,2, )] eNe, mntonces:
de S. a
F=U (¢}
Demostracidn;
‘""" Evidentenente & £ U, ya que é+=4 Demostracion; Supongamos que S e U, , entonces A = [(n)] ¢ 9= oses, nes
(11) 81 T,8e¢ U, entonces o0e S+ @ ¢ T+, lusgo: para cagi todo n, esto es:

o e SsNNTe = (SN M, SNN={(neNineS)er,

»

estoes, SN TeU,. "
por Lo tanto se tisne que SeP, 0sea, P,

(it1) 81 8¢ U, T2 g entonces SxJ0,Te 28+, {lumgo, Como D, es unultrefiltro en R, entonces se obtiene la igualded (3).

Te3 g, est0 05, Te D, Se surgen naturalmente las siguientes preguntas:

De lo anterior, U, s un filtro sobre R (1) ¢Es "ung 9 uno® la correspondencia 0 <7, ? o sea:

(fv) Sea S c R. Supongamos que S§ U,, esto es, 0 ¢ Ss. o aep entoces 40,402

Entonces:
CERs -Ss % (R-9)s, (i) (Es *sobre la correspondencia o -~ U, ? 0 ses:

dado un ultrafiltro U en R, iexistiri un oceRs tol que U=U, ?
luego, R-SeU,. Porlotanto, U, esun

ultrafiltroen R .

' opdsito del presente trabsjo es contestar a estas dos preguntas.
tv) Si U, fuera trivial entonces existirfaun aeR tal que EL propdsito i pr

{a} e T,

luego o ela)e = {a) (absurdol) ya que 2. No todos los ultrafiltros son de la forms U, .

odgR B

Existen ultrafiltros no triviales que no sean de la forma U,

Elemplo 1, Ses F un ultrafiltro regular en M, si

p s{8cRigNNer! ) Demostracion; Sabemos que existen 2° ultrafiltros en N (ver [11, [51), entonces el rimerc
Il

de ultrafiltros en R es "mayor o igual® a 2°. Sin embargo, como

. lRe | =i R¥/~ |2,
entonces F es un ultrafiltro no trivial en R (irmediato).
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entonces los ultrafiltros de a forme U, con o ¢ Re no cubren la totalided de los

ultrafiltros en R. a

3. Una particién-de un conjunto relacionada con una funcién.

Pars estudiar la finyectivided de la correspondencia ¢ - U, veremos primero el
siguiente teorems que es indispensable para el desarrollo del presente trsbajo.

Teorems 1. Ssan X un conjunto, f una funcidn de X en X, entonces X puede subdividirse
a lo mds, en 4 subconjuntos P,Q,R,S, dos a dos disy\nt:n, tales que !

f(ﬂnP-O, f(mm'.a [(R)m'. .

(4]
8 = {xex!f(x) = x) .

Nétese que R y S pueden ser vacfos. (# Nota)

(H x=rAoUnUs ssf (P,Q,R,8) es una particién del conjunto X.

$ o8 ¢l conjunto de todos los puntos fijos de Lla funcién f en X.
Demostraciin: Dado xe X , ses:

D » (x, f(x), FCFOXD) ..., N(X),....0)

M =fofofo..of, 0x) ex.

ShAvects

D, Puede ser una sucesion de elementos distintos, 6, D, posee algunce dos elementos
iguales, por ejemplo:

P ex) = ™y

En el Ultimo caso la sucesion D, @3 “periddica® a pertir del m-ésimo término. Al mfnimo

numero natural  “(¥ que satisface la fgusidad anterior se le llame "¢l perfodo® de (a

sucesion 0,. Especialmente, si m=0 entonces la sucesidn 0, es “periddice® a pertir del

primer término, asf:

o = ot 4oy N, it 1Y 0 ) L
L términos L términos

En el tonjunto de sucesiones D ={D,ixeX) se establece una relacién *-" como

sigue:
o, ~0, si D, Dy poseen alaln slemento comin, © see que existen n.m tales que

Mixy = Mty)

En consecuencia:

$™Kexy = ™K(y)  para todo k = 0,1,2,3,

esto es, 1§ cola de la sucesidn D, coincide con La cola de ta sucesidn Dy. Por lo tanto,

D, - 0, si y sélo si tas dos sucesiones 0, D, poseen la misme cola. De lo anterior se

Y Yy

ve inmedistamente que "-* es una relacion de equivalencia en el conjunto O.
Especisimente,

D, es equivalente a su propia cola:
D,‘ ~ ptfx) = (f‘(x), f.‘"(x), f”z(x). ) para cuslquier m.

Por lo tanto, si D, es periddica s partir de algin término, ésta es equivalente a
sucesiones periddicss & p.rt\"r del primer término.
En el conjunto cociente D/~ podemos escoger una rgpresgntante de cade clase de

equivalencia
de tal menera que la representante de la clase de sucesiones periddicas a partir de algin

término sea una de las sucesiones periodicas a partir del primer término. Sea
{D,lceB) elconjuntode todes estas representantes; dado xe X axiste:

teh
tal que

D,~D, (tem @



Vamos @ clasificar x e X en cuatro bloques P,Q,R ¥y S como sigue:

(23] $i 0, s una sucesion de glementos distintos (no periédica) también Lo es o,

como D, ~ D, entonces existen n,m tales que

) « M) 3)

Sean:

{xc? si m-n es par
xeQ sim-nes impar

Nétese que la pareja (n, m) que satisface (3) no es Unica, pero sf es inica la diferencia
m-n. Tenemos:

Mf) = () = 1) = ™,

como (& paridad de (m*1) - n = (m-n) + 1 es contraris a la paridad de m-n, entonces se
tiene que: si xeP entonces f(x)eD ,y, 8l xeO entonces f(x)eP ,o0

sea:

r £ P.
() cQ Q) ¢ ®

Supongamos shora que D, es una sucesidn periddica de perfodo *\" a pertir de algin
término: Hemos escogido D, (¢ € B) "como una sucesion periddica s partir del primer

términe, v, D, - D, entonces D, es una gola de La sucesion D, luego existe n tal que
f"(x) = t, sea *n* el

minimo nimero natural tai que

tNxy = ¢ %)
Consideremos los siguientes tres casos.

6 Cusndo (=1, o see:

B = (x,fx) .., ™, e,

sean

xeS si n=0
{xeP 81 n es impar )
{mo:in_ of par , ne+ 0

si x € S entonces f(x)=x, o sea que S serfa el conjunto de todos los puntos ﬂje‘v de
la funcién f enX. Si x € @ entonces f(x)€ P; 8i x € P entonces f(x) € @, 5, f(x)
€s.

(§1ii) Cuando ! es par, o sea:

o, = (x,.en, 00, t,f(t)‘,...,‘fl"tn RIS ', o aen,..0
par o per.
sean: xeP 81 nes upaz.)
xef si nes par

Se observa inmediatamente que f(P) c @, f(0) < P ‘®

(iv) Cuando | es imper, (#1, seen:

xP sin=0, 6 nesimpar, n+»1,
x¢0 #i nespar, n* 0,
xeR g1 n=1.

Tenemos que: si x € R entonces f(x) € P; si x € P entonces f(x) € Q; si x€Q
entonces
f(x)€ P, 6, f(XE R..

De lo anterior, se ve que los conjuntos P,Q,R,S son digyyntos dos 8 dos, v que
fMepUS, FIO) cPUR, £ P £(8) =89,

lo cuat garantiza las condicionss exigidas en (1)..
Elesplo 2, Sean: X = (1,2,3,4) (1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1, f(4) = &
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Tenemos: Dy ~ D, ~ Dy. Si D, @8 la representante de la clase de equivalencis (D,, D
by} ontonclo tjmso? ! e

Pe(), O=(, R=(3), $=().
Corolario 1, Sean X un conjunto, f una funcion de X en X tal que
x#il(x) pars | impar, para todo x € X,

entonces existe una particién (P,Q) de X tal que
£ NP, £(ONO=$.
Remostracion:  En la demostracién del teorema 1 se tiene que R = ¢ ya que el caso

(iv) no se presnta. Ademis, la funcién f no tiene punto fijo en X puesto que x £ f(x)
para todo xe¢ X , en consecuencia: I~ ¢ . B

Corolario 2, Sesn - un conjunto ordenado, t una funcidn de X en X tal que f(x) > X (&

fix)
< x) para todo x € X, entonces existe una particién (P,Q) de X tal que

HMOPed , £(OVNO=9

Demogtracidn: Si f(x) > x (6 f(x) < x) entonces fl(x) > x (6 f‘(x) < X resp.) para

cualquier |, o sea: x ¢ fl(x) para cualquier 1. Aplicar el Corolario 1.

4. La inyectivided de o - U,
Jeoremp 2, Sea & = {{a,)] e Re tal que a, ¥ a peran#k, entonces:
$»a implica Uy, » U,

Demostracidn: Sea F el ultrafiltro regular en N con gn rongtruye R*:
Y o I

Supongamos que s[(b.)]g.t u.-ﬂ.
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Como a,ela,lkeN) pera todon, entonces el a,lkeNls , lusgo:
laylkeN}eU =0, , ssf pcla,lkc?”o . O 508

boela,ikeN) perscagi todo n.

Por ests razén, podemos suponer, sin pérdide de generalidad, que

blkenlclalkeN) 1O

Supongemos que & » Py Liegaremos a un absurdo.

Seon f, 9: N~ N definidas por:

f(n)-un,g(n)Sbn para neN |,

entonces la funcién f es Uno & Uno puesto que a, * a, para n+ k  Se define la
funcion h: N N como sigue:

heny = ¢ (o(n)) pera neN ,
entonces h(n) # n pars casi_todo n puesto que s, # b, pers casi todo n

Luego: =nlh(n) enler

Segin el tecrems 1, el conjunto {nlh(n) v« al puede subdividirse en tres
subconjuntos P,Q,R tales que

AP NP=4. 2O N0=4, b NR=$ @

Com {(nlh(n) »n)l=PUQURer, y, F e unultrafiltro, entonces uno de los
tres subconjuntos P,Q,R debe pertenecer al ultrafiltro F. Sin pérdids de generalidad,

supongamos que P e F , entonces
a elaixer)s £(P) , D,aldylkeP)=giP

pera copi todo N, o sea:
cef(P)r , Beg(P)s
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estoes, f(PelU,,y g(Plel Por lo tanto se debe tener que

LM NgP €U =0,

luego: £(M Ng( ¢ é , lo cual contradice a:

£ (gP)NP=A{MHNP§ (absuzrdo!)

Por Lo tanto se debe tener que s =f§ N

Ejomplo 3. Ses

A= [{1,2,3, )] ¢ Re, ontonces U, = Uy siysélosidi=§ B

El siguiente teorems nos musstra que la correspondencia 0.~ U, es inyectivs cuando
el ultrafiltro F utilizado para construir &* es “egpecisi” de tal manera que en R* todo

infinitesimal es representable por sucesién convergente a cero (ver (2]).

Ieorems 3, Sea F un ultrafiltro especisl en N de tal menera que para toda particion
{Aa lk=1,2,3,...) dedtcon

A, ¢ F para todo n ,
xia

existe SePconlSNA,l<1 para todo k. (# Nota)

st a* = BF entonces: « » B inplica U, ¢ G,

#uota:  |1sNa, oo ol nimero de elemantos del conjunto SMA, ; luego,
lsNatsa quiere decir que el conjunto SN A, es "unitario® o “vacfo”.

Demostracion: Dado & = [(a,)} € R« R cuslquiera, basta demostrar que existe una

representante (i ) de & tal que 4, ¢ 4, paran+ k

2 3

Ssbemos que cuslquier nimero no-estinder finito es la sume de un nimero resl y un
infinitesimal, y que un nimero infinitesimal diferente de cero es el inverso de un nimero

infinito, entonces podemos suponer, sin pérdide de generalidad que « = [(a,)] es un’

intinito positivo, a_ > 1 pera todo n.
Consideremos la pnrt?cién (7 k=1,2,3,...) de N dada por:

Ak'(jlk'l»‘l,(k} (k=1,2,3,

Como & = ((a)] es un infinito positivo, entonces se tiene que

U Ax={jla,2n-1)eF (para todo n)

k3a

luego existe Se F tal que

A,Ns!i<1 paratodok

Se define in como sigue:
« “ 31 naesg
s\l 51 nes

entomnin-lnponmi__anyaqn Se P ,Mscwquoinii.ponn#n.
]

5. Un modelo de R* donde @ ~ U, no es inyectiva.
A continuacién darems un ejemplo de R* Ry/F donde  existen

ayfconavp talesqueU, = U, , 0 sea que la correspondencis o~ U, no e

inyectiva.
Eiemplo 4, Sean © un ultrafiltro regular en B, s e funcién biyectiva de N X N
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sobre ¥. Dado un subconjunto 8 de N se define:

Sy={nevNiiienisin i) enlead)
Por ejemplo, si B - B es "finito® entonces existe un m tal que

N-Bcleo(ni)indi=1,2, ..m)

luego se tiene que
s(n,i) @€ 8 persatodo i>m

Como # s un ultrsfiltro “regular® en N, entonces Ssg=l.g
Consideress la coleccion F de todos los subconjuntos B de N tales que

Syed

entonces es facil demostrar que F es un ultrafiltro regular en N. (Apéndice)
(1] Sesn (ay), (by,) definidas por:

8k, i) * k para todo k, para todo i,

,

bn(k T i para todo k, pars todo 1§,
(]

entonces:

«=((a)) »P=((b)) en Re = R¥/F . O]

En efecto, pera cads ke N tenemos:
Sok,1) P Pok,1y  Peretodo T4k (para casi tedo 1),

ieNla,, *by, et paracada keN,

uego:

RemiliaNla,, *b,upyled)an
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estoes, lneNia,sb,)lar.g

{11] Supongamos que S e U, , entonces e S+ o sea:
B={nla,e8)s(otk ) ka3, {cuaiquieraler

Pero como: N si k
k

¢ si

W

¢
{iale(k,i)eB}-{ ‘

entonces:
{keNllieNlalk,i)eBlebd}=Sed . g

Por otra parte, sea

B<{neNib,es)aloar, Y 1ies, kcualquieral,

entonces:
{(1ewis(k,i) a8} =3 paratodok,

luego:

keNl{ieN g(k,i) e Blet)s{kaNiSed)=Ne®

oseacque fer Por lo tanto, tenemos que f ¢ S+ (estoes, Je U, ).
Por Lo tanto obtenemos: U, & U, Pero como U, U, son ultrafiltros, entonces se

tieneque U, =0, B

Apéndice (vVer (4))
@ Evidentemente, ¢ ¢ F yaque 3, = ¢

@ Suporgamos que Be X, D2 B entonces:
syetnliils(n i) enledtainlisinniesleo)=s,
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Como 3,80 antonces S,e® , o seagueDer
® Supongamos que B, Ce¢ ” (esto es, Sy, Sce )
Tenemos inmediatamente que 3,1 3, 2 Sy

Por otra parte, si ne 3S,N 3, entonces:

(1ls(n,1) eBled , ils(ni)ecCle®

{tis(n, ) erNC)={ilegi{n i) en)iN{ilg(n i) ecled

esto @8, N € Sy, 0 s0a que 3, N S, = 3,

Por lo tanto, Sy =9,MNS. e, estoes , BNCer

De lo anterior, F es un filtro sobre N.

@ Suporgamos que B g P, entonces S, ¢ ¥ luego:

it il en,d) en-plad)
Ritilenile B )¢g0)=N-5,e¢0

por {0 tanto se tiene que N - B & F. De Lo anterior, F es un ultrafiltro.

@ 3§ N-B es finitg, entonces S, =Ne® osea, BePr

ultrafiltro “regylar® en I..

Por lo tanto F es un
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