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MODELOS MINIMALES DE LA RECTA HIPERREAL

WILLIAM ALVARADO JIMENEZ

Resumen

A partir de una propiedad combinatoria de los ultrafiltros de Ramsey, se obtiene
una nueva demostracién acerca de la existencia de “modelos minimales” dentro de la
clase de modelos de ultrapotencia numerable de *R.

Abstract

A new proof of the existence of minimal models of the hiperreal line is obtained in
terms of a combinatorial property of Ramsey ultrafilters over a countable set.

1. Introduccion

Los modelos minimales de *R se pueden definir como aquellos en los cuales los nimeros
infinitesimales positivos corresponden a clases de equivalencia de sucesiones de numeros
reales estrictamente decrecientes y que convergen a cero ([ALVARADO-3],[CAICEDO]).

En ([ALVARADO-3]), el autor obtuvo caracterizaciones de las principales clases de ultra-
filtros sobre un conjunto numerable a partir de distintas propiedades de representabilidad
de infinitesimales en modelos de ultrapotencia numerable de los ntimeros hiperreales. En
particular, se demostré que un ultrafiltro es selectivo si y sélamente si el modelo de ultra-
potencia numerable construido a partir suyo es minimal.

El presente trabajo consta de dos partes. En la primera se introduce la notacién y se discuten
algunos resultados bésicos respecto a los modelos de ultrapotencia numerable de *R. En la
segunda parte se obtiene una nueva demostracién de la existencia de modelos minimales de
*R a partir de una propiedad combinatoria de los ultrafiltros de Ramsey.

Antes de proceder con la exposicién propiamente dicha, es necesario hacer mencién de que,
con el fin de garantizar la existencia de los ultrafiltros selectivos o de Ramsey, vamos a
asumir que trabajamos en una variante “reforzada” de la teoria de conjuntos. Por ejemplo,
podemos asumir que trabajamos en (ZFC) + (HC) (Zermelo-Fraenkel con el Axioma de
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Eleccién y con la Hipétesis del Continuo), o bien en (ZFC) + —(HC) + (AM) (Zermelo-
Fraenkel con el Axioma de Eleccion, con la negacién de la Hipdtesis del Continuo y con el
Axioma de Martin).

2. Preliminares

Denotamos por ON la compactificacién de Stone-Cech de los niimeros naturales, que como
es sabido coincide con el espacio de todos los ultrafiltros sobre N. Por SN\ N denotamos el
conjunto de todos los ultrafiltros no-principales sobre N. El ultrafiltro ¢ pertenece a SN\ N,
si y sélo si contiene al filtro de Fréchet F,, = {A C N: N\ A es finito}.

Dado U € BN\ N, denotamos por *Ry, el modelo de ultrapotencia numerable de la recta
hiperreal obtenido como el cociente del espacio de todas las sucesiones de ntimeros reales
RN por la relacién de equivalencia =, definida por

(an) =y (by) <= {neN:a,=b,} €U.

La relacién de equivalencia anterior es compatible con las operaciones de RY, asi como
con la relacion de orden parcial <. De esta manera obtenemos un campo completamente
ordenado que es una extension propia de R, si identificamos las clases de equivalencia de
las sucesiones constantes [(a,)] con a, =1, ¥n € N, con el correspondiente nimero real r.
*Ry es un campo totalmente ordenado que es extensiéon propia de R, por lo tanto es no-
arquimediano!. Por ello contiene elementos infinitamente grandes, llamados ndmeros ili-
mitados o infinitos, asi como sus inversos multiplicativos, los cuales junto a 0 forman los
llamados ntmeros infinitesimales. En *Ry;, los ntimeros infinitesimales corresponden a las
clases de equivalencia [(ay)], que satisfacen {n € N : a, <7} € U, Vr € R%. En lo suce-
sivo utilizaremos la abreviacién a = [(a,)] =~ 0, para indicar que a = [(a,)] € *Ry es un
infinitesimal.

Los diferentes modelos de *Ry; poseen distintas propiedades “externas” en dependencia de
la eleccion del ultrafiltro 4. En particular, ciertas propiedades de representabilidad de infi-
nitesimales en el modelo, estan intimamente relacionadas con el tipo de ultrafiltro utilizado
en la construccién del modelo ([TAKEUCHI-1,3,4],[CAICEDO],[ALVARADO-1]).

La representabilidad de infinitesimales en nuestros modelos estd a su vez relacionada con
clases especiales de sucesiones de ntimeros reales. Mas precisamente, dado un subconjun-
to S C RN, decimos que el infinitesimal a es S-representable, si @ =y (a,), donde (a,)
pertenece a S. En cualquier modelo de ultrapotencia numerable, existen infinitesimales
S-representables: para ello basta tomar las clases de equivalencia de los elementos en S.
Sin embargo, se sabe que en general, no es cierto que todo infinitesimal de *Ry sea S-
representable, si S es un subconjunto “pequeiio” de RY.

Nosotros estamos interesados en el caso particular del conjunto

S={()eR": \lingj\ =1y [Fool <[}

'Es importante mencionar que el campo *Ry, no es tan sélo una extensién de R. La fuerza del anglisis
no-standard, estriba en el llamado Teorema de Leibnitz o Principio de Transferencia, el cual afirma que una
proposicién expresable en el lenguaje de primer orden es vélida en R, si y slamente si, la misma proposicién
es verdadera en cualquier modelo de *R.
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i.e. en la posibilidad de que infinitesimales no nulos se puedan representar por medio de
sucesiones estrictamente monotonas de nimeros reales que convergen a, cero.

Los modelos de ultrapotencia numerable de *R que satisfacen la propiedad de que todos
sus infinitesimales no nulos son S-representables como en el parrafo anterior se denominan
“modelos minimales”, y se pueden considerar los modelos mas “econémicos” de la recta
hiperreal.

3. Existencia de modelos minimales

Para demostrar la existencia de modelos minimales, debemos primero introducir unos mo-
delos intermedios, llamados modelos de Cauchy de *R. Estos modelos se caracterizan como
aquellos en los cuales todo infinitesimal se puede representar por medio de una sucesién de
nimeros reales que converge a cero.

Como demostrara X. Caicedo, los modelos de Cauchy son exactamente aquellos modelos
*Rys que se obtienen cuando el ultrafiltro & es un P-punto de SN \ N. Nosotros estamos
interesados en un tipo particular de P-puntos, llamados ultrafiltros selectivos o ultrafiltros
de Ramsey.

Un ultrafiltro 4 € SN\ N se llama selectivo o ultrafiltro de Ramsey, si para cualquier
particién (Pp,)nen de N, tal que paran € N, P, ¢ U, existe un U € U tal que card(UNP,) <
1, vn e N.

Como veremos a continuacién, los ultrafiltros selectivos son precisamente aquellos que sirven
para obtener modelos minimales de los ntimeros hiperreales.

Teorema.
Un ultrafiltro U € SN\ N es selectivo si y sélo si *Rys es un modelo minimal de *R.
Demostracién.

Con base en la discusién anterior, es suficiente mostrar que un modelo de Cauchy es a la
vez minimal si y s6lamente si el ultrafiltro U es selectivo.

La suficiencia de la condicién es casi inmediata, pues si {P,, : n € N} es una particién de N,
con P, ¢ U, para n € N, entonces la sucesién (a,,) definida por

an, sin € Py

ST
converge a 0, y por hipétesis existe una subsucesion estrictamente decreciente (a,, ) de (an),
tal que

U={nx:keN}tel.

Ahora, la monotonicidad de (a,) garantiza que card(U N P,) <1, Vn € N.

Para demostrar la necesidad, vamos a recurrir a un resultado de A. Louveau que caracteriza
los ultrafiltros de Ramsey por medio de una propiedad combinatoria.

Denotemos por P\ (N) el conjunto de todos los subconjuntos de N que tienen exactamente
n elementos, y para A C N, por P\ (A) el de todos los subconjuntos de A de cardinalidad
n.



60 W. ALVARADO

Proposicién ([LouvEAau]).
Sea U € BN\ N. Las dos proposiciones siguientes son equivalentes:

(i) dadosm,n € N, y dada una aplicacién f de P\ (N) en {0,1,2,---,m}, existe un elemento
U €U tal que F es constante sobre P\ (U),

(ii) U es un ultrafiltro selectivo.

Usando esta proposicién es facil obtener la demostracién de la necesidad de la condicién del
teorema.
Sea a = [(a,)] &~ 0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la sucesién (a,,) es de
términos estrictamente positivos y converge a cero. Consideremos la aplicacién f definida
en Pe(N) por:

0 ,si (a;—a;)(i—7)>0

f{ig}) =
1 ,si (ai—aj)(z'—j)<0.

Observemos que la afirmacion del teorema quedaria probada si establecemos la existencia
de un miembro del ultrafiltro en el cual la restriccién de f sea igual a 1. Por la proposicion,
existe un conjunto U € U tal que f es constante en el conjunto P\ (U). Si fuera el caso que
f = 0 en U, entonces la sucesién (a,) poseeria una subsucesién creciente, que no puede
converger a cero. Asi f =1 con lo que concluimos la demostracion. m

Es importante mencionar que el teorema anterior muestra en particular que existe una
relacién entre la minimalidad del modelo *Ry; y el orden de Rudin-Keisler en SN\ N, cuyos
elementos minimales son exactamente los ultrafiltros selectivos.
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