
UNA NOTA SOBRE LA CONTINUIDAD UNIFORME
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En los libros de la teoria de funciones de variable real, la de-

finicion de la continuidad uniforme es asi;

DEFINICION 1

f(x) es uniformemente continua en S si dada E existe 6 tal que

x - yl < S x, yES implica If(x) - fey) I < E

Este concepto se puede ampliar en la eiguiente forma;

DEFINICION 2

f(x) es uniformemente continua en S si dada E existe A tal que

Ix = yl < 6, yES implica I f(x) = fey) I < E

En eete caso, x puede ser un punto exterior de S. (Evidentemente x
debe pertenecer al domini a de f(x).)

El teorema de Heine se puede modificar como sigue;

TEOREMA DE HEINE

Si f(x) es continua en oada punta de un conjunto compacta S enton
ces f(x) ee uniformemente continua en S. (Notese que el dominio de --
f(x) puede eer mas grande que· s.)

Como aplicacion de esta definicion, se va a demostrar el siguien-
te teorema.

TEOREMA

f (x) as integrable-Riemann en ta, b) y ademas

f(x) = 0 si XES, 0 ~ f(x) ~ M si xis

entonces rb f/-) - ( )il. IX dx ~ M lit S

'.
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En base de la teoria de la integral-·Lebesgue, la demostraci6n es
sumamente trivial ya que

fb f dx =a f f dx + f f dx = f f dx < M f[a,b]-S S - S dx=Miii"(S).

Sinembargo, para la integral Riemann, el primer paso de la igualdad
anterior no 'BS va.lid~~tlJ

DEMOSTRACION

Sea D el conjunto de todos lollpuntos de discontinuidades de f(x)
en ta, b) entonces

Sea

t3J C4l
m (D) = o. Integrabilidad-Riemann de f(x) (1)

So=SUD (2)
iii"(S ) < iii"(S)+ iii"(D)= iii"(S) (3)o -entonces

Dada E, existe un numero numerable de intervalos abiertos disyuntos;

Ik (I\., bk) k = 1, 2, 3, ••• tales que

..:iii"(S ) + E
- 0 ~

(Definicion de la medida exterior)

Como U Ik es abierto, entonces

es un conjunto cerrado, luego T es compacto, por 10 tanto f(x) es -
continua uniformemente en T (Def. 2). Es decir, dada E exiete 6 tal
que

x e T implica If(x) - f(y)1 < 2(~a)

TomamQs una particion F de t a,b) tal que la longi tud de los sub-inte.!:
valos de P es menor que S. Hay dos clases de sub-intervalos de Pj
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� Sub-intervalos que contienen por 10 menos un punto de T (En donde
f(x) = 0)

~ Sub-intervalos que contienen unicamente los puntos interiores de -
kgl Ik•

Entonces la suma superior de f(x) con respecto a P;

(6)

(
Mk' Mh son Sup f(x) en sub-intervalos Y 6kx,
de sub-intervalos;.

L\ hX son longi tudes )
101

E
2 (b-a)

.s §. 00

+ 101 m (k~l Ik) .s §. 101 (m (S ) +2 + _E_.)2 0 2M
M'm (S ) + E0

Por 10 tanto se tiene:

Como E es cua1quiera, el teorema queda demostrado.
NOTA En (5) Y puede ser un punto de So' por 10 tanto, en (6)
~ = supf'{z ) (en e1 sub-intervalo de (jf)) es menor que E /2 (b • a).
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